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Die Herausgabe einer Weberfegung in frangöfifcher und englifcher Sprache, 
fowie in anderen modernen Sprachen wird vorbehalten. 
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VBorrede zur fünften Auflage. 


Von Seiten der Verlagshandlung wurde mir die ehrenvolle Aufforderung, 
die durch den Tod des Verfaſſers unterbrochene Herausgabe der fünften 
Auflage der Ingenieur- und Mafchinen-Mechanik weiter zu führen. Werm 
ich diefer Aufforderung entſprach, jo geſchah es nicht, ohne daß ich mir 
die großen Schwierigkeiten eines derartigen Unternehmen Har gemacht 
hätte, und zu dem Bemußtjein gelangt wäre, daß ich meine ganze Kraft 
und großen Yleiß würde daran fegen müfjen, wollte ich der geftellten 
Aufgabe auch nur einigermaßen gerecht werden. In wie weit leßteres 
mir gelungen ift, muß ich dem Urtheile des geneigten Leſers anheimgeben, 
daß ich es wenigſtens an Fleiß nicht habe fehlen laſſen, darf ich wohl 
berfichern. 

Die hervorragende Stelle, welche der veremigte Autor im Gebiete der 
techniſchen Forſchung und Literatur einnimmt, und die günftige Auf- 
nahme der Ingenieur- und Mafchinen-Mechanik feitens des technifchen 
Publicums, von welcher diefe fünfte Auflage ein deutlicher Beweis ift, 
waren Gründe von genügendem Gewicht, um mich von jeder wefentlichen 
Aenderung an dem Plane und der Anlage des vorliegenden Werkes von 
vornherein fern zu halten. Daſſelbe mußte den ihm von feinem Urheber 
gegebenen Charakter, der fich jo vorzüglich bewährt hatte, beibehalten, troß- 
dem vielleicht von mancher Seite Died oder jenes anders gewünjcht werden 
mag. Es konnte fi nur dort um einzelne Abänderungen handeln, wo 
fie durch Die fortgejchrittene Forſchung oder die veränderten Zeitverhältnifje 
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u Borrede zur fünften Auflage. 


geboten erfchienen. In jedem alle habe ich mich immer erft nach ſorg⸗ 
fältiger Prüfung zu einer derartigen Aenderung entfchlofien. 

Die elementare Behandlungsweiſe der Mechanik, welcher das Werk zum 
großen heile jeine Beliebtheit und anjehnliche Verbreitung unter den - 
Praftifern verdankt, und welcher Weisbad noch in der Vorrede zur 
vierten Auflage jo lebhaft das Wort redet, ift auch in diejer fünften 
Auflage beibehalten, nur ſchien es gerathen, daneben auch auf die analy= 
tiihen Methoden, wenn auch oft nur in Heingedrudten Anmerkungen, 
Rüdficht zu nehmen. Auf ſolche Weile ift auch dem Wunfche derjenigen 
entiprochen, welche eine folche analytiiche Behandlung der meift- umftänd> 
liheren elementaren vorziehen. Mit Rüdficht hierauf iſt insbeſondere 
der Abſchnitt Über Elafticität einer neuen Bearbeitung unterworfen worden 
und hat mancherlei Zufäße erfahren, wie z. B. die Bemerkungen über 
Feftigkeit gegen Stoßwirkungen und gegen Zertniden, ſowie das Capitel 
über Federwerke zc. Im fünften Abfchnitte ift der Xehre von den Trägheitg- 
momenten ein Gapitel vorausgeſchickt, welches die hauptſächlichen allgemeinen 
Lehren der Dynamik enthält, und im Anhange find die Grundfäge der 
graphifchen Statik angefügt, welche bei der Beliebtheit, deren die graphiichen 
Methoden fi) in neuerer Zeit mit Recht erfreuen, wohl Manchem mills 
fommen fein werden. 

Süämmtliche Beifpiele und Formeln find für das metriſche Maßſyſtem 
umgerechnet, für die Conftanten find meiftens nebenher auch noch die für 
dag frühere preußiiche Maß geltenden Werthe beibehalten. 


Aachen, den 8. October 1874. 


Guſtav Herrmann. 
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2 Hülfslehren aus der Analyfie. [8. 2. 
das Zeichen z — (x, y) ausgedrückt. Es ift in diefem Falle e Function 
von z und Y zugleich, und man hat es daher hier mit zwei Urvariablen zu 
thun. 


$.2. Krumme Linien. Jede durch eine Function oder Formel y — f(x) 
ausgedrückte Abhängigfeit einer Größe y von einer anderen Größe x läßt ſich 
durch eine ebene Curve oder krumme Linie APQ, Fig. 1 und 2, daritellen; 


Fig. 1. Sig. 2. 
> Q 
PR 
HR 
T A MN XA T MN x 


verfchiedenen Werthen der Urvariablen z entjprechen die Abfciffen AM, 
AN u. |. w., und den verfchiedenen Werthen der Abhängigvariablen y die 
Drdinaten MP, NQ u. f. w. der Sure. Die Coordinaten (Abfciffen 
und Orbdinaten) der Curve ftellen alfo die beiden Bariablen der Function vor. 
“ Die graphifche oder bildliche Darftellung einer Function oder die 
Zurüdführung derfelben auf eine Curve vereinigt mehrere Bortheile in fich. 
Sie liefert uns erftens einen Ueberblid itber den Zufammenhang zwiſchen 
jwei veränberlichen Größen; fie erjegt uns zweitens die Stelle einer Tabelle 
oder eines Inbegriffes von je zwei zufammengehörigen Werthen einer Function, 
und fie verfhafft uns drittens die Kenntniß von den mannigfaltigften Eigen- 
{haften und Beziehungen der Functionen. Der mit dem Halbmeſſer CA 
— CB = r beichriebene Kreis ADB, Fig. 3, welcher der Yunction 

Big. 3. y =V2rxr — 22 entſpricht, worin = und y die 
Soordinaten AM und MP bezeichnen, gewährt 
und 3. B. nicht allein eine Ueberſicht Über die ver⸗ 
fchiedenen Werthe, welche diefe Function annehmen 
fan, fondern macht uns auch mit anderen Eigen- 
thümlichkeiten diefer Function befannt, ba die 
Eigenschaften des Kreifes auch ihre Bedeutung in 
der Function haben. Wir willen 3. B. hiernach, 
ohne weitere Unterfuchungen, daß y nicht allein fir x — 0, fondern aud) 
fir < = 2r Null ausfällt, daß ferner y ein Maximum und zwar — r 
wird, wenn æ — r ift, u. |. w. 
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Graphische Darstellung. Die Naturgefege laffen ſich in ber Regel $. 3. 
durch Functionen zwiſchen zwei oder mehreren Größen ausdrücken und 1m 
deshalb auch meift einer graphiſchen Darftellung fähig. 

(1) Beim freien Fallen der Körper im luftleeren Raume hat man 
+3. für die Fallgeſchwindigkeit 4, welche der Fallhöhe x entipricht, y— — V29z; 
diefe Formel ftimmt aber auch mit der Gleichung y — Vpx der Barabel 
überein, wenn man den Parameter (p) ber leßteren gleichjegt der doppelten 
Leihleunigung (2 9) der Schwere; daher läßt fich aud) das Fallgefeg durch 
eine Parabel APQ, Fig. 4, mit dem Parameter p — 29 graphiſch dar- 

ſtellen. Die Abſciſſen AM, AN... biefer 


dig. 4 Curve find natürlich) die Fallräume, und bie 
3  entiprechenden Ordinaten MP,NQ ..: die zu: 
2 gehörigen Geſchwindigkeiten. 
p ? (2) Iſt a ein gewiſſes Luftvolumen unter 
y ı der Preflung von 1 Atmofphäre, fo hat man, 


R dem Mariotte'ſchen Geſetze zufolge, das 
IM A N 9  Bolumen derfelben Luftmenge unter der Preffung 


von x Atmofphären: y = —. 


= l,fy-afhr-ıy-zfle=yel, 


ĩ @ — _ 4 nn en: 
fr z=10, it y= 77: für = 100, „=; fı=o,y=0; 


men Sieht alfo, daß das Volumen immer Heiner und Feiner wird, je größer 
de Spannung ift, und daß, wenn das Mariotte’fche Gefeß bei allen 
Spannungen richtig bliebe, einer unendlich großen Spannung z ein unendlich 
kleines Bolumen y entſpräche. 


dm: z — 1, gebty—= 2a, 2 — 1 giebt y— 4a, 
z=1INp „ y=1lla s=0 „ 04, 
je Meiner hiernach die Spannumg wird, defto größer fällt dagegen das Volu⸗ 
men aus, und wenn die Spannung unendlich Klein ift, fo ftellt fi) das 
Lolımen umendlich groß heraus. 

Tie Curve, welche diejem Gefege entfpricht, ift in Fig. 5 (a. f. ©.) ab- 
ghildet; AM, AN‘... find die Spannungen oder Abfciffen z, MP, NQ.. 
be entiprechenden Bolumina oder Ordinaten y. Man fieht, diefe Curve nä- 
dert fich allmälig den Aren AX und AY der Coordinaten, ohne fie je zu 
erreichen. 


(3) Die Abhängigkeit der Erpanfivfraft y des gefättigten Waffer- 
dampfes von der Temperatur = Täßt fich wenigftens innerhalb gewiffer 


Oien durch die Formel: 


1* 
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y_= ( t ⸗ ” Atmofphären 


ausdrüden, und es ift erfahrungsmäßig, innerhalb ziemlich weiter Grenzen, 
‘= : 75, b—= 175 md m = 6. Wenn wir hiernad) 


(m) 





Fig. 6. 


Fig. 5. 





jegen und eine unbefchränfte Richtigkeit dieſer Formel annehmen, fo erhal- 
ten wir: 


6 
Surz= 100, y= (7 — 1,000 Atmofphäre, 
6 
„z= 50% y = (7 — 0,133 n 
6 
„= 0% y= * — 0,006 
o Je 
„7 — 750, (17 — 0,000 „ 
n\6 
ferner für x = 120% y— 178) — 1,914 n 


295\ 6 
„2 = 150%, (75) — 4,517 n 


275\° 
„2= 200, y— (7) — 15,058 , 
Die entſprechende Curve führt PQ, Fig. 6, vor Augen; man ſieht, die⸗ 
felbe geht in einem Abftande AO — — 75 vom Anfangspunfte A der 
Coordinaten durch) die Abſciſſenaxe, und in einem Abftande AS = 0,006 
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von eben biefem Punkte durch die Ordinatenare; ferner einer Abfciffe 
AM< 100 entſpricht eine Ordinate MP unter 1 und einer Abſciſſe 
AN > 100 gehört die Ordinate N Q > 1 zu; aud) ift wahrzunehmen, 
daß nicht nur y mit = ins Unendliche wächſt, fondern aud), daß die Curve 
immer fteiler und fteiler anfteigt, je größer z wird. 


Gekrümmte Flächen. (ine Function s —f(z,y) mit zwei Ur- $. 4. 
variablen läßt ſich durch eine krumme Fläche BCD, Fig. 7, darftellen, 
in welcher die Urvariahfen 2 und durch bie Abfciffen AM und AN auf 
den Aten AX und AY, und bie Abhängigvariable s durch bie Orbinate 
OP eines Punktes P in ber Fläche BCD repräfentirt werden. Giebt man 
kei einem beftimmten Werthe von z, y verſchiedene Werthe, jo erhält man in 
s die Drbinaten der Punkte einer mit der Coordinatebene X Z parallel laufen- 
den Curve EPF; nimmt man dagegen bei einem beftimmten Werthe von y 
für z verſchiedene Werthe an, fo ergeben ſich in # die Drbinaten der Punkte 
einer mit der Coordinatebene XZ parallel laufenden Curve GPH. Es läßt 
fih folglich die ganze krumme Fläche B CD als eine ftetige Verbindung von 
mit den Coordinatebenen parallel laufenden Curven anfehen. 


Das Mariotte-Gay-Luffac'iche Geſetz # = au +, wonach 


fih das Bolumen 5 einer Luftmenge aus der Preſſung æ und Temperatur y 
derſelben berechnen läßt, ift durch die krumme Fläche CK PH, Fig. 8, gra- 
dhiſch darzuſtellen. Es ift AM die Preffung x, AN— M 0 die Temperatur 


Big. 7. Big. 8. 


ix 


"U 1 


yamb OP das entſprechende Volumen #, ferner geben die Coordinaten der 
Cawe PGH die Volumina bei einer und berfelben Temperatur AN — %, 
fewie die der Geraden KP die Volumina bei einer und derſelben Preffung 
4M4=NOo=za 


$. 5. 
‚AM=x, $ig.9 und Fig. 10, der entjprechenden Curve um eine unendlid) 
‚Heine, Tünftig durch 9x zu bezeichnende Größe MN wachen läßt, fo geht die 
„.entiprechende Abhängigvariable oder Ordinate MP—y in NQ=yı liber, 


>) 
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Differenzial. Wenn man die Urvariable einer Function oder Abſciſſe 


und wird um den durch Oy zu bezeichnenden unendlich Heinen Werth) RQ 
— NQ — MP größer. Beide Wachsthümer Ox und Oy von x und y 
nennt man Differenziale oder Elemente der Beränderlichen oder Coordi- 


‚naten x und Y, und es ift num unfere Hauptaufgabe, für die am häufigften 


. ‚vorlommenden Functionen die Differenziale, oder vielmehr die Verhältniſſe 


zwiſchen den zufammengehörigen Elementen ihrer Variablen x und y zu fin- 


ben. Setzt man in der Function y— f(x), wo x die Abfciffe AM und 
9 die Ordinate MP vorftellt, 


ftatt x: ze + 02 = AM + MN = AN, fo erhält man 
fatty:; y+9y=MP+ RQ=NG, alſo: 
ytoy=/f( + or), 


und zieht. man hiervon den erften Werth von y ab, fo bleibt das Element 
‚oder Differenzial der Variablen y,d. i.: 


oy=o0fl@)=fle + 0x2) — Se) 


übrig. 
Fig. 9. Fig. 10, 






x A 





A MN T MN x 
Dies ift die allgemeinjte Kegel zur Beitimmung des Differenziales 
einer Yunction, aus welcher fid) durch Anwendung auf verfchiedene Functio⸗ 
nen wieder andere mehr oder weniger allgemeine Kegeln ableiten laſſen. 
Iſt z. B. y — aꝛ, fo hat man: 
oy=(z +02) — a, 


(+0)? —= x + 220r + 92? 
öy = 220x + 02? —= (2x + 02)95; 


oder, da 


zu fegen ift: 


‚und einfacher, da 9x als unendlich Kleine Größe gegen 2% verfchmwindet, 
‚ oder 2% durch Hinzutritt von 0% nicht angebbar verändert wird und des⸗ 


. halb unbeachtet gelafjen werden Tann: 


0y = 9a) = 20x. 
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Es entfpricht y — x? dem Inhalte eines Quadrates ABCD, Fig. 11, 

Fig 11. deflen Seite AB = AD * ift, und es läßt ſich 
auch aus der Figur entnehmen, daß durch Zunahme 
der Seite um BM— DN=-09x, das Quadrat um 
D 0 zwei Rechtecke BO und DP — 2202 und um ein 
Quadrat OP = (Ir)? wächſt, daß alfo bei einem 
unendlic, Fleinen Wachsthum Or von æ das Quadrat 
y = 22 um das Element 2202 zunimmt. 


Tangentenlage. Die gerade Linie TPQ, Fig. 8. 6. 

9 und 10, welche durch zwei unendlich nahe liegende Punkte P und Q einer 
Curve geht, heißt Tangente oder Derührungslinie diefer Curve und 
beitimmt die Hichtung derſelben zwifchen diefen Punkten. Man giebt die 
Kichtung der Tangente durch den Winfel MTP= o an, unter welchem 
die Abfciffenare AX von diefer Linie gefchnitten wird. Bei einer concaven 
Cure wie APQ, Fig. 9, liegt die Tangente außerhalb ber Curve unb 
Abſciſſenare; bei einer converen Curve APQ, Fig. 10, Hingegen befindet 
fie ſich zwiſchen der Curve und Abfciffenare. 

In dem unendlich Heinen vechtwiufeligen Dreiede PQOR, Fig. 9 und 10, 
mit den Katheten PR = dx und RQ = 9y ift der Winkel RPQ gleid) 
dem Zangentenwinfel UTP «a, und ba 


_ W 
tang. QPR = PR 
it, fo hat man aud): 
tang.a = %. 
0x’ 
e8 giebt alfo das Berhältnig oder der Quotient aus den beiden 
Elementen Oy und 9x bie trigonometrifche Tangente des Tan: 
gentenwinkels an. 

3.2. für die Parabel, deren Gleihung y? — 9x ift, hat man, wenn 
man y? = px = g fett: 
z=y+oW—y=y!+2y0y+oy—y—=2yOoy+ og, 
oder, da Oy? gegen 2y0y, oder, was auf eins herausfommt, Oy gegen 2, 
verſchwindet: 


und ebenſo: 


08 —= 2y0y, 


02 =p(z + 0r) — pr. 
Es ift hiernach 2 y9y —= pOx, und daher für den Tangentenwinkel ber 
Parabel: 


9 »_W_)V 
lang. =. = = 





8.7. 
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In der Regel nennt man das beftimmte Stüd PT der Berlihrungslinie 
zwifchen dem Berührungspunkte P und dem Durchfchnittspunkte 7’ mit der 
Fig. 12. Fig. 18. 


T A MN x A T MN x 


Abfciffenare Tangente, und die Projection Z’M defjelben in der Abfciffen- 
are Subtangente, und hat daher: 
subtang. —= PMcotang. PTM 
= yootang.a — Y 2: 
*— 
3. B. bei der Parabel: 
subtang. = y- = — 21. 


Es ift alfo hier die Subtangente der doppelten Abfciffe gleich, und hier⸗ 
nad) die Lage der Tangente für jeden Punkt P der Parabel Leicht anzugeben. 

Bei einer krummen Fläche BCD, Fig. 7, find die Neigungsmwinfel «x 
und ß von den Zangenten PT und PU an einem Punkte P durch die 
Formeln , 

tang. ⸗ * und tang.ß = n 

beftimmt. 

Die dur PT und PU gelegte Ebene PTU ift Tangentialebene der 


krummen Fläche. 


Differenzialformeln. Für eine Function y=«a + mf (x) hat man: 
oy=[a + mf(x + 02)] — [a + mf(@)] 
—=a—u-tmf(z + 0x) — mf(«) 

u = m[f@ + 82) — /@); 
ur 


L) . 22... 0[a + m/f] = mofle), 
.B.: 
| 0(5 + 329) = 3[(& + 09x)? — 2] = 3.220% = 6r0r. 
Es ift ebenjo: | 
94 — Ya) — dla) = — Yslle + 92)" — 2°] 
— — la + 379% + 32022 + 92° — 2?) 
= — 1,.32202 = — Y,r10x. 
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Wir können hiernach folgende wichtige Regel aufftellen: Die conftan- 
ten Glieder (a, 5) einer Function verfhwinden beim Diffe- 
renziiren, und die conflanten Factoren (m, 8) bleiben hierbei 
unverändert. 

Tie Richtigkeit diefer Regel läßt fich auch graphiſch darthun. Für bie 
Sue APQ, Fig. 14, deren Coordinaten ein Mal AM —= x und 


Fig. 14. Fig. 15. 

Q Q 
R Rı 
Q 

N 

. 
N 
4A; N A 


MP=y=f(x), und ein anders Mal AM, =z nd MP=a+ty 
= 456) fd, iſt PR=09z m RQO=9y=C/(x) und aud) 
=cC(a+y) = dla + /(x)]; und für die Curven AP, Qı und APQ, 
Fig 15, deren zufammengehörige Orbinaten MP, und MP, ſowie N Qı 
und NQ ein gewiſſes Verhältniß zu einander haben, ift aud) das Berhält- 
zig zwiſchen den Differenzialien 
RQ, = NQ — MP, ud RQ = NQ — MP beftändig daflelbe; 
denn ſetzt man MP, = m.MP und NQ, = m.NQ, fo folgt: 

Ei qi =NQ — MP, =m(NQ — MP)=m.RQ 


Lt: 
O[mf(z)]) = mdf (). 

Ift ferner y= u +, alfo die Summe von zwei Bariablen « und 
e, jo Hat man | 

oy—=u+9u +v+O9v— (u + ov)d.i nad 8. 6: 
I) . . . 9%(u + v)= 0% + Op; ebenfo: 
oL/@) + PO] = da) + 29). 

Es iſt alfo das Differenzial von der Summe aus mehreren 
dunctionen gleih der Summe von den Differenzialien der ein- 
zelnen Sunctionen; 5. B.: 

022. + 32? — 12) —=2092 4679 —?, rd a—=(2 +62 — 3/,29)9x. 

Die Richtigkeit diefer Regel ift aud) aus der Betrachtung einer Curve 
4PQ, Fig. 15, abzuleiten. Iſt MP = f(a) und PP, =gp(x), fo 


bar man: 

MP, =y=f(e) +9), und: 
y=RQı = RS + SQ, = RQ + SQ =0Ofle) + Opa), 
is P, S parallel zu PQ gelegt und deshalb A S=RQ nd QS=PP, 
siegt werden Tann. 


8. 8. 
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Differenzial eines Products und eines Quotienten. Jfty — ut 
alfo da8 Product zweier Variablen, 3. B. der Inhalt eines Rechtede 
ABCD, Fig. 16,.mit den variablen Seiten AB= um BU — 
jo hat man: 
oy =(u+9u)w +oOv)— ur = uv + udv LvOu + 9udv — uw 

= uov + vOu + Oudv = wor + (v + Ov)du. 
Fig. 16. Nun ift aber in vo + Op, Ov unendlich Hein ge 

p gen o, daher läßt ſich 
2 + tv=uvwW(w+ dv)du — = vou, 
fowie 
uov + (v + Ov)Ou = uOv + vOu 
B M feßen, fo daß 

IL). . . O(uo) = udv + vOw jowie _ 
blgt of). PM + Plr)Of(e) 
olg 


Es iſt alſo das Differenzial eines Productes zweier Variabler 
gleich der Summe aus den Producten von je einer und den 
Differenziale der anderen Variablen. 

Wenn die Seiten des Rechteckes ABCD, Fig. 16, um BM = Ou unl 
DO = 0 wachen, fo nimmt ber Inhalt y= AB.AD — uv deilelber 
um die Rechtede CO = udv, CM = vOu und OP = Qudv zu, wo: 
von das letztere als unendlich Hein gegen die erjteren verfchwindet, und 
e8 ift daher das Differenzial diefes Flächenraumes nur gleich der Summı 
uov + vOu der Inhalte der beiden Rechtede CO und CH zu fegen. 

Tiefer Kegel zu Folge ift 5.2. füry — 2(32? + 1): 
oy = x09(3x8° + 1) + (32? + 1)0x = 3820(2?) + (32? + 1)09a 

= 32.2202 + 30x + 92x = (9x? + N)0r. 

Terner ift, wenn «0 einen dritten variablen Factor bezeichnet: 

Oluvo) = udlvw) + vwoOu, 
oder, ba Olvw) = vow + wor if, 
Olurw) = uvoöw + uwOv + vwdu; ebenfo 
Oluvwe) = urwOs + uvscw + uwsOv + vosdu 

SHtu=r—=w= o, ſo folgt 9(ut) = 4u?du, jowie allgemein: 
IV.) . 2... 9(a”) = mam10z, 
wenn der Exrponent m eine ganze pofitive Zahl bezeichnet. 

23. 8.: (2?) = 7x°0x, fowie 9 (2/, 2°) = 6 270x. 

Iſt in / — 7”, m wieder eine ganze pofitive Zahl, fo hat man aud): 

yar —= 1, und I(ya”) = 0,b. i. 
yo(z") + 2"Oy = 0, und daher 


1 
d — — ya”) — — er — mo" 1dz, 
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DIT, wenn man — m = n jeßt: 
e(2*) = nır dr. 
Es gilt alfo die Regel IV.) auch für Potenzen mit ganzen negativen 
Erponenten. 3. B.: 


ee) = — 3x t0r = 5, 
ebenfo: 
082° +17 —=— 282° + 177900) — a 


Mny—xr, = irgend ein Bruch, deilen Nenner n und Zähler m 
ganze Zahlen find, fo hat man auch y* —= x”, und 9(y*) = 9x”), d. i.: 
ny*1oy — mam!dz, daher 
m 102 manmidz m 22 


1 — — _— — — ;ı? O2. 
n y” n am—— n 





y=— 


Seht man = =», fo folgt: 


oy=—0 (ar) =paridz, 
alſo ebenfalls entſprechend der num allgemein als richtig anzufehenden Regel IV.) 
Auch iſt d (ur) =puricu, wenn u irgend eine abhängige Function von 
5 bezeichnet, 
Hiernadh ift z.B. 9 (Va?) = 9(2%) =, 2402 = 2%, Vr dx, 
ao OVY2rr -— ?— Yu — (ur) = Yu rodu 
_26(2r2 — e’)__2r02 — 220% r—2)02 
an "fin 


Um das Differenzial eines Quotienten y =— zu finden, jege 
man u — vy, wonad) dann Ou — vOy + yOv, folglid) 


u 
du — nd _ du — F 0v 


29 — — bi 
) alt *)= eu — folgt 
Hiernad) ift z. B. 
(—,) _& +29 (æ2 — 1) — ( — 1)9 (x + 2) 
+2) 0 0 0 0 Ga +N — 


_@+29.220% — (#2 — 1).9% _ (+42 + rs )de 
+ 2)?  (@+23% 


8.9. 
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Auch ift 


(= rn lt)= re 


Die algebraische Function 2*. Die Funcion y—=x* ift die wid 
tigfte ber ganzen Analyfis, weil man faft bei allen Unterfuchungen auf die- 
jelbe ftößt. Wenn man dem Exponenten n alle möglichen Werthe, pofitive 
und negative, ganze und gebrochene u. . w., beilegt, fo Liefert fie auch die ver⸗ 
jhiedenartigften Curven, wie durch Fig. 17 veranſchaulicht wird. Es ift hier 
A der Null- ober Anfangspunft der Coordinaten, XX die Abfciffen- und 
YY die Ordinatenage. 

Zrägt man zu beiden Seiten ber Coordinatenaren in den Abftändene— + 1 
und y—= + 1 von A die zu diefen Aren Parallelen X, X. X; X, HH 
und Y, Y, auf, und verbindet man die Durchſchnittspunkte Pi, Pꝛ, P, und P. 
derſelben noch durch die Transverfalen ZZ, ZZ, fo erhält man dadurch 
ein Diagramm, an welches fich ſämmtliche der Gleichung y — x* entipre- 
ende Curven mehr ober weniger anfchliegen. Uebrigens ift für jeden 
Punkt der Abfciffenare XX, y — 0, fowie für jeden Punkt der Ordinaten- 
are YY, x — 0; ferner fiir die Punkte in den Aren X, X, und X, X;, 
y=+ 1, und für die Bunfte in den Axken Yı Yı und BY, —=H1. 

Set man in der Gleihung y — a", x —= 1, fo erhält man, was aud) 
der Erponent » flir eine Zahl fein möge, ftet3 y — 1, und nur flir gewiffe 
Werthe von n, überdies nod) y— — 1; e8 gehen folglich auch alle der 
Gleichung y = x* angehörige Curven durd) den Punkt P,, deſſen Coordi⸗ 
naten AM = 1 und AN = 1 fin. 

Nimmt man »n = Lan, fest man alfo y = x, fo befommt man die 
von beiden Aren XX und Y'Y gleichviel abweichende Gerade (Z AZ), welche 


auf der einen Seite von A unter dein Winkel von 45 Grad () auf-, und 


auf der anderen Seite unter demfelben Winkel abfteigt. Dagegen erhält man 
fir y—= — x bie unter dem Winkel von 45 Grab auf der einen Seite 
von A nieder-, und auf der anderen Seite auffteigende Gerade Z,AZ.. 

ft dagegen n > 1, fo fällt y — a" für z < 1, Heiner und dagegen 
für x > 1, größer als = aus, und iftn < 1, fo ftellt fi) y = x" für 
z < 1, größer und dagegen fr x > 1, Heiner als x heraus; bem erfteren 
Falle (n > 1) entſprechen convere Eurven, welche anfangs unter, von 
P, aus aber über der geraden Linie (ZAZ) hinlaufen, und dem zweiten 
Falle (n < 1) concave Eurven, bei welchen das Umgefehrte ftattfindet. 

Wenn im erften alle der Sxponent n immer Heiner und Keiner und 
endlich verſchwindend Hein oder nahe Null angenommen wird, jo nähern ſich 
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die Orbdinaten dem conftanten Werthe y — 2° — 1, und bie entſprechenden 
Cawen über AX der gebrochenen Linie AN Pı X, immer mehr und mehr; 


— 


Sig. 17. 











—ñi 








zZ 
[Mi 34 








werm dagegen im zweiten Falle der Exponent n immer größer und größer 
wird, fo nähern fid) die Orbinaten allmälig dem Grenzwerte y = x” 
— ** = ©, dagegen die Abfeiffen nad) und nad) der Grenze æ — yo 
= 1, und es rüden deshalb die entfprechenden Curven der gebrodjenen Linie 
AMP, Y, immer näher und näher. 


Rinnt man n = — 1 an, fegt man afoy= rt, ſo iſt für 





»=0,y=owflrz—= o,y= 0, und man hat es mit einer 
as $. 3 befannten und in Fig. 5 abgebildeten Curve (T P, 1) zu thum, 
weche fi ſich einerſeits immer mehr und mehr der Ordinaten- und andererfeits 
immer mehr und mehr der Abfciffenage nähert, jedoch diefe Aren nie wirklich 
m 
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Iſt der Erponent (— n) der Function y = 2 = e ein ächter Bruch, 


jo fällt fr <1,y < n und dagegen für x > 1, y _> m aus, umd 

ift diefer Erponent größer al8 die Einheit, fo hat man umgelehrt, für r < 1, 
1 

y> 7 und fir 2 > 1,y< — Die der Junction y = x” ent- 


ſprechenden Curven laufen alſo, je nachdem % Heiner oder größer als Eins 
ift, anfangs unter oder über, und fpäter vom Punkte P aus, über ober unter 


der Curve / — — hin. Während überhaupt die Curven, welche 


poſitiven Werthen von n entſprechen, ſich anfangs unter, und von P, aus 
über der Geraden (X, X,) binziehen, laufen die Gurven, welche aus negati- 
ven Erponenten (— n) hervorgehen, erſt über und von jenfeits P, unter 
(X, X,) hin. Bei jenen Curven ift für = — 0, auch y = 0, md für 
z = © aud y= @, bei diefen hingegen für x — 0, y= », und für 
ze — »,y—=0. Wenn ſich jene immer mehr und mehr von den Coor⸗ 
dinatenaren XX und YY entfernen, je weiter man fie von dem Anfange- 
punfte A aus verfolgt, nähern fich diefe immer mehr und mehr einerjeits 
der Are XX und andererfeits der Are I’Y, ohne diefe Geraden jedod) wirf- 
(ich zu erreichen. 

Üebrigens rüden die legten Curvenſyſteme entweder der gebrochenen Linie 
YNP, X,, oder ber gebrochenen Finie Y, PR, MX immer näher und näher, 
je nachdem fich der Exrponent der Grenze n — 0 ober ber Grenze = © 

‚immer mehr und mehr nähert. 


Stiny= x” m eine ganze ungerade Zahl (1,3,5,7...), 
fo hat y mit x baffelbe Zeichen; pofitiven Werthen von x entiprechen auch 
pofitive Werthe von y und negativen Werthen von — aud) negative Werthe 
von 9. Iſt Hingegen m eine ganze gerade Zahl (2,4,6...), fo 
fallt fowohl für pofitive als auch fir negative x, y pofitiv aus. Die Eur- 
ven im erften Yalle, wie z. B. (3 PR AP;3) oder (1P1,12,;1), laufen 
folglich auf der einen Seite der Drdinatenare Über und auf der anderen 
unter der Abfcifienare XAX hin; die Curven im zweiten Falle, wie 3. B. 
(2 PRAPı2) oder (2 P12,2 2), ziehen fich dagegen nur über dev Abfcif- 
jenare hin und nehmen folglich auch nur den erften und vierten Quadran⸗ 
ten ein. Jene entfprechen fir m — + © ben Örenzlinien Y,MAMı Y, 
und XMY,XM, Y,, diefe hingegen den Grenzlinien Y MAM, Y, und 
XMY, XM,Y:. 


8. 10.] Hülfslehren aus der Analyfi2. 15 
1 

Iſt in 5, n eine ganze ungerade Zahl, jo hat y mit x 
emerlei Zeichen, umd ift n eine ganze gerade Yahl, jo giebt jedes pofi- 
tive z für y zwei Werthe, einen pofitiven und einen gleich großen negativen, 
md es ift dagegen flir jedes negative =, y imaginär oder unmöglih. “Die 
Cuwen, wie 3. B. (1/, Pı A P,!/s), welche dem erften Falle entjprechen, be- 
finden jich daher auch nur im erften und dritten Quadranten, und die Curven 
für den zweiten Fall, 3. B. (1, PL AP,!/,), nur im erſten und zweiten 
Unadranten; jene haben für n — w bie Örenzlinien X, NAN, X, und 
XNY, X, N, Y, diefe die Grenzlinien X NAN,X, und X,NY, 
L. N F. 

1 

Da y — Xi", 2 — bedingt, fo folgt, daß das legte Curvenſyſtem 


1 
(„- rt") von dem vorhergehenden (y — x+”) nur in der Rage gegen 
das Arenfreuz abweicht, und daß durch Drehen und Wenden bie Eurven des 
einen Syſtems mit denen des anderen zum Zuſammenfallen gebradjt werden 
Können. 


m 1 1 
Uuy=ı" — (=) — (rm)= ift, fo kann man den Lauf der ent- 
\prehenden Curve nad) dem Borftehenden im Allgemeinen ſtets angeben. 
3.3. die Curve für _ 
y-r=(h=(Vr) 
bat ſowohl für pofitive als auch für negative x, pojitive Ordinate. Da⸗ 
gegen die Curve für 
vr (a) = (Vr) 
bat nur für pofitive z, reelle Ordinaten, und zwar je zwei entgegengefeßte. 
Ferner bei der Curve für _ 
y=%=(Yr) 


hat y mit 2 ftet8 einerlei Zeichen, da weder die flinfte Wurzel noch der Cubus 


das Zeichen der Grumdzahl ändert. 


Endlich find die Eurven, welche der Gleichung y = — x” entiprechen, 
mt durch die entgegengeſetzte Page gegen die Abfeiffenare X X von denen der 


Gleichung y — z* verichieden, und bilden die ſymmetriſchen Hälften eines 
Ganzen. 


Tangentenlage der algebraischen Curven. Aus der widjtigen $. 10. 


dermel d (m) — nr 19x folgt auch die Formel fiir den Tangentenwinfel 
de entſprechenden und in ig. 18 (a. f. S.) abgebildeten Curven; es ift nämlich): 


7) 
tang. a = = = na, 


— — — 
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und daher die Subtangente dieſer Curven 





und die Subtangente — */; x. 
Ferner ift fr die fon aus dem Obigen befannte Curve y— Fr = 








er) as a\? 
tng.a= m I = - (2), 
und die Subtangente — = =—e (Bergl. Fig. 5.) 
Big. 18. 
u W-2 vr. + ! 
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dolglich wird fir = — 0, tang.a = — @,alfo a — 90°, 

ferner für æ — a, tang. = — 1, alſo «a = 135°, 
und für z = w,tang.a — (0), alſo & = 0% u. |. w. 
Gleichung der geraden Linie und Asymptoten krummer $. 11. 
Linien. Wenn eine gerade Linie AO, Fig. 19, die Abfciffenare unter 
dem Winkel XAO — « ſchneidet, und vom Coordinatenanfangspuntt C 
m CK — n abfteht, fo ift die Gleichung zwifchen den Coordinaten CM 
=NP=z und CN= MP = y eines Punktes P in berfelben, da 

»—= MR — ML, und MR = ycos.«, ſowie ML = xsin.« ift, 
y cos. — z5n.a—n. 


dr z —= 0 nimmt yben Werth OB—=db—= — an; daher ift auch 


»—= bcoos.a, und y cos.« — xsin.a — bcos.«, oder 
y=b + ztang.ao. 

Gewöhnlicd, nennt man die Linien CA und CB, um welde bie Durch⸗ 
ſchnitispunktte A und B der Öeraden mit den Coordinatenaren CX und CY 
Fig. 19. von dem Anfangspunfte C abjtehen, 
die Barameter der Geraden, und 
bezeichnet fie durch die Buchftaben a 
und db. Der Figur entiprechend iſt 


CA= — a, daher: 
tar a 0B__L 
A > 7 


und folglich die Gleichung der Ge- 


raden: y—b — > x, oder: 





- + = — 1 (f. „Ingenieur“ Seite 164). 


Wenn fih eine Curve einer Geraden, welche um eine endliche Größe vom 
Coordinatenanfangspunkt abfteht, bis ins Unendliche immer mehr und mehr 
nähert, ohne daß fie diefelbe je wirklich ganz erreicht, fo heißt diefe Gerade 
die Ajymptote der Curve. 

Tie Afymptote läßt fich als Tangente oder Berührungslinie für einen um- 
endlich entfernten Punkt der Curve anfehen. Ihr Neigungswinfel & gegen 
de Abfcifienare ift daher beſtimmt durch | 

Y 


lang. = 2. . 


und ihr Abſtand n von dem Nullpunkt der-Coordinaten, durch die Gleichung 
n = cos. — zsin.e = (y— ztang.a)cs.a 


= = („- 23): v6 


Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 
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ycolg.a — 2% 


ſowie Dunn = Wootg.a — 2) Vo (9.0) 
9% Ox\? 


wenn man darin 2 und y— w feßt. 

Damit eine Tangente fir einen unendlich entfernten Berührungspunt 
eine Aiymptote fei, ift nöthig, daß fir 2 oder y—= wo, y — ziang.a obe 
ycotg.a — x nicht unendlich groß ausfalle. 


Für eine Curve von der Gleichung y—=r" — - iſt 


m m m+ 1 
tang.a = — — md y — tan. = x "+ re Tu 
x x 
fowie ycolg.a — 2 — — Fri Se (m + 1) m’ daher 
1) für & — o, — 0, tang. « =0,y — ætang. « = 0 md n=—0O 
und 


2) fürry= o, æ — 0, tang. = , ycotq. -— = O und — 0. 

Den Bedingungen kang. — O und 1— 0 entſpricht aber die Abſciſſenaxe 
XX, und den Bedingungen & — 900 und n — O die Ordinatenaxe FT 
daher find diefe Aren zugleic, Afymptoten von den Curven, welche der Gleichung 
y—= x" entſprechen. (Bergl. die Curven 1 Pı1, 2P,2 und 1, Pı 1y 
in Fig. 18, Seite 16.) 

Ellipse und Hyperbel, Die Gleichung einer Ellipfe ADA,D,, 
Fig. 20, läßt ſich aus der Gleichung: 2 ya 

Fig. 20. des Kreiſes ABA,B,, beflen 

Halbmefir CA= CB= CP 
— a und Coordinaten CM=—x 
und MP = yı find, fogleich ab» 
leiten, wenn man in Betracht 
zieht, daß die Ordinate MQ—y 
der Ellipfe in demfelben Verhält⸗ 
niffe zur Ordinate MP = yı 
des Kreiſes (bei gleicher Abſciſſe) 
jteht, wie die Meine Halbare 
CD = b ber Ellipfe zu dem der 
großen Halbare derfelben gleichen 
Kreishalbmeſſer CB—=a. Es 
iſt alſo: 


b a a? 
18 daher y) = zum 765 92 ar, d. i. 
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x? y | 
a5 + 55 > 1, die Gleichung der Ellipfe. 


Setzt man in Bieter Gleichung ftatt + 52, — 52, fo erhält man ‚die 
Gleichumg 
AR "SE 
a mu 
der aus zwei Zweigen PAQ mb P, A, Q1,8ig. 21, beflchenden Hyperbel. 
Benn wir in der hieraus figenben Formel: 


v-2 ya, 
z unendlich) groß nehmen, fo verfchwindet a? gegen 2, und es ift: 
= Vi + = — + ztang.a 
die Gleichung von zwei durch ben Coordinatenanfangspımft C gehenden ger 
taden Linien CU ımd CV. Da ſich die Ordinaten: 
+2:=2 Ve und 2 Vaza 


-V — 21. U 


DIET 


N 


-Y 
-U V 
immer mehr und mehr der Gleichheit nähern, je größer = angenommen wird, 
ſo folgt, daß die geraden Linien CU und CV Afymptoten der Hyper- 
bei find. 
Nimmt man 
CA = a, fowie die Perpendikel AB—= + m AD— — b, 

ſo beitimmt man dadurch die beiden Alymptoten; denn es ift filr die Winkel 
+ @, unter welchen die Abfciffenare von den Aiymptoten gefchnitten wird: 


lang. ACB= AB d. i. tang. « = 2. und ebenſo: 


Ca’ 
AD b 
tang. ACD = — O4’ d. i. tang. (— &) = — z' 
Nimmt man ferner die Aſymptoten UU und 9 als Coordinatenaren an; 
2* 
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fegt man die Abfciffe oder Ordinate CN in der einen Arenrihtung — %, 
und die Ordinate oder Coorbinate NP in der anderen Arenrihtung — v, 
fo hat man, da die Richtung von u um den Winkel @, und von © die um 
den Winkel — «& von der Abfciffenare CX abweicht, die Abſeiſſe: 
CM—=x=— CONcos. + NPcos.« = (u + v)cos.a, 
und die Ordinate: 
MP—=y= CN sin.a — NP sin.a = (u — v)sine; 
bezeichnet man nun noch die Hypotenuje CB = Va? + be burd) e, jo 


bat man: 


a . b 
cos. = —- und uin.a—=—, 
e e 
ad: cos. & sin. 1 
folglid): ==; und 
2 y?_ (+ 2uv +) (u — 2uv tv). 
a? d® — "VE c08. 02? — in 
_w#+2uu +” W—2uv tv? _Aun 5 
nn —— 0 Tan 


woraus die jogenannte Aſ ymptotengleichung der Hyperbel: 
e? e? 
w=7: oder v = Au’ hervorgeht. 


Hiernach ift die Hyperbel zwilchen den gegebenen Alymptoten leicht zu 


zeichnen. Die Coordinaten fr den Scheitel A find CE= EA=. 
Fig. 22. 
-—Y U 
Y 


dagegen die Koordinaten fiir den Punkt X find CB=ewmd BK= n 
ferner hat man für die Abſciſſen 2e, 3e, Le u. |. w. die Ordinaten 1/, * 
1.2.1, & 

[3 4°’ /a 4 u. ſ. w. 
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Maximum und Minimum. Wenn man in dem Elementenverhältniß 8. 13. 
> oder in der Formel für die Tangente fang. ded Tangentenwinfels, für 
x nad) und nad) verfchiedene Werthe fest, fo erhält man durch diefelbe die 
verſchiedenen Lagen von der Berührungslinie ber zugehörigen Curve. Nimmt 
man z — 0, fo erhält man die Tangente des Tangentenwinkels im Coordi- 
natenanfangspumfte, nimmt man dagegen 2 oo an, fo ergiebt ſich diefelbe 
für einen unendlich entfernten Punkt der Curve Am wichtigften find die 
Punfte, woedie Tangente einer Curve mit der einen oder der anderen Coordi⸗ 
natenare parallel läuft, weil hier in der Regel die eine oder die andere der 
Goordinaten z und y ihren größten oder Heinften Werth hat, oder, wie 
man fagt, ein Marimum oder Minimum ift. Für den Barallelismus mit 
der Abfciffenare hat man — 0, aljo aud) ang. = 0, und für den mit der 
Irdinatenare & — 90°, alfo fang.a = »; und hiernad) folgt die Kegel: 
Man findet diejenigen Werthe der Abfciffe oder Urvariablen z, 

Fig. 28. welchen die Marimal- oder Minimalwerthe 
der Drdinate oder Abhängigvariablen y 
entijprehen, wenn man das Differenzial- 


verhältniß — 0, und = © ſetzt, und die 
erhaltenen Gleichungen in Hinſicht auf & 
auflöſt. 

Z. B. für die Gleichung y = 67 — 2? +2, 
welche der Sure APQR in Fig. 23 enſſpricht, ift: 


a, 6 — 9x + 322 =3(2 — 3er +) =3(1—n) 2 —e), 





und es erfolgt durch Nullſetzen von 2. 


1: — 0o und — — 0, 
d. . — lwwr=2. 

Tiefe Werthe in die Formel: / — 62 — x? + x geſetzt, ergiebt 
fid) der Maximalwerth von y; MP=6 — 9, + 1= /%, und der 
Minimalwerth: NO = 12 — 18 +8 = 2. 

Ferner für die Curve KOPOQR, Fig, 24 (a. f. ©.), deren Gleichung 


y=rH Ve — 1)? ift, hat man 


dy 
x 9 4 /s (2 ) + 3 Vz — 1 
und zwar — 0, für — — 1,d.ı.fr AM=r—=1— (?/,)? 


3 Vx — 1 
— i0,7037, dagegen = o, für AN=x2 = 1. Dem erſteren 
Galle entfpricht der Marimalwertb: 
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MP= „m =1— (/) + /) = ar —= 1,148, 

und dem legteren der Minimalwerti: NO = y, = 1. 

Fig. 24. Auch ift nod) für 0, AO 
— y = 1, dagegen y — O für 
die Abſeiſſe AKX — x, welche der 
eubifchen Gleichung 

23 + 2 — 2 1=0 

ent|pricht und den Werth e— — 
2,148 hat. 


Wendepunkt. Sowie bei 
einer vom Anfangspunkte A aus 
_1 MN +3 “ auffteigenden Eyrvey mit x 
wag und deshalb — poſitiv iſt, bei einer niederfteigenden hingegen 
y abnimmt, wenn © größer wird, und deshalb Oy negativ ausfällt, und 
endlich an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenaxe A X parallel läuft, 
OYyNul ift, ebenfo find die den gleichen Abfciffen-Elementen oc —= MN= NO 
= PS=VMYT..., Fig. 25,26 u.27, entiprechenden Ordinaten-Elemente: 
SQ = PStang.SPQ,d. i. Oyı = Ox.tang.aı, 

TR —= QTitang. TOR, db. i. dy, = O9x.tang.aa u. f. w. 
und alfo auch die Tangentenwinkel a, & u. f. w. bei einer converen 
Eurve APR, ig. 25, im Wadjfen und bei einer concaven Curve 








Gig. 25. Gig. 26. Sig. 27. 
R 
T 
Ä MNOX A ıMNo*X A ıMmMNo X 


APR, Fig. 26, im Abnehmen begriffen; es ift folglich im erften Falle: 
Ö(tang.a) = € (5 ) poſitiv 


O(tang.a) = © (5) 


* 
negativ, und man hat endlich auch für den Inflexions- oder Wendepunkt 
Q, Fig. 27, d. i. für die Stelle Q der Curve, wo Convexität in Concavität 
übergeht, oder das Umgekehrte ftattfindet, auch SQ — TR, und daher: 


O (tang.c) = © (2) — Null. 


und im zweiten 
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Es gilt alfo die Regel: If das Differenzial der Tangente des 
Tangentenwinkels pofitiv, fo befigt die Curve Converität, ift 
ed negativ, fo hat dieſelbe Concavität, und ift e8 Null, jo hat 
man es mit einem Wendepunfte der Curve zu thun. 

Auch ift hiernach Leicht Folgendes zu ermeflen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abfciffenare läuft, flir welche alfo kang. « — 0 ift, ent- 
fpricht entweder einem Minimo, oder Marimo, oder Wendepunfte 
der Curve, je nachdem diefe Curve conver, oder concav, oder feines von 
beiden, alſo d (tang. c) pofitiv, oder negativ, oder Null ift. 

Dagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Orbinatenare parallel läuft, 
affo taug. — oo ift, entfpricht entweder einem Minimo, ober Maximo, 
oder Wendepunkte der Curve, je nachdem diefelbe concav oder conver 
oder theils concav, theils conver, alſo O(tang.«) vor und nad} dieſer 
Stelle negativ oder pofitiv ift, oder vor dieſer Stelle ein anderes 
Zeichen hat als nach derfelben. 

Ein Survenftüd mit Wendepuntt Q der erften Art führt Fig. 28, und ein 
jolhes mit einem Wendepunkt der zweiten Art Fig. 29 vor Augen. Man 
fieht die entfprechende Ordinate N Q ift weder ein Marimum, nod) ein Mini- 
mm; denn es find in feinem Falle beide benachbarten Ordinaten MP und 
OR größer und Heiner als NQ. 

Fig. 3. Fig. 29. Fig. 30. 





In der Geometrie, Phyſik, Mechanik u. |. w. ift die Ausimittelung von Mari⸗ 
mal- und Minimal» oder fogenannten eminenten Werthen einer Function 
oft von großer Wichtigkeit. Da in ber Folge vielfache Beitimmungen folder 
Functionswerthe vorfommen werben, fo möge hier nur nod) folgende geome- 
trfche Aufgabe dieſer Art zur Löſung gebracht werden. 

Es find die Dimenfionen eines geraden Kreiscylinders AN, Fig. 30, 
anzugeben, welcher bei einem gegebenen Inhalt 9 die Heinfte Oberfläche O 
hat. Bezeichnen wir den Durchmeſſer der Bafis dieſes Cylinders durch =, 
und die Höhe deffelben durch y, jo haben wir: 


v--ay und 


hie Oberfläche ober. den Inhalt der beiden Grundflächen plus den Inhalt des 
Mantels: 
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0— ii + aay, 


oder da ber erften Gie hung zufolge, 





ny= * alſo way = 4 Var! geſetzt werden kann: 


0o=-"" +4, 


und folglich, da wir O und 2 als Koordinaten einer Curve behandeln 
können: 
tang. = — a2 — 4Vıa”. 
Segen wir nun bdiefen Ouotienten Null, fo erhalten wir die Beftim- 
mungögleichung: 


4V 
nm oder na? = 4V, 


deren Auflöfung auf: 


ı = VER und 
It 


_4V _1Y647 m - Vi’, 
yımn a 2 19727 "an 
führt, 


Da noch d (ang. a) — (= + =) ex pofitiv ift, fo führt dieſe 


Beitimmung auf das gefuchte Minimum. 

Dieſe Beftimmung findet aud) ihre Anwendung, wenn e8 darauf anfommt, 
die Dimenfionen eines cylindrifchen Gefäßes zu finden, welches bei einem 
gegebenen Faſſungsraume die Heinfte Menge an Material erfordert. Sie 
entfpricht diefem Falle unmittelbar, wenn das Gefäß außer feinem freisför- 
migen Boden aud, noch einen folchen Dedel erhalten fol; wenn aber der 
legtere nicht gefordert wird, jo hat man: 


0— #4 ar, folglich 


TE 4V r 
m — woraus nun: 


—V — 27 — 1,x 
folgt. 


Während alfo im erften Falle die Höhe gleich der Weite des Cy— 
linders zu nehmen ift, hat man im zweiten alle diefelbe nur der halben 
Cylinderweite gleich zu machen. 
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Mac Laurin’sche Reihe. Durch fucceffives Differenziiren einer $. 15. 
dunchon y — f(x) findet man eine ganze Reihe neuer Functionen der 
Umariablen x, und zwar 





Jı (x) = — ip — 210) 

ho = 7 — — — 
3.2fry=fle) = j folgt 
fie) = di, æls, fa (2) = Ir, fl) = — Ya u. ſ. w. 


Für eine Junction, welche in einer nad) Potenzen von x mit pofitiven 
ganzen Erponenten fortfchreitenden convergenten Reihe 
y=/f(@) = %4 + Az + 40 + A523? + Art 4 
dargeftellt ft, erhält man 
A(&) = Aı + 24x + 342? +4Ar0? + 
Ss(2) = 24; + 2.3 A,x + 3.4 A,2°? + --- 
Js(z) = 2.34; + 2.3.4A4,7 +--- u. ſ. w. 

Setzt man nun in diefen Reihen 2—Null, fo erhält man dadurch lauter 
zur Beftimmung ber conftanten Soefficienten Ay, Aı, Az . . . geeignete Aus- 
drüde, nämlich: 

0) = 4, fı (0) = 1A1,h(0) = 243, 5(0) = 2.3. Ag u. f. m. 
und es folgen daher diefe Coefficienten felbft: 


4 = 0, A =), A = hl) A = 550) 


4A = (0) u. ſ. w. 


1 
2.3.4 
Es ift hiernach eine Function in folgende, nad) Mac Laurin benannte 


=) +10-2+440- +40: — 


gi 
+40) 73314 + 


Bär die Binomialfuntiny=f)=(1 4 0 iſt 3. B. 
ASt + Ernn— , 
Sn — ) m —2)(1 +" u ſ. w. 

wenn man daher z — Null fett, fo erhält man: 
SO =1,10)=nA0)=nn-—ı) 
SO) =nlın —-—Y)(n — 2) uf. m. 

md es folgt die binomifche Reihe: 


“zu verwandeln. 
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N) a+y=ı4 4 Ya 


1.2 
„er Ve-2 —2 —R .u. ſ. w. 


Auch ergiebt ſich: 





———— ee 








N 
1-9=1-7:+775 1.2. re 
ſowie: 
2 
— her ME ANGE 
gerne Iltı—=(l— = —— gejett, folgt z— + und 


1 
—DO— 


— EDEN 








—A 


n(n +1) m + 2) 
+ 1.2.3 —;) ro 


Die Reihe unter I. ift eine enbliche fir ganze pofitive, und bie unter II. 
eine folche für ganze negative Werthe von n. 3.2. 
1+sJ)’=1-+5r-+ 1022 + 10x + 5x4 + 75, und 


ri) nl) 
+ 56) (1) 
DDatz=a (1 + =) ift, fo folgt aud) 
(+ a" a * 4 —— 4 * (2) 
ep: 


m)a+"=a+ 2 de 1) 


n(n — 1) (n — 2) 
+ 1.2.3 





ar V 4 ar3 z23 


ar x3 + ... 


8. 15.] Hülfslehren aus der Analyfis. 27 
38. V1009°? — (1000 + 9)% = 100(1 + 0,009)% 
— 100 (1 + 2/,.0,009 + „a Ce ZV. (0,009) +) 
— 100 (1 + 0,006 — 0,000009) — 100,5991. 
Auch ift: j 


(æ + 1 = a" + nam ee +5 
daher für ſehr große Werthe von x annähernd: 
«+1 æ + na. 
Hiernad folgt =! — erVo® ferner: 
@—_ yH- Ze, 
_ı  _@— 1)" — (2 — 2)* 
@ - 2 FIT, 
(æ — 3) = (x — 2)* — (x — 3” 
umd zulebt: 
11 — ar — 18, 


Durch Addition zu beiden Seiten ber Gleichheitözeichen folgt nun: 
I +@- HB it + 
—_@+ 29" — 1" 
= 
oder — 1 — m, alſo — m + 1 geiebt und die Reihe in umgefehr: 
ter Ordnung gefchrieben: 
+ yH—ı 


+++ 4@e-y 4e= 


Rod kann mıan, da x fehr groß, eigentlich unendlich groß fein foll, 
(x + 1Prtı — zart! fegen, weshalb bie Summe der Potenzen der 
notärlihen Zahlenreihe folgt: 


+1 

DH dene 8 

yı + Va: + Ir£L + ya: +... +V1000° annähernd 
— 10007 _ .,, Y10005 = 60000, 


ö,, 
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Integralrechnung. Die ber Abfciffe AO = x, Fig. 31, entſprechende 
Fig. 31. Ordinate OP — y läßt fid) aus unendlich 
P vielen ungfeichen Efementen Oy wie FB. 
GC,HD,KE...3zujfanmenfegen, die lauter 
gleichen Elementen oc = AF=FL= 
LM = MN... ber Abſciſſe entfprechen. 
Wäre daher Oy — P(z).Ox gegeben, 
jo würde man y dur) Summation aller 
derjenigen Werthe von Oy finden, die fi 
herausftellen, wenn man in @ (x) . O2 
ftatt x nah und nah Or, 20x, 30x, 
40%... bie ndx = x einfegt. Diefe Summtation deutet mar durch das 
fogenannte Integralzeichen [ an, welche man vor den allgemeinen Aus- 
drud für die zu fummirenden Elemente fegt, ſchreibt alfo ftatt: 
y = [p(02) + P(202) + 992) +. + P@)]Oz, 
y= /[Y(e) 9x. 

Auch nennt man in diefem Falle y das Integral von P(z)Ox, jowie 
P(z)0x = 9y das Differenzial von y. 

Zumeilen kann man das Integral [Pd x durch wirkliches Summiren 
der Reihe ꝙ (dx), (20x), 9 (39x) u. ſ. w. beſtimmen; viel einfacher ift es 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine ber im Folgenden entroickelten 
Kegeln ber fogenannten Integralrechnung in Anwendung zu bringen. 

Iſt n die Anzahl der Elemente 9x von x, alſo z = ndz, oder O7 





= —, jo kann man ſetzen: 


fswr==[» (#)+,(# 2) + (= =) +- +9 (=)]=- 


Fur das Differemyial 9y — ardx hat man 3. B. das Integral: 
y — [arts = aox (dx + 20902 + 30x + --- +n09x) 


=1+2+3 +. +mal), 
oder, da nad) $. 15, IV, für n = w, die Summe der natürlichen Zahlen⸗ 


tie 12 +3 +. tn = Ihn? und (08)? —= a ift, 
y= [ardz = !ın!a 2 — 1 azt. 
Auf ähnliche Weife findet man: 
y=/o@)da= | FF —[eay+(2da)2+ Bd) J 
=1+2+32+..+n) 2 
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wur —=nOzx gelegt, oder aus n Elementen Ox beitehend angenommen 
wid. Nun ift aber nach $. 15, IV, fürn —= o, 


ı +22? +3? +... + —", or folgt: 
>= n> 02° ms: 





— tr ea __mR0R _I, 


2 3 4 3a 30 

Integralformeln. Aus der Formel O[a + mf(x)] = mof(z) ergiebt $. 17. 

N durch Umfehrung /möf(e) = a + m/f) —=a+ m [ofle), 
Of) = Pe). dx geiett, 
1) [my()dz—=a+ m [p(a)?a, 

und hieraus folgt, daß der conftante Factor m beim Integriren ſowie 
beim Tifjerenzüren unverändert bleibt, und daß durd) bloßes Inte⸗ 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nidht beftimmt 
werden Fann; daß aljo das Integriren allein ein noch unbeftimmtes 
Jutegral liefert. 

Um das conftante Glied zu finden, müffen zwei zufammengehörige Werthe 
von z und y = IK; (2)02 befannt fein. Itfira—=c, y=k, und 


hat man y— /P(z)dr = a+ f(x) gefunden, jo muß auch 
k=a+tf(e 
fein, und e8 giebt daher die Subtraction: y — k = f(x) — /(e), allo in 
biefem Halle: 
= [WW d. =I+/W-SO =D HE — Sg; 
und man hat hiernad; die Conftante a —= k — f(c). 
Wenn man z. B. weiß, daß das unbeftimmte Integral: 
y= 20°" fro—1,9 = 3 gieht, 


fo hat man bie nöthige Eonftante a —= 3 — 1/, == 5/2, und daher das 
Integral: 
u 


2 
Selbſt die Conftantenbeftimmung läßt das Integral noch unbeftimmt, 
weil noch für x als Urvariable jeder beliebige Werth angenommen werden 
lann; will man aber einen ganz bejtimmten Werth A, des Integrals haben, 
der einem beſtimmten Werth c, von x entjpricht, jo muß man noch diefen in 
das gefimdene Integral ein, aljo ıı = k + fc) — f(c) fegen. 
get. 8 y = [det ey ın, 


Meiſt ift derjenige Werth von = befannt, bei welchen y — 0 ausfällt; 
in diefem Falle hat man alfo k —= 0, und es führt daher das unbeſtimmte 





2 
y= [202 + >= 
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Integral S[ p(2)dz = f(x) auf da8 beftimmte kı — fc) — f(e), das 

aljo gefunden wird, wenn man in den Ausdrud f(x) für das unbeftinmte 

Integral die beiden gegebenen Grenzwerthe c, und c von — einfegt, und bie 

erhaltenen Werthe von einander jubtrahirt. Um dies anzudeuten, fchreibt 
2 


man Ratt / 9)dz, ["s (2) 0x, wenn alfo z. 8./ 9 @ds—7Z ift, 


e 2 __ ge? 
(rw =: 5 I. 
Die Umkehrung der “Differenzialformel 


olf@) + Pa] = Pdf) + 9 ya) 
giebt die Integralformel: 
Sler@ +9P@]=fle) + P@), 
oder wenn man Of(z) = Y(x)Ox und Op (x) = x(x)9x fekt: 
1) VIvG)yYS + x(@)02] = [v)dz + [x(a)dx. 
Es ift alfo hiernach das Integral von einer Summe mebh- 


rerer Differenzialien glei der Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenzialien. 


3.8. [@ + 69 [302 + [55x92 —= 3x + !ıen. 


$. 18. Hauptformel der Integralrechnung. Die wichtigſte Differenzial- 
formel IV des $. 8: (2) = nır10z, 
führt durch Umkehrung auf die Hauptformel der Integralrechnung. 
Es ift hiernach 4 na 192 —= a", oder n S 10x —= a", daher 





[ma =$; 
n 


fegt man aljon — 1 — m, und hiernach = m + 1, fo erhält man 
folgendes wichtige Infegral: 





m’ gn+l 
= 0m +1’ 
welches in Anwendung mindeftens ebenjo oft vorkommt, als alle übrigen 


zujammen. 
Die Form dieſes Integrals weift auch darauf Hin, dag es dem in $. 9 
abgehanbelten und in Fig. 17 abgebildeten Curvenſyſteme entjpricht. 


Hiernach ift . 8. [5atdz = 5 [ardx — 9/21; ferner: 


[Va = [=*2= — 3, dh — !, Vr'; 
/ 02 i/, ſvor = 1, * — V:; 


ayz 
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fa — 627 + 5)02— [402 — [6rt0r + [5zt0s 
=4 [On — 6/02 + std = 4 — 28 + 25; 


jerner, wenn man 3x2 — 2 = u, allo 30: — du, oder 0x = 2 


NE. fen 7 *2/ Vus 


— 2, Ver — 235; 2)°; 
dl, wenn 27? — 1=u, alo 42092 = Qu, d. i. KR 
gefegt wird: 


5202 50u _y 
[Ban]: je: 
= -Vue=27 (2 x? — 1). 


Durch Hinzufügung der Grenzwerthe lafſen ſich die unbeſtimmten Integrale 
ſogleich in beſtimmte verwandeln, z. B.: 


herr = 4,2 —- 1) = '4.(16 — 1) = 18%), 
2 = - ve=1 
Ve =3 2.02 = 9, (Vie® — Yı) = (64 — 1) = 14. 


Bire , 8. [ (4 — 62° + 529)92 = 7 für = = 0, fo hätte man 
alzemein: [ (4A — 62 + 5Nda—=7 +42 — 22 + =. 
Exponential- und logarithmische Functionen. ‘Die fogenannte $. 19. 
Erponentialfunction y — a*, welche in einer Potenz mit variablem Er⸗ 
yonenten befteht, läßt ſich mitteld Mac Laurin's Theorem wie folgt in 


eine Reihe verwandeln, wobei auch zugleich das Differenzial derfelben mit ge- 
funden wird. 


Set man a — A + Art + A,aꝰ + As? + ---, ober, da flir 
2=(,ar den Werth a’ — 1 amninmt, alfo A, — 1 ausfällt, 
a — 1 + Az + Aa? + Az? + ---, jo hat man auch: 
az —1 + A,dz + A0z! + A0r3 + ---, und daher 
d(a?) = art?r — ar — arad? — a = ar(a® — 1) 
a® (AOxz + A,02? + A;0r2° + ---) 
a’ (Aı + As9dz + --)Ox = A,a’de. 


v . ’ u. 
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Nun folgt durch fucceffives Differenziiren ber Reihe 
JS )=#«=1+Ar+4R +42 +, 


Ia= 2 = a — A +2Ar +3,42 + -- 
O(Aı a”) - 


Aa)= 7, -AMe=24 +23. Act 
2 ı* 
na = Ale —23.A+ “, 


fegt man daher x — 0, fo folgt: 
4A, — A, 2 A; = A), 2.3. As — A? ... 
daher 
1 1 
A= 1.3 A}, As 5 


AA=7534 


4 
7 — 5 AF u. f. w., 


und es nimmt die Erponentialveihe die dom 
28 
‚1 e=itATtAT 15 +45 2.3 
xt 
ı_T Leon 
rtdıgzarı m 


Der conftante Coefficient A, ift natürlich eine beftimmte Function der 
conftanten Grundzahl, fowie legtere eine Function des eriteren; giebt man 
daher die eine von beiden Zahlen, jo ift dadurd die andere auch beftimmt. 
Die einfachfte oder fogenannte natürliche Potenzenreihe erhält man 
für A, = 1, deren Örundzahl (a) in der Folge mit e bezeichnet wird. Es 
ift alfo: 

a3 x 


x x3 

n) trgatTastrasatr" 
und fegt man = — 1, fo ergiebt fi) die Grundzahl der natürlichen 
Potenzenreihe: 
d=e—=1l4+Y+Y 4 Ya + = 2,7182828 --- 

Sett man e = a”, oder a — em, fo ift 1/m — Log. nat.a, der jo- 
genannte natürliche oder Hyperbolifche Logarithme von a, und 

= 1 /zx 1 /x 
z — (em — em — —Ii— — (I% 
I) = (mn —ır -(&) +5 (%) 
1 a\? 
+5) + 
Da biefe Reihe der Form nad) mit der unter I. übereinftinmt, fo ift aud) 


1 
A = m’ und 
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IV. C(a’) = A,arodı = eo — Log. nat.a.a*0x, fowie 
v) cl(e) = e«dOr. 
3.2.c(rt) = ettld(3r + 1) = Befrtldr. 


Setzt man y—a’— BI jo Hat man umgekehrt: 
z — Log..y und — == Log. nat.y, daher 
Log..y —= m Log.nat.y, ſowie umgefehrt 
Log.nat.y oder Log. y = * Log.a}. 


Tie Zahl m heißt der Modul des der Grundzahl a entiprechenden 
Logarithmenſyſtemes. Es läßt ſich aljo mit Hülfe deilelben der natlirfiche 
Logarithme in jeden fünftlichen, und umgekehrt, ein ſolcher in den natür⸗ 
lihen verwandeln. Für das Brigg’fche Logarithmenſyſtem ift die Baſis 
a = 10, daher !/m — Log. nat. 10 — 2,30258..., und umgekehrt, 
der Modul 


1 
u 77777 ET Suiten 
Es iſt alfo: 
Log.y = 0,43429 Log. nat.y, und 
Log.nat.y = 2,30258 Log.y. 
(Bergl. „Ingenieur“, ©. 81 u. ſ. w.) 


Exponentialcurven. ‘Der Lauf der Curven, welche ben Exrponential- $. 20. 
fanchonen y = e* und y = 10* entjprechen, wird durch Fig. 32 (a. f. ©.) 
veranichauliht. Fir = — 0 ift in beiden Fällen y=e!=a' — 13; 
deshalb gehen denn auch beide Curven OQS und OQı Si durch denfelben 
Pımkt (O0) in der Ordinatenare AY. Fur — , if: 

y-e—2/718...,un 
y=10"= 10, 
für — 2, piebt: | u 
y= e —= 2,718? = 7,389 und 
y= 10 = 10? = 100 u. ſ. w.; 
es fteigen aljo auf der pofitiven Seite der Afcifjenare beide Curven, zumal 


über die legtere, fehr ftark an; dagegen ift fr & — — 1: 
1 
l — T[ 1 = 8 0 
Glases re 0,368 . ., und 
10 = 101 = 0,1; 
jener fr 2 — — 2: 


Beisbach'e Lehrbuch der Mechanik. L 8 
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= — — — 102 — 
er ⸗ ⸗ * zrısi 0,135 und 10° — 10 0,01; 


endlich frz = — © 


geben beide Gleichungen: 


mr -—=0 


12]--- 


24— 








a⸗ 
Es nähern ſich alſo beide Curven 
auf der negativen Seite der Ab⸗ 
ſeiſſenare diefer Are immer mehr 
und mehr, umd zwar bie legtere 
ftärfer als die erftere; jedoch) findet 
ein wirkliches Zuſammentreffen 
mit dieſer Are nie ftatt. 

Da aus 

v=e, æ — Log. nat.y 
und ebenfo aus 

var, æ Loq.ay 
folgt, ſo geben dieſe Curven auch 
eine Scala der natürlichen und 
Brigg'ſchen Logarithmen ab; es 
find nämlich die Abſciſſen die Lo— 
garitämen der Ordinaten; fo in 
. B. 

AM — Log.nat.MP 
—= L09..MPı 
uf. w. 

Hach der Differenzialformel IV. 
des Iegten Artikels iſt der Tan⸗ 
gentenwintel & der Erponential⸗ 
curve durch die einfache Formel: 


_0y _ «0x 
ug nn 
KyarTranı x == 2% = ylo.nat.a 
beftimmt. 


Bei der Curve OP, 
= ycolg.a—m, aljo 


Qı Sı, Fig. 32, iſt folglid) die Subtangente 
conftant, und bei der Curve OPQS iſt fie ſtets — 1, 


2 ©. fi den Buntt 9, AT = 1, fir den Buntt R, 12 = 1uf.m 


8. 21. Iſt æ — @, fo hat 


man auch 


oa = 00) = 8, 
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und umgefehrt, 


Aum ift aber auch y —= Log..z, d. i. ber Logarithme der variablen Po- 
tenz z bei der conftanten Grundzahl a, baher hat man auch folgende Differen⸗ 
zialformeln der logarithmiſchen Yunctionen 

y == Log..% und y = Log.nat.x: 


1) Oleg...) = MR —— .%, fowie 


IT.) 9(Log.nat.z) — 28. 


Bezeichnet © den Tangentenwinkel der Curve, welche der Gleichung y — 
Log. „x entſpricht, jo ift tangq. = =, und die Subtangente 


— — 39 
= 3 cotq. = m’ 


aljo proportional dem Inhalte xy eines aus den Seiten x und y zu cons 
ſtruirenden Rechteckes. 


Mittels der gefundenen Differenzialformeln I. und II. erhält man: 


/ı ar 
N Allan. nat. 7) -42-°59 = en 


oder auch —= 9 (!/, Log. nat.x) = 1/, 0 (Log.nat.x) = 1/;- 22 . 





2) Blag.nat. (— + =) = OlZon nat.(2 + 2) — Log. nat. +4] 
— 0 Lug.nat.(2 + x) — 0 Log. nat. (x?) 
_.0% _,9:__AtmOz 
2+x% —A z(2 + 2) 


3) 2(Loo. nat.“ = —)=OlLog not. - 1)]— O[og.nat.(e® + 1)] 
ö(e) O(e*) e"dz eröx 2 es d x 


e — e+1l e—1 e+1l 7 &@—]1: 


Integrale der Exponential- und logarithmischen Formeln. $ 
Ben man die Differenzialformeln der legten Baragraphen umtehrt, fo ftößt 
man, wie folgt, on, aber wichtige Integralformeln. 


Aus da) — ° =, pi (= anni: 
L) [a’0z — mu” = a*: Log.nat.a, und daher: 
I) fe dx = er, 








3* 


$. 28. 
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7 aus nn = m, fol NW — 109.48, d. i.: 


I) | — = — — 109.2 — Log.nat.x, und dafjelbe giebt auch bie 


Snterati der Formel O (Log. nat.x) — 2 ’ 


Hiernach laſſen ſich leicht folgende Beifpiele berechnen: 
Se doæ — 1, [e19(5x — 1) = 1 e-, 


sr _ (72 + 2) 
a - Y Ku 
— )02 


= J 

















%r—1) 2° 
—/29« + KH + 2 / — = 7 +2+ 2 Log.nat. (ce — 1). 
m+1 
Logarithmische Reihen. Die erfte Integralformel | "dr — —— 


läßt das legte Integral unbeftimmt; denn m — — 1 geſetzt, folgt: 
0 - 
IF _ f xıdz = T + eine Conftante = o + Conftante; fegen 


wir aber z—= 1 + u, mb de — du, fo erhalten wir: 





= =; = (1 —u+ wu — u? + ut — .) du, und daher 
“= —— — fü — u +u2— u + ut — Ndu 
= [ou — [won + — — [wou + 
u3 

= 545-454 
es läßt ſich alſo auch Zog.nat.( +W=u— + — SU +... ober 
IV.) Log.nat.a=(@ 1) EV + = — zu +... 
fegen. 


Mit Hülfe diefer Reihe laſſen fich die Logarithmen folder Zahlen berech⸗ 
nen, welche wenig von 1 abweichen; hat man aber von größeren Zahlen bie 
Logarithmen zu finden, fo jchlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt nıan u negativ an, fo giebt die vorlegte Reihe: 

u ou u 
Log. nat. (1 -W=- 41-5530 70" 
und es folgt num durch die Subtraction beider Reihen von einander: 
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Log.nat.(1 + u) — Log.nat. (1 —u)=2(u+4 * 4 *4 d. i. 
14 * | 





Log.nat. (7 — )=2( +5 +84) oe 


iu 


% 
1,7; bu. 


Y.) Log.nat.z = 2|" + =) + (4) + | 

Tiefe Reihe iſt auch zur Beftimmung der Logarithmen von folcdhen 
Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da - m ſtets 
amter 1 ausfällt. 


Es ıft auch Zog.(z + y) — Log. 2 Log. (2 —* (1 + ) 


ran) rg 


te) + TET +] 
md daher: 


FL) Log. + )=Log.c+ 2|, I Fyr'% (2) +) 


Tiefe Formel ift anzuwenden, um aus dem Logarithmen einer Zahl den 

Logaritimen einer nächft größeren Zahl zu berechnen. 
_,f2<-1,, f-ı®,.]T 
—=2(; + Y-.Yar + Ys-Yass +) 

a 0,33333 








— 1 
F deiett, 











0,01234 
0,00082 
0,00007 


genauer = 0,69314718. 

Log.nat.8 — Log.nat.2°? — 3 Log.nat.2 ift hiernach —= 2,0794415, 
und endlich nach der legten Formel: | 

Log.nal.10 — Log.nat.(8 + 2) _ 


2 2 3 
— — — — 1 — — — oo. 
— Log.nat. 8 +2l075 + (5) + | 
— 2,0794415 + 0,2231436 — 2,302585. 


— 2.0,34656 — 0,69312, 
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Man kanu auch 
Log.nat.10 = Log.nat.2 + Log. nat, 5 — Log.nat.2+ Log.nat.(4 + 1) 
== Log.nat.2 + Log. nat. (2?) 


oo 1 I N 
+2l37F1 Hban)t 
—=3.Log.nat.2 +2], + (Yo)? + Vs (Yo) +] 
= 2,0794415 + 2.0,1115718 = 2,302585 fegen. 
(Bergl. $. 19.) 


$.24. Trigonometrische und Kreisfunctionen. Bon praftifcher 
Wichtigkeit find endlich noch die trigonometrifchen und Kreisfunctionen, 
beren Differenziale und Integrale ebenfalls im Folgenden ermittelt werden. 
Die Sinusfunction y — sin.z giebt für z — 0, y — 0; 
” 3,1416 


frx = 78 7” — 0,7854. y= Y 1, = 0,7071, 


T 
zen y-lhftı=mny=0; 


für æ —=?!ın,y=— 1, fur æ — 27, — 0 u. ſ. w.; 
trägt man daher = als Abſciſſen AO und y als bie entſprechenden Ordina⸗ 
ten OP auf, fo erhält man bie fchlangenförmige Curve (APBxC 2x), 
Fig. 33, welche ſich nad) beiden Seiten von A ins Unenbliche fortjegen läßt. 
Gig. 38. 
YK E M 6 
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Tie Cofinusfunction y==cos.z giebt für 0, y=1, f= | 


=V\% „ frz=2,9=0, fı=n,y=— Lfüe=?h,2,y=0, 


ürr—=27, y—=1 u. ſ. w.; ihr entjpricht daher genau diefelbe Schlangen» 
linie (+ ıPZD = + 1) toie ber Sinusfunction, nur ift dieſelbe auf der 


Abſciſſenaxe um 1%, — '1,5708.. weiter vor ober hinter der Sinuscurve 
ſlehend. 

Ganz anders ſind aber die Curven geſtaltet, welche den Tangens- und 
Cotangensfunctionen y=tang.% und y— colang.z entſprechen. Setzt 
man in y — tang.x, z = 0, 1, Ya, fo erhält man y= 0,1, ©, 


und daher eine Curve (AQE), welche ſich einer durch den Theilpunft (2) 
der Abfcifienage AX gehenden Parallele zur Ordinatenare AY immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie je zu erreichen. Nimmt man ferner x — 5 ‚3%, 
fo erhält man y„—— ©, 0, + ©, und daher eine Curve (Fa G), bie ſich 
den Parallelen durch (2) und (23 x) bis ins Unendliche nähert, ober wie 


man fagt, diefe Parallelen zu Aſymptoten (ſ. $. 11) hat. 

Bei ferneren Annahınen für x wiederholen ſich diefelben Werthe von y, 
und deshalb wird alfo auch der Function y = tang. x durd) lauter Curven, 
wie (Fr G), welche um x — 3,1416 in der Richtung der Abfciffenare von 
einunder abftehen, entjprochen. 

Die Function 


y=oolang.z, giebt dagegen fiir 2— 0 zZ, 2 y=»,10, —o, 


* 
9 4 * 2 
daher entſpricht derſelben eine Curve (x Q =L) welche von der Tangen⸗ 
tencurve nur der Lage nad) verjchieden ift; auch läßt fich Leicht einfehen, daß 
noch unendlich viele Curvenzweige, wie 3. B. (m a v) u. |. w., diefer 
Function angehören. 

Während jowohl die Curve für Sinus und auch die fir Cofinus (die fo» 
genannte Sinuſoide und Cofinufoide) ein ftetig zufammenhängendes 
Ganzes bildet, befteht die Curve für bie Tangenten, ſowie auch die für die 
Cotangenten (die fogenannte Tangentoibe oder Cotangentoide) aus 
fauter getrennten Zweigen, indem ihre Ordinaten fiir gewiſſe Werthe von x 
amd dem pofitiven Unenblichen in das negative Unenbliche überfpringen, wor 
bei natürlich die Eurve ihre Continuität verliert. - 
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Differensiale der trigonometrischen Functionen. Tie Diffe 
venziale der trigonometrif—hen Linien oder Bunctionen ergeben ſich 
durd) Betrachtung der Fig. 34, in welder 

CA=CP=(Q= 1,89. AP = z,PQ = ds, 





ferner: 
MP= sin.z, COM = cos.2, AS = tang.z, 
endlich: 
09=NQ — MP=sin.(@ + 22) — sin.z — dsin.z, 
PO - (CN— CM) = — [vos.(x + 82) — cos.z] = 9cos.z, 
und 


ST=AT— AS= tang.(= + 92) — tang.z — dtang. x 


if. 

Da das Bogenelement PQ rechtwinkelig auf dem Halbmeffer CP fteht, 
und der Winkel PCA zwiſchen zwei Linien CP und CA dem Bintel PQO 
groifchen ihren Perpenbitein PQ und O9 gleich ift, fo find die Dreiede 
CPM und OPQ einander ähnlich, und es ift: 

0Q _CM .Osinz _ cosz 





Bert Te 
"daher 
L) O(sin.z) = c08.2.0x; ebenfo aud): 

0P _MP bi —0c0s.2 _ sin.n 

PQ cp’ %  —ı_’ 
daher 


1) 9 (cos.2) = — sin.z0x. 
Dan fieht Hieraus, daß Heine Fehler im Bogen oder Winkel auf den 
Gig. 84. Sinus um fo mehr Einfluß Haben, je 
größer cos.z, je Heiner aljo der Bogen 
oder Winkel ift, daß dagegen biefelben 
den Cofinus um fo mehr verändern, je 
größer sin. x ift, je mehr alfo der Bor 


"gen ſich = mßert, und daß enblidh das 


Tifferenzial des Coſinus das entgegen- 
gefegte Zeichen von dem des Bogens 
hat, aljo, wie befannt, eine Zunahme 
von x eine Abnahme von cos.x liefert, 
und umgefehrt, eine Abnahme von x ein - 
Wachſen von cos.x giebt. 

Legt man SR redhtwinfelig auf CT, 
fo erhält man cin Dreied SET, welches 
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wegen der Gleichheit der Winkel RT'S und CQN oder CPM bem Dreiede 
CPM ähnlich ift, und weshalb man hat: 
sT — cp Bi Otang.x._ 1 
SR CM ° SR cos: 
SR _ PQ.. 0S.0r ” 
Rum iſt aber ud: 7 = pi SR= 1 
umd 











0% 
C0S.% 





CS = secans.x = —. daher SB = 
608.% 
umd 
x 


Führt man ftatt x, — — x, alſo ſtatt 9x, 0 5 — —2] — — d— ein, 
ſo erhält man: 
0% 
dag. (7 — © — 07T, 
[os (3 — ) 
GE, 
IV.) O(eotang.x) = — (in. : 


Durd) Umkehrung geben diefe Formeln für das Differenzial des Bogen: 


d. i. 


= —— — — (cos.x) Otang.x 
= — (sin.2)? 9 cotang. x, 


Osin.z  __ Olang.x 


—_Vı — (sin. 1 + (tang.x)? 


Vı — (cos.z)? — 77 (cotang.x)? 
Beeicnet man nun sin.z durch y, unb z durch arc. (sin. = y), fo er 
hält man: 


nl Oy 
V. — . „== — m, 
und gif gleiche Weiſe findet man: 
0% 


fl)  Oarc.(cos. = y) = — 


1—y?’ 


8. 26. 
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fowie: ' 


2 
VII.) darc. (tang. = y) = — 
und 
—X 
VIII.) darc. (cootang. = y) = — —— 


1 +.y? j 
Integrale der trigonometrischen Functionen. Dielegten Diffe⸗ 
renzialformeln geben durch Umkehrung folgende Integralformeln: 


I.) [0.292 = sin., 








II.) S[sin.xz02 = — 008.2, 
| 0x 
11.) f os. 23 — tang.z, 
| oz 
IV.) — *— cotanq. x. 
ferner: 
V) 02 = arc.(sin. = 2) = — arc. (cos. = x) 
vı_n . (sin. . (c08. . 
" 0% 
VI) / In” arc.(tang. = 2) = — arc. (colang. — x)» 
und hierzu laffen fic leicht noch folgende finden. 
Osin.z  C08.2.0X 
Es iſt 9 (Log.nat.sin.z) = — nn cotang.x2.0%, 
folglich : 
VI)  feotg.x0x = Log.nät.sin. x, ebenfo: 
VII)  ftang.x0x = — Log.cos.nat. x; ferner: 
.  Olang.x 0x 
‚0 (Dog. mat. tang. x) = tang.z : cos.22tang.® 
_ 0x 2020) 
D gin.zcos.xz sin.2x' 
daher: | 
| 1 — 
O(Log.nat.tang.!/s x) Inn" und | 





IX.) / — — Log. nat. tang. 5, 





sin. x 
ebenſo: 
0x 1 x 
X.) 008.2 = Log. nat. tang. (= + 2) . 


= Log.nat.tung G — 9. 
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1 .0 b a1 —x) — (140) 
rs Dean ———— 
folgt — 4 (1 a) +b(l +2. Nimm maul +x= 0, alſo 








z=— loan, fo erhält man hiernach 1 = a (1 + 1), daher ua iſ,, 
md fegt man 1 — 2 — 0, alfo x = 1, fo ergiebt ſich = 2b, daher: 
‘1 lg ls 
— 1 — — 
b — hm am. tig 


endlich aber: 


dz 02x 
1-2 = l/e 1 I x + u er — — 
— 1, Log. nat. (1 + x) — 17 Log. nal. (1 — 2), 





d. i: 

d* 
XI.) TTA F — l/, Log. nat. +2), 
md ebenfo: 

02 — 1 
XxII) — = 1s Log. nat. 7 Fan * 


Setzt man Vıt 22 , fo erhält man 1 + 23 — x292 und 
—* — 92) = xyoOy, daher: 


02 0% _ | 1+y 
er er) 





m pi — Los. nat. &4 VI + 2°), 
CLCLLIIX. 


Trigonometrische Reihen. lm arc.(tang. = x) = / 5 8. 27, 





ju finden, barf man nur 1 7 rc durh Divifion in eine Reihe verwandeln 


und dann on für Glied integriven. Man erhält fo: 


— 1 — ! +" — +22 — .., 


art 


na fie jenes fan fer 
ns, a3 a> x 
L) leg. ==. 7 4 7 - 7t" 
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3. B.: 
7 — are. (tang. — 1) — 1 — 17, + 1), — U, + 1, _ ...,. 


alfo den Halbreis a = 4(1 I; + Ni + — 
oder: 


= are. (tang. — VYı,)= VO + VAR NY (13)’+*-) 


ti 
a=6V + — Ya +) = 3,1415926 --- 
Auf gleiche Weife erhält man aus: 


= h—IH+ tm 4 Yrt + Sur 


m — [det | w0a+ ufeoer een 


1.325 
2.4.5 


12° 1:3.527 
1) arc. (sin. =)=r+ 53 + + 3457 4..., 


z. 2.: 
z =a..(n.—Y)—=Yll + Y + Yo + rss + 9): 


alſo: 

1,04167 
0,00469 
0,00070 
0,00012 


Ferner folgt durch fucceffives Differenziiren, wenn. man 
sin.z = A + As + 422 + 42 + Art 


— 3,1416 .. 








ſetzt: 
nn —=00os.07—= A + 242: +34? +44r7° + --- 
seen _ — sin 24h +23 Ar +34 + --- 
_ m) _ — cos. = 2.3.4; + 2.3.4.4, + --- 
_ 0 (cos.x) — 
— — sin.z =2.3.4.4, + 


Nun ift aber für = = 0, sin.x = 0, und cos.x — 1, daher folgt aus 
der erften Reihe Ao = 0, aus der zweiten Aı —= cos. 0 — 1, auß ber 
‚ aus der fünften 4, = U x, 


. . 1 
dritten A, = 0, aus der vierten Aa = — 33 
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und wenn man diefe Werthe in die fingirte Reihe einfegt, die Sinus» 
reibe: 

. % x x5 x 
Ma a TAASSAVS 1930860717" 
Auf gleiche Weiſe ergiebt ſich: 


x? a4 — 


Melt aa aaa" 
ferner 

2x5 17 7 
Y)t — — — .. 
ugs=ct gta tserat 
und 

3 5 

N)atnge= 2. — —i. 


(Bergl. „Ingenieur“, Seite 159.) 


Anwendungen der Reductionsformel. Wenn man die Differen- $. 28, 
jiafformel O (ur) —= uov + vOu, aus $. 8, integrirt, jo erhält man den 
Ausrud av = [udn + [vOu, und folgendes untet dem Namen „bie 
Keductionsformel“ bekannte Integral: 


ſvou — u —- [uov, oder 
Saal) = ya) — SID ya). 

Diefe Regel kommt ftets zur Anwendung, wenn das Integral /vOu 
= [p(2)0f(x) nicht, dagegen aber das Integral [uOr — = S. (2)9Y (&) 
belannt ift. | 

Mittels der Reductionsformel läßt ſich z. B. das Integral von folgendem 
Differemzial: 

0y = Yı + 21.0x 
auf ein anderes befanntes Integral zurüdführen. Es ift hier 
ox 
— VI 2, alſo 9 = 

9ya)=YıH+ 2%, alſo op (x) ra 
und 

S(&) = x, alſo Of(x) = 9r 
mieten; folglich hat man: 


vi + 2öz—=aVıl +2 +2? — | 
Pr2 
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daher folgt: 


[VEF Fr = Vi r® Fa- |Vir@os4 En 


1.+ x? 
2 /Yyı + 2202 =aYı + a + 22 + [= 
Vı 2 
und folglich: + 


n [VirBe = mevirern [en 
Ebenſo: ne Vera 
1.) / 1-0 = ei at), / — 

— 1, [r Yı—a® + arc.(sin.— x)] 


oder: 





und 


11.) JveTiös = —EE IH 
Ai — 1,[leVYe® —1— In.(xe + Vet — ı)]. 


S (sin. 2)? 02 = S sin.zsin.z dr — m 20 (cos.2) = — sin. æ 008.2 
+ S 008.20 (sin. X) = — sin. æ cos. + S (c0s.2)? 0x 
= sSin. æ 008.2 + [[1 — (sin.2)?]0x, 
daher folgt: 
| 2 f(sin.z)?00= [Or — sin.z.cos.z, 
und 
IV.) S (sin.x)?92 = 1/2 (x Sin. æ cos. x) = U, (2 — Yrsin.2 x). 
Ebenso ift 
V) (cos.2)? 92 /, Sin. æ cos. x) , (æI/, Sin. 28). 
Ferner hat man 
VL) _ sin.xcos. 2021, [sin. 220(22)—= — 1/, 008.2z, 


VI)  fttang.2)?d2=tang.ı — x, 


und 
VIII.) (cotg.2)? 02 = — (cotg.x + x). 
Endlich ift 
IN)  /[zsin.zde=— xcos.z + [08.292 = — xc08.x + sin.z, 


x) [zei [ed(e)=se— fedr=(c— 1)e, 5 
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/ Log.nat.20 = Log.nat.e— | 2°” —2(Log.nat.»— 1) 
und 


2 
XIL)  Srezos nat. 202)" Log. — = 


— (Log.nat.x — 1,)2 * 


Qusdraturen. Kommt es darauf an, eine Curve APB, Fig. 35, zu $. 29. 

quadriren, d.i. den Inhalt der Fläche ABC, welche von diefer Curve A PB 

Fig. 35. und von ihren Coorbinaten AC und 
BC begrenzt wird, zu beitinmen oder 
durch eine Function der Abſciſſe diefer 
Curve auszubrüden, fo denfen wir und 
diefen Flächenraum durch unendlich viele 
Ordinatn MP, NQ u. |. w. in lauter 
ftreifenförmige Elemente, wie MNQP 
von der conftanten Breite MN = 9x 
und. der veränderlichen Yänge MP = y 
zerlegt. Da fi) nun der Inhalt eines 





x 


ſolchen Flächenelementes 
or — (9). um —2604 —D = vor 


fegen läßt, jo findet man den Inhalt der ganzen r Sie F, indem man das 
Tifferenzial 90x integrirt, alio 


F= /[ydz 
jest. 


3. 2. für eine Parabel mit dem Parameter p ift * = px, und daher 
folgt die Fläche derfelben: 


F= | Vpröe=Vo / nV —!yayps="huy. 


Die Barabelflähe ABC ift aljo zwei Drittel von dem fie umfchliegenden 
Rechtecke ACBD. 


Tiefe Formel gilt auch jür fchiefwinfelige, unter einem Wintel 
ZAY= a zufammenftoßende Coordinaten, 3. B. für die Flähe ABC, 
Fig 36 (a. f. ©.), wem uur flatt BC = y, der Normalabftand BN 
= ysin.a eingejegt wird; man hat aljo hier: 

F= sin. « S yoz, 
> 2. bei der Barabelfläche, wenn die Abſcifſenaxe AX einen Durchmeſſer 
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und die Ordinatenare AY eine Tangente der Parabel bildet, aljo 


"’=9pr= — iſt (ſ. „Ingenieur“ Seite 177): 
F = ?/, xysin.e, 


d. i.: 


Fläche ABC = ?/, Parallelogramm ACBD. 


Fig. 36. 
Sig. 37. 





— 





A c C 


Fir eine Flähe BCC,B, = F, zwiſchen den Abſciſſen AC, = cı 
ud AC = ce, Fig. 37, ift nad $. 17: 


F— IKT. 


c 


ad 





2 
3.2. für y= — ft: , 
c 2 
F= f — a?(Log.nat.ch, — Log.nat.c), d. i.: 
© 


F = a? Log. nat. (*). 


Der Gleichung a entfpricht die oben in $. 3 kennen gelernte Curve PQ, 
Fig. 38, und wenn daher AM = c und AN = cı ift, fo giebt 
| Big. 38. F = a? Log.nat. “) 
ben Ylächenraum von MNQP an. 
Nimmt man nod der Einfachheit 
vgn,a=mc= 1 und ci — — 
an, ſo hat man: 
F = Log.nat.x; 
es. find hiernach die Flächenräume 
(IMPI), (LNQI1) u. ſ. w. die 
natürlichen Logarithmen der Abfcifjen 
AM, AN u. ſ. w. Die Curve jelbft 
ift eine fogenannte gleichjeitige 
Öyperbel, in welder die beiden 
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Halbaren a und b einander gleich find, folglich der Aſymptotenwinkel « — 45° 
ft, und die Geraden AX und AY, welchen ſich die Curve immer mehr 
und mehr nähert, ohne jie zu erreichen, find die Aſymptoten derfelben. 
Wegen dieſes Zufammenhanges zwiſchen den Abfciffen und den Flächen⸗ 
räumen werden die natürlichen Logarithmen ſehr oft hyperboliſche 
Logarith men genamtt. | 


| 
| 


Simpson ’sche Regel. Mankann auch jedes Integral S yor— Sf p(z)dx $. 30. 
Fig. 39. gleich dem Inhalte einer Fläche F’ fegen, und wenn 

fi) num die Integration durch eine der befannten Re⸗ 

geln nicht vollziehen Läßt, ſo kann man e8 wenigftens 

annähernd finden, wenn man durch Anwendung der 

befannten geometriihen Hilfsmittel den Inhalt des 

entjprechenden Flächenraumes ausmittelt. 

Für eine Fläche ABPQN, ig. 39, die durd) die 
Grundlinie AN — x und durch die drei gleid) weit 
von einander abftehenden Drdinaten AB = yo 
MP = y, und NQ = y, beſtimmt ift, hat man 
den trapezoidalen Theil: 


ABIN=AR=W+9w)5 
md den jegmentfürmigen Theil BPQSB, wenn man BPQ als Parabel 





R=",P8.BR=Y,HP— MI. AN=Y,(n— "4 #)z 
daher die ganze Fläche: | 
F=-Rh+R= IR +9) + 2% (v — 2 


= + %) + Ysyıle= M + 9). 


Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und ſetzt F—=xy, jo erhält 

man daher fiir diefelbe: 
_ + 4yı + % 
= 6 

Um num hiernady den Inhalt einer Fläche MABN, Fig. 40 (a. f. ©.), 
° zufinden, welche über einer gegebenen Grundline MN = x fteht, und 
durch eine ungerade Anzahl von Ordinaten Yo, Yı, Ya Ys - - - Yn beftimmt 
ft, durdh diefe alfo in eine gerade Anzahl von gleich breiten Streifen zer- 
legt wird, bedarf es nur einer wiederholten Anmwenbung der legten Regel. 

Detbach's Lehrbuch d. Mechanlk. I. 4 
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Es iſt die Breite eines Streifens — und hiernach die Flache des erſten 
Streifenpaares: 
Big. 40. tin tm 2x 
— 6 n' 
fowie die des zweiten Streifenpaares: 
_nt+tin +9 2= 
F 6 n' 
de dritten Streifenpaared: 
nt Ay + %, 28 
— 6 
alfo der Inhalt der erften fee © Strei⸗ 
fen oder erſten drei Streifenpaare, da 


„ulm; 


hier n — 6 beträgt: 
Fewtsn tn tint2u ti tn) A 


=W+Ht+4U tn t+W)+2@ +] 4 is’ 


umd es läßt ſich nun leicht ermeſſen, daß der Inhalt einer in vier Streifen 
paare zerlegten Fläche: 


FelntntintntntmW+2antn tn] 
und daß allgemein, der einer Fläche von » Streifen: 


Fett tt tt tl 
gefegt werden kann. 

Auch ift die mittlere Höhe einer folchen Fläche: 

htm trin tut td +2 tn tt 
In 

wobei n ſiets eine gerade Zahl jein muß. 

Tiefe unter dem Namen der Simpſon'ſchen Regel befannte Formel 
¶ „Ingenieur“ S. 190) findet ihre Anwendung bei der Beſtimmung eines 





Suegrates [" yor= [rwoz. wenn man æ — a — ein eine 
gerade Anzahl gleicher Theile theilt, die Ordinaten 


n=ron=r(lets)n=r(l+ 
n=r( +2). eu=o@) 
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beredynet und diefe Werthe in die Formel: 


[= = ["p@)2« 


=y te 461 tu + tm) +2 +++ u)] 
einſetzt. 


3. B. J giebt, da hier c —c=2 —1 =1my=y()=- 
1 


GC 
In 





2 GG —e 
ift, wenn man n — 6, alfo „= „— * 1/, annimmt: 





1_ 1 
% = - = 1,0000, yı - I -y,=0871, 4 —r— 3/, — 0,7500, 
1 ' [6 


1 


_ 6 
Yı — , 71 


— 4, —= 0,6668, , — =, — 0,6000, 9, = 7 = 0,5454 unb 
Ye — 0,5000, daber: . 

Yo + Ys = 1,5000, yı + vs + 95 = 2,0692 und „ + yı = 1,3500, 
und das gejuchte Integral: 


12,4768 
= — (1,5000-+4.2,0692 +2.1,3500)."/1. = TS 





=0,69315. 
ı 
Nach $. 22, III, ift: 

f = — Log.nat.2 — Log.nat.1 = 0,693147, 


alfo die Uebereinftimmung die erwünfchte. 


Integration durch Annäherung. Im Folgenden foll noch eine andere 8. 31. 


Gig. 41. 


Regel mitgetheilt werden, welche aud) 
bei einer ungeraden Anzahl n von 
Streifen angewendet werben Tann. 
Behandelt man ein ſehr gebrüdtes 
Segment AMB, #ig. 41, als ein 
Parabelfegment, jo hat man nad 
8. 29 für den Inhalt deflelben: 
F=°!',AB.MD, 

oder, wenn AT und BT Tangenten an den Enden A und B find, und 
deshalb OCT = 2CM iſt: F=?5- zn IE _ 2/, des Dreiecks 
ATB — ?, des gleich hohen gleichſchenkligen Dreiecks ASB, und alſo 
auch = 27, AC.CS—=Y,AC?.tang.SAC. Der Winkel SAC—=SEC 
4* 
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= TAC + TAS—= TBC — TBS; fegt man daher die Meinen 
Winkel TAS und TBS einander gleich, jo erhält man fir diefelben: 
TBC— TAC 


TAS= TBS= 3 








und 
— ö 

840 ac + TEL TAC zao+zBe +, 

wenn man die Tangententwintel TA C und TBC duch, d und & bezeichnet. 

Da nun nd AC= BC—= AB —, Sehne s ift, fo hat man: 


F= 1, 8?tang. @ + 9 


Dieſe Formel läßt ſich nun auch auf das Flächenftüd MABN, Fig. 42, 

Fig. ©. anwenden, deſſen Tangentenwinfel 7 AD 
— « un TBE=Bß gegeben find; 
fegt man nämlich) noch den Sehnenwinkel 














BAD—= ABE= 6, jo hat man: 
TAB AD— BAD 
=a—o6 
und 
TBA=&:—=ABE-— ABT 
=0-8, 
daher: 
+.=e.—ß, 





und das Segment über A 
F= Yssttang. ( T 2), 


oder, wegen der Kleinheit von « — 6. 
s? /(tang.e — tang.B 


Fr) 
Fu tage —M= 75 (1 + tang.atang.B)" 

oder, da « und 4 nicht bedeutend von einander abweichen unb deshalb in 

tang.atang.ß ftatt @ und 3 der Mittelwerth 6 eingefegt werben fann: 

tang.& — tang.ß 

"+ Tang.o? 

und alſo ftatt scos.6 die Grundlinie MN — x fubftituirt: 


x 
F=- Fr] (tang.a — tang. PB), 








= ns? — 171982008. 0? (lung.a — tang.ß), 


und daher da8 ganze Flächenſtlick MABN, wenn y, und yı deflen Drdie 
naten MA und NB bezeichnen: 


z 2° 
FK=W+w)y + lang.a — tang.ß) 2 
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Stößt an das vorige Flächenftüd noch ein anderes NRCO mit einer 
gleichen Grundlinie NO — x, den Ordinaten BN und CO=yı und % 
und den Tangentenwinteln SBF = ß ud S06 —= 7, fo hat man für 
daſſelbe den Inhalt: 

- 2 
BR=(ı + Dr: + (tang.ß — tang.y) 5. 
ab daher für das Ganze, da ſich hier — fang. gegen + tang.ß hebt: 
2 
F=R+ B=(lhn + yı + Yap)z + (lang. —tang.y) 7,- 


Fur eine Fläche aus drei gleichhreiten Streifen ift ebenfo, wenn «@ den 
Zangentenwintel des Anfangs- und Ö den des Endpunftes bezeichnet: 


. 2 
=(,%+YıtY (tang.o — tang. 6) 5 5 


und allgemein für ein durch die Abſciſſen —, = , = +2, die Ordinaten 


9%, Yı, 92° Yy. und die Tangentenwinkel a, und a„ der Endpunkte bes 


ſtimmtes Flächenftüd: 
Fell tyı tat tat Ya) Z 


3 
+ 1/2 (tang.a, — tung. ,) (2) . 
Ein Integral wird hiernach mitteld der Formel: | 


[vs = ["p@2s 


= tn tnt tut N) 
+ "/ı (tangq. — lang.) (=) 
gefunden, wenn man 2 — c — e ſetzt: 
” 2 
"= plc), yı = P (« + x), Y = p(e + ==), 


Y=Pp +), m=rlct "= 96) 


ſowie kang. c — 3 — v() = XC() und tung.a, — Y(cı) berechnet, 
und dieſe Werthe in derſelben einſetzt. 


7 
3.2. für / er bat man, wenn 2 6 angenommen wird, da hier 
1 


1. 
‚=4-c=3 —- Imy=9y@W=-it 
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1 1 
»=-,-b1=7,77,7 ya = u ya = 9)» 
Yy = !ın % = hi und % — Mia; 


1 
n = — -, herausftellt: 





ferner, da fid) nr = 


tang.ı, = — Yı = — 1 und tang.e, = — (5) — — 1, 
und daher ift: 
[Ente lat VD HIH Yen 


2 
— en — 3/ ln . Use = 0,69487 — 0,001 73 — 0,69314. 
(Bergleiche das Beifpiel des vorigen Artikels.) 


Rectification krummer Linien. Um eine Curve zu rectificiren, 
oder aus ihrer Gleichung y —= f(x) zwiſchen den Coordinaten AM — x 
und MP —= y, fig. 43, eine Gleichung zwifchen dem Bogen AP = 3 
und der einen ober der anderen der beiden Coordinaten abzuleiten, beftimmt 
man zunächſt das Differenzial des Curvenbogens AP, und ſucht dann Hierzu 
das Integral. Läßt man z um MN = PR = 9% wachſen, jo nimmt 
y um RQ = dy und s um das Element PQ — ds zu, und es ift, dem 
Pythagoräiſchen Lehrfage zufolge: 

Fig. 43. PQ'=PR'’+QR,, 
d. i.: 

08? —= 0x2 + 9y?, 
alſo: 

08 — Vox! + Odys, 
und hiernad) der Eurvenbogen 


ſelbſt: 
_——= [vor + 0%. 


3.2. für die Neil’fche Parabel (fiehe $. 9 und Fig. 17), deren Gleis 
dung uy? = x? ift, hat man: 2aydy — 32?0x, daher: 
__83220% __ 902? 9x0. 


= ı — = 
2 2ay und dy 4a?y? 4a 





T —x 


A MN 











hiernad): 
9r 
3 LU 7 r | 
08 = (1 + u) 
und 
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8* ana M 1+22)% 1) 
= : [u "ou u 5 a un — 8/a \ (1+ =2). 


Um die hierzu nöthige Sonftant zu finden, wollen wiv s mit x und y 
zugleich anfangen laſſen. Wir erhalten dann: 
0—= !/ı1aY1? + Con., aljo Con. = — ®far a 
md daher 


—X [VG + &) + —) — |, 
,2. für das Etüd AP, deſſen —* x = a if: 
s = 8 „a[V(ı3/,)° — 1] — =] ‚36. 
Führt man noch den Tangentenwinfel RPQ = MTP = «a (fig. 43) 
em, jo hat man auch: 


OR = PQ.sin.RPQwmd PR= Pos. RPQ, 
d. i: 


Oy = Ossin.a und ds = 05cos.d, 
md aljo außer tang.« — y (. $. 6) aud) 


sin.a = K2 und 008.6 = 02. 


ds 08 
ſowie noch 


= [Vi + tan.e. 0 [a Se 


Iſt min die Gleichung zwifchen zwei der Größen x, y, 3 und @ gegeben, 
fo ann man hiernady auch Gleichungen zwiſchen je zwei anderen dieſer 
Größen finden. Iſt z. B. cos. = — —, fo hat man: 

c? = 2 
808 


oz = 085c08.0 — 
Ver + s + 8? 


s0s 2308 ı ı 
Vers ” Ve+3s = | en [mus 
—Ve2 + 8? + Con., 
und wenn nun = und s zugleich Null find: 
z<=Vc’+3?— c. 
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8. 33. Krümmungshalbmesser einer Curve. Cine Gerade winkelrecht 
zur Tangente PT, Fig. 44, ift aud normal zur Berligrungsftelle P der 

Tig. 44. 





U T AMN Ö K 


Curve, weil die Tangente die Richtung diefer Stelle angiebt. Das Stüd 
PK diefer Finie vom Berührungspunkte P bis zur Abſciſſenare Heißt Nor- 
male ſchlechtweg, und die Projection MK deflelben in der Abfcifienare 
Subnormale Für die legtere hat man, da der Winkel MPK dem Tan⸗ 
gentenwinfel PTM —  gleid, ift: 
MK= MP. .tang.e, 
d. i.: 
2 
die Subnormale — ylang.a = y 5 — 
Da fir das Curvenſyſtem y — 2”, tang. — mam—A ift, fo folgt hier die 
3 
Subnormale = mar .a"-1 — mu! = , und fir die gemeine 
Parabel, deren Gleichung y? — px ift, hat man 
i — y2-—B2. 
die Subnormale — y 5*7 


alſo conſtant. 

Errichtet man ferner in einem zweiten, der Stelle P unendlich nahen 
Punkte Q eine andere Normallinie Q C, fo erhält man in dem Durchſchnitts⸗ 
punkte zwifchen beiden Linien das Centrum C’ für einen durch beide Berührungs- 
punkte P und Q zu beichreibenden Kreis, den fogenannten Krümmungs— 
freis, und es find die Stiide CP und CQ der Ntormallinien die Halbmefler 
diefes Kreifes oder die fogenannten Krümmungshalbmeſſer. Jedenfalls 
ift diefer Kreis derjenige unter allen durch P und Q zu legenden Streifen, 
welcher fich am meiften an da8 Curvenelentent PQ anfchmiegt, und deshalb 
anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit den Eurvenelemente PQ zufammenfalle. 

Bezeichnen wir den Krlmmungshalbmefler OP = CQ durd r, den 
Eurvenbogen AP durch s, aljo fein Element PQ durd) Os, und den Tan- 
gentenwinfel oder Bogen von PTM durch «, alfo fein Element SUM 
— STMdb.i.— UST= — PCQ, durch du, fo haben wir einfach, 
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va PQ— CP. Bogen des Wintels PC Q if, ds=— rda, umd folg⸗ 


fi) den Kriimmungshalbmefler: r — — = . 
Gewöhnlich läßt ſich @ nur mittels der Coordinatengleihung beftunmen, 
indem man jebt: 


0Y 
ang. — 755 
Nun ift aber noch: 
Olang.a — und cos. — 98% 
" (c0.a)? “—a 
daher hat man: 


0a@ — (008.0)? .Otung.a — —— 
und den Krümmungshalbmieſſer 
— 08 — 083 
„om (cos.0)2Otand.e  Omtdlang.a 
. F 08 05? 

Zür eine convere Cure iſt — + 5* 4 — und für 
einen Wendbepunft, r = ®. 

Fur die Coordinaten AO —= u md OC — v des Kruͤmmungsmittel⸗ 
punftes C ıft 

„= AM+HC=z+CPsin.CPHdb.i.u=zr-+rsin.eo, 
fowie 

v= 0C=MP—HP=y-— CPco.CPH,b.i.v=y-—- rcos.a. 

Die ftetige Tolge der Kruüm⸗ 
mungsmittelpunftegiebteine@urve, 
welche die Evolute von AP ges 
nannt, und beren Lauf durch die 
Coordinaten w und v beftimmt 
wird. 

Wenn manbie Ellipfe ADA,D,, 
Figur 45, mit einem Kreiſe 
ABA, B, in Berbindung bringt, 
fo fann man die Coorbinaten 
CM =z und MQ=y berfel- 
ben durch den Centriwinkel PCB 
— ß des Kreiſes ausdrüden.. Es 
iſt nämlich: 
z—= CPsin. CPM= CPsin.BCP = asin.ß 


Fig. 4B. 





b 


y=MQ=ZMP= _ CPos.CPM = bes.ß. 
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Hieraus ergiebt ſich: 


02 = acos.BOoß nd öy— — bsin.BOß, 
totglich für den Tangentenwintel OTX — « ber Ellipfe: 
_0y_ _ binß DD 
ayı=n = Sa a — tang.ß, 


alfo für deflen Nebenwinfel QTZC —= «, —= 180° — ca: 
tang.cı = * tang.ß und cotg.cı, = — cotꝗ. ß. 


Hiernach iſt die Subtangente der Ellipſe: 
MI MCcotꝗq. MT 
— ycolg.c, = — cotg.ß = yıcotg.ß, 

wenn %ı die Ordinate MP des Kreifes bezeichnet. Da bei dem legteren 
die Tangente PT rechtwinkelig auf dem Halbmeffer CP fteht, fo ift aud) 
PTM=PCOB = ß, und daher die Subtangente deflelben ebenfalls 
MT= MPcog.MTP = yıcotg.B. Es haben aljo die beiden Punkte 
P und © des Kreifes und der Ellipfe, welche einerlei Abſciſſe angehören, 
eine und diefelbe Subtangente MT. 

Gerner ift für das elliptifche Bogenelement: 

08° —= 0x? + Oy? — (a?cos.ß? + b? sin. B’)OP?, 

und das Differenzial von un. c, d. i.: 


b o0ß 
dlang.e = — —- Otang.ß =, 
daher folgt der Krummungshalbmeſſer der Ellipfe: 
053 __ (a?cos.ß? + b?sin. B?)% 
FJ  Orrötung.a j R 
arcos.P?- a cos. B? 
__ (a?cos.ß? + b?sin. ßBn 
— ab 


. 3-2. für ß = 0, aljo sin.ß = 0 und cos.ß = 1, folgt der größte 
Krümmungshalbmefier: 
„—#_ € 
ab b’ 
and dagegen für B = 90°, aljo sin. —= 
der kleinſte Krümmungshalbmefler: 
„-r_!:. 
a a 
Der erftere Werth von r entjpridht der Stelle D, und der letztere dem 


1 und cos.ß — 0, ergiebt fi 
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Funfte A; beide jind durch die Arenftüde CL und CK beftimmt, welche 
die im den Endpunften A, und D auf der Sehne A, D errichteten Perpen- 
del von C aus euf beiden Aren abjchneiden. 


Zusammengesetzte Functionen. Viele Zunctionen, welche in der $. 34. 


Anwendung auf die Praris vorfommen, laſſen fid) aus den oben kennen ge⸗ 
fernten Hauptfunctionen: 
y= ro”, y=e’ und y = sin.z, y == cos. u. |. w. 
zuſammenſetzen, und e8 find daher auch ihre Eigenfchaften, betreffend die 
Zangentenlage, Duadratur, Krümmungshalbmeſſer u. f. w. leicht mit Hülfe 
der vorftehenden Lehren aufzufuchen, ſowie auch die ihnen entſprechenden Curven 
zu conftruiren, wie folgenbes Beijpiel zeigen wird. 
Für die Curve, welche der Gleichung: 


yz x (1 — =) = x2 — 17,23 
entipridht, iſt 


folglich 


y= 2r0r — "Cr, 


ung.a =2r —- —=xı(2? — nr). 

Ta diefe Tangente für z = 0 und x — 2, Null ausfällt, fo hat fie in 
den Punkten, welche diefen Abſciſſenwerthen zukommen, die Richtung der 
Abſciſſenaxe. Ferner ift: 

Olang.a — 201 — 2102 =2(1 — 5)8, 

wonach aljo fiir 

2 —=0,0dtang.ae = + 26x, 
ſowie fihr 

x = 2, Olang.a = — 2Cr 
ansfällt, und daher die Ordinate des erften Punktes ein Minimum, da- 
gegen die des zweiten Bunkteg ein Maximum tft. Setzt man Otang.a — 0, 
fo ergeben ſich dadurch die Coordinaten z — 1 und y — 2,5 des Wende: 
punftes, in welchem fich das concave Curvenſtück an das convere anſchließt. 

Ferner iſt für das Curvenelement Os: 
er? + 0y—= 0224 27(2 — 220? —= [1 + 22(2 — x)? r, 
md daher die Krümmungshalbmeſſer der Curve: 


— 05? __ 1+ 2 — )?% 
nn Orrdtang.a æ 2(1— 2) ’ 
— I 
+2. fir ⸗ — 0, ——————— 1,, für æ» 1, —— —— 
2 0 
— 1 


rr—=2, r= — <= +1, für ⸗ 3, r=!/,.10% = + 7,906, 
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Die entfprechende Curve ift in Fig. 46 vor Augen geführt, worin A den 





Tig. 46. 
————— Y................ 
16 
a u a u 
——— 


IL.: 


_x: 


4_3_2_13 A[-S 


-Y 





Urfprung der Coordinaten, 
und XX, YY die Coor⸗ 
dinatenarendarftellen. Dem 
erften Theil y, — x? der 
Gleichung entſpricht Die 
Parabel BAB,, welche 
fih von A aus zu beiden 
Seiten der Are AY ſym⸗ 
metrifd) hinzieht, dem zwei⸗ 


ten Theil Y = — Us x3 


gehört dagegen die Curve 
CAC, an, welche ſich auf 
der rechten Seite von YY 
unter, und auf der linfen 
Seite von YY über ber 
Abſciſſenaxe XX hinzieht, 
und ſich dabei immer mehr 
und mehr von XX ent- 


fernt, je weiter fie von 7 Y 
abrüdt. Um für eine 
‚gegebene Abfciffe z den 
entjprechenden Punkt der 
Cure y=r?— 1,23 zu 
beitimmen, fommt es nur 
darauf an, die diefer Ab- 
feiffe zugehörigen Ordinaten 
der erften Curven algebraifch 
zu addiren. Ta z. B. für 
z—l,y=lıdy 
— — 1’, ift, folgt die ent- 
ſprechende Ordinate des 
Punktes Wy=y 92 
=1— 1, —=?,, ferner, 
da fir — 2, y — 4 und 
Y% = — 5, iſt, fo folgt 
die Coordinate des Punktes 


M,y=4— ° = %,, ebenfo ergiebt fi fr e—= 3, y=yı + Ya 
=9—9=0, te=4,y=16 — My, = — 18), für = —1, 
yalt rt, fia=—2 y=4+9, =? u ſ. w., und man 
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erfieht, daß die letzte Curve von A aus rechts den auf AWMKL... bat, 
wobei fie anfangs über der Abſciſſe AX— 3 hinläuft, ſich aber von da aus 
weiter bis ins Unendliche unter XX Hinabzieht, und daß fie von A aus 
fimf8 nur einen ins Unendliche auffteigenden Zweig APQ... bildet. Auch 
ft nad) dem Dbigen, W ein Wende-, fowie M ein Maximalpunkt der Curve. 
Bährend die Curve in A und M die Richtung von X X hat, fteigt fie in 
W unter dem Winkel & —= 45 Grab auf, weil für denfelben tang.« 
=z(2— z)—=1 ift, dagegen ift für den Neigungswintel in X, tang.a 
= — 3, folglich diefer Winkel felbjt & — 71034’ u. f. w. 
Tie Quadratur der Curve ift durch das Integral 


F= [ver = = fe- ,2)02x—= [| 20x — 1; [ws 
4 
= nd = (1 — 2) vollzogen. 


Hiernad) folgt z. B. für das Flächenftid AWMK über AK = 3, ber 
Ingalt F— - (1 — 2/,) — %4, unb dagegen der Inhalt des Flächen- 


— — 8 8 
füdes 3 L4, über dem Abfcifienftitde 34, F. a (1— ) — a2) 


=() — 9 = 9 — 9. 
Um endlich nod) die Länge eines Curvenftüdes, 3. B. von AWM, zu 


ſinden, jegen wir 
Vi +2@— #02 = | "pl)de, 
md bringen die im $. 30 abgehandelte Integrationsmethode zur Anwendung. 
Es iſt hir ce — O, und ci — 2; nimmt man n — 4 an, fo folgt 
iz — F — 27 — 1/,, und ſetzt man nun fir = nad) und 
nad) die Werthe O, !’,, 1, 8’, und 2 in bie Function 
9d)=Yı +2 — 2) 
in, fo erhäft man die Werthe: 
9)—=Yı-ı, 
IV + = PM =Yıt l=V2=1AM.. 
Fe)=Vi + Me — und ==, 
und daher die Länge des Bogens A WM: 
«= (90) +49) + 290) +4PCh) +90) 


=(1+5+28238+5+1).1,=2,4171. 











er 
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Mittels der Curve y — x? (1 — läßt ſich nun auch leicht der Lauf 


der Curve y—= x \ 1 — angeben, denn wenn man aus den Coordi⸗ 


natenwerthen der erfteren die Duadratwurzeln auszieht, ergeben ſich die ent- 
fprechenden Coordinaten der leßteren. Da die Duabratwurzeln aus negativen 
Zahlen imaginär find, fo erftredt ſich diefe Curve nicht über den Bunft X 
hinaus, und da jede Duadratwurzel aus pofitiver Zahl zwei gleid; große 
entgegengejegte Werthe hat, fo läuft die neue Eurve (II.) in zwei ſymmetriſchen 
Zweigen QAMK und Q,AMıK zu beiden Seiten der Abjcifjenare 
XX hin. 
% 


Functionswerth 4. Wenn der Quotient y — ne > au zwei Func⸗ 
tionen P(z) und Y(z) für einen gewiffen Werth a von x den unbeftimmten 
2_.a? 
Werth n annimmt, welches ftet8 eintritt, wenn, wie z. B. in y — — 
Zähler und Nenner eines Bruches einen Factor z — a gemeinſchaftlich 
haben, jo fann man den wirklichen Werth defjelben finden, wenn man Zähler 
und Nenner jeden fir fich differenzüirt. 
Wächſt x um das Element 92 und entfpredhend y um das Element © y, 


fo erhält man: 
p(z) + ©p(«) 
Oy = 170, 
VEIT IE) + Dr) 
Nun ift aber fir x = a: 
9) = 0 und Ya) = 0, 
daher hat man für diefen Fall: 
0p(x) 
0 = ——, 
ytoy=7z 55 
oder, da Oy als unendlich kleine Größe gegen y verſchwindet: 
„_ 2@) _29@) _ MC) 
| dl) Ovle) 9 (8) 
wo 9,(r) und Y, (x) die Differenzialquotienten oder fogenannten zeiten 
Ableitungen von P(x) und Y(z) bezeichuen. 


Stellt ſich y = F 














wieder = — > heraus, jo fann man von Neuem 


bifferenziiren, und 
— O9ı(2) _ YP2(x) 
od) Yr(e) 
Auf gleiche Weife find auch die unbeftunmten Ausdrüde y — und 








jegen u. f. w. 
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0. x uf. w. zu behandeln, da o — 3. folglich 2 und 0. — 


geſetzt werben können. Z. B.: 
323— 722— 82420 


ya am 34er 4 giebt für & — 2, —; es iſt daher auch 


) - ; 
erlaubt, 
_ 0(32°— 722— 8r+ 20) 9 — 147 — 8 
6m —2latt2ir — 4) Wr—a4 art 
zu feßen. 
Nun Fällt aber für z — 2, y wieder — 2 aus, daher fett man von 


Nenem: 
9 —- l14r — 8) __ 182 — 14 9x2x— 7 11 
— S(1522—422 +24) 308-422 Ba—ıl 9 
Es iſt aber aud) wirflicd) der Factor y — 2 zwei Mal in dem Zähler 
und Nenner der gegebenen Function enthalten. Dividirt man beide durch 
z — 2, jo erhält man: 
32°? — 2 — 10 
IT; l1er? 
und wiederholt man diefe Divijion im legten Werthe, fo jtellt ſich 
__ 32% + 5 
52 — 1’ 





alſo z — 2 geſetzt: y — n herauß, 


‘ 





— V 2— 
derner: y = — giebt fir x — 0, ebenfalls Tr 
Run ift aber: 
1 
6(a — Va! — 2) = — 9a - = — 
a — x 
. F 1 
daber folgt für diejen Fall: y — a = 3° 
Ferner in y — — z—1 gelegt, folgt y =; nun iſt aber: 
oO In.z = LE. ud d Vi IE 
* 2 


2V1 2.0 
daher fg y = — 25060. 
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Endlich: 

— 1-+ sin.z + cos. ⁊ 
1—-1+0 0 


y=_IFiro 


y- giebt fir x — = (909), 


daher ift aud) 
01 — sin.z + 008.2) __ — c08.2 —- sin. 
—9(— 1 + sin.z + 008.2) cos. æ — sin.z 
—0 — 1 
— — 1 
0—1 
zu ſetzen. 


8.36. Methode der kleinsten Quadrate. Wenn für eine Function 
y = au + Pv eine Reihe von zufammengehörigen Werthen der Variablen 
u, v und y durd) Beobachtung oder Meſſung gefunden worden ift, fo kann 
man nad; denjenigen Werthen der Conftanten « und 4 fragen, welche von 
den Fleinen zufälligen und ungefegmäßigen Beobachtungs- oder Dieflungsfehlern 
möglichft befreit find und daher auch den Zufammenhang zwifchen den Größen 
u, v und y, wovon # und v aud) befannte Yunctionen einer und derjelben 
Bariablen x bedeuten können, möglihft genau ausdrüden. Unter -allen 
Regeln, welche man zur Beantwortung diefer Trage, d. i. zur Ausmittelung 
der möglich oder wahrfcheinlich richtigften Werthe ber Conftanten anwendet, 
ift die fogenannte Methode der Heinften Quadrate die allgemeinite 
und wiflenjchaftlich begründetſte. 

Sind 
%, dı, Yı 
Ur, U, Ya 
Us, U, Ya 


Un; Un, Yn 
die der Junction y —= au + Bv entiprechenden Reſultate der Beobachtung, 
fo hat man für die Beobachtungsfehler und deren Quadrate folgende Werthe: 
a = Yı — (au + Bor) 
3 —=Y — (au + Wr) 
23 = Yy — (au + fo;) 


& = Yn — (au + Bv.) 
und 
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si = 2a yı — 2ßBvyı + atu? + 2aßuv, + Bro} 
* =y — Data Y —2ßuY + au? +20 Bu + Bio 
;=y— 2a —2ßuy + —* +20 du + Bꝰ v 


mn y — 2 au. Yn — 2 BunYn ++ 2aßuv. + [a 
und erhält num für die Summe der Fehlerquadrate, wenn man ſich der Ab⸗ 
firzumg wegen des Summationszeichens S bedient, um eine Summation 
gleichartiger Größen anzuzeigen, alſo y ty ty + +2), 
nyı + 9 + v3Y3 — Uuyı = &(vy) jeßt, u. ſ. w.: 
2 (e) = Z(y?) — 20 2(uy) — 2BE(ey) + a? (u?) 
+ 20ß2&(ur) + B?Z(r9). 

In diefer Gleichung find natürlic) außer der als Abhängigvariablen zu 
behandelnden Fehlerquadratſumme Z(s?) nur die hier als Urpariable anzu- 
fehenden Sonftanten & und PB der Function y= au + Bv unbelamt. Die 
Methode der Heinften Quadrate fordert num, ſowohl « als aud) 4 fo zu 
wählen, daß die Duadratfumme Z(e?) zum Minimum werde; und deshalb 
möflen wir die gewonnene Junction für Z(e?) ein Mal in Beziehung auf 
a md ein Mal in Beziehung auf 4 differenziiren, und jeden ber ſich heraus⸗ 
Rellenden Differenzialquotienten von (2?) gleih Null fegen. Dadurch 
Röpt man auf folgende zwei Beftimmungsgleichungen für « und f: 

— Z(uy) + «&(u2) + Blur) = 0, 
— Z(vy) + BZ(v?) + a&(uv) = 0; 
- deren Auflöfung auf folgende Ausdrücke führt: 
_ (02) (uy) — Z(ur)&(cy) 
— Zu) LE(v) — Z(ur)Z(uv) 


md 
_ Zw)Z(ry) — Z(ur)2(uy) 
P= Z (ut) (v2) — Z(uv)Z&(ur) 
Tiefe Formeln gehen für eine Function / — @ + Bo, da hier u 1, 
hEw)=El),ZWw)=LEy) ww) =l+I+It-—m 
Li die Anzahl der Gleichungen oder Beobachtungen ift, in folgende über: 
_ ZeH)Ey) — ZW)&(oy) 
n&l(v?) — Z(e)Z(v) ' 
B nZ(vy) - ZW) 
IE) — Z)2) 
Für die noch einfachere Function y—= Po, wo a —Nul if, erhält man: 
— 2 (vy) 
2 (v2) ’ 
Deltbach's Lehrbud ver Mechanik. L 5 


(vergl. „Ingenieur“ S. 77). 
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und endlich für den einfachften Fall y — &, wo es ſich alſo um die Aue- 
mittelung des wahrfcheinlichiten Werthes einer einzigen Größe handelt, ift 


_:W 
n ) 


a 


alfo diefer Werth das arithmetifche Mittel aus allen durch Meflungen 
oder Beobachtungen gefundenen Werthen. 


Beijpiel. Um das Gejeg einer gleihförmig beichleunigten Bewegung, d. i, 
deren Anfangägeihmwindigteit ce und Beichleunigungsmaß p kennen zu lernen, 
bat man die verjchiedenen Zeiten tı, to, kz u. |. w. entſprechenden Räume oder 
Wege Si, 89, Sg u. |. w. gemefjen, und dabei Folgendes gefunden: \ 





Zeiten . - 2. .2.. 7 10 Sec. 




















101 Fuß 








Räume - - 2. 2 2... | 0 | 5 | 20 


38 | 581, 


2 
Iſt nun s — ct 4 * das dieſer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs⸗ 
geſetz, ſo handelt es ſich um die Ermittelung der Conſtanten c und p. Sekt man 
in die obigen Jormellnv = tındv=t, jowea=c,ß = z udy=s, 


jo erhält man zur Berechnung von c und p folgende Yormeln: 
zit) E(st) — Z(t?) F(st?) 


, = ZZ) ZT) 
und 
»p __ Zi) (st?) — Z() F(st) 


2 7 zz) — ZN) Ze) ' 
wonach fi folgende Rechnung führen läßt: 











t | t? 13 A | 8 st s{® 

—1 l 1 1 5 B b 

3 N 27 81 20 60 180 

5. 25 125 625 88 190 950 
7 49 543 2401 68,5 409,5 2866,5 

10 100 1000 10000 101 1010 10100 
Eunmen | 184 1496 13108 222,5 1674,5 14101,5 

=z() | =Z() | =) | = Zfs) | = Zlst) | = (et?) 
N 
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Hieraus beflimmt fid: 

__ 13108. 1674,5 — 1496.14101,56 __ 859502 
7 3%.13108 — 1496. 1496 173856 
184 .14101,5 — 1496. 1674,5 896 _ 
ap = 8419108 — 1006.16  — = 0,5155 Buß, 

und daher folgende Formel für die beobachtete Bewegung: 

s — 4,%9t 4 0,5155 . 13. 
Rah diefer Formel hat man: 


— 4,909 Fuß und 





















für die Seiten . . . . 














die Riume . . .. . | 0 | 6,42 | 19,36 | 37,43 | 59,62 | 100,64 Fuß 
. Wenn man die Zeiten (t) 
Big. 47. 8 als Abſciſſen und fowohl die 


beobachteten als auch die be- 
rechneten Wege (8) als Or: 
dinaten aufträgt, jo läßt fi 
durch die Endpuntte der be: 
xechneten Eoordinaten eine 
Eurve AB, Fig. 47, legen, 
welche fi zwiſchen den durch 
die beobachteten Coordinaten 
beftimmten Punkten M, N, 

O,P,Q fo Hinzieht, daß die 

| Quadratſumme der Abwei- 

| dungen derjelben von dieſen 
— x Puntkten beiderjeits möglichft 
-0 ı 3.5.7 wm Hein ausfallen. 


Anwendung auf die praktische Geometrie. Sind nicht allein $. 37. 
die einzelnen Werthe, fondern auch die Aggregate einer Reihe von Größen 
0,2,y,5.. durch Mefiung gefunden worden, fo laflen fich die wahrſchein⸗ 
lichſten Werthe berjelben durch die Methode der Heinften Quadrate beftimmen, 
wie ın folgenden Beifpielen gezeigt wird. 

1) Man Hat durd, Nivelliren gefunden: 

die Höhe von B über A, = a, von Cüber A, — b, 
0.6, B=«4 „D,„B=d, 
nn „D2,0C0=e „E„B=Y ⸗ 
ſowie » rn nr E,„,D=o Gig. 48 a. f. S.), 
und fragt nun nach den wahrſcheinlichſten Höhen wo, x, y und æ der Punkte 
B, C, D, E über A? 

Es follte fein: 
e=ar=bhr—- wm_coy—-vw=d,y—-r=e41—-u—mf 
ms — y— 93 


t 


5* 
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daher find die Fehler: 
v—- ax — b, —-w—-—e.y—-—w—-dy—2-—e, 
e — w — Fund — — 9, 
und es folgt die Summe ſämmtlicher Fehlerquadrate: 
P=-w— !+@- WM +@—w—- 0? +W—w—d) 
+W-2—- og)! +«@—-w- SS” +@— y— 
Damit daflelbe zn Minimum werde, müſſen die Differenzialquotienten 
Fig. 48. diefes Ausdrudes, welde aus dem 
fucceffiven Differenziiven deffelben in 
Hinficht auf vo, x, y und z hervorgehen, 
einzeln gleich) Null fein, es ijt alfo 
w— a) — (æ —w-— e) 
—y—0- d)—(—e—fN)=0, 
(e—b) ( —w—e) 
(Y 2 —e) —(, 
Y—-w—-d)+W—-2—e) 
— (2 —y--)=0 und 
@-w—N)+e@—-y—)—0 
zu -jegen, 





Die Auflöfung diefer vier 
Gleichungen giebt die ges 


Fig. 49 a 

* ſuchten wahrſcheinlichen 
Höhenwerthe «o, x, y und «. 
f 2) Um die möglichft ge- 
nanen Richtungen der Tinien 
— | MA,MB,MC und MD 
| ı gegen eine gegebene Grund- 
B linie MN, Fig. 49, zu er: 
u \ mitteln, find folgende Winkel 
N | und Winkelſummen gemeſſen 

worden: 

N NM4=a, AMB=-b, 
b BMC—=c CMD=d, 
7 NMB=e, AMC—=f, 
BMD—g, NMC—=h, 


welches find num die wahr⸗ 
ſcheinlichſten Werthe der 
* 
J Richtungswinke NAMA 
N, — 9, NMB=x, NMC 
=ymd NMD =» 


M 5 
NG / "me AND—=k,umd NMD=I, 
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Hier find bie Fehler 


.e— ax — uw —by— r — 83 —y—d, 1, y—w—/f, 
.—-ı - ,y— hey x und ⸗æ — |, 
In folgt die Summe der Fehlerquadrate: 
=w— + @—-w—D + y—-2— 0 + (—y—d) 
+@—-9+W-v—- N +@— 2 —- W”+(4—h) 
+@—-9-M +), 
und e8 ergeben ſich durch Differenziiren u. f. w. folgende vier Gleichungen 
zur Beitimmung der Richtungswinkel vo, ©, y und #: 
w—-)-@-»—-)-W-v—-N=0 
@ —- vb) — y-2—-J)+@-))—- «@—-ze— )=0, 
W-2-)-@-9y-)+W-w-N 
+y—-—-(@—-y- =0 m 
@ — y-)+@—- 2: —- +e@—-y—M+a@—)=0. 
Beilpiel1. Durch ein Nivellement zwiſchen vier Punkten A,B,C und D, 
Big. 48, find folgende Höhenunterjäpiede gefunden worden: 
Hehe von B über A, a — 45,437 Meter; von C über A, db = 69,877 Meter; 
„ r Cübr B,c = 2442 „ von Düber B, d = 105,127 „ 
und von D über C, e —= 80,768 Meter, 
weldes find nun die wahrſcheinlichen Höhen w, x und y der Punkte B, C und 
D über 4? 
Es find die einzelnen Fehler: 
w — 45,437; x — 69,817; æ — w — 24,402; 
y— w — 108,127 und y — x — 80,768 Meter, 
und folgt daher die Summe ſämmilicher Fehlerquadrate: 
—= (w — 45,437)? + (x — 69,817)? + (2 — w — 24,402)? 
+ (y— w — 105,127)? + (y — x — 80,768)2. 
Dur Differenzüiren nah w, z und y und Nullfegen der Differenzials 
quotienten ergeben fi} folgende Beſtimmungsgleichungen: 
(o — 45,437) — (x — w — 24,402) — (y — w — 105,127) = 0, 
(z — 69,817) + (x — w — 24,402) — (y — x. — 80,768) = 0, 
(J — w — 105,127) + (y — x— 80,768) = 0), 
d 
“ Sw— r — y= — 3,092, 
32 — o — y= 13,451 


2y— w— x — 185,89. 
hieraus ergiebt ſich: 


und 


z + w = 115,254, 


owie 

m qüchlich x — w— 24,386, 
w— 45,434, 
z = 69,8% 

und 


y —= 150,574 Meter 
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Beilpiel 2. Aus dem Punkte M, Pig. 49, find die Horizontalwintel 
NMA=aAMB=b, u. |. w. gemeſſen und hierbei folgende Refultate ex» 
halten worden: 

NMA= a = 3621’ 30”, AMB=b= 2943 (" 
BMC=c =49 WW", NMB=d= 66% 930" 

 AMC=e = 7705030" und NMC=f = 11412' 0"; 
welches find nun die wahrſcheinlich ridhtigften Werthe ber Wine NMA=x, NMB 
= y und NMC=z, um welde die Ritungn MA, MB und MC von 
der Orundlinie MN abweidhen? 

Es find aud hier die Fehler: , = x — u. =y—du.|. m, und 
ift, wie im vorigen Beifpiel die Summe ber Fehlerquadrate: 
P=(w—o%+(@—w— + y-2—+@-+y-w—e+y—F) 
und daher zu feßen: 

v— a — (ce — — b) — y„-u—)=0, 
z— uv—b — y-z — )+e—d=0 


ſowie 
y—-— — — — —-50, 
wonach 
Bu — — y=a—b— e= — 710120" 
32 — w— y=b+d-—c = 47400" 
und 
3y— vw— z=c,te + f = 240090" 
folgt. 
Durch Elimination von y ergiebt fid: 
w— x = — 29048’ 0" 
und 
22 — w — 95047’ 15", 
jo daß nun 
xz = 669 4'185”, 
w = 86° 21’ 0" 
und 
y = 114° 10’ 45" 
folgt. 
Die Summe der Fehler: 


o— a = — 09080, 
z—-uv—b=+ 00015", 
y-z—-c=00tY", 
z—-d=+ 09045), 
y—w-—-e= + 00045", 
y—-f= - or" 

if, wie ndthig, = Null, fowie die Summe der Fehlerquadrate: 

302 + 152 + 02 + 452 4 452 + 152 — 5400, 
im Minimum. 


Interpolationsverfahren. Kommt es darauf an, in Ermangelung 
einer Formel für das ftetige Fortfchreiten einer Größe y oder ihre Abhängig 
feit von einer anderen Größe z, einen Werth ber Größe y, welcher einem 
gegebenen Werthe von 2 entfpricht, mittels entweder aus Erfahrung bekannter 


oder aus einer Tabelle entnommener Werthe von z und y zu beftinmen, fo 
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wenbet man daS fogenannte Interpolationsverfahren an, bon welchem 
hier nur das Wichtigſte mitgetheilt werden ſoll. 

Wenn bie Abſcifſen AM, = x, 
AM, = x, und AM, — 2,, Fig. 
50, und die zugehörigen Ordinaten 
M,P, = 9, MıPı = yı und 
M; P; — ya gegeben find, fo fann 
man bie einer neuen Abſciſſe AM=— x 
entfprechende Ordinate MP — y 
durch die Hormelly—=a + ßx+yx? 
ausdräden, wofern die drei dadurch 
beftimmten Punkte P,, P, Ps nahe 
in eimer geraden Linie oder in einem 
wenig gekriiummten Bogen liegen. Legt 
man ben Coorbinatenanfangspuntt 
von A nad) My, fo wird dadurch der 
Allgemeinheit nicht gefcdjadet, wir befommen aber dann einfach fur a x ==0, 
y=aund folglich das conftante Glied & — Yo. 

Führen wir num ein Mal x; und y, und ein andere Mal x, und in 
die fingirte Gleichung ein, fo erhalten wir folgende zwei Beſtimmungẽe 


Migrigen 





Ay =ßuı +Y% 


und 
92 —n—=ßn +Y%), 
wrans ſich 
3 (yı — Y)%; — (ya — Y)t) 
ma — ma 
und 
_ AM — Yy)a — WW — %)Aı 
= Ma — a 
ergiebt. 


Es iſt alfo hiernach: 
— (Yı — Y)% (Ya — 9%) En 
y=%w+t (Be ee, 23 
+ (# — Y0)%4 — (Ya — Y)a\, 
u — ya 
Lüge die Ordinate y, mitten zwiſchen y, und ys, fo hätte man æ, — 2x, 
und daher einfacher: 
3% — — 2 
9 -( % ne + "\r + (% nn + #\ar 
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Sind nur zwei Paar Coorbinaten zo, y0 und 2, Yı gegeben, jo muß 
man die Begrenzungslinie Po P, al8 gerade inte anfehen, und folglich 


y=y+Bßz 
alfo aud) 
Y=% + Pa 
fegen, wonach 
— 9 — % 
P= — — 
und 
— Yı — % 
y=y%+t Ft % 
folgt. 


Wenn verlangt wird, zwifchen ben Orbinaten Yo, %ı, Ya eine vierte Or⸗ 
dinate 4 durch Conftruction zu interpoliven, fo legt men durch die End» 
punkte Po, Pı, Pa biefer Orbinaten einen Kreis, und nimmt y ala die Ordi⸗ 
nate beffelben an. Das Centrum C diefes Kreiſes wird auf die befannte 
Weiſe dadurch beftimmt, daß man bie Punkte Pu, Pi, Ps mit einander 
durch gerade Linien verbindet und in den Mittelpunkten derfelben Perpendikel 
errichtet; der Durchſchnitt C diefer Perpendikel unter einander iſt das ge⸗ 
fuchte Centrum. 

Sind die Entfernungen des mittleren Punktes P, von den beiden anderen 
Buntten P, und P,, s und 5, und ift der Abftand P, X des Punktes P, 
von ber Berbindungslinie ss — Pu P,,—h, jo hat man für den Peripherie: 
wintel & — P,P, Ps = 1/; Gentriwintel pP, CP;: 


h 
sın.a = — 
89 
und folglich für den Kriimmungshalbmeflr OP —= CP, = CP, = CP;: 
f — _ 9a — So 83 . 
2 Sin. 2h 


Man findet folglich das Centrum C des durch Pu, Pı, Ps gehenden 
Kreifes, wenn man mit dem nad) biefer Formel berechneten Halbmeſſer r 
aus P, oder P, oder Ps das in der Mitte D der Sehne P,P, errichtete 
Perpenditel durchſchneidet. 


Dos Mittel ſämmtlicher Ordinaten über der Grundlinie M,;M; ift die 
Höhe eines Rechteckes Mo M, N; No, über derfelben Grunblinie MM, M,, 
welches mit der Fläche Mo Ms P, Pı P, einerlei Inhalt hat, und läßt ſich 
daher aus dieſem Flächenraume leicht beftimmen. Nach $. 29 ift derfelbe: 
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r= ["yos =" + Be + 722)82 


— 3 25 +. ea + 


— wat — (h — W&\ % 
Zn + (ee en 3 
+ E — Y)a_ — (a — Wo)Eı 2% 


a’ — air 3 
— Yı <w)y _ MW) dr — 2%) 
=(» ur: (2 a) 6(42 — 2) )* 


_/{k + % HM — y)a — (Y — WE 
"nn )e 
und folglich die mittlere Ordinate: 
_F — h + % + (e — Yı)la — (Ya — ar %. 


In un 2 6 (X, — 2) 


Rüre — = =, fo hätte man e8 mit einer gerablinigen Begrens 
| — l 
zung zu thım, und es wäre dann einfach: 


F- (® = * 


ſowie 


Vare ferner bloß x, = 27, alſo Yı von ben Örenzordinaten Y und Ya 
gleichviel abſtehend, ſo würde ſein: 


F=(y + 4y +9) - (fiehe $. 30), und 


v90 431 +9, 
6 

M em Flächenraum M,M}P,P,, Fig. 51, durch vier Coordinaten 
HP, = = 30. MıPı = yu, Ma Pr = y%, M3 P; = Ys beſtimmt, welche 
in gleichen Abftänden von einander ftehen, fo kann man die Größe beffetben 
einfach annähernd auf folgende Weiſe beftimmen. 

Bezeichnen wir die Grundlinie M, M; durch 2; und drei zwifchen 4, und 
y in gleichen Abſtänden von einander eingefchaltete Ordinaten N, Qı, N, Os, 
N, Q, durch 24, 42, 45, jo lönnen wir annähernd die Fläche: 


MWMPPR=F=(VWytstst+ts + ,Y) = fegen. 


Ym — 
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Nun ift aber: 


+5 +6 24 +2 +23, 24 +%  , 25 +% 
— —l[.|- — 2 4000-2 
3 6 6 6 
und 
2£ £ 
yı=ı Hr la — A) = te, 
Sig. 51. jowie 
’ 26 + & 
yı = —755 


daher folgt: 
Atate _Yı + % 
3 2° 
und 


F=l/y+® (+m)+ ray) 


-y +3y +) +13, 
ſowie: 


_.% +3 (yı twtn 





Während die vorige Formel für y„ zur Anwendung fommt, wenn die 
Fläche in eine gerade Anzahl von Streifen zerlegt ift, läßt fich die letztere 
anwenden, wenn die Anzahl diefer Flächentheile eine ungerade ift. 

Hiernach kann man aud annähernd 


vox = | "pas =[yv + 301 + u) + %] 1 
fegen, wenn ” 
= 9, = rl) rl = ge) 
vier —— Werthe der Function y 9 (x) find. 

3.2. für / = ( Beifpiel $. 30) dat man c= 1, ci — 2 md 


Pe) daher folgt 





3 3 
yzlızlhyı —7 YA I+4 — 2! und y—'/, 
und Ve der angenäherte Werth diefes Integrale: 
111 
=[1+3(&, + °/) + Yıl-4s = Tan — 0,69. 


Erftter Theil 


— — — — — — 


Die allgemeinen Lehren der Mechanik. 


Erſter Abſchnitt. 


Phoronomie oder rein mathematiſche 
Bewegungslehre. 


Erſtes Capitel. 
Die einfache Bewegung. 


Ruhe und Bewegung. Jeder Körper nimmt im Raume einen ge- $. 1. 
wien Ort ein, und ein Körper ift in Ruhe (franz. repos; engl. rest), 
wenn er feinen Ort nicht ändert; er ift hingegen in Bewegung (franz. 
mouvement; engl. motion), wenn er ans einem Orte nach und nad) in 
audere Übergeht. Ruhe unb Bewegung eines Körpers find entweder abfolut 
oder relativ, je nachdem man den Ort deffelben auf einen Raum bezieht, 
der entweder jelbft in Ruhe oder in Bewegung ift, oder darin gedacht wird. 

Auf der Erde giebt e8 keine Ruhe, denn alle Körper auf der Erde nehmen 
au ihrer Bewegung um bie Sonne und um ihre eigene Are Untheil; denken 
wir uns aber die Erde in Ruhe, fo find für ung auch alle diejenigen Erd⸗ 
firper in Ruhe, welche ihren Ort in Beziehung auf die Erde nicht ändern. 


Bewegungsarten. Die ftetige Folge von Dertern, welche ein Körper $. 2. 
m feiner Bervegung nad) und nad) einnimmt, bildet einen Raum, den man 
den Weg oder die Bahn (franz. chemin, trajectöire; engl. way, path tra- 
jectory) des bewegten Körpers nennt. ‘Der Weg eines bewegten Bunttes ift 
einetinie. Der Weg eines geometrischen Körpers ift zwar wieder ein Körper, 
man verfteht aber unter demjelben gewöhnlich diejenige Tinie, welche ein ausge- 
zeichneter Punft, 3. B. der Mittelpunkt des Körpers, bei der Bewegung befchreibt. 

Tie Längeneinheit, womit der Weg eines bewegten Punktes gemeflen 
wird, it in der Folge Ein Meter — 3,1862 Fuß (preuf.). 


8. 8. 
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Eine Bewegung ift geradlinig (franz. rectiligne; engl. rectilinear), 
werm ihr Weg in einer geraden Linie befteht; fie ift aber krummlinig 
(franz. curviligne; engl. curvilinear), wenn der Weg des bewegten Körpers 
eine frumme Linie ift. 

In Beziehung auf Zeit (franz. temps; engl. time) ift die Bewegung ent- 
weder gleihförmig oder ungleichförmig. 


Eine Bewegung ift gleichförmig (franz. uniforme; engl. uniform), 
wenn durch diefelbe in gleichen und beliebig Heinen Zeittheilchen gleiche Wege 
zurüdgelegt werben; fie ift ungleichförmig (franz. varié; engl. variable), 
wenn dieſe Gleichheit nicht ftatthat. Werden mit dem Ablaufen der Zeit Die 
in gleichen Zeittheilchen durchlaufenen Räume immer größer umd größer, fo 
heißt die ungleichförmige Bewegung befchleunigt (franz. accelöre; engl. 
incressing), nehmen diefe aber immer mehr umd mehr ab, fo heißt fie ver⸗ 
zögert (franz. retarde; engl. decreasing). 

Bon der gleichförmigen Bewegung ift die periodifche Bewegung (franz. 
periodique; engl. periodic) dadurd) unterfchieden, daß bei diefer nur inner- 
halb gewiffer endlicher Zeiträume, die man Perioden nennt, gleiche Räume 
durdjlaufen werden. 

Das befte Beifpiel der gleichförmigen Bewegung giebt die fcheinbare täg- 
liche Umdrehung des Firfternhimmels; nächſtdem das Fortrüden der Zeiger 
einer Uhr. Beifpiele der ungleichförmigen Bewegung geben fallende und in 
die Höhe geworfene Körper, der ſinkende Waflerfpiegel beim Ausflug des 
Waſſers aus Gefäßen u. |. w. Für die periodiiche Bewegung findet man 
Beifpiele an den Pendelfchwingungen, an den Kolbenfpielen einer Dampf- 
maſchine u. f. w. 


Gleichförmige Bewegung. Geſchwindigkeit (franz. vitesse; engl. 
speed, velocity) ijt die Stärke ober Größe einer Bewegimg. Je größer der 
Raum ift, welchen ein Körper innerhalb- einer gewifien Zeit durchläuft, defto 
ftärfer ift auch feine Bewegung, oder deſto größer ift auch feine Gefchwindig- 
keit. Bei einer gleichfürmigen Bewegung ift die Geſchwindigkeit unveränderlich, 
bei einer ungleichfürmigen Bewegung hingegen ändert fie ſich in jedem Augen- 
blide. Das Maß der Gefhwindigfeit in einem gewiffen Zeitpunfte - 
ift der Weg, den der Körper von diefem an innerhalb der Zeiteinheit oder 
Secunde entweder wirklich zurüdlegt oder zurlicdlegen wiirde, wenn von 
dieſem Augenblide oder Zeitpunfte an die Bewegung in eine gleichförmige 
überginge, alfo die Geſchwindigkeit unveränderlich bliebe. Gewöhnlich nennt 
man dieſes Maß fchlechtweg Geſchwindigkeit. 


Wenn ein Körper in jedem Zeittheilchen den Weg 6 durchläuft, und die 
Zeitſecunde aus n (jehr vielen) ſolchen Zeittheilchen .beiteht, fo ift der Weg 
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imerhalb einer Secunde, die Geſchwindigkeit oder vielmehr das Geſchwindig⸗ 
keitemaß: 

cX*n. G. 

Im Laufe einer Zeitet (Secunden) verfließen n.t Zeittheilchen, und in 
jedem wird ber Raum 0 zuritdgelegt; es iſt daher der ganze Weg (franz. 
lespace; engl. the distance, space), welcher der Zeit & entjpricht: 

s — m.t. — n. G.t, d. i. 
I) s = ct. 

Bei der gleihfürmigen Bewegung ift alfo der Kaum (s) ein 
Product ans Geſchwindigkeit (c) und Zeit (f). 

Umgefehrt iſt: 


Beiipiele. 1) Ein Dampfwagen, welder mit einer Gejchwindigleit von 


10 Meter fortrollt, legt in zwei Stunden — 120 Minuten == 7200 Secunden den 
Reg s = 10.7200 — 72000 Meter zurüd, 2) Wenn zum Heraußziehen einer 
Toune aud einem 1200 Fuß tiefen Schadte eine Zeit von 4, Minuten = 
270 Secunden nöthig iſt, jo hat man die mittlere Beichwindigfeit diejeß Förder⸗ 
sefähes (c) — an = > = 44, —= 4444 .. . Fuß anzunehmen. 3) Ein 
Pferd, welches fich mit 6 Fuß Geſchwindigkeit fortbewegt, braudt zum Zurüd: 
legen eines Weges von einer Meile oder 24000 Fuß die Zeit € = 24000 — 4000 


6 
Secunden oder 1 Stunde 6 Minuten und 40 Secunden. 


Bergleicht man zwei verjchiedene gleichförmige Bewegungen mit einander, 
jo Kögt man auf Folgendes: 

Die Räume find s —= ct md s — caıtı, es ift daher ihr Verhältniß 
s ct 


x s oe. 
= —. Sept man nun 4 — t, fo hat man — — —; nimmt man 
8 Alı 81 Cı 





a = 6, fo erhält man 2 — L; it endlich 5, — 5, fo folgt C— N. 
81 tı Cı t 
Die in gleihen Zeiten durdlaufenen Räume verhalten fidh 
aljo bei verſchiedenen gleichfürmigen Bewegungen wie die Ge— 
Idwindigfeiten; die mit gleihen Gefchwindigfeiten zurüdgeleg- 
ten Wege Dagegen wie die Zeiten; die gleihen Räumen entfpre- 
henden Gejchwindigfeiten find endlid den Zeiten umgetehrt 
proportional. “ ' 


Gleichförmig veränderte Bewegung. Cine Bewegung iſt gleith= 8. 7. 


fürmigverändert (franz. uniform&ment varie; engl. uniformly varied), 


8. 8. 
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wenn ihre Gefchwindigkeit innerhalb gleicher, beliebig Meiner Zeittheilchen ımı 
gleicjviel zu= oder abnimmt. Sie ift entweder gleihförmig befchleunigt 
(franz. uniformöment acceler6; engl. uniformly accelerated), oder gleich⸗ 
förmig verzögert (franz. unıform&ment retardô; engl. unıformly retarded) ; 
im erften Falle findet ein almäliges Wachfen, im zweiten ein ftetiges Ab⸗ 
nehmen an Gejchwindigkeit ftatt. 

Steichförmig befchleunigt fällt ein Körper im Iuftleeren Raume, und 
gleichfürmig verzögert würde das Steigen fenkrecht in die Höhe geworfener 
Körper erfolgen, wenn die Luft feinen Einfluß auf den Körper auslibte. 

Die Stärke oder Größe der Veränderung in der Gefchwinbigfeit eines 
Körpers heißt Acceleration oder Befchleunigung (franz. accsleration; 
engl. acceleration, rate of variation of the velocity); fie ift entweder 
pojitiv (Beichleunigung) oder negativ (Berzögerung, retardation), je nach⸗ 
dem eine Zu⸗ oder eine Abnahme der Gefchwindigkeit ftatthat. Je mehr die 
Geſchwindigkeit innerhalb einer gewiſſen Zeit zu- oder abnimmt, defto größer 
ift auch die Accelevation. Bei der gleichförmig veränderten Bewegung ift die 
Acceleration unveränderlich; es läßt fich daher auch diejelbe durch diejenige 
Zu⸗ ober Abnahme an Gefchwindigkeit meflen, welche im Laufe einer Zeit⸗ 
jecunde ftattfindet. Bei jeder anderen Bewegung hingegen iſt das Maß der 
Acceleration diejenige Zu⸗ oder Abnahme an Gejchwindigfeit, welche ein 
Körper erhalten wilrde, wenn von dem Yugenblide an, für welchen ınan Die 
Acceleration angeben will, diefelbe ihre Beränderlichfeit verlöre, die Bewegung 
alfo in. eine gleichförmig veränderte überginge. 

Sehr gewöhnlich nennt man diefes Maß ſelbſt die Acceleration oder Bes 
fchleunigung. 

Wenn die Geſchwindigkeit einer gleichförmig befchleunigten Bewe— 
gung in einem jehr Heinen (unendlid) Heinen) Zeittheildhen um x zunimmt, 
und die Zeitfecunde aus n (unendlicd) vielen) folchen Zeittheilchen befteht, fo 
ift die Zunahme an Gefchwindigkeit in einer Secunde, ober die fogenannte 
Xcceleration: 

p—nu, 
und die Zunahme nad) € Secunden, 
— nt. x — nx.t — pt. 

Iſt die Anfangsgeſchwindigkeit (im Augenblicke, wo man die Zeit € 
zu zählen anfängt) — c, fo hat man hiernad) die Endgejchwindigfeit, 
d. i. die am Ende der Zeit i erlangte Geſchwindigkeit: 

e=c+H pt. 

Für die ohne Gejchwindigfeit anfangende Bewegung ift c — 0, daher 

ve — pt, und für die gleihförmig verzögerte, negative Acceleration 


(— y) befigende Bewegung iſt: 
v=ec— pt. 
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Beilpiele. 1) Die Acceleration eines im luftleeren Raume frei fallenden 
Körpers if 9,51 Meter — 31%, — 31,25 Fuß; es erlangt daher ein folder nach 
3 Secunden die Geſchwindigkeit » — pt — 9,81.3 —= 29,43 Meter = 31,25. 3 
= 9375 Sub. 2) Eine von einer fchiefen Ebene herabrollende Kugel hat im 
Anfang jhon die Geſchwindigkeit c — 25 Fuß, und erlangt beim Herabrollen in 
jeder Secunde no 5 Fuß Zuſatz an Geſchwindigkeit; es ift daher ihre Geſchwin⸗ 
digleit nah 2%, GSecunden: d = 25 +5.25 = 25 + 12,5 = 87,5 Fuß, 
d. h. fie wird, von dem legten Zeitpuntte an gleihförmig fortgehend, in jeder Se⸗ 
cmde 37,5 Fuß Weg zurüdlegen. 8) Ein mit 12 Meter Geſchwindigkeit fort- 
gehender Dampfwagen wird jo gebremft, daß er in jeder Secunde 1,5 Meter an 


Geſchwindigleit verliert, feine Acceleration alfo — 1,5 Meter beträgt; es iſt des⸗ 


halb feine Geſchwindigkeit nah 5 Secunden: v = 12 — 15.5 = 12 — 75 
= 47 Reer. hu 

Gleichförmig beschleunigte Bewegung. innerhalb eines unenb- 
lich Meinen Zeittheilchens = läßt ſich die Geſchwindigkeit v einer jeden Bewe⸗ 
gung al8 unveränberlich anjehen; man kann daher ben in diefem Zeittheilchen 
durchlaufenen Raum bvı 


fegen, und erhält fo den in einer endlichen Zeit £ durchlaufenen Raum, wenn 
man bie Summe diefer kleinen Räume ermittelt. Nun iſt aber flir alle diefe 
Räumen die Zeit 7 eine und diefelbe, es läßt fich daher auch ihre Summe 
gleichjegen dem Producte aus eben dieſen Zeittheildden und aus der Summe 
der gleichen Intervallen entiprechenden Gejchwindigfeiten. 

Bei der gleichförmig bejchleunigten Bewegung ift aber die Summe (0 + ©) 
der Geſchwindigkeiten im erften und legten Augenblide fo groß als bie 
Eumme pr + (9 — pr) der Gefchwindigkeiten im zweiten und vorlegten 
Augenblide, auch gleich der Summe 2pr + (v — 2pr) ber Geſchwindig⸗ 
fetten im dritten und vorvorlegten Augenblide u. |. w., und diefe Summe 
überhaupt gleich der Endgefchwindigkeit v; es ift daher hier die Summe aller 


Geſchwindigkeiten gleich dem Producte (v . >) aus der Endgefchwindigfeit v 


md aus der halben Anzahl aller Zeittheilchen, und ber durcjlaufene Raum - 


das Product (v . r . r) aus der Endgefchwindigkeit v, der halben Anzahl 


der Zeittheilchen und der Größe eines ſolchen Theilchens. Nun giebt endlich 
die Größe (7) eines Zeittheilhens, mit der Anzahl » derfelben multiplicitt, 
die ganze Zeit t an, deshalb ift der innerhalb der Zeit  gleihförmig 
beihleunigt zurüdgelegte Raum: 

vi 


sa —- 


Bei der gleichförmig beichleunigten Bewegung füllt hiernadh der Raum 
ebenfo groß aus wie bei der gleichfürmigen Bewegung, wenn die Geſchwin⸗ 
digfeit der Iegteren Bewegung halb fo groß ift als die Endgefchwindigfeit 
ber erfteren. 


Veiebach's Lehrbuch der Mechanik. L 6 


un 





$. 11. 


8.12. 
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Beiſpiele. 1) Wenn ein Körper innerhalb 10 Secunden durch gleichfoörmig 


beiäleunigte Bewegung eine Geſchwindigkeit v von 26 Fuß erlangt hat, jo ift 
der zu gleicher Zeit zurückgelegte Weg s = =. — 130 Fuß. 2) Ein Wa⸗ 


gen, welder bei jeiner gleihförmig beichleunigten Bewegung im Laufe von 7 Se: 
cunden 25 Meter zurüdgelegt hat, geht am Ende mit der Geſchwindigkeit 





= > = 714.. Meter fort. 
Die beiden Grundformeln der gleichförmig bejchleunigten Bewegung: 
L) ® = pt 
und 
vi 
I.) s = 5 


welche ausdrücken, daß hier die Geſchwindigkeit ein Product aus 
Acceleration und Zeit, und der Raum ein ſolches aus der halben 
Geſchwindigkeit und Zeit iſt, ſchließen noch zwei andere Hauptformeln 
in ſich, die man erhält, wenn man aus beiden Gleichungen ein Mal v und 
ein zweites Mal t eliminirt. Es folgt nämlich: 


_ pt! 
und 
u? 


Hiernad} ift alfo der gleihförmig befchleunigt zurädgelegte Weg 
ein Product aus der halben Acceleration und dem Quadrate der 
Zeit, und aud) der Quotient aus dem Quadrate der Endge- 
ſchwindigkeit und der doppelten Befchleunigung. 

Diefe vier Hauptformeln geben durch Umkehrung, je nachdem man die 
eine oder die andere der in ihnen enthaltenen Größen abfondert, noch acht 
andere Formeln, und man findet diefelben im „Ingenieur“ Seite 325 in 
einer Tabelle zufammengeftellt. 


Beifpiele. 1) Ein mit der Acceleration 5 Dieter bewegter Körper legt in 

i 1 rıg 
1,5 Secunde den Weg 5.5) = 11,25 — 5,625 Dieter zurlid. 2) Ein durch 
die Acceleration p — 4,5 Fuß in die Geihmwindigfeit v — 16,5 Fuß verjegter 


2 
Con) — 80,25 Fuß durdlaufen. 





Körper hat den Raum s = 


Bei der Vergleihung von zwei verjchiedenen gleichförmig beichleunigten 
Bewegungen mit einander ftößt man auf Folgendes: | 
Die Gefchmwindigkeiten find v —= pt und vi — Ppıli, die Räume hin« 


t 2 
gegan s — PT md gs — pl 


3 urn es folgt hieraus: 
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ev _ pt 8— pi _ vi _vVp 
X pi, — FIR al ep 
Setzt man nım t, —= t, fo erhält man: 
8 _®%._2. 
ı ı m 


e8 verhalten fich alfo bei gleichen Zeiten die durchlaufenen 
Wege wie die Endgefchwindigkeiten, ober auch wie die Beichleu- 
nigungen. 

Nimmt man ferner pı — p an, fo ergiebt ſich: 


,_ mi. 
vr 6 ss 70 U eo 


bei gleichen Bejchleunigungen und alfo auch bei einer und der- 
felben gleichförmig befchleunigten Bewegung find alfo die Ends 
geihwindigfeiten den Zeiten und die durdjlaufenen Räume den 
Duadraten der Zeiten, ober aud den Duadraten ber Endge- 
ſchwindigkeiten proportional. 

Ferner 9, —= v angenommen, giebt 2 _ ud — — E. bei gleis 

pı t 8s1 8 

chen Endgeſchwindigkeiten ſind die Accelerationen den Zeiten 
umgekehrt, die Räume aber dn Zeiten direct proportional. 


2099 
Endlich 5, — s geſetzt, giebt— —eS 5 es verhalten ſich alſo 


bei gleichen Räumen die Hccelerationen umgefehrt wie die Qua⸗ 
drate der Zeiten und birect wie die Quadrate ber Endgeſchwin— 
digkeiten. 


Gleichförmig beschleunigte Bewegung mit Anfangsge- $. 13. 
schwindigkeit. Tür die mit der Geſchwindigkeit ce anfangende 
gleihförmig bejchleunigte Bewegung hat nıan nad) $. 9: 

I) v=c+Hpt, 
und da der unveränderlichen Gefchwindigfeit c der Raum ct, der Acceleration 


2 
p aber der Weg Pr zulommt: 
1) s=ea+ 
Entfernt man p aus beiden Gleichungen, jo erhält man: 








II) s= 2 + "t 
und befeitigt man 8, fo ftellt ſich 
v! — c? 
IV) s= 27 heraus. 


6* 


8. 14. 
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Beifpiele 1) Ein mit der Anfangsgeihmwindigleit c = 3 Meter und mit 
der Xcceleration p = 5 Meter bewegter Körper legt in 7 Secunden den Weg 


2 
s=3.7+5. z = 21 + 122,5 = 143,5 Meter zurüd. 


2) Ein anderer Körper, welder innerhalb 3 Minuten = 180 Secunden feine 
Geſchwindigkeit 21/, Fuß in die von 71, Fuß umändert, macht in diejer Zeit 


den Weg von BET 180 = 900 Fuß. 
Gleichförmig verzögerte Bewegung. fiir die mit der Geſchwin⸗ 


digkeit c anfangende gleihförmig verzögerte Bewegung gelten bie 
Formeln: 
IL) v=e-— pt, 


—_ Pe 
1) s= ct EL 





2p 
welche aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen fogleich hervorgehen, 
wenn man darin p negativ fegt. Während bei der gleichförmig bejchleunig- 
ten Bewegung die Geſchwindigkeit ohne Ende wächſt, nimmt bei der gleich 
förmig verzögerten Bewegung die Gefhwindigkeit bis zu einem gewiflen Zeit- 
punkte ab, wird in demfelben — Null, und fällt Tpäter negativ aus, d.h. es 
geht |päter die Bewegung in umgekehrter Richtung vor fi. 
Seten wir in der erften Formel v — 0, fo erhalten wir pt —= c, alfo 
die Zeit, zu welcher die Geſchwindigkeit Null geworben ift: 
e 


t—=-: 


, 


p 
fegen wir endlich diefen Werth von t in die zweite Gleichung, fo erhalten 
wir den Raum, welchen der Körper zu diefen Zeitpunfte zurückgelegt hat: 
c? 
35 = 2» . 


2 
Iſt die Zeit größer als ri fo fällt der Raum Fleiner als 5% aus ; ift die 
Zeit = = ‚ fo ift der Raum Null, es ift alfo der Körper nad; feinem 


Ausgangspunkt zurückgekehrt; iſt endlich die Zeit noch größer ale fo ift 


s negativ, d. h. es befindet fich der Körper von Anfangspunfte aus auf der 
entgegengefegten Seite. 
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Beilpiel. Ein Körper, meldder mit ce — 12 Meter Anfangsgeſchwindigkeit 
auf einer jchiefen Ebene hinaufrollt, durch welche er eine Verzdgerung von 2 Meter 
pro Secunde erleidet, ſteigt nur 2 = 6 Secunden lang und >; — 86 Meter 
hoch, rollt dann zurück, kommt nad 12 Secunden mit 12 Meter vachvindien 
in den Anfangspunkt zurück und hat nach 15 Secunden den Weg s = et — PL 2 


2 
2. 15 — 180 — 2235 — 45 Meter zurückgelegt, ift alſo 45 Meter 


unter den Anfangspuntt gelangt, wenn ſich die Ebene auch abwärts fort erftredt. 





Freier Fall der Körper. Der freie oder ſenkrechte Fall der $. 15. 
Körper im Iuftleeren Raume (franz. mouvement vertical des corps pe- 
sants; engl. vertical motion of bodies) giebt das wichtigfte Beiſpiel der 
gleichförmig befchleunigten Bewegung. Die durch die Schwerkraft (franz. 
gravite; engl. gravity) erzeugte Acceleration diefer Bewegung bezeichnet 
man durch den Buchſtaben g, und hat unter den mittleren Breitegraden von 
Europa den mittleren Werth von 

9,81 Meter, 
30,20 parifer Fuß, 
32,20 englifchen Fuß, 
31,03 wiener Fuß, 
311/4 = 31,25 preußifchen Fuß und 
32,7 Schweizer: oder Meterfuß zu je 0,3 Meter. 

Wenn man einen diefer Werthe ftatt g in die gefundenen Formeln: 

gi? v? — 

v gi, s— F unds — 55 v—=V29s 
einführt, jo kann man alle Fragen, welche fic in Anſehung des freien Falles 
der Körper vorlegen Lafien, beantworten. Für das Metermaß iſt: 

v— 9,81.t— 4,429 Vs, 
s — 4,9051? = 0,0510v? und 
t = 0,1019v — 0,4515 Vs; 
dagegen für das preußifche Fußmaß: 
v— 31,25. —= 7,906 Vs; 
— 15,625 ..1? = 0,0160? und 
t = 0,0320 — 0,253 Vs. 

Beilpiele. 1) Ein Körper erlangt bein ungehinderten allen in 4 Secun- 
den die Geichwindigfeit v — 81,25.4 = 125 Fuß und durdläuft in biefer Zeit 
den Weg 3 — 15,625.42 = 250 Fuß. 2) Ein von der Höhe s = 9 Fuß 
herabgefallener Körper bat die Geſchwindigkeit v —= 7,906. v9 —= 23,72 Fuß. 
3) Ein mit 10 Meter Geſchwindigkeit vertical emporgeworfener Körper fteigt auf 
die Höhe s — 0,061.102 = 5,1 Meter und braucht dazu die Zeit: 

& = 0,1019.10 = 1,019 oder reichlich 1 Secunde. 


4. ) 6, 


en (erfter Abichnin. res Eapitel ſ6 16. 


ie fi beim freien Fall der Körper die Bewegungsverhalmiſſe im Laufe 
ber Seit geftalten, wird durch folgende Tabelle vor Augen geführt: 





Belt In Eecun⸗ 
den... .1011 2 3 4 





Geſchwindigtkelt 3g | 4g|59| 6g| 79} 89 | 9g | 109 


n 
N 
Sn 


9 g 9 I 1059. 9 I 9 I 9 

Me ....[ 0 13 45 165 255 365 495 4 815 1005 
ur 9 9 9 g g g 9 9 9 9 
Differenzen o |1 y 8 f 6°) 75 9 115 1321517 185 


Die legte Horizontalcolumne dieſer Tafel giebt bie Wege an, welche der 
frei fallende Körper in den einzelnen Secunden durchläuft. Man fieht, daß 
ſich dieſe Wege wie Die ungeraden Sahlen 1, 3, 5, 7 u. |. w. zu einander 
verhalten, während die Seiten und Geſchwindigkeiten wie die natürlichen 
Zahlen, 1,2, 8,4 u. ſ. w., und bie Fallräume wie deren Quadrate 1, 4, 
B, 10 u. ſ. w. wachſen. Hiernach ift 3. B. die Geſchwindigkeit nad) 6 Ses 
eunden, 9 — DA,BG Meter, d. h. dev Körper würde, wenn er von dieſer 
Zeit an gleichförmig fortginge, etwa auf einer ihm keine Hinderniſſe darbie⸗ 
tenden Porizoutalebene feine Vewegung fortſetzte, in jeder Secunde den Weg 
ta da,tu Meter durchlaufen. Dieſen Raum durchläuft er im Laufe der 
ſolgenden oder ſiebenten Secunde aber nicht wirklich, ſondern derſelbe beträgt 


nach der lenten Columne genau 13 — 13. 4,905 = 63,765 Meter; 


in der achten Secunde iſt er fogar 18.2 = 15.4905 = 73,575 Me 
wu 


Anmerlung Ueltere deunche Sirıitieher bezeichnen den Raum ren 4,05 
Nm INEIN Ruk, welder vom ſveir fullenden Korper in der erfien Secunde 
dundlanhn nd und nnd nennen idn wohl auch BReichleunigung Der Schwere. 
Er baden dann jur den fen fall Der Koͤrder dre Formeln: 


e Nat :- 2 gs 


* 
sg. —, 
s 18 

ı- N" \: 
5 27 ⸗ 


Tai mir m Derdiert nartsamern Schroct 8 zer Ich aan; veridtsuame, 
ana Air Vor ame Muruper Werke der Shrit ur Wesen, ; Be 
Rear mer Orrc.werr Serien \ m zu Kodten 
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Der freie Fall mit einer Anfangsgeschwindigkeit. Geht ber 8. 17. 
freie Fall der Körper mit einer gewiffen Anfangsgefchwindigfeit (franz. 
vitesse initial; engl. initiale-velocity) c vor fi, fo nehmen die Formeln 
folgende Formen an: 

v=c+yt=c + 9811:Meter = c + 31,251 Fuß, 

aud): 
v—=Ve®: + 295—= Ve? + 19,625 Meter — Vc? + 62,5 3 Fuß, 


s—=c + 7 t2 — ct + 4,905 1? Meter — ct + 15,625 1° Fuß, 
auch: 


8 — 


v — ce? 
29 
Wird hingegen der Korper mit der Geſchwindigkeit c ſenkrecht in die Höhe 
gervorfen, fo hat man: 
v—=c— gt=c — 981:Meter = ce — 31,251 Fuß, 





— 0,0510 (v9? — c?) Dieter = 0,016 (v? — ce?) Fuß. 


auch: 
v —Vca — 293 = Ve? — 19,625 Meter = Ve? — 62,5 s Fuß, 


s=cd— Zu — ct — 4,905 1? Meter — ct — 15,625 Fuß, 
aud): 


s = 


e2 — y2 
29 
Betrachtet man eine gegebene Geſchwindigkeit c als eine durch den freien 
Hall erlangte Endgefchwindigkeit, fo nennt man den ent|prechenden Fall: 
raum 


— 0,051 (ce? — v2) Meter = 0,016 (c? — v?) Fuß. 





2 
Z_ — 0,016.c3 Fuß — 0,0510 3 Meter. 


29 
die Geſchwindigkeitshöhe (franz. hauteur due à la vitesse; engl. height 


due to velocity). Durch Einführung derfelben laſſen fich einige der obigen 
Formeln einfacher ausdrüden. Bezeichnet man die Geſchwindigkeitshöhe 


2 
(2) von der Anfangsgefchwindigkeit c durch x und die der Endgefchwin- 


digfeit (5) durch A, fo hat man für fallende Körper: 
h=k+sws=-h—k, 
und für fleigende: 
h=k—- sws—=k—h. 
Es ift alfo der Fall- oder Steigraum ſtets gleich der Differenz 
der Gefchwindigkeitshöhen. 
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Beilpiel. Sind bei einer gleihförmig veränderten Geſchwindigkeit die Ge⸗ 
Ihwinbigteiten 5 Meter und 11 Meter, alſo die Geichwindigleitähöhen = 0,051 . 5? 

— 1,275 Meter und 0,051.112 = 6,171 Meter, fo iſt der Raum, welcher wäh⸗ 
renb des Ueberganges aus der einen Geihwindigleit in die andere zurückgelegt 
wird: s = 6,171 — 1,275 = 4,896 Meter. 


&. 18. Dassenkrechte Emporsteigen. Set man in ber Sormels— “ 
für das fenfrechte Emporfteigen ber Körper die Endgefchwindigleit — 0, 
fo giebt s die größte Steighöhe 
c3 
k = 25° 
Es ift folglich die der Anfangsgefhwindigfeit c entfprechende größte 
Steighöhe gleich der ber Endgefchwindigkeit c zufommenben Fallhöhe %, 
und alfo aud) e —=Y29% nicht allein die Endgeſchwindigkeit für bie freie 
Fallhöhe x, fondern auch die Anfangsgeſchwindigkeit für die größte Steighöhe 
x, und es folgt daher noch, daß der ſenkrecht in die Höhe geworfene Körper 
an jeder Stelle diejenige Geſchwindigkeit v — Vaos gs bat, die er, jedoch in 
umgelehrter Richtung, haben wilde, wenn er von der noch übrigen Steighöhe 
s bis zu diefer Stelle frei herabgefallen wäre, die er alſo auch beim darauf 
folgenden Niederfallen dort wirklich befigt. 
Daſſelbe Verhältniß findet natürlich auch bei jeder anderen gleichförntig 
beichleunigten Bewegung ftatt, 3. B. bei einem auf einer geneigten Ebene 
AB, %ig.52, hinauffteigenden Körper A, welchen die Schwerkraft mit einer 


Gig. 52. 





N 
M ie 
Au 





Tl. ' 


gewiflen von dem Neigungswintel CAB abhängigen Ucceleration p herab zu 
treiben fucht. Bei der Anfangsgeſchwindigkeit c fteigt der Körper auf die Höhe 


c? 
AB=k= 5 und bat an einem Ort M, welcher um MB = 5 von 
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der höchſten Stelle B abfteht, die Gefchwindigkeit v — 2 ps, mit welder 
er auch in AZ anläme, wenn er beim SHerabfallen den Weg PM = s 
zurüdgelegt hätte. 


Beilpiel. Ein Körper wird mit 15 Fuß Geſchwindigkeit ſenkrecht empor: 
geworfen und trifft bei 2 Fuß Steigböhe auf ein elaſtiſches Hinderniß, melches 
ihn momentan mit derfelben Geſchwindigkeit zurückwirft, mit welcher er aufjchlägt. 
Wie groß if nun dieſe Geſchwindigkeit und wie groß ift die Zeit zum Steigen 
und Zurüdfallen defielben? Der Anfangsgeihwindigfeit c — 15 Fuß entipridht die 
Steighöhe k — 3,60 Fuß, die Geſchwindigkeitshöhe für den Augenblid des An: 
ſtoßes ift nun A = 3,60 — 2,00 = 1,60, und folglich diefe Geſchwindigkeit jelbft 
— 7,906 V1,6 — 10 Fuß. Die Zeit zum Steigen auf die ganze Höhe (3,6 Fuß) 
wäre: & — 0,032:c = 0,032.15 —= 0,480 Secunden, die Zeit zum Steigen 
auf die Höhe 1,6 Fuß aber: t, = 0,032. 10 — 0,320 Secunden, e8 bleibt dieſem⸗ 
nad) die Zeit zum Steigen auf die Höhe von 2 Fuß oder die Zeit vom Anfang 
bis zum Anftoß: — t, = 0,480 — 0,320 —= 0,160 Secunden, aljo endlich 
Dis ganze Zeit zum Steigen und Gallen — 2.0,160 — 0,320 Secunden. Dieje 
¶ne — Ste Theil von der Zeit, welche zum Auffteigen und 
Zurddfallen nöthig wäre, wenn der Körper unaufgehalten fliege und fiele. Diejer 
Fall findet beim Schmieden des glühenden Eiſens feine Anwendung, weil es hier 
wegen des jchnellen Abkühlens darauf anlommt, in einer kurzen Zeit jo viel 
Hammerjchläge wie möglich erfolgen zu laffen. Wenn der Hammer durd eine 
elaftiihe Pralvorricgtung zurückgeworfen wird, jo kann er unter den im Beifpiele 
zum Grunde liegenden Berhältniffen in berjelben Zeit ziemli dreimal fo viel 
Schläge thun als beim ungehinderten Auffteigen. 


Anmertung 1. Das Umjegen der Geſchwindigkeit in Geſchwindigkeitshöhe 
jowie au das Umſetzen der legteren in die erftere, ift ein in der praftifchen 
Mechanik und namentlich in der Hydraulik jehr oft vortommendes Geſchäft. Eine 
Kafel, wodurch daffelbe in ein bloßes Nachſchlagen verwandelt wird, leiftet des⸗ 
halb dem Praktiker ſehr nügliche Dienfte. Eine fih auf das preußiſche Fußmaß 
beziehende Tabelle diefer Art enthält der „Ingenieur” Seite 326 biß 329. 

Anmertung 2. Die im Borhergehenden entwidelten Formeln find allerdings 
nur für den freien Ball im Iuftleeren Raume ſtreng richtig; fie laflen fi) jedoch 
auch bein freien Sal in der Luft mit einer noch erträglichen Benauigfeit ge- 
brauchen, wenn die fallenden Körper in Beziehung auf ihr Bolumen ein großes 
Gewicht haben, und wenn die Seichwindigkeiten nicht jehr groß ausfallen. Vebrir 
gens werden fie auch noch unter anderen Umftänden und Berhältnifien in vielen 
anderen Fällen gebraucht, wie ſich in der Folge zeigen wird. 





it alſo nur ber 


Ungleichförmige Bewegung überhaupt. Tie formel s — ct $. 19. 
($. 5) für die gleichförmige Bewegung gilt auch für jede ungleichfürmige 
Bewegung, wenn man ftatt & ein Zeitelement oder unendlich Kleines Zeit- 
theilchen z, und ftatt s das innerhalb dieſes Zeittheilchens zurlidgelegte Raum⸗ 
element o fett, da anzunehmen ift, daß innerhalb eines Augenblides die Ge⸗ 
ſchwindigkeit c, welche hier durch v bezeichnet werden foll, ſich nicht ändert, 
alſo die Bewegung gleichförmig bleibt. 





$. 11. 
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Beifpiele. 1) Wenn ein Körper innerhalb 10 Secunden durch gleihfärmig 
beichleunigte Bewegung eine Geſchwindigkeit v von 26 Fuß erlangt bat, jo ift 
u. 10 _ 130 Zub. 2) Ein Ba- 
gen, welcher bei feiner gleihförmig beichleunigten Bewegung im Laufe von 7 Ses 
cunden 25 Meter zurüdgelegt bat, geht am Ende mit der Geſchwindigkeit 





der zu gleicher Zeit zurüdgelegte Weg s — 





= = —= 7,14.. Meier fort. 
Die beiden Grundformeln der gleicyjörmig befchleunigten Bewegung: 
L) v=pt 
und 
vi 
1.) 8 = DJ f 


welche ausbrüden, daß hier die Geſchwindigkeit ein Product aus 
Acceleration und Zeit, und der Raum ein ſolches aus der halben 
Geſchwindigkeit und Zeit ift, fchließen nod) zwei andere Hauptformeln 
in fi, die man erhält, wenn man aus beiden Gleichungen ein Mal v und 
ein zweites Mal i eliminirt. Es folgt nämlich: 


_ pt 
Il) s= 2 

und 
y? 


Hiernach ift alfo der gleihförmig befchleunigt zurüdgelegte Weg 
ein Product aus der halben Acceleration und dem Quadrate der 
Zeit, und auch der Duotient aus dem Quadrate der Endge— 
ſchwindigkeit und der doppelten Bejchleunigung. 

Diefe vier Hauptformeln geben durch Umkehrung, je nachdem man die 
eine oder die andere ber in ihnen enthaltenen Größen abfondert, noch acht 
andere Yormeln, und ınan findet diefelben im „Ingenieur“ Seite 325 in 
einer Tabelle zuſammengeſtellt. 


Beifpiele. 1) Ein mit der Acceleration 5 Meter bewegter Körper legt in 

2 
1,5 Secunde den Weg an = 11,25 — 5,625 Meter zurüd. 2) Ein durd 
die Acceleration p — 4,5 Fuß in die Geſchwindigkeit v — 16,5 Fuß verjegter 


(16,5)2 < 
Körper hat den Raum s — 46 7 30,25 Fuß durdlaufen. 





Ber der Vergleihung von zwei verjchiedenen gleichförmig bejchleunigten 
Bewegungen mit einander ftößt man auf Folgendes: | 
Die Gejchwindigfeiten find v — pt und vu, — pılı, die Räume hins 
ph 


i? 
gegen s = * und 5; — a es folgt hieraus: 
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v pt 8 pt? vi v?pı 
— un — — — — — —— 3 “ 
nm pı pitı 81 pt vi ti vi 
Setzt man mm t; — t, fo erhält man: 
8 v » 


— — — — — © 


es verhalten ſich alſo bei gleichen Zeiten die durchlaufenen 
Wege wie die Endgeſchwindigkeiten, oder auch wie die Beſchleu— 
nigungen. 
Ninmt man ferner p — pa, " ergiebt ſich: 
v t I u 
” * 7 un — — 7 


bei gleichen Beſchleunigungen und alſo auch bei einer und der- 


felben gleihförmig befchleunigten Bewegung find alfo die Ends 


geihmwindigfeiten den Zeiten und die Durdlaufenen Räume ben 
Duadraten der Zeiten, oder aud den Duadraten der Endge— 
Ihwindigfeiten proportional. 
BL bei glei— 
n und ar bei glei- 
hen Endgefhwindigfeiten find die Wccelerationen den Zeiten 
umgelehrt, die Räume aber u Zeiten dixect proportional. 
Endlich 5, —= 3 gefekt, giebt © 2 — 7 7 5 es verhalten ſich alſo 
bei gleichen Räumen die Hecelerationen umgekehrt wie die Qua— 
drate der Zeiten und birect wie die Quadrate der Endgeſchwin— 
digkeiten. 


Ferner . = © angenommen, giebt Fr — 
1 


Gleichförmig beschleunigte Bewegung mit Anfangsge- 
schwindigkeit. für die mit der Gejchwindigfeit ce anfangende 
gleihförmig befchleunigte Bewegung hat man nad) $. 9: 

IL) v=c+H pt, 
und da der anxern rien Geſchwindigkeit c der Raum ct, der Acceleration 


» aber der Weg F- — zutommt: 


I) 8 = ct + 
Entfernt man p aus beiden Gleichungen, ' erhält man: 
IL) s= | + St, 
md befeitigt man £, fo ftellt fi) 


v2 — 
V) s= dp 








c? 
heraus, 


6* 


$. 13. 
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Beijpiele 1) Ein mit der Anfangsgeſchwindigkeit = 3 Meter und mit 
der Xcceleration p = 5 Meter bewegter Körper legt in 7 Secunden den Weg 

2 
s=3.745.2 = 21 + 129,5 = 143,5 Meter zurüd. 

2) Ein anderer Körper, welcher innerhalb 3 Minuten = 180 Secunden feine 
Geſchwindigkeit 21, Fuß in die von 74, Fuß umändert, macht in diefer Zeit 
den Weg von ZB ETR 180 = 900 Fuß. 


Gleichförmig verzögerte Bewegung. Fiir die mit der Geſchwin⸗ 
digkeit ce anfangende gleihförmig verzögerte Bewegung gelten bie 
Tormeln: 

Il) v=c-—. pt, 





oo _ 2 

I.) s= ct rw 

nm) s—-°+?., 
2 

cd? — v2 

IV) s= TER 


welche aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen fogleich hervorgehen, 
wenn man darin p negativ fett. Während bei der gleichförmig beſchleunig⸗ 
ten Bewegung bie Gefchwindigkeit ohne Ende wächſt, nimmt bei der gleich» 
förmig verzögerten Bewegung die Gejchtwindigfeit bis zu einem gewiſſen Zeit⸗ 
punkte ab, wirb in bemjelben — Null, und fällt fpäter negativ aus, d.h. es 
geht jpäter die Berwegung in umgefehrter Richtung vor fid). 

Seten wir in der erften Formel v» — 0, fo erhalten wir pt = c, alfo 
die Zeit, zu welcher die Geſchwindigkeit Null geworben ift: 

e 


t — 23; 


9 


fegen wir endlich, diefen Werth von £ in die zweite Gleichung, fo erhalten 
wir den Raum, welchen der Körper zu bdiefem Zeitpunfte zurückgelegt hat: 
ec? 


s— 35 


2 
Iſt die Zeit größer als ri jo fällt der Kaum Fleiner ale 3% aus; ift die 
Zeit = =, fo ift der Raum Null, es ift alfo der Körper nad) feinem 


Ausgangspunkt zurückgekehrt; ift endlich die Zeit noch größer als =, fo ift 


s negativ, d. h. es befindet fi) ber Körper vom Anfangspunfte aus auf der 
entgegengefetsten Seite. 
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BeilpielL Ein Körper, weldder mit c —= 12 Meter Anfangsgeſchwindigkeit 
auf einer fhiefen Ebene hinaufrollt, durch welche er eine Verzögerung von 2 Meter 


ü 2 
pro Secunde erleibet, fteigt nur = = 6 Secunden lang und 2 — 36 Meter 


hoch, rollt dann zuräd, kommt nad 12 Secunden mit 12 * Vſchwinigen 
in den Anfangspunkt zurück und hat nad) 15 Secunden den Weg s — dt in 


=12.16— 2° — 180 — 295 — 45 Meier zurüdgelegt, ift alſo 45 Meter 


unter den Anfangspunkt gelangt, wenn ſich die Ebene auch abwärts fort erftredt. 


Freier Fall der Körper. Der freie oder ſenkrechte Fall der $. 15. 
Körper im Iuftleeren Raume (franz. mouvement vertical des corps pe- 
sants; engl vertical motion of bodies) giebt da8 wichtigfte Beispiel der 
gleichförmig befchleunigten Bewegung Die durch die Schwerkraft (franz. 
gravite; engl. gravity) erzeugte Acceleration diefer Bewegung bezeichnet 
man durch den Buchftaben g, und hat unter den mittleren Breitegraden von 
Europa den mittleren Werth von 

9,81 Meter, 

30,20 parifer Fuß, 

32,20 englijchen Fuß, 

31,03 wiener Fuß, 

311/, = 31,25 preußifchen Fuß und 

32,7 Schweizer- oder Meterfuß zu je 0,3 Meter. 

Wenn man einen diefer Werthe ftatt g in die gefundenen Formeln: 
2 2 
vgl, == 298 

einführt, jo kann man alle Tragen, welche fid) in Anjehung des freien Falles 
der Körper vorlegen laſſen, beantworten. Für das Metermaß ift: 

v— 981.1 4429 Vs, 

s —= 4,9051? — 0,0510v? und 

t — 0,1019v = 0,4515 Vs; 
dagegen für das preußifche Fußmaß: 

v— 31,25.t = 7,906 Vs; 

s — 15,625.1? = 0,016v? um 

t = 0,032v = 0,253 s. 

Beilpiele. 1) Ein Körper erlangt bein ungehinderten Fallen in 4 Secun⸗ 
den die Geſchwindigkeit — 81,25.4 = 125 Yuß und durdläuft in diefer Zeit 
den Weg s — 15,625.42 — 250 Fuß. 2) Ein von der Höhe s = 9 Fuß 
berabgefallener Körper hat die Gejchmwindigleit v — 7,906. v9 = 23,72 Fuß. 
3) Ein mit 10 Meter Geſchwindigkeit vertical emporgemworfener Körper fteigt auf 
die Höhe s — 0,061.102 = 5,1 Meter und braudt dazu die Zeit: 

& = 0,1019.10 = 1,019 oder reihlih 1 Secunde. 
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Wie fich beim freien Fall der Körper die Bewegungsverhältniffe im Laufe 
der Zeit geftalten, wird durch folgende Tabelle vor Augen geführt: 





Zeit in Secun: 
den. ...[| 011 2 


Geichwindiglet | O 19 |2g 


I 149 
De ..:...10 15 4, 


Differenzen. . | 0 12 


of 





Die legte Horigontalcolumme diefer Tafel giebt die Wege an, welche der 
frei fallende Körper in den einzelnen Secunden durchläuft. Man fieht, daß 
fi) diefe Wege wie bie ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7 u. f. w. zu einander 
verhalten, während die Zeiten und Gejchwindigfeiten wie die natürlichen 
Zahlen, 1,2, 3, 4 u. |. w., und die Fallräume wie deren Quadrate 1, 4, 
9, 16 u. ſ. w. wachſen. Hiernach ift 3. B. die Gefchwindigfeit nad) 6 Se⸗ 
cunden, 69 — 58,86 Meter, d. 5. der Körper würde, wenn er von dieſer 
Zeit an gleichförmig fortginge, etwa auf einer ihm feine Hinberniffe darbie- 
tenden Horizontalebene feine Bewegung fortfegte, in jeder Secunde den Weg 
69 —= 58,86 Meter durchlaufen. Diefen Raum durchläuft er im Laufe der 
folgenden oder fiebenten Secunde aber nicht wirklich, fondern derjelbe beträgt 


nad) der legten Columne genau 13 2 — 13. 4,905 — 63,765 Meter; 


9 


in der achten Secunde ift er fogar 15.5 — 15.4,905 = 73,575 Me- 


ter u. ſ. w. 


Anmerkung. Aeltere deutſche Schriftfteller bezeichnen den Raum von 4,905 
Meter — 15,625 Fuß, welcher vom frei fallenden Körper in der erften Secunde 
durdlaufen wird, durch g und nennen ihn wohl aud) Beichleunigung der Schwere. 
Sie haben dann für den freien all der Körper die Formeln: 

v — 29t — 2Vgs, 
2 


2 
4g' 
® 8 

t=— =-Y-—- 
w=V; 
Diefer nur in Deutihland vorlommende Gebrauch ift nun faft ganz verſchwunden, 


aber beim Leſen älterer deutjcher Werke über Phyſik und Mechanik, z. B. der 
Merle von Eytelwein, Gerſtner u. |. w. zu beachten. 


s=gy® = 
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Der freie Fall mit einer Anfangsgeschwindigkeit. Geht der 8. 17. 
freie Fall der Körper mit einer gewiffen Anfangsgefchwindigfeit (franz. 
vitesse initial; engl. initiale-velocity) c vor fi, fo nehmen bie Yormeln 
folgende Formen an: 


v=c+ yt=c+ 981:Meter = c + 31,251 Fuß, 


o—=Ve? + 29s—=Vc? + 19,625 Meter = Ve? + 62,5 s Fuß, 


s=c+ z 2 — ct + 4,905 1? Meter — et + 15,625 1? Fuß, 


anch 





— oe? 
=, < — 0,0510 (u — c?) Dieter = 0,016 (0? — c2) Fuß. 
Wird Hingegen der Körper mit der Geſchwindigkeit c fenkrecht in die Höhe | 

geworfen, jo hat man: 
r=c— gt=c — 9811Meter = c — 31,25: Fuß, 
v—=Ve? — 295 = Ve? — 19,623 Meter = Ve? — 62,5 s Fuß, 
s=cd— zu — ct — 4,905 1? Meter — ct — 15,625 t Fuß, 
auch: 


s = 


auch 


ce — v 
29 
Vetrachtet man eine gegebene Geſchwindigkeit c als eine durch den freien 


Hall erlangte Endgeſchwindigkeit, fo nennt man den entjprechenden Fall⸗ 
raum 





— 0,051 (c? — v2) Dieter = 0,016 (c? — v2) Fuß. 


* 
5 — 0,016.c? Fuß = 0,0510 c? Meter. 


die Geſchwindigkeitshöhe (franz. hanuteur due à la vitesse; engl. height 

due to velocity). Durch Einführung derfelben laffen fich einige ber obigen 

formeln einfacher ausdrüden. Bezeichnet man die Geſchwindigkeitshöhe 
e 


(2) von ber Anfangsgejchwindigfeit c durch % und die der Endgejchwin- 


3 
digfeit (5) durch A, jo hat man für fallende Körper: 
h=k+swws—=h—k, | 
md für fteigende: 
h=k—- swWds—=k—h. 


Es ift alfo der Fall- oder Steigraum ſtets gleich der Differenz 
der Geſchwindigkeits höhen. 
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Beiſpiel. Sind bei einer gleichförmig veränderten Geſchwindigkeit die Ge⸗ 
ſchwindigkeiten 5 Meter und 11 Meter, aljo die Geſchwindigkeitshöhen = 0,051.5? 
— 1,275 Meter und 0,051 .112 —= 6,171 Meter, fo ift der Raum, welcher wäh- 
rend des Ueberganges aus der einen Geſchwindigkeit in die andere zurüdgelegt 
wird: s = 6,171 — 1,275 = 4,896 Meter. 


eI—ı? 

29 
für das fenfrechte Emporfteigen der Körper die Enbgefchwindigfeit vo — 0, 
fo giebt s die größte Steighöhe | 





Das senkrechte Emporsteigen. Sebt man in ber Formel s — 


2 
k— ı. 


2 

Es ift folglich die der Anfangsgeichwindigfeit c entiprechende größte 
Steighöhe gleich der der Endgejchtwindigkeit c zukommenden Fallhöhe %, 
und alfo au) ce —=Y29% nicht allein die Endgefchwinbigfeit für die freie 
Fallhöhe x, ſondern auch die Anfangsgefchwinbigfeit fir die größte Steighöhe 
x, und es folgt daher noch, daß der fenkrecht in die Höhe geworfene Körper 
an jeber Stelle diejenige Gefchtwindigkeit v — Y2 gs hat, bie er, jebod in 
umgefehrter Richtung, haben wiirde, wenn er von ber noch übrigen Steighöhe 
s bi8 zu diefer Stelle frei herabgefallen wäre, die er alfo aud) beim darauf 
folgenden Nieberfallen dort wirklich befigt. 

Daffelbe Verhältniß findet natürlich auch bei jeber anderen gleichförmig 
beichleunigten Bewegung ftatt, 3. B. bei einem auf einer geneigten Ebene 
AB, %i9.52, hinauffteigenden Körper A, welchen die Schwerfraft mit einer 


Tig. 52. 


\ - 23 Mil vd 
# ll 
All 





iR 


gewiflen von dem Neigungswintel CAB abhängigen Acceleration p herab zu 
treiben fucht. Bei der Anfangsgefchwindigfeit c fteigt der Körper auf die Höhe 


2 
AB=k= 7 und hat an einem Ort M, welcher un MB = s von 
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der höchſten Stelle B abfteht, die Gefchwindigkeit v — 2 ps, mit welcher 
er au in A anläme, wenn er beim Serabfallen den Weg PM = 3 
zurückgelegt hätte. 


Beifpiel. Ein Körper wird mit 15 Fuß Geſchwindigkeit ſenkrecht empor: 
geworfen und trifft bei 2 Fuß Steighöhe auf ein claftiihes Hinderniß, welches 
ige momentan mit derſelben Geſchwindigkeit zurückwirft, mit weldder er aufichlägt. 
Bie groß if nun diefe Geſchwindigkeit und wie groß ift die Zeit zum Steigen 
und Zurüdfallen defielben? Der Anfangsgeihwindigkeit ce — 15 Fuß entipridt die 
Eteighöhe k — 3,60 Fuß, die Geſchwindigkeitshöhe für den Augenblid des An- 
Robes ik nun A = 3,60 — 2,00= 1,60, und folglich diefe Geſchwindigkeit ſelbſt 
— 7,906 V1,6 — 10 Buß. Die Zeit zum Steigen auf die ganze Höhe (3,6 Fuß) 
wire: £ = 0,032.c = 0,032.15 —= 0,480 Secunden, die Zeit zum Steigen 
auf die Höhe 1,6 Fuß aber: t, = 0,032. 10 — 0,320 Secunden, e8 bleibt biefem- 
nad die Zeit zum Steigen auf die Höhe von 2 Fuß oder die Zeit vom Anfang 
58 zum Unfoß: — t, = 0,480 — 0,320 = 0,160 Secunden, aljo endlich 
Dis ganze Zeit zum Steigen und Fallen = 2.0,160 —= 0,320 Secunden. Dieſe 
Mn elle nur der eg — te Theil von der Zeit, weldhe zum Auffteigen und 
Surädfellen nöthig wäre, wenn der Körper unaufgehalten fliege und fiele. Diejer 
Jah findet beim Schmieden des glühenden Eifens feine Anwendung, weil es hier 
wegen des ſchnellen Abkühlens darauf anlommt, in einer kurzen Zeit jo viel 
Sammerjchläge wie möglid erfolgen zu lafien. Wenn der Hammer durch eine 
elaſtiſche Prallvorrichtung zurüdgemworfen wird, jo kann er unter den im Beifpiele 
zum Grunde liegenden Berhältniffen in derjelben Zeit ziemli dreimal fo viel 
Schläge ihun als beim ungehinderten Auffteigen. 


Anmerfung 1. Das limfegen der Geſchwindigkeit in Geſchwindigkeitshöhe 
jewie auch das Umſezgen der legteren in die erftere, ift ein in der praftifchen 
Mechanik und namentlih in der Hydraulik jehr oft vortommendes Geſchäft. Eine 
Tafel, wodurch daflelbe in ein bloßes Nachſchlagen verwandelt wird, leiftet des- 
halb dem Praktiler ſehr nützliche Dienfte. Eine fi auf das preußische Fußmaß 
begiehende Tabelle dieſer Art enthält der „Angenieur” Seite 326 bis 329. 

Anmerkung 2. Die im Vorbergebenden entwidelten Formeln find allerdings 
mut für den freien Fall im Iuftleeren Raume fireng richtig; fie laſſen fich jedoch 
end beim freien Fall in der Luft mit einer noch erträglichen Genauigfeit ge: 
brauden, wenn die fallenden Körper in Beziehung auf ihr Volumen ein großes 
Gewicht Haben, und wenn die Gejchwindigteiten nicht fehr groß ausfallen. Wehr 
gens werden fie auch noch unter anderen Umftänden und Berhältniffen in vielen 
anderen Fällen gebraucht, wie fi in der Folge zeigen wird. 





Ungleichförmige Bewegung überhaupt. Die Formel s — ct 8. 19. 
6. 5) für die gleichförmige Bewegung gilt auch für jede ungleihfürmige 
Bewegung, wenn man ftatt ein Zeitelement oder unendlich Heines Zeit: 
theilchen r, und ftatt s das innerhalb diefes Zeittheilchens zurlidgelegte Raum⸗ 
dement o jegt, da anzunehmen ift, daß innerhalb eines Augenblides die Ge: 
chwindigkeit c, welche hier durch v bezeichnet werden fol, ſich nicht ändert, 
aljo die Bewegung gleichförmig bleibt. 


90 . Erfter Abſchnitt. Erftes Capitel. [$. 19. 
Man hat demnach für jede ungleihförmige Bewegung: 
L) 6 = vr, fowie v — 2 (vergl. $. 10). 


Es ift alfo die Geſchwindigkeit (v) für jeden Augenblid durch 
den Duotienten aus dem Raum- und aus dem Yeitelemente 
beftimmt. 

Ebenſo ift die Formel v — pt ($. 11) für die gleichförmig beichleunigte 
Bewegung auch für jede ungleichförmige Bewegung überhaupt giltig, wenn 
man ftatt t und v das Zeitelement 7 und den innerhalb defielben erlangten 
unendlich Heinen Geſchwindigkeitszuwachs x fubftituirt, da fic die Beſchleu⸗ 
nigung p innerhalb eines Augenblides 7 nicht angebbar verändert, alfo Die 
Bewegung während befjelben als gleichförmig befchleunigt angefehen werben 
kann. 

Hiernach hat man für alle Bewegungen: 


I) x = pt, ſowie p = =. 


Es ift alfo die Acceleration (p) fiir jeben Augenblid der Bewe— 
gung gleich bem Duotienten aus dem Geſchwindigkeits- und dem 
entfprechenden Zeitelemente. 

Sept man die ganze Bewegungsgeit E — nr, und bie Geſchwindigkeiten 
in den einzelnen Zeittheilen v, der Reihe nach vı, ©, %3 . . 9, fo find Die 
entfprechenden Wegelemente 6, = vır, 63 — var, ;—=Yyt.., „tut; 
und es iſt daher der ganze in der Zeit & zurückgelegte Weg 


s= (vi 4 2) + . + v)T = u d. i.: 


1.*) = (® +9n++% 


n 
wenn v , die mittlere Geſchwindigkeit bei 
Zurücklegung des Weges s bezeichnet. 
®. Ebenfo iſt, wenn c die Anfangs- und v die Endgeſchwindigkeit bezeichnet, 
und 99, Pr ... Pu die Accelerationen in den ſtetig auf einander folgenden 


gleichen Zeitelementen T find, 


v- c=(p tP+t' 4 (FRE rear, 
d. i. 


t=vt, 


a tat te, — pt, 


I) v—c—{(# 
” 


mn tm +: +02 
n 


wenn p = die mittlere Acceleration bezeichnet. 
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Durch Berbindung der Formeln I. und II. erhält man folgende nicht min- 
der wichtige Gleichung: 
JH. vx = po. 


Nimmt bei Durdjlaufung des Weges s — n0, die Xcceleration nad) und 
nach die Werthe pꝛ. 2, - . Pu an, jo ift die Summe ber Producte p 0, 


=atmt two )α 


n 
— — ps, 
wenn p bie mittlere Acceleration bezeichnet. Und geht die Anfangsgeſchwin⸗ 
bigfeit c durch wieberhoftes Wachen um x — in bie Endgeſchwin⸗ 
digkeit © über, fo iſt die Summe ber Producte vx: | 


aHetmst- +W— na +—=[c+(c+ ++) to 
_®+Je-e _ v2 — ce) 











und daher zu kopen: 
ı_ ce — 
IL*) . m ps, oder 8 — ed (dergl. IV. $. 13). 


Auch iſt die Zeit, in welcher der Kaum s — n6 mit der veränderlichen 
Geſchwindigkeit vı, vs, . . . 9. zurüdgelegt wird, 


— 4 54 KO 1 FJ ++ .)=%, 


wem der Werth — — (+ +4 ut" + N — — oeſett, alſo deſſen Re⸗ 


ciprole © als die mittiere Selgwindigteit angefefen wird. 
Ebenſo ift die Seit, innerhalb welcher bei der veränderlichen Acceleration 
Pu Pas - - - Pu die Selen e " v —— 


vY)t—- — 


— 


pP 
wenn = —ñ — — die mittlere Acceleration be- 


rn (tz — 


Mit Hülfe der vorſtehenden Formeln laſſen ſich die vielfachſten Aufgaben 
der Phoronomie und Mechanik löſen. 


Beiſpiel. Wenn fi ein Körper nad dem Geſfetze v — at? bewegt, jo if 
+ =alt + 2 = all? + 20: u 12), aljo «= ar(2t + 7), folglich 


x 
= _ — 2 
= — 2al, 
T 
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Die Geſchwindigkeiten des Körpers am Ende der Zeiten z,27,37.. nr find 
arı, a(?r)2, a (I3T)2..a(nı)”, 
und es folgt daher der durchlaufene Weg nah t —= nr Secunden: 
s—= [ar +altr7)? F..anı)?]r = (2? +22? +32 +..+ nM)ar?, 
oder da nad) 8.15, IV., der analytifchen Hülfsldggen, +24 32+..+n?° 
n® . 
= 3 ift: 
at? 


n3 a 
— 3 — ı— . 
3* 7 ar = zn) =7 


Das einfache Schwingungsgesetz. Mit Hülfe der vorftehenden 
phoronometrifchen Formeln laſſen fich die Bervegungsverhältniffe ſchwingender 
Körper wie folgt entwideln. Das Geſetz, welches denfelben zum Grunde 
ftegt, wird durch die Formel | 

PpP—= #5 
in welcher ge einen conftanten Factor oder Coefficienten bezeichnet, ausgedrückt. 
Dezeichnet c die Anfangsgefchwindigfeit, jowie v bie variable Geſchwindigkeit 
des bewegten Körpers AZ, in dem Augenblide, wenn er den Weg CM — s 
(Fig. 53) zurückgelegt hat, jo läßt fich nach Formel IIL*) des vorigen Para- 
graphen feten: 


ve — c? 





= — ps — — us.8. 


Nun iſt aber der Mittel⸗ 
werth der Acceleration 


2 
Fig. 53. 


p=us, =, daher Hat 


man einfach: 


v - — us, 
oder 

v? =c? — us?, 
und 


v — Ver — us?. 

Hiernad) nimmt während 
der Bewegung des Körpers 
von C nad) A die Gefchwindigfeit v defjelben immer mehr und mehr ab, 
und es ift diefelbe Null, wenn us? — c?, oder sYu = c,d. i. wenn ber 
Körper den Weg 
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Nun it Var — 5? — ber Ordinate MO, eines mit bem Halbmefler 
CA=CO = CD— a beſchriebenen Kreifes, daher folgt aud): 
e=-.MO. 
a 
Das Wegelement MN —= 6 = vr, welches im Zeitelemente r durd)- 


fanfen wird, ift die Projection PQ eines Bogenelementes OP, und läßt ſich 
wegen Achnlichleit der Dreiede COM und POQ jegen: 


hemech iſt 


und es folgt die ganze Zeit, innerhalb welcher ſich der Körper von C nad 
A bewegt, 


— Summe aller Bogenelemente _ _ Quadrant DA 
ee —— — 7— 
e c 


Diefelbe Zeit ift auch zu dem darauf folgenden Rückgang bes Körpers 
nöthig, wober die Geſchwindigkeit defielben wieder von Null bis c ftetig wächſt. 


Rad) der Zeit 4, = 2 — I gelangt ber Körper auf die andere Seite 
u . 


ven C und durchläuft hier in denjelben Zeiten den Weg CB — a hin und 
zarüd, fo daß ſchließlich die Zeit eines vollfländigen Spieles oder Hin⸗ und 
Küdganges 


27 
24, = 4hı = —= ausfällt. 
Tem variablen Weg CM — s entjpricht ein Bogen DO —= aß, für 

welchen U 

CM 
| sin. = sin. DCO= sn 00M= = 7" 
it, daher bat man: y 

B= are. (si. == =) , 

forte 


DO = aare. (sin. — 2) 
ud die Zeit zum Durchlaufen des Weges s: 
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DO a ( . 8 ) 
= — = — ar.|sin = —), 
c c a 
= _ arc. (sin. — — 
Vu ⸗ 
Umgekehrt folgt aus der Zeitt: 


)s= * sin. (Vu) = asin. (*), 


ferner 
V — Ver — ſc sin. (t Vur)) =c 1 — (sin.tV u)*, 
d. i.: 
2) v = ccos.(t Vu) = 608. (*), 
und 


3) p — — c . vin tyn) = — © sin (@ )=- us. 
Anfangs, = 0, iſts — O, » — c und p — 0, fpäter für 


1 c 
tYvu= — . er t= —— iſts — —,v=0mpr—=— Vu, 
Ve 2Yu Vu 





ferner für 
Ve = a, oder t = 76 v=—cmdp=(, 
u 
ebenjo für 
Ve = 3/, A, oder t = Im = — —ı—0 und 9 =c Vu, 
2Yu Vw' - 
und für 


9 . 
Van = 2m, Der = 7 wieders — O, — c und p— O. 
u 
Der bewegte Punkt bat folglich eine fchwingende Bewegung auf beiden 
Seiten des feften Anfangspunttes C, zu welchem er jedes Mal nad) Zurück⸗ 


fegung bes Weges a —= + —, mit der von Null allmälig bis v—-+ c 
2 


wacjienden Geſchwindigkeit zurückkehrt. 

($. 21) Phoronometrische Differenzial- und Integralformeln. ‘Die 
allgemeinen Bewegungsformeln, welche im vorftehenden Paragraphen ent- 
widelt worden find, nehmen im Gewande ber Differenzial- und Integral 
rechnung, wo man das Zeitelement 7 durch Ot, das Wegelement 6 durch Os 
und das Gefchwindigkeitselement x durch Ov bezeichnet, folgende Formeln an: 


l) v= os oder O8 — vot, daher s = vdt, jowie t - /®. 


ot 
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mp, oder O9 — pdt, bafer u — / p2t, fonie = | 9 
eo 
IL) 090 = pos, oder s = 2. ſowie v⸗ — pos, 


wenn c die Anfangs: und v die Endgeſchwindigkeit bei Durchlaufung des 
Beges s bezeichnet. 

Es ift alſo Hiernach die Differenz der Geſchwindigkeitsquadrate 
glei dem doppelten Integrale von dem Producte aus ber Acce—⸗ 
leration und dem Elemente Os, oder gleich dem doppelten Pro- 
ducte aus der mittleren Acceleration und dem Raume, welder 
während des Meberganges der Geſchwindigkeit aus c in v zuräd- 
gelegt wird. 

Ter Lehre vom Größten und Kfeinften zufolge hat der Raum einen emis 
nenten Werth, aljo die Bewegung ihre größte Ertenfion erlangt, wenn: 

08 


Fr A Null 

M, und ift die Gefchwindigkeit am größten ober Fleinften fir: 
de 
u?’ Null. 


Die vorftehenden Yormeln bilden die Grundlage ber höhern Phorsnometrie 
und Mechanik. 

Beilpiele. 1) Aus der gegebenen Gleichung s = 2 + 3t + 9 für ben 
Kaum folgt durch Differenziiren für die Geſchwindigkeit die Bleihung v = 3 + 2t, 
und für die Acceleration 9 =2; es iſt aljo die legtere conftant, und die Bewegung 
gleigfärmig beiägleunigt. Bär t = 0, 1, 2,8... Secunden hat man aber 

v=38,5,7,9... (Meter), und 
s— 2,6,12, 2... (Meter). 
2) Aus der Formel vo = 10 + 31 — #2 für die Geſchwindigkeit ergiebt ſich durch 


. . ‚ t8 
Jategriren die Gleihung 8 = [10pt + [stat— [eRdi= 10t+ A750 
dagegen dur Differenziiren die Formel p = 3 — 21. 

Hiernach if für 3 — 2 —0, d. i. fürd = %, Secunden, die Ücceleration Rull 
ms die Geihwindigfeit ein Marimum (v — 12%,), und für 10+81— 0, 
di VO F% = SL = Secunden, die Geſchwindigkeit Ruf 
und der Raum ein Marimum. 


tt= 0 1, 2, 8, 4, B, 6 Secunden hat man 
»= 3, 1, — 1, — 8, — 56, — 7 — 9 Meter, 
vr=10, 12, 12, 10, 6, 0, — 8 Meter, 
s— 0, 114, 231,, 34, 42%,, 455/,, 42 Meter. 


Attrastionsgesetz. Nach dem Attractionsgejege wuchſt die Acceleration (8. 22.) 
der Schwere umgekehrt wie da8 Quadrat der Entfernung CM des Körpers 
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M vom Mittelpunft C der Erbe (Fig. 54), bat daher diejelbe an der Erd⸗ 


oberfläche oder im- Abftande CB — r vom Mittelpunfte C der Erde, bie 
Größe g, fo ift fie im Abſtand CA — a, 


ig. 54. gr? 
dig. 5 pı = I 
fowie im Abſtande CM= (A=a—s, 
_ _Ir 
Pag 


zu fegen. um m het man aber: 
— (ce? 
—= /[p0s, 


daher folgt hier Ar die Endgejchwindigfeit v eines 
mit der Anfangsgefchwindigfeit c fallenden Körpers: 














—— le er + Con. 
(a — 
= + Con. 
a 
2 
Da für 8 = 0, v = ce ift, fo folgt Con. = — — und ſchließlich 
v — (‘ rn 72 528 
29 — a—-s a ala — s)’ 
oder 
2gr?s 
— ea 
Min ala — s)' 
und 


Iſt die Fallhöhe s im Vergleich zum Abftand a und dem Exdhalbmefler r 

— (3 

Hein, fo fann man a— s—=a=r, und baher p=g, fowie s — ze 

fegen, welches in den gewöhnlichen Fällen der praltifchen Mechanik gefchieht. 
Sn die Anfangsgeſchwindigkeit Null, fo Hat man einfad): 


/ 2gr?s 
PT roaa—g' 
und umgefehrt die Fallhöhe: 
a? v? 
—2gr? + av? 
‚Die Zallzeit, innerhalb welcher der Körper ben Weg s durchläuft, ift durch 
die Integralformel 
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= -V2,/V:=% 


zu beſtimmen. 





Nun hat man nad) ber Reductionsformel in $. 28 der analyt. Hülfslehren: 


— 
—Ys(a — + 
FL 


— (Ey 


1 [a a 
ken, daher folgt die Fallzeit: 


A N) 
1/,a 


Vezeichnet man — —— ra = 25 dur «, jo kann man 


4 _ ad“ 


2 


A 


Endlich iſt nad) " s 26 ber analyt. Hülfslehren: 


I 








‚und 





- Tr — arc.(cos. —= u), 
u 





* [Vor — 8) )+5> — arc. = zZ —)] 
— 2 B 
Hührt man < 25 — cos. — 1 — * 4 2 (j. IV., 8. 27 der 


aulzt. Hälfslehren) ein, fo erhält man annähernd: 


ı 2? 1 5)= 28 
2 ( 12 a’ 


daher den Bogen 


Veitpach's Lehrbuch d. Mechanik. L 7 
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während ſich 
Vs(a — s -Yayı : — - — Vsa ( — 5) 


ſetzen — or iſt die Fallzeit für eine Heim Fallhöhe 8, | 

sl — s\_aV2(o_& 
Ve «(1 — 14) 236 5) 
— /23 2, 
= 6 = Pr -) 


g' 
und endlich für eine fehr Heine Fallhöhe s, wobei ar gejettt werden fann, 





28 
t= v: ‚ jowie s — 1/, gt?, wie befannt. 


6 
Mittlere Geschwindigkeit. Bon der Geſchwindigkeit » — = > 


für einen Augenblid oder während eines Zeitelementes T — OL ift diejenige 
Sefhmwindigfeit c, — Fr verfchieden, welche fid) ergiebt, wenn man den 
Kaum, welcher während einer gewifien Zeit, 3. B. während einer Periode 
einer periodifhen Bewegung durchlaufen wird, durch die Zeit felbft 
dividirt. Man nennt diefelbe die mittlere Geſchwindigkeit (franz. vitesse 
moyenne; engl. mean-velocity) und kann fie aud) als diejenige Geſchwin⸗ 
digkeit anfehen, die ein Körper haben müßte, um in einer gegebenen Zeit (1) 
einen gewiffen Raum (s) gleichförmig zurückzulegen, welcher in Wirklichkeit in 
eben diefer Zeit ungleichförmig durchlaufen wird. So ift z. B. bei ber 
gleichförnig veränderten Bewegung bie mittlere Gejchwindigfeit gleich der 
halben Sunme ( -) aus der Anfangs- und Endgefchwindigfeit; denn 


2 
es jit nad) $. 13 der Radın gleich diefer Summe ( r ) multiplicirt 


durch die Zeit (f). 
Allgemein ift (nach$.19)die mittlere Gefchtwindigfeite, — 








ai ee +0 


wenn 9,99, ..%% eine gleichen und fehr Heinen Zeitintervallen entfpredhende 
Geſchwindigkeitsreihe bezeichnet. 

Beilpiel. Während eine Kurbel CO gleihförmig im Kreife AEBD, 
ig. 55, herumgedreht wird, geht die daran hängende Laſt Q, 3. B. der Kolben 
einer Luft: oder Waflerpumpe u. ſ. w., ganz ungleihförmig auf und nieder; die 
Geſchwindigkeit dieſer Laft ift im tiefften und hödften Punkte A und B der 
Kurbelwarze am fleinften, nämlich Null, auf der halben Höhe derjelben, in D und 
E, aber am größten, nämlich der Kurbelgeſchwindigkeit c glei. Innerhalb einer 
halben Umdrehung ift die mittlere Geſchwindigkeit gleich der ganzen Steighöhe, 


8. 24.] Die einfache Bewegung. 99 


d. i dem Durchmeſſer AB des Kreijes, in welddem die Kurbel herumgeht, divi- 
dirt durch die Zeit einer halben Umdrehung. Seen wir ven Halbmeſſer CA= CO 
Fig. 55 des Warzenfreifes = a, aljo jenen Durch⸗ 
nn meſſer =2a, und diefe Zeit —= #, jo folgt 
demnach die mittlere Geſchwindigkeit ber Laft 
=. Die Kurbel ſelbſt mat in 
diefer Zeit den Halbkreis na; es ift daher 


ihre Geſchwindigkeit c = = und folglich 
die mittlere Geſchwindigkeit der Laſt 

2 
cc = 7 e= 3,1417 c = 0,6866 mal fo 


groß als die unveränderliche Geſchwindigkeit 
c der Kurbel. 

Während die Kurbelwarze von ihrem mittleren Stande D aus, bei der Dre: 
hang um den Winlel DCO —= $, den Weg DO = aß — ct in der Zeit t 
nit der unveränderliden Geſchwindigkeit c zurüdlegt, macht die an ihr hängende 
Stange den Weg: 





s= CM=NO =asın.$, 
ner da = © if, 


_f[ct 
8 — asın. (2). 

Diefer Ausdruck ſtimmt aber mit dem oben, 8. 20, gefundenen Weg einer 
einfahen Schwingung überein, daher bewegt ſich auch die Stange OQ der Kurbel 
CO, jowie die an ihr hängende Laſt auf diefelbe Weile, wie ein mit der Accele⸗ 

2 . 
nlion p = — us= — (2) s ſchwingender Körper. 


Endli iſt die mittlere Geſchwindigkeit der Laſt beim Durchlaufen des Weges 
s= asın.ß, 


8 esin.ß 
a1=,77 — 
V. für 40 30 Grad, oder BE = Yın, wobei sin. —= Y, ausfällt: 
= € = 09548. 


| Graphische Darstellung der Bewegungsformeln. Die im $. 24. 
‚  Borigen gefundenen Bewegungsgeſetze Laffen ſich auch in geometrifchen Figuren 
| anstrüden oder, wie man fagt, graphifd) darftellen. Graphiſche Dar- 
Reflungen überhaupt erleichtern bie Auffaffung, unterftligen das Gedächtniß, 
Khäpen wohl auch gegen Fehler und dienen fogar zumeilen zur unmittel- 
baren Ausmittelumg der gefuchten Größen; fie find deshalb der Mechanik 
von großem Nuten. 

Bei der gleichförmigen Bewegung ift der Raum (s) das Product (ci) 
ans Seihwindigleit und Zeit, und von einem Rechtecke der Geometrie ift der 

7* 


8. 25. 
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Flächenraum ein Product aus Höhe und Grundlinie; man kann daher aud) 
den gleichförmig durchlaufenen Raum 8 durd ein Rechteck ABCD, Fig. 56, 
Sig. 56. darftellen, deſſen Grundlinie AB die Zeit (f) 
! und deflen Höhe AD —= BC bie Sefchwindigkeit 


N 
D C() ift, vorausgeſetzt, daß die Zeit mit der Ge 
e ce ſchwindigkeit in einerlei Längeneinheiten ausgedrückt, 
| daß aljo durch eine und diefelbe Linie die Zeit- 
A M B  fecunde und, der Meter zugleich repräfentirt werden. 


Während bei der gleichförmigen Bewegung die Gejchwindigfeit (MN) zu 
jeder anderen Zeit (AM) der Bewegung eine und diefelbe it, fällt diefelbe 
bei der ungleihförmigen Bewegung in jedem Augenblide anders aus; 
es läßt fich deshalb diefe Bewegung nur durch ein 
Viereck AB CD, Fig. 57, darftellen, welches 
zur Grundlinie AB die Zeit (t) und zur übrigen 
Begrenzung drei andere Linien AD, BC mb CD 
bat, von denen die erjten beiden der Anfangs- und 
Endgefchwindigfeit gleich find, und die legte durch 
die Endpimfte (N) der verjchiedenen Gefchwindig- 
feitSwerthe in ben Zwiſchenpunkten (MM) geht. Nach 
den verschiedenen Arten von ungleichförnigen Bewe⸗ 
gungen ift die vierte Linie CD entweder gerade oder krumm; ferner von 
Anfang aus auffteigend oder nieberfteigend, endlich entweder gegen die Grund⸗ 
finie concav (Hohl) oder conver (erhaben). In jedem Falle ift der ungleich- 
förmig durchlaufene Raum (8) durd) den Flächeninhalt diefer Figur zu meflen; 
denn diefer Flächenrtaum ABCD, Fig. 57, läßt ſich durch Höhenlinien in 
lauter fchmale, als Kechtede anzufehende Streifen wie MOPN zerlegen, 
wovon jeder ein Product aus einen Theile (MO) der Grundlinie und aus 
der biefem Theile entfprechenden Höhe (M N) oder (OP) ift, und ebenfo läßt 
fid) der in einer gewiſſen Zeit durchlaufene Raum aus Theilchen zufammen- 
fegen, wovon jedes ein Product aus einem Zeittheilchen und der während 


Sig. 57. 


deſſelben ftattfindenden Gefchwindigfeit if. Die Figur. führt auch die 


8. 2W. 


Differenz zwifchen dem Geſchwindigkeitsmaß und dem in der folgenden Zeit- 
einheit wirflicd) zurlidgelegten Weg vor Augen. Das Rechteck ML—=v.1 
über ber Grundlinie MH — Eins (1) ift das Maß der Gefchwindigkeit 
MN = v, wogegen die Fläche MK über derfelben Grundlinie den wirklich 
durchlaufenen Raum darftellt. Ebenſo ift das Rechteck A F' über Al 
Eins, das Maß der Anfangsgefchwindigfeit AD — c, dagegen die Fläche 
AE der in der erften Secunde wirklich zurlidgelegte Weg. 


Bei der gleihförmig veränderten Bewegung ift die Zu⸗ oder Ab- 
nahme v — c der Geſchwindigkeit (— pt, $. 13) proportional der Zeit (If). 
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Zirhen wir num in Fig. 58 und Fig. 59 die Linie DE der Grundlinie AB 
parallel, und ſchueiden wir dadurch von den die Geſchwindigkeiten vorftellen- 
Big. 58. 





den Yinien BC und MN die der Anfangsgefchwindigkeit AD gleichen Stüde - 


BE und MO ab, fo bleiben uns die Linien CE und NO ale Geſchwin⸗ 
digleitszu⸗ oder Geſchwindigkeitsabnahmen übrig, für welche nad) dem Obigen 
die Proportion: 

NO: CE=DO0:DE 
gilt. 

Eine ſolche Proportion bedingt, daß N und fo and; jeder Punkt der Linie 
CD, in der geraden Berbindungslinie zwiſchen C und D liegen, daß alfo 
jene, die verfchiedenen Gefchwindigfeiten (MN) begvenzende Pinie CD felbft, 
gerade fein muß. 

Tiefem zufolge läßt ſich alfo der gleihförmig beſchleunigt und gleichför- 
mig verzögert darrcjlaufene Raum durd; den Inhalt eines Trapezes ABCD 
darftellen, da8 zur Höhe AB die Zeit (f) und zu den (Parallelen) Grund- 
(min AD und BC die Aufangs- und Endgejchwindigkeit hat. Auch ift 


damit die $. 13 gefundene Formel s = I? -t in vollkommener Leber: 


anftimmung. Bei der gleichförmig befchleunigten Bewegung fteigt die vierte 
Seite DC vom Anfangspunfte an aufwärts, und bei der gleichförmig ver- 
ögerten Bewegung läuft diefe Linie abwärts. Bei der mit Null Gefchwin- 
digleit anfangenden gleichförmig befcjleunigten Bewegung geht da8 Trapez in 
en Dreieck vom Inhalte 1, BC. AB — Y,vt über. 


Die mittlere Gefhwindigfeit einer ungleichförmigen Bewegung ift $. 27. 


der Onotient: Raum dividirt durch Zeit; fie giebt alfo mitteljt Multi- 
plication durch die Zeit, den Weg und läßt fich deshalb auch als die Höhe 
AF= B Edesjenigen Rechteckes ABEF, ig. 60 (a. f.©.), anfehen, welches 
zur Örundlinie AB bie Zeit £ hat und an Inhalt dem den zuriidgelegten 
Beg oder Raum meffenden Vierecke ABCND gleich if. Die mittlere 
Geſchwindigkeit ergiebt ſich demnach auch durch Verwandlung des Viereckes 
ABCND in ein gleich langes Rechteck ABEF. Ihre Beſtimmung iſt 
beſonders bei periodifchen Bewegungen, welche faft bei allen Maſchinen 
vorkommen, von Wichtigkeit. Das Geſetz diefer Bewegungen wird durch eine 


4 
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Schlangenlinie CDEFG, Fig. 61, repräſentirt. Schneidet die mit AB 
parallel laufende Gerade LM denfelben Raum wie die Schlangenlinie ab, 





Fig. 60. ig. 61. 
C E G 
F N E L M 
D 16] 
A M B A N o P B 


it alfo ZM gleichſam die Are, um welde fih CDEFG windet, fo ift 
der Abftand AL — BM zwiſchen beiden parallelen Linien AB und LA 
die mittlere Gefchwindigfeit der periodifchen Bewegung, dagegen AC, OE, 
BG u. |. w. die größte und ND, PF u. ſ. w. die kleinſte Geſchwindigkeit 
einer Periode AO, OB u. |. w. | 


Auch die Ucceleration oder der in ber Zeitſecunde erfolgte Zuſatz an 
Geſchwindigkeit läßt fich in der Figur leicht nachweifen. Bei der gleich- 
förmig veränderten Bewegung ift fie unveränderlich; fie ift deshalb die Diffe- 
ten; PQ, Fig. 62 und Fig. 63, zwifchen zwei Gefchwindigfeiten OP und 

Big. 62. Big. 63. 


D 
— —. 2— 
j c 
A M 0oO B A MO B 


M N, voovon die eine einer um eine Secunde (210) größeren Zeit angehört 
als die andere. Iſt die Bewegung ungleihförmig verändert, aljo bie 
Geſchwindigkeitslinie C.D eine Curve, fo ift für jeden Zeitpunkt (M) die Acces 
(eration eine andere, und deshalb ift fie auch nicht die wirkliche Differenz 
PQ zwifchen den um eine Secunde MO von einander abftehenden Geſchwin⸗ 
digkeiten OP und MN = OQ, Fig. 64 und 65, fondern fie iſt die Zu⸗ 
nahme 2 Q der Gefchroindigkeit MN, welche eintreten würde, wenn von dem 
Augenblide M an die Bewegung in eine gleichförmig befchleunigte, aljo die 
krumme Geſchwindigkeitslinie N PC in eine gerade Linie N Büberginge. Nun 
ift aber die Tangente oder Berührungslinie NE diejenige Gerade, in welde 
eine Curve DN weiter fortgeht, wenn fie von einer gemwiflen Stelle (N) an 
ihre Richtung unverändert beibehält; es fällt demnach die neue Gejchwindig- 
feitslinte mit der Tangente zujammen, c8 ift ferner auch die bis zu diefer 
Linie gehende Höhenlinie OR die Gefchtwindigfeit, welche nach einer Secunde 
eintreten wilrde, wenn die Bewegung vom Anfang derfelben an in eine gleich 
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förmig beſchleunigte übergegangen wäre, und endlich die Differenz Q 7 zroifchen 
dieſer Sefchwindigleit OR und der anfänglichen MN, die Xcceleration für 
den Augenblid, welcher dem Punkte M in der Zeitlinie 4 B entſpricht- 


Fig. 64. Fig. 65. 





Dem Borftehenden zu Yolge laffen fich die vier Bewegungselemente: Zeit, 
Beg, Geſchwindigkeit und Ucceleration, durch eine ebene Curve wie DN C, 
di. 64 u. 65, graphifc darftellen, und zwar die Zeit # durch die Abfciffe 
AM=r, die Geſchwindigkeit v am Ende derjelben durch die Ordinate 
MN = y, da8 Maaß des zurldgelegten Weges s durch die Fläche AM ND 
= $ zwiſchen der Anfangsgefchwindigfeit AD — c und ber Endgejchwin- 
digfeit MN — v, und endlicd) das Maaß der Acceleration p durd) die trigo- 
wometrifche Tangente des Winkels ZMTN— «a, welchen die Berührungs- 
linie TE mit der Örundlinie oder Abfciffenare A X einſchließt. 

Der Tangentenmwinfel @ und demfelben entfprechend, auch die Acceleration 
p iſt — Rull, alfo die Berührungslinie DE parallel zur Grundlinie AX, 
wenn die Geſchwindigkeit v ihren größten oder kleinſten Werth hat, und 
ebenfo ift die Gefchruindigkeit » — Null, an der Stelle, wo der Weg s einen 
Grenzwerth erreicht Hat. 

Man kann auch die Zeiten und Accelerationen als die Coordinaten einer 
Eurve anſehen, in welchem Falle natürlich die Geſchwindigkeiten durch Flächen⸗ 
räume repraſentirt werden. 


— — — — — — 


8.29. 


8. 30. 
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Zweites Bapitel. 
Zufammengefegte Bewegung. 


Zusammensetzung der Bewegungen. Ein und berjelbe Körper 
kann gleichzeitig zwei oder mehrere Bewegungen befigen; jede (telative) Bes 
wegung befteht ja aus der Bewegung innerhalb eines Raumes und aus der 
Bewegung dieſes Raumes innerhalb oder in Beziehung auf einen zweiten 
Kaum. Co befigt ſchon jeder Punkt auf der Erde zwei Bewegungen; denn 
er läuft täglic) einmal um die Erdare und mit diefer zugleich jährlich einmal 
um die Sonne. Kine auf dem Schiffe gehende Berfon hat in Beziehung 
auf die Ufer zwei Bewegungen, ihre eigene und die des Schiffes; das Waſſer, 
welches durch eine Boden- oder Seitenöffnung eines Gefäßes ausflieft, das 
auf einen Wagen fortgefahren wird, hat zwei Bewegungen, die Bewegung 
aus dem Gefäße und die Bewegung mit dem Gefäße u. f. w. 

Dean unterfcheidet hiernach einfache und zujammengefette Bewe⸗ 
gungen. Einfad (franz. und engl. simple) find die geradlinigen Bewe⸗ 


"gungen, aus welchen andere gerad» oder krummlinige Bervegungen, die man 


aber deswegen zufammengefette (franz. composes; engl. composed) nennt, 
beitehen oder beftchend gedacht werden können. 

Die Zufammenfegung mehrerer einfachen Bewegungen zu einer einzigen 
und die Zerlegung einer zufanmengefegten Bewegung in mehrere einfache 
werden im Wolgenden abgehandelt. 


Erfolgen die einfahen Bewegungen in einer und derfelben geraden Linie, 
fo giebt die Summe oder Differenz derfelben die vefultivende zufammengejegte 
Bewegung, erfteres, wenn bie Bewegungen nad) gleichen Richtungen vor ſich 
gehen, letzteres, wenn ihre Richtungen entgegengefegt find. Die Richtigkeit 
dieſes Satzes leuchtet fogleid, ein, wenn man die gleidjzeitigen Räume der 
einfachen Bewegungen zu einem einzigen vereinigt. Den gleichförmigen Be: 
mwegungen mit den Geſchwindigkeiten c, und cz entfprechen die gleichzeitigen 
Räume cıt und c,t; haben diefe Bewegungen eine und diejelbe Richtung, 
fo ift demnach) der Raum nad) t Secunden: 

s=at+at=(aHt al 
und folglich ift die refultivende Gefchwindigkeit, mit welcher die zufammen- 
gefegte Bewegung vor fid) geht, die Summe der Gejchwinbigfeiten von den 
einfachen Bewegungen. Bei entgegengefegten Kichtungen beider Bewegun⸗ 
gen ift: 
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s-at— at=(a — )t, 

bier ift alfo die refultirende Geſchwindigkeit der Differenz der einfachen Ger 

ſchwindigkeiten gleid). 

Beifpiele. 1) An einer Perſon, welche fih mit 4 Fuß Geſchwindigkeit auf 
dem Verdecke eines Schiffes in der Bewegungsrichtung deſſelben foribewegt, wäh: 
rend das Schiff ſelbſt 6 Fuß Geſchwindigkeit hat, ſcheinen die Gegenſtände an 
vn Ufen mit 4 + 6 = 10 Fuß Geſchwindigkeit vorbei zu gehen. 2) Das 
Wafier, welches aus der Seitenöffnung eines Gefäßes mit 10 Meter Geſchwindig⸗ 
tet ausfließt, mährend es mit den Gefäße zugleich in der entgegengejegten Rich: 
tung mit 3 Meter Geſchwindigkeit fortgeht, hat in Beziehung auf die übrigen in 
Rude befindlichen Begenftände nur 10 — 3 = 7 Meter Geichwindigfeit. 


Tiefelden Berhältniffe finden auch bei den ungleichförmigen Bewegungen $. 31. 
hatt. Hat ein und derfelbe Körper außer den Anfangsgejchwindigfeiten cı 
und c, noch die conftanten Accelerationen pP, und 9a, fo find die entjprechen- 
ven Räume cit, cat, Ypıl?, pat?, und haben nun Geſchwindigkeiten 
md Accelerationen eine gleiche Richtung, fo ift der ganze Raum, welcher 
dieſen einfachen Bewegungen entfpridht: 


te? 
s=-(areat+t(p tm)Z' 
Set man mun cı +5 =cemp +m = p, fo erhält man 
5.66. Ss —et+p > ‚und c8 folgt hiernach, daß nicht allein durch 
A 


y die Summe der einfachen Gefchwindigfeiten die Gefchwindigkeit, 
fondern auch durch die Summe der Accelerationen der einfachen 
Bewegungen die Wcceleration der refultivenden oder zuſammen⸗ 
gejegten Bewegung gegeben wird. 


Beifpiel. Ein Körper auf dem Monde erhält von der Mond- 
mafle die Acceleration 9, —= 5 Fuß und von der Erde die Xcce: 
Ieration 9, —= 0,01 Zub. Es fällt daher ein Körper A, Fig. 66, 
außerhalb des Mondes M und der Erde E, mit 5,01 Fuß, und 
en Rörper B innerhalb 31 und E, mit 4,99 Zub Beichleunigung den Mittel: 
yunkte des Mondes zu. 








Parallelogramm der Bewegungen. Hat ein Körper zwei in den $. 32. 
Richtungen von einander abweichende Bewegungen zugleid), fo nimmt er eine 
zwiſchen beiden inneliegende Bewegungsrichtung an, und find diefe Bewegun⸗ 
gen ungleichartig, ift 3. B. die eine gleichförmig und die andere gleichförmig 
beihlemigt, fo ift die Richtung an jeder Stelle der Bewegung eine andere, 
die Bewegung felbft alfo eine krummlinige. 

Wenn ein Körper von einem Punkte A aus während eines Zeitelementes 
in der Richtung AX das MWegelemient AD, — zı, und in der Nichtung 
AY das Wegelement AN, —= 9 zurlidlegt (f. Fig. 67 a. f. ©.), fo ift der» 





106 Erſter Abschnitt, Zweites Gapitel. [8. 32. 


felbe am Ende diefes Zeitelementes in einem Punkte O,, welcher in der Rich= 
tung AX um N, 0, = AM, = az, von AY, und in der Rihtung A Y’ 


Fig. 67. 





um MO, = AN, = yı von AX abfteht; und wenn der Körper im 
zweiten Zeitelemente nach den angegebenen Richtungen die Wegelemente 
0,4; = x, und O0, N; = y, durchläuft, fo befindet fich derfelbe am Ende 
diefer Zeit in einem Punkte O,, welcher in der Richtung AX um N, O0, + 
N0, =AM, + 0,M =xz, + z von AZ, jowie in der Richtung 
AY um M,O, + M; 0, = AN, + O, N} = Yı + Yy; Don AX 
abſteht. Sind ferner im dritten Yeitelemente die Wegelemente O, M, — 25 
und 0, N; — ya, jo hat man die Abftände des Ortes O, am Ende biefes 
Zeitelementes: 
NO, 4 NO +N9, = +9» +% 


M0, 4 M Oꝛ + 31:9, =yı + y + 9 
und eg ift num leicht zu ermeilen, daß am Ende einer gewiflen Seit & der 
Dit O des bewegten Körpers von den Bewegungsricdhtungen AY und AX 
um die Wege 

NOV=-AM=ı = +» +% +--, 


MO=-4AN=zy=y+t%nt+% + 

abfteht, und daher den vierten Eckpunkt O eines Parallelogramms bildet, welches 
fid) aus den beiden gleicdjzeitigen Wegen AM = x und AN und 
dem von ben Richtungen derfelben eingejcjloffenen Winkel X AY conftruis 
ven läßt. 

Man gelangt auch zu demfelben Reſultat, wenn man fi) vorftellt, daß 
der Raum AM = x in einer Linie AX zurüdgelegt werde, die mit allen 
ihren Punkten zugleich in der Richtung A Y fortgeht, aljo aud) M mit AY 


und 


und 


$. 33.] Zuſammengeſetzte Bewegung. 107 


parallel fortführt und diefen Punkt den Weg O0 — AN = y beſchrei⸗ 
ben läßt. 


Parallelogramm der Geschwindigkeiten. Erfolgen die beiden $. 33. 
Dewegungen in den Richtungen AX und AY gleichförmig und mit den 
Geſchwindigkeiten c, und ca, fo find die Räume nach einer gewiflen Zeit (£): 

zs—=atmwdy=—eat; 


ed iſt alſo ihr Verhältniß — zu allen Zeiten daſſelbe, eine Eigen⸗ 
| 


thümlichkeit, die nur der geraden Linie AO, Fig. 68, zufommt. Es folgt. 
aljo hieraus, daß die zufammengefegte Bewegung in einer geraben Tinie vor 
Fig. 68. fi) geht. Conſtruirt man ferner aus den 

Geſchwindigkeiten AB—c, und AC—=c, 
das Parallelogramn ABCD, fo giebt 
deſſen vierter Ecfpunft den Ort D an, wo 
fi, der Körper am Ende einer Secunde 
befindet. Da aber die refultirende Bewe⸗ 
gung eine geradlinige ift, jo folgt, daß diefe 
überhaupt in der Richtung ber Diagonale 
des aus den Geſchwindigkeiten conftruirten 
Parallelogrammes vor fich geht. Bezeichnet 
man nun'den Weg 40, welcher in der 
Zeit (i) wirklich zuriidgefeg wird, durch s, fo hat n man wegen Aehnlicjkeit 
der Dreide AMO und ABD: 

s _4AD 

z AB 
es folgt demnad) dienr Weg: 

⁊. AD C t.AD u 
ABU 7 — AD.t. 

zer letzten Gleichung zufolge ift der Weg in der Diagonale der Zeit (f) 
proportional, aljo die Bewegung jelbit gleihförmig, ihre Gefchwindigfeit c 
gleich) der Diagonale AD. 

Es giebt alfo die Diagonale eines aus zwei Gefhwindigfeiten 
und dem von ihnen eingejchlofjenen Winkel gebildeten PBaralle- 
logrammes die Richtung und Größe derjenigen Geſchwindigkeit 
an, mit welcher die refultirende Bewegung wirklic vor ſich geht. 
Dan nennt dieſes Parallelogramm Parallelogranım der Gefchwindig- 
teiten (franz. parallölogramme des vitesses; engl. parallelogram of ve- 
locities), die einfachen Geſchwindigkeiten heißen auch wohl Componenten 
oder Seitengeſchwindigkeiten (franz. composantes; engl. components) 





s = 
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und die zufammengefegte Gefchwindigkeit die refultirende oder mittlere 
(franz. resultante; engl. resultant). 


Zusammensetzung der Geschwindigkeiten. Durch die Anwen= 
dung trigonometrifcher Formeln läßt fi die Richtung und Größe der 
mittleren Gefchwindigfett aud) rechnend finden. Die Auflöfung von einem 
der gleichen Dreiede, 3. ®. von ABD, aus denen das Parallelogramm 
ABDC (ig. 69) der Gefchwindigkeiten befteht, giebt die mittlere Gefchwin- 
digkeit AD = c aus den Seitengejchtwindigfeiten AB —c, und AU—cz 
und aus dem von ihren Richtungen gebildeten Winfel BAC = & durch 


die Formel: 
e —=Ve? + c? + 2c,%c0s.c, 
‚dig. 69. und die Winfel XAD— «, und YAD 
— 0, die die mittlere Geſchwindigkeit mit 
den Geſchwindigkeiten c, und c, einfchließt, 
durch die Formel: 











sin. — c sin. 
und 
sin. — ci sin.& 
. 2 — c 
oder 
_AE AB+BE _catwcosea __ cı 
nn DE — (2 5iN.%& = eotg.a + Ce sin.n 
Auch ift Lang. (5 - m) = — — — = fang. = — und 


a @& 
n=— —8 


ad 


Sind die Geſchwindigkeiten ci und c, einander gleich, iſt alſo das Parallelo- 
gramm derſelben ein Rhombus, ſo ergiebt ſich in Folge der Rechtwinkeligkeit 
zwiſchen den Diagonalen einfacher: 
c 2c cos. I und & = — 10. 
Schließen endlich die Geſchwindigkeiten einen Rechtwinkel ein, ſo erhält 
man ebenfalls einfacher 
C3 


— 2 2 — 
e=yYye +, und fang. = Fi 


Beilpiele. 1) Das aus einem Gefäße oder aus einer Maſchine außfliekende 
Wafler bat eine Seichwindigkeit c, = 25 Fuß, während fi das Gefäß jelpft 
mit einer Gejhwindigfeit c, — 19 Fuß in einer Richtung bewegt, die mit der 
des außfließenden Waflers einen Winkel «® — 130% bildet. Welches ift die 
Richtung und Größe der refultivenden, oder wie man wohl jagt, der abjoluten 
Geſchwindigkeit des Waſſers? 
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Es if c—= V252-+4192-+2.25.19c0s.1300 = Y 625 + 361 — 50.19.c08.50° 
— Y 986 — 950 .c0s.50° — Y 986 — 610, = V375,3—= 19,37 Fuß 
die geſuchte refulticende Geſchwindigkeit. 
. 19 sin. 130° 

Ferner sin.a, = — — 7 0,9808 sin. 50° = 0,7518, und ſonach 
ver Winkel, um welchen die Refultirende von der Geſchwindigkeit c, abweicht, 
a — 48942’, aljo der Winkel, welchen fie mit der Bewegungsrichtung des Ge: 
fähes einſchließt: = a — a, = 810 18. 

2) Bären die vorigen Geſchwindigleiten winlelrecht gegen einander gerichtet, 
je würde cos.« = cos.’ — 0, und deshalb die mittlere Geſchwindigkeit 
e = V386 — 81,40 Fuß fein; für ihre Richtung wäre tang.«, = 1%, = 0,76, 
daher die Abweichung derſelben von der erſten Geſchwindigkeit: a, —= 37014, 
mie a, = 00 — 97914’ = 520.46. 


Zerlegung der Geschwindigkeiten. Dan fann aud) jede gegebene $. 35. 


Geſchwindigkeit aus zwei Seitengeſchwindigkeiten beftehenb anjehen, und des⸗ 
halb, gewifjen Bedingungen entjprechend, in ſolche zerlegen. Sind z. B. 
. die Winfel DAX = u, mb DAY = 0, 

Big. 70. Fig. 70, gegeben, welche die zu ſuchenden Ge⸗ 
ſchwindigkeiten mit der mittleren AD = c 
einfchließen follen, jo ziehe man durch den End⸗ 


Linien parallel zu den Richtungen AX und 
AT: die fid) ergebenden Durchſchnittspunkte B 
und C ſchneiden nun die gefuchten Geſchwin⸗ 
digfeiten 
AB=c und Ag ab. 

Die Trigonometrie giebt dieſe Geſchwindig⸗ 

feiten durch die Formeln: 
esSin. e sin. c 
sinn ta)” sin + on) 
Yu vielen Fällen der Anwendung find die beiden Geſchwindigkeiten winkelrecht 
gegen einander gerichtet, dann ift alſo ©; + m = 90°, sin.(&, + &%) 
=1,ımd es folgt: 
G = 0.008. = C.83N.0 UNd C; = C81Nn.&, == 0005... 

Uebrigens kann aud aus einer Seitengefchwindigfeit (cy) und ihrem Rich⸗ 
tungswinlel (ccy) die Richtung und Größe der anderen Seitengeſchwindigkeit 
gefunden werben. Endlich laſſen ſich auch aus den Geſchwindigkeiten c, c, 
ud c, ihre Richtungswintel beftinnmen, wie man aus den drei Seiten eines 
Dreieds die Winkel deflelben findet. 

Veiſpiel. Es ſei die Geſchwindigkeit ce = 10 Meter in zwei Seitengeſchwin⸗ 


en zu zerlegen, deren Richtungen um die Winkel &, = 65° und «a, — 70° 
von ihrer Richtung abweichen. Diele Geſchwindigkeiten find: 





co = 


punft D der die c vorftellenden Graden andere. 
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10s1n.700 9,397 1081n.65° 9,063 
= 1800 Tin 1 Tube = 1950 "0,7071 

$. 36. Polygon und Parallelepiped der Geschwindigkeiten. 
Durch) wiederholte Anwendung des Patallelogrammes der Gefchwinbigfeiten läßt 
fich jebe beliebige Anzahl von Geſchwindigkeiten in eine einzige Geſchwindigleit ver⸗ 
wandeln. Die Conftruction des Barallelogrammes A.BDC (Fig. 71) giebt 
die mittlere Gefchwindigfeit AD zu cı und cz; durd) Eonftruction des Paralle- 
logramms ADFE erhält man in AF die mittlere Gefchwindigfeit zu AD 
und AE — c;, und ebenfo ftellt fid) durch Conftruction des Parallelo- 
gramme® AFHG die mittlere Gefchwindigfet AH — c von AF und 
AG c.. und dadurch aud) die von ci, C2, cz und c4 heraus. 

Am einfachften ergiebt ſich die in Trage ftehenbe mittlere Geſchwindigkeit 
durch Conftruction des Bolygones ABDFH ber Gefchwindigleiten, 
defien Seiten AB, BD, DF und FH den gegebenen Gefchwindigfeiten 
Cı, €, Ca und c4 parallel und gleich gemacht werben, und defien legte Geite 
AH allemal die refultivende Geſchwindigkeit ift. 


Fig. 71. Fig. 72. 


—12,81 Meter. 








Auch in dem Falle, wenn die Geſchwindigkeitsrichtungen nicht in einerlei 
Ebene liegen, läßt fich die mittlere Gefchwindigkeit durch mehrfache Anwen⸗ 
dung des Parallelogrammes der Gefchwindigkeiten finden. ‘Die mittlere Ge 
ſchwindigkeit AF— c (Fig. 72) von drei nicht in einer Ebene befindlichen 
Geſchwindigkeiten AB — cı, AU = «a und AE= cz ift bie Diagonale 
eines Parallelepipeds BCHG, deilen Seiten dieſen Geſchwindigkeiten gleich 
find. Man fpricht daher wohl aud von einem Parallelepiped der Ge— 
ihwindigfeiten. 


$. 37. Zusammensetzung der Accelerationen. Zwei gleichförmig 
bejchleunigte und mit Null Gefhwindigfeit anfangende Bewegungen 
geben in ihrer Zufanmenfegung wieder eine gleichförmig bejchleunigte Be 
wegung in der geraden Linie. Bezeichnet man die Wccelerationen dieſer nad) 
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den Richtungen AX und AY (Fig. 73) vor fich gehenden Bewegungen durch 
?ı und 9, fo find am Ende der Zeit £ die Räume: 





Big. 73. AM=ı= af 
und 
MU 
AN=y= 7: 
und e8 ift ihr Verhältniß 
x _Mf _Pı 


y pmU 
‚ von der Zeit gar nicht abhängig, deshalb 
aljo der Weg AO ber zuſammengeſetzten 
Bewegung ein geradlinigr. Macht man 
AB=p,m BD=AC=p,, fo erhält man ein PBarallelogramm 
ABDC, weldyes dem Parallelogramm AMON ähnlich und für welches 


1/. 2 — 
= aM _ — — , alſo 40 — 1 AD.t: iſt. 
Dieſer Gleichung zufolge iſt der Weg 40 der zuſammengeſetzten Bewegung 
dem Quadrate der Zeit proportional, die Bewegung ſelbſt alſo gleichförmig 
beſchlennigt, und die Acceleration derſelben die Diagonale AD des aus 
den einfachen Accelerationen 9, und ꝓpꝛ conſtruirten Parallelogramms. 

‚So wie man alſo durch das Parallelogramm der Geſchwindigkeiten Ge⸗ 
ſchwindigkeiten zuſammenſetzt und zerlegt, ebenſo laſſen ſich nach genau den⸗ 
ſelben Regeln durch ein Parallelogramm, welches man das Parallelo— 
gramm der Accelerationen (franz. parallélogramme des accélérations; 
engl parallelogram of accelerations) nennt, Xccelerationen zu einer einzi⸗ 
gen vereinigen, fowie in mehrere andere zerlegen. 





Zusammensetzung von Geschwindigkeiten und Accelera- $. 38. 
tionen. Aus der Bereinigung von einer gleihfürmigen Bewegung 
mit einer gleihförmig befchleunigten geht eine gänzlich) ungleich) 
förmige Bewegung hervor, wenn die Bewegungsrichtungen nicht zuſammen⸗ 
fallen. Während einer gewiffen Zeit 4 wird in der einen Richtung AX, 
dig. 74, mit Null, Anfangsgejchwindigfeit und der unveränberlichen Accele⸗ 
ration y der Weg « 

8? 
AM=ı= 7 , 
md in der Richtung AY, weldye um den Winkel XAY = « von bet 
Rihtung A X abweicht, mit der conftanten Geſchwindigkeit c gleichzeitig der 
Weg AN=y= ei 


a — 
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zurüdgelegt, und es ift daher der auf diefe Weife bewegte Körper am Ende der 
2, 

Zeit € im vierten Eckpunkt O des aus x — r und y —= ct conftruirten 

Parallelogramms angelangt. Mit Hülfe diefer Formeln läßt ſich zwar der 

Ort des Körpers für jeden Augenblid finden, aber derfelbe liegt nicht mehr in 

einer geraden Linie, fondern gehört einer Curve an, deren Gleichung durch 

Elimination der Zeit t gefunden wird, And zwar, indem man t! — 2 aus 


2 
der zweiten Gleichung in die erfte Gleichung æ — de einſetzt. Auf diefe 


Weiſe folgt die Gleichung der Bahn des Körpers: 


2e?x 





2 
x—®% oder y? — 


Diefer zufolge verhalten fich die Wege (x) in der zweiten Bewegungsrichtung 
nicht wie die Wege felbit, fondern wie die Quadrate (y?) der Wege in der 


Fig. 74. Fig. 75. 





erften Bewegungsrichtung, und es ift deshalb der Weg des Körpers aud) 
feine gerade, fondern eine gewiſſe krumme Linie, welche man in der Geometrie 
unter dem Namen die Parabel (franz. parabole; engl. parabola) kennen 
lernt. 

Während fic) beifpielsweife die Wege in dev Richtung AY wie die Zahlen 
1, 2, 3, 4 u. ſ. w. zu einander verhalten, ftehen die Wege in der Richtung 
AX in den quadratifchen Berhältniffen 1, 4,9,16 u. f. w. zu einander und 
find die Eckpunkte &, ß, 7,0 u. ſ. w. der aus je zwei dieſer Wege gebildeten 


Barallelogramme Punkte in der parabofifchen Bahn A O des bewegten Körpers. 


Anmerkung. € ſei ABC, fig. 75, ein Kegel mit freisförmiger Bafıs 
AEBF, fowie DEF ein Schnitt deffelben parallel zur Seitenlinie BU und 
winkelrecht zum Durchſchnitt ABC geführt, und OPNY ein zweiter, mit der 
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Bas paralleler und deswegen ebenfalls kreisſörmiger Durchſchnitt. Es ei 
ferner EF die Durchſchnitislinie zwifchen der Baſis und dem erften Schnitte, 
und ON die zwiſchen beiden Schnitten; denken wir und endlih im triangulären 
Durchſchnitte ABC die parallelen Durchmeſſer AB und PQ und im Schnitte 
DEF die Axe DG geführt. Alsdann gilt für die halbe Kreisfehne MN—=MO 
die Gleichung MN®— PM.MQ; aber MQ it = GB un für PM gilt die 
Proportion PM: DM = AQG:DG, es ergiebt fi} daher: 


MN? = B@G. DM . AG AG, 
Ebenjo ift aber au) GE? = BG.AG; dividirt man daher beide Gleichungen 
darch einander, fo folgt: 

DM _MN 

DE" gm’ | 
es verhalten ſich aljo die auf der Are abgejänittenen Stüde (Ab- 
feiffen), wie Die Quadrate der entjprehenden Perpendikel (Ordi: 
noten). Diejes Gefeg flimmt mit dem oben gefundenen Bewegungsgefege voll 
fommen überein ; e8 geht aljo diefe Bewegung in einer krummen Linie DNE 
vor fi, welche einem Kegelſchnitte angehört. 
Ueber. die Sonftruction, Tangentenlage und andere Eigenihaften der Parabel 

iR im Ingenieur Seite 175 u. |. w. nachzufehen. 

Parabelbewegung. Um die aus der Zufammenfegung von Geſchwin⸗ 8. 39. 
digfeit und Acceleration hervorgehende Bewegung vollftändig zu fennen, muß 
man auch noch die Richtung, Geſchwindigkeit und den durdhlaufenen 
Weg für jede Zeit (t) angeben können. Die Geſchwindigkeit parallel zu 
AY it unveränderlid) — c, bie parallel zu AX aber unveränderlid) v und 
zwar v — pt; conflruirt man nun aus ben Geſchwindigkeiten c und v fir 
einen Punkt O der Bahn das Parallelogramm Ocwv, Fig. 76, fo erhält 

Tig. 76. 


.—— |. 
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Reisbach's Lehrbud der Mechanik. I. 8 
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man in ber Diagonale 10 deffelben die mittlere oder die veränderfiche Gefchtwin- 
digkeit, mit welcher der bewegte Körper die parabolifche Bahn AO durdj- 
läuft. Dieſe Geſchwindigkeit ift: 

w—WVe? + v2 + 2cvcos.a —=Vo? + 2cptcos.a + (pt)? (f.$.34), 
wobei & den Winkel XAY— vOc bezeichnet, welchen die Richtungen AX 
und AY der Bewegungen zwifchen fich einfchließen. Die Richtung diefer 
Gefchwindigfeit ift zugleich die Tangente der parabolifchen Bahn AO in O, 
daher fie auch Tangentialgeſchwindigkeit genannt wird. Für den Winkel 
vOw = XTO = 0, welden die Tangentialgefchiwindigkeit so mit ber 
Arenrichtung AX einfchließt, hat man die befannten Formeln 








mn csin.a 
und 
v + ccos.a v pt 
colandı.U = ————— — cota. — cotg. — —. 
9.0 cSin. cotg. x + c sSin. x Cor. © esin.“& 
Tig. 77. 
Auch ift 
MT — ’; 
MO ce‘ 


daher die fogenannte Subtangente: 


- "wer, 
HT=,.NM=Tytt=2—, 


x 
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di: Subtan.. MT —= 22 = 2 AM. 

Um endlich noch den Raum oder Curvenbogen AO — 8 zu finden, kann 
man fi) der Formel 6 — wor ($. 19) bedienen, wonach fid) die Elemente ' 
6 aus dem »eitelemente v und den verfchiedenen Werthen der Tangential⸗ 
geſchwindigkeit berechnen laſſen. Es ift hiernach: 

s=-w +0 4 w)r 
t 
= tm tat tw 
wenn die Zeit der Bewegung mit t bezeichnet und die Anzahl der Zeitelemente 


= ,- angenommen, alſo — — geſetzt wird. Uebrigens giebt die Formel 


v— Ve? + 2rptcos.a + (pt)? 
die verichiedenen Werthe wo), We, Wz.... w,, wenn man darin ber Reihe nach 
t=r,2r,3r...nt ſetzt. - 


Auch hat man — und 


vo — \ c? + 2p’ycos.a + (2). 


Rad) der Siumpfon’fchen Regel kann man den mittleren Geſchwindig⸗ 
leitswerth 
nm +4 +2 +4w + dw + , 
3n 
ſetzen und hiernach den parabolischen Weg 
s — wt berechnen. 
Uebrigens giebt die höhere Geometrie einen complicirten logarithmiſch-trigo⸗ 
nometrifchen Ausdrud für die Länge eines Parabelbogens (ſ. weiter unten, 
Artitel Kettenlinie). 


Mit Hülfe der im Borftehenden gefundenen Formeln kann man aus der $. AO. 

gegebenen Geſchwindigkeit c, der Acceleration 9 und dem Winkel & zwiſchen 
den Bewegungsrichtungen für jede Zeit t die Koordinaten des Orts, bie 
Beweguugsrichtung und die Geſchwindigkeiten, ſowie annäherungsweife aud) 
die Länge des von dem bewegten Körper zurlidgelegten Weges berechnen. 
Ta nım aber der letztere eine gemeine Parabel ift, fo hat man noch den 
Scheitel derfelben zu ermitteln,.fowie die orthogonalen Coordinaten des bes 
wegten Punktes anzugeben. 


j | 
Aus der gefundenen Gleichung y? — — dr y=c \ = folgt 


jogleich, daß jeder Abſciſſe AM= x, zwei gleiche entgegengejeßte Ordinaten 
ty und — y angehören, daß folglich die Richtung A X der Acceleration 
’ g* 


- - 2 m ne» 
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zugleich die Richtung der durch den Scheitel C gehenden Hauptare CX,, der 
parabolifchen Bahn des bewegten Punktes ſei. Die Anfangsgeſchwindigkeit c 
defielben läßt fi in die Componenten ce, — csin. @ und c3 = 008.0 
zerlegen, wovon der leßtere als eine in einer gewillen Zeit fo durch die Acces 
leration 9 erzeugte Geſchwindigkeit anzufehen ift und fi) daher = pt, fegen 
läßt. Sind nun a und d bie gefuchten orthogonalen Coordinaten CB und 
BA des Punktes A in Hinficht auf den Parabelfcheitel C, jo hat man daher: 


b=cah = chsin.a 





und 
4 Plo.tq — ccos.. to — cto C0S.& 
== 5 — m 
oder, to = 0 eingeſetzt: 
eꝰ sin. cos. ersin. 2 u 
b = —  -— 
p 2p 
und 


4— c? (cos. &)? 
2p 
Mißt man nun die orthogonalen Koordinaten CN, =xı md N O=yı 
vom Scheitel C aus, und rechnet man ebenfo die Zeit 4, vom Abgang in C 
an, fo hat man zu ſetzen: 


= F— bcotang. &. 


_ pt 
%aı = 2 
und 
91 citi = esin.a.t —= chsin.g, 
daher auch - 


__ PM ae 2% 
= 55 (sin.a)?' jowie yı — esin.« \ r 


Anmerlung. Die jeither abgehandelte Theorie der parabolifchen, aus einer 
unveränderliden Geſchwindigkeit und einer conftanten Acceleration hervorgehenden 
Bewegung findet ihre Anwendung in der Balliftit, oder der Lehre von der Wurf: 
bewegung. Die ſchief auf: oder abwärts gemworfenen Körper würden in folge ihrer 
Anfangsgeſchwindigkeit (c) und der Acceleration der Schwere (g = 9,81 Meter oder 
381Y, Fuß) einen Parabelbogen durdjlaufen, wenn der Widerfland der Luft bes 
feitigt wäre, oder die Bewegung im luftleeren Raume vor fi ginge. Iſt die 
Wurfgeſchwindigkeit nit groß, dagegen die Dichtichleit de geworfenen Körpers 
bedeutend, jo fällt die Abweichung von der Parabel klein genug aus, um dieſelbe 
ganz vernadläffigen zu können. "Am volllommenften wird noch die paraboliiche 
Bahn an jpringenden Waflerftrahlen, wie fie fi beim Ausfluſſe aus Gefäßen, bei 
Sprigen u. |. w. bilden, vorgefunden. Abgeſchoſſene Körper, wie 3. B. Geichüg- 
kugeln, bejchreiben in Folge des großen Luftwiderftandes, .von der Parabel bes 
deutend abweichende Bahnen. 


&. 41.] Zufammengefebte Bewegung. 117 


Wurfbewegung. Ein unter dem Elevationswintel X, AY a (ig.78) $. Al. 

abgeichoffener Körper fteigt auf eine gewiſſe Höhe BC, welche die Wurfhöhe 
Fig. 78. (franz. hauteur du jet; 

engl. height of projection) 
genannt wird, und er ers 
reicht beim Herabfallen die 
Horizontalebene, von der 
er in A ausgegangen ill, 
in einer Entfernung AD, 
welhe die Wurfweite 
(franz. amplißtide du jet; 
engl. range of projection) 
heißt. 

Aus der Geſchwindigkeit 
c, der Xcceleration g ber 
Schwere und dem Elevationswinfel & folgt der Weg in ber Wurfrichtung, 





AT= ct.. 

fowwie der Weg in der Fallrichtung 
rc 
2 7 


daher ſind die horizontalen und verticalen Projectionen der Bahn 40 des 
geworfenen Körpers: 


AN— ATocosa,d.i.2 = ctcoos..e, 








md 
Arn m. mn . . gt? 
O = ATsin.a — TO, d. i. = ctitsin.a — ce 
Auch folgt, wenn man t = —* — in die zweite Gleichung einſetzt: 
—3—65 
TR 2 \ccos.a 
oder 
. 9x? 
y == zlang.a — I [1 + (tang.«)?], 
da ſich ' 
ine, 
casa lang. 
und 
1 


(cos. 0): —|]1 + (tang. 0)? 


jepen läßt. . 
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Sury=0ifltz entweber aud) = 0, oder — der Wurfweite AD, 
und zwar 


g 2 2 
= 2e (cos. @)? lang. — ze sin.a cos. — < sin.20, 
9 9 9 
folglid) die Halbe Wurfmweite: \ 
— — * 
AB=WAD=a= — sin.?2e, 
Ja er 
Auch ergiebt fi, wenn man in der Gleichung 


2 
y= rtang.a — — —. 
e 2c?(cos.«)? 


— il. ad sin. cos. einſetzt 
a = 5 7 . . tz 
y= E (sin. ©)? — Ka (sin. a)? 
9 29° 0° 
d. i. die Wurfhöhe: 
ce. 
b= 39 (sin. &)2. 
Letztere ift ei Marimum mit sin. « — 1, alfo beim fenkrechten Wurf, 


und zwar — erſtere ift dagegen ein Marimum mit sin.2& — 1, alfo 


2 5; 
fir 2& = 90%, d. i. für @ = 45°, Bei dem Elcvatienowinbel a — 450 


fallt aljo die Wurfweite 20 am größten, und zwar — = = 2 — 7 d. i. 
doppelt ſo groß als die größte ſenkrechte Steighöhe aus, auch folgt, da sin. 450 


⸗*z/, iſt, die entſprechende Wurfhöhe 
c? Ä 
bel, — =, —, 
Dh Er 
d. i. gleich ein Biertel der entfprechenden Wurfweite. 
Giebt man der Gleichung 


y= rtang.a — = [1 + (tang. «)?] 
die Form 
(cang. æ)ꝰ — * tang. = — (1 + 2 2)» 
und ipt diefelbe in Hinficht auf kang. & auf, fo erhält man die Gleichung: 


ung" +y (2) — ( +). 


welche diejenige Größe des Wurfwinfeld & angiebt, bei welchem ein durd) bie 
Soordinaten z und y gegebenes Ziel O erreicht wird. 
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(5) = — ee ya, baher 
e=Vo(W + Va: +), 
fo fält einfach) tang.« — z aus, und dann wird das Ziel am höchſten 


Punkte oder im Scheitel der Wurflinie erreicht. 

Kleinere Werthe von c madjen fang. imaginär, größere Werthe führen 
dagegen auf zwei Werthe von tang.a; im erfteren Falle ift das Ziel gar 
wicht zu erreichen, im zweiten wird e8 dagegen ſowohl beim Auffteigen, als 
an) beim Niederfallen des Gefchofies getroffen. 

Beifpiele. 1) Ein unter dem Elevationswintel von 66° mit 20 Fuß Ges 
fhwindigteit auffleigender Wafferftrapl, dem alfo die Gefctwinbigteitspöge 
k= 0016.20? = 6,4 Zub zufommt, fleigt auf die Höhe a = Asin.ad — 
6,4 (ein. 6602 34 Fuß und hat die Wurf oder Sprungweile 2b 
2.64sin. 132° = 2.6,43in.48° — 9,51 Fuß. Die Zeit, weiche jedes Wafler- 
theilden braucht, um den ganzen Barabelbogen A CD (Fig. 78) zu durdlaufen, ift 

— 2.20. 5in.660 














un ee EEE = 117 Seunde. Die Höfe, melde dem do⸗ 
eiontalabfande AN=z=3 Fuß entipriät, iſt 
19 _ 035156 
yz3.tang.609 — zog. (o0n,0005 = 6738 — Qrasıs 


= 6,738 — 2,125 = 4,613 Buß. 
2) Man hat durd ein Bohrloh AB, Fig. 79, in einen alten Grubenbau 
CD eingeſchlagen, und es lommt das darin angejammelte Waſſer durch das 
Sig. 79, Bohrloh zum Abflug. Um 
Bu nun den Waſſerſtand in dem 
Grubenbau zu ermitteln, ift 
die halbe Sprungweite AH 
= a und die zugehörige 
Sprunghöfe HO ⸗ b des 
Waflerftraßls, welcher fi) in 
den freien Raum der Strede 
E exgieht, gemeflen worden. 
Die Formeln a — ct und 


1-40). 





für die gefuchte Ausflußgeigmindigteit, und wenn der Geſchwindigkeitsverluft, wels 
den das Wafler beim Durchfluß durch das Bohrloch erleidet, vernagläffigt wird, 
fo iR der Waſſerſtand oder die Höhe des Wafferjpiegels im Grubenbau über der 
Lohrlogsmündung: 





$. 42. 
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Mißt z. B. bei der Sprungweite a = 6 Meter und die Sprunghöhe d0,35 
Meter, fo ift der geſuchte Waflerftand im alten Grubenbau: 
62 


— — = — = 2571 Meter, 


während bie Ausflußgeſchwindigkeit 
c = V2gk = V19,62.25,71 = 22,46 Meter 
beträgt, und das ſtündlich abfließende Waflerguantum 
Q = 3600 Fe — 3600 . 0,0019635 . 22,46 — 158,8 Cubitmeter 


beitragen würde, wenn das Bohrloh einen Durchmeſſer von 5 Gentimeter, oder 
einen Querjchnitt von 19,685 Duadratcentimeter hätte. 


Springende Wasserstrahlen. Die Eigenthümlichleiten der Bewegung 
des Waſſers in fpringenden Strahlen werden befonders durch Folgendes dar- 
gethan und zur Anfchauung gebracht. Nad) dem Borftehenden find 
gar[l + (tang.«)?] 


y = 7ætang. — 9.03 


- und 


gz;[l + (tang.«,)?) 

2 0? 
die Gleichungen der Parabeln, welche zwei mit derfelben Gefchwindigfeit e 
unter verfchiedenen Neigungswinteln & und a auffteigende Wafferftrahlen 
bilden. Setzt man 7, = 7 und fubtrahirt man diefe Gleichungen von ein» 
ander, fo erhält man die neue Gleichung 


Yyı = Iılang.aı — 


1 2 
y— Yyı = (tang. æ — tang.cı) — Ir [(tung.«)? — (tang.0,)?] 


= r(tang.a — lang.cı) (1 — — (tang.a + tang. “))- 
Nimmt man ferner an, daß dieſe beiden — nahe unter den⸗ 
felben Winkeln aufſteigen, und verlangt man endlich, daß beide Parabeln 
einen Punkt gemeinſchaftlich haben, jo hat man yı — y, daher 
x (tanꝗg. — tang.cı) (1 — * (tang. « + ang. )) =(, 
alſo 
ẽ(ang. -4 tangq. c) = l, 


2.09 
oder, da ſich &; = « fegen läßt, einfad) 
gxtang.a 0? 
— =], oder tang. — 77 


Führt man dieſen Ausdruck in ber Gleichung 
2 
y= zlang.a — nn [1 + (tang.«)?] 
ein, fo erhält man die Gleichung 
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_  _IE — — _gI8 
5656 + a) = 

der Curve DPSPD, Fig. 80, welche durd) die benachbarten Punkte geht, 


worin fich je zwei der mit verjchiedenen Winkeln aus einem und demjelben 
Fig. 80. 





K 


Punkte A auffteigenden Parabeln fchneiden, und daher aud) das ganze Syſtem 
ver Parabeln AUD, AOR u. |. w. berührt oder umhillt. 


Die Sprunghöhe des ſenkrecht auffleigenden Strahles ift AS — 5 


ud die Sprungweite des unter dem Winkel « — 45 Grad aufſteigenden 
Etrables ACD it AD— 2. 9.0 — 978 
29 29 
Berlegt man den Coordinatenanfangspunft von A nad) S, erfegt man 
aljo die Goordinaten AN = x und NP = y durd) die Coorbinaten 
SU=uun UP = v, fo hat man 
3 


y-45— SUI=,,-umz=4N= UP=v, 
daher geht die obige Gleichung 


„_.. ge. f . 
y= 39 20 in folgende über: 
_gv? „_ 20 
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Diefe Gleichung gehört der gemeinen Parabel mit dem Parameter p — 
R —n | 
—— 448 an, und e& ift daher auch die Umhällungscurve DPSPD 
der jänmtlichen aus demfelben Punkte A auffteigenden Waflerftrahlen Die 
gemeine Parabel mit dem Scheitel S uud der Are SA. 


Big. 81. 





Ein nad) allen Richtungen aus A auffteigendes Strahlenbiindel wird 
folglich) von einem Paraboloid umhüllt, welches durch Umdrehung der Um: 
hüllungsecurve DPSPD um AS entiteht. 

Iſtet die Zeit, in welcher der in einer Parabel auffteigende Körper den 
Bogen AO, Fig. 81, zurüdlegt, deffen Coordinaten AM —=x und MO=y 


find, jo hat man 
gt? 
= = ctcos.a und y = ctsin.a — —, 


y+ !Yagt J 
ct 
Setzt man nun dieſe Werthe flir cos. und sin. in die befannte trigos 
nometrifche Formel (cos.a)? + (sin.a)? — 1 ein, fo erhält man folgende 
Gleichung: 


folglich auch 


x 6 
cOos. — 7 und sin.a = 


S. 43] Zufammengefeßte Bervegung. 123 


2 3 1/ 3,2 
* * — u — 1, oder ⁊ꝰ - ag)? = ct. 
Wenn von einem Punkte A, Fig. 81, aus, gleichzeitig in derſelben Ver⸗ 
ticalebeue Körper unter verfchiedenen Neigungswinfeln mit gleichen Gefchwin- 
digleiten emporgeworfen werben, jo find die Drte, welche diefelben nach irgend 
einer Zeit d einnehmen, durch die zulegt gefundene Gleichung beftimmit, welche 
einem Kreife vom Halbmefler r — et angehört, defien Mittelpunkt um 
de Größe a !/, gt? fenkrecht unter dem Ausgangspunkte A Liegt und beffen 
Gleichung ſich daher in der Form x? + (y + a)? = r? darſtellen läßt. 
Tiefer Kreis wird daher auch gleichzeitig von den in einem und demſelben u 
Angenblide aus A auffteigenden Elementen der fpringenden Wafferftrahlen 
ACD, AOR, ALS... erreicht. 


Sest man in der Formel dt, — — ,. = 45, = AB=--, 
c C0S.& 
. c 
ein, jo erhält man 4, — 3005.40 150 TV” 3, daher die Zeit zum 


Durchlaufen des Parabelbogens ACD, t —= 21, — / 7 V2, und den Halb: 
mefler des Kreiſes DLD, welcher von den verfchiedenen Wafferelementen 
gleichzeitig erreicht wird: 

KD=r=a=ly3 — 35 Ve—28285- — 2,828.48, 
jowie den Abſtand des Mittelpunktes K von A: 


AKzaeytm- al — 015 
’ 9 PT —2* 

Theilt man nun DK in 4, fowie AK in 16 gleiche Theile, jo kann 
man, da r mit & und a mit £? proportional wächſt, aus den Theilpunkten 
1,4, 9 von AK mit \/, DK, ?/;, DK und 3/, DK andere Kreife befchrei- 
ben, weldye andere in gleichen Zeiten duchlaufene Parabelbögen abjchueiden. 
So fchneidet z. B. der aus (1) mit 1a — 1/, DK befchriebene Kreis in 
den Bunften a@,a,..., fowie der aus (4) mit 48 —= 1, DK beichriebene 
Kreis in den Punkten ß, F „ gleiägeiig durchlaufene Parabelwege A, 
Au, ..., fowie AB, APßı.-. 

Dreht man diefe Kreife um F verticale Are KL, ſo beſchreiben fie die 
Kugelflächen, welche die gleichzeitig durchlaufenen Parabelwege begrenzen, 
wenn die Etrahlen rund herum, nad) allen Richtungen und unter allen Nei- 
gungewinfeln auffteigen. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Aus ber Bereinigung $. 43. 
von mehreren Geſchwindigkeiten mit mehreren unveränderlichen Accelerationen 
entipringt ebenfalls eine parabolifche Bewegung, denn es laffen fich nicht 
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nur die Gefchwindigkeiten, fondern aud) die Accelerationen zu einer einzigen 
vereinigen; es ift aljo das Ergebniß daffelbe, al8 wenn nur eine Gefchwin- 
digkeit und nur eine Acceleration, d. i. nur eine gleichförmige, und nur eine 
gleichförmig befchleunigte Bewegung vorhanden wäre. 

Sind die Xccelerationen veränderlid), fo kann man fie ebenfo gut zu einer 
mittleren vereinigen, als wenn fie conftant wären, denn es ift erlaubt, dies 
felben in einem unendlich Heinen Zeittheilchen (7) als unveränderlich, die 


entſprechenden Bewegungen alfo innerhalb diefes Theilchens als gleichförmig 


$. 44. 


befchleunigt anzufehen. Allerdings ift die refultirende Ucceleration veränders 
lich, wie ihre Komponenten felbft. Bereinigt man nun diefe refultirende 
Acceleration mit der gegebenen Geichwindigfeit, fo läßt ſich ein Meiner Para⸗ 
belbogen angeben, in welchen: die Bewegung während eines Heinen Zeittheil- 
hend ftatthat. Beſtimmt man fo für das folgende Zeittheilchen wieder Die 
Geſchwindigkeit und die mittlere Acceleration, fo läßt ſich ein neues, einer 
anderen Parabel angehöriges Bogenftüd finden, und führt man fo fort, jo 
erhält man dadurch nad) ımd nad) die angenäherte vollftändige Bahncurve. 


Man Tann jeden Heinen Bogentheil irgend einer Curve als einen Kreis⸗ 
bogen anfehen. Der Kreis, welchem diefer Bogen zugehört, Heißt Kriüim- 
mungstreis (franz. cercle osculateur; engl. circle of curvature, oscula- 
tory eircle), und fein ihm zugehöriger Halbmeffer Krümmungshalb- 
meffer (franz. rayon de courbure; engl. radius of curvature). Es läßt 


ſich ebenfo die Bahn eines bewegten Körpers aus Kreitbogen zufammenfegen, 
und deshalb eine Formel für 


ihre Halbmeſſer entwiceln. 

Es ſei AM (fig. 82) 
ein jehr Heiner gleichförmig 
beichleunigt zurlidgelegter 


2 
Weg * — * in der Rich⸗ 


tung AX, und AN ein 
fehr Fleiner, gleichförmig 
durdjlaufener Weg y— vr, 
und O der vierte Eckpunkt 
des aus x und yconftruir- 
ten Parallelogramms, d. i. 
ber Punkt, welchen der von 
A ausgehende Körper am 
Ende des Zeittheilchens (r) 
einnimmt. Legen wir 40 
techtwinfelig gegen AY 


Tig. 82. 
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und ſehen wir nun zu, aus welchem Punkte C in diefer Linie fich ein Heiner 
Kreisbogen durch A und Obefchreiben läßt. Wegen ber Kleinheit des Bogens 
AO fönnen wir annehmen, daß nicht allein CA, fondern aud) die Gerade 
COP reditwinfelig auf AY ftehe, daß alfo im Heinen ‘Dreiede N OP der 
Binfel N PO ein rechter fei. Die Auflöfung diefes Dreiecks giebt: 


2 
OP—= ONsin.ONP= AMsin.XAY—= * sin. x, 
und die Tangente 
\ pr? pt 
AP=AN+ NP=vr+ > cos. v +7 08. r, 


welche ſich — vr fegen läßt, weil = cos.« wegen bes unendlich Meinen 


Faciors T gegen © verjchwindet. Nun ift aber nad) der Lehre vom Kreiſe 
APP — OP.(OP + 2C0), oder, da OP gegen 2 CO verfchmwinbet, 
AP —= 0P.2C0; & folgt daher der gejuchte Krümmungshalb- 
meſſer: 

AP: v?r? v? 

A4=00=r= 20P prsina psna 

Um den Krümmungshalbmeſſer conftruitend zu beſtimmen, trage man auf 
die Normale der anfänglichen Bewegungsrichtung A Y die Normalaccele- 
ration, d. i. den normalen Componenten psin.« ald AD auf, verbinde 
den Endpunkt Zu der Gefchwindigleit AE — v mit D durd die Gerade 
DE und ziehe EC winkelreht auf DE; der dadurd) beftimmte Durd)- 
ſchnitt C mit der eıften Normalen ift der Mittelpunkt des Krlimmungs- 
kreiſes durch A. 

Durch Umkehrung der letzten Formel folgt die Normalacceleration 


m = psin.a — 2; es wächſt hiernach dieſelbe wie das Quadrat der Ge— 
ſchwindigkeit und umgekehrt wie der Kr Ummungöhalbmeiler r, alſo direct 
mit der Stärke der Krümmung. 

Beifpiel Für die durd die Acceleration der Schwere bewirkte paraboliſche 
Bahn iſt = 0,1019 ein — Meter, und im Scheitel dieſer Curven, wo & — 900, 


alle zia.« ⸗ I, fällt r = 0,1019c2 aus. Bei einer Geſchwindigkeit von 20 Meter 
ergäbe fich alfo r = 0,1019.400 = 40,76 Fuß; je mehr ſich aber der Körper 
vom Scheitel entfernt, defto Kleiner wird « und defto größer wird folglich der 
Rrämmungshalbmefjer. 


Hat der Bunft A das Wegelement AO, — 01, Fig. 83 (a. f. S.), durch⸗ 8. 48, 
laufen, So ift feine Geſchwindigkeit eine andere geworben, weil fid) num zur 
anfänglichen Gefchwindigfeit c in der Richtung von A Y die erlangte Ges 
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ſchwindigkeit a. — pr in der Richtung von AX gefellt, ımb es ift folglich 
für den neuen Geſchwindigkeitswerth v,, bem Parallelogramım der Geſchwin— 
digfeiten zufolge: 

v? —c?2 + 2cprcos.a + pr? —= c? + pr(2ccos.a + pr), 
oder, da pr gegen 2 vcos.a verichwindet, 

v? —=c? + 2cpr.cos.o. 


Sig. 88. 





Noch ift cr das Wegelement AN. = AO, — G6Oi, und Pc08.0 die Tan- 
gentialacceleration, d. i. der Component % der Xcceleration p in der 
Zangenten- oder Bewegungsrichtung (Fig. 83), daher hat man: 

vu — ce? 
2 
Ferner ift 0, cos.& die Projection AR, — £& des Wegelementes in der 
Richtung der Ncceleration, daher hat man aud): 
7 — ec 
| 2 

Bei fortgefegter Bewegung geht nad) und nad) v, in 9, ©g...o, über, 

wobei die projicirten Wegtheite um &, &;,... &, wachen, es ift 
‘ 2 


= xGi. 


—=ıpE. 





2 «2 2 .2 2 
vꝰ — * vr u. — u 
2 1 _ 3 2 _ ‚en nl — 
2 pE, 92 Pen‘ 2 — pE, 


daher folgt durch Addition: 
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2 c? ‘ 
=p( + &: + ++#&,) —p2, 


oe — 

2 
wenn z die Projection AR des ganzen Eurvenweges AO in der Richtung 
AX der Xcceleration p bezeichnet. Auch läßt ſich 

."—d__ pı tm + rm) 

2 — n * 
ſetzen, wenn die Acceleration variabel iſt und nach und nach die Werthe 
Pr Pr... p, annimmt. 

Es iſt alfo die Veränderung des Quadrats der Geſchwindigkeit gar 
wicht von der Geftalt und Größe, fondern nur von der Projection z 
bes Weges in der Richtung ber Ycceleration abhängig. Sie ift 
32. bei der Curve AL O dieſelbe wie bei der Curve AO, Os... O, da beide 
Wege in der Richtung der gemeinfchaftlichen Acceleration p die gemeinschaft: 
liche Brojection AR = x haben. Elhkenſo iſt 


ze (te ithlen 


wenn s den Curvenweg und x die mittlere Tangentialacceleration bezeichnet. 

Aus diefem Grunde haben 3.2. die Waflerelemente fämmtlicher fpringen- 

den Strahlen in Fig. 81, wenn fie eine und diefelbe Horizontale HH er- 

reichen, eine und diefelbe Geſchwindigkeit. Iſt, mie oben, c die Austritts- 

ober Anfangegefchwindigkeit, v die Gefchwindigfeit in 77T, und b die Höhe 
ber Linie Z/H über dem Anfangspunkt A, fo hat man 

vr — ce? 

2 


und daher 
= Ve? — 2ob. 

IR am einer gewifien Stelle der Bewegung, & — 90 Grab, fo fällt die 
Zangentialacceleration k = p cos.« — 0 aus und die Normalacceleration 
"—psin.a mit der mittleren Acceleration p zufammen. Aud) ift dann die 
Veränderung bes Gejchwindigfeitsquabrates bei Durchlaufung eines Weg- 
dementes 0, v? — v?—0, alfo v, —v; und wenn fid) num bei fortgejegter 
Bewegung in einer Curve die Richtung der Acceleration fo ändert, daß fie 
Rets normal zur Bewegungsrichtung bleibt, aljo eine Tangentialacceleration 
gar nicht vorkommt, fo ift auch bei Durdjlaufung eines endlichen Curven⸗ 
weged, vo? — vo? — 0, alfo v, = v, unveränderlich, aljo die Endgeſchwin⸗ 
digfeit gleich der Anfangsgeſchwindigkeit c. 

Die Narmalacceleration, bei welcher dieſe Beftändigfeit der Geſchwindigrei 


Ratthat, iſt 








=—ob, 


m—p— 
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und fie fällt bei der Bewegung im Kreife AOD, Fig. 84, da hier der 
Krummungshalbmeſſer CA=CO—=CD=r conſtant ift, ‚ebenfalls 

Fig. 84. - unveränderlicd aus. Umgekehrt bringt auch 
eine unveränderliche Acceleration, welche dem 
Körper unaufhörlich rechtwinkelig von feiner 
Bewegung ablenkt, eine gleichförmige Umdrehung 
im Kreiſe hervor. 


A NFE_y 


Beijpiel. Ein Körper, welcher in einem 
Rreile von 5 Meter Halbmefler jo herumgeht, daß 
er zu jeder Umdrehung 5 Secunden Zeit braudt, 





hat die Geſchwindigkeit c — a _ 2n.5 
—=2.n=6,283 Meter, und die Rormalacceleration 9 = (6,283) = — 7,896 Me⸗ 


ter; d. 5. er wird in jeder Secunde um Yp = 1.88% = E08 Meter von 
der geraden Linie abgelenkt. 


(3. 46) Krummlinige Bewegungen überhaupt. Bewegt fid) ein Pınft P, 
Fig. 85, nad) zwei Richtungen AX und AT zugleid, fo laſſen fich feine 
Wege AK—= LP=x und AL= KP=y als Coordinaten der von ber 
Sig. 85. Bahn befjelben gebildeten Curve 
APW anſehen, und ift nun 
01 da8 Zeitelement, innerhalb 
deſſen der Körper die Weg⸗ 
elemente PR = 9% und 
RQ — dy yurildlegt, fo hat 
man nad, ($. 21) die Ab- 
ſciſſengeſchwindigkeit: 
0% 
JBu=7: 
jowie die Ordinatenges 
ſchwindigkeit: 
_ 09 
2) = ry y 
und daher die daraus reſulti⸗ 
rende Tangential- oder 
Curvengefchwindigfeit, wenn die Bewegungsrichtumgen AX und AY 
den Rechtwintel einjcjliegen: 


)o—=Vr+r— Ve)’ + ee)’ Ver +r _ 2 





— 
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wo os das Curvenelement PQ bezeichnet, welches nad) $. 32 der analy- 


tiichen Hülfslehren 
Vox? + 9y? zu ſetzen ift. 
Ebenfo ift die Acceleration in der Richtung der Abfciffenare, oder die foge- 
nannte Abſciſſenacceleration nad) ($. 21): 


_ 18 

jewie die Ordinatenacceleration: 
—X 
= 


Hür den Tangentenwintel PTX = QPR=a, um melden die 
Benegungsrichtung Pv von der Abfeifjenrichtung abweicht, hat man: 


bang.a — 7 ⸗ 4, 
jowie aud): 
. _v _0y 
sin ⸗ 7 *3 757 
und 
os. — — oz, 
08 


Tie Accelerationen p und q Iaffen ſich nad) der Tangentialrichtund PT 
mud nach der Normalrihtung PN in die Komponenten: 
Mm =2cos.a und p — psin.o, fowie 
4 = gq8sin.a und g5 — cos. u 
zerlegen, woraus ſich durch eine andere Zujammenfegung die TZangentials 
acceleration: 
k=pn + Qu pe a + gsina 
_ du “ v uou + vOv 
- u» +7 Er u Tr 
und die Normalacceleration: 
m —=D — I = psin. — g cos. 
ou v OvV u vu — uov 


u» vo wot 


Run folgt aber aus u? + v2 — w? durch Differenziiren: 
uou + vOv = wow, 
daher ift einfach die Zangentialacceleration: 
6) x— wow _ 0Ow 


vo 8 
Berebad's Lchitnud der Mehanit. L 9 
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Ferner ergiebt fid) aus kang. = —; 


uov — vOou 
u? 
(f. analyt. Hülfslehren $. 8), und es ift der Krlimmungshalbmeflr CP—= CQ 
des Bogenelementes PQ, nad) $. 33 der analytiichen Hüulfslehren: 
- 083 
m 092? 0tang.«’ 


Otang. —= 


> 


daher folgt: 
u20s® 08? 0 ös 
— —— 3 REED m EEE, u — 
vou— vwovr—= —u tamya— ann —R 


und daher die Normalacceleration einfach 


mE _ wm, _W, 
vuft r Id r 
Enndlich folgt: 
08 
kös = :-08 = Dr Ow = wow; 


woraus fi num wie in m 21): 


2 _ 0 
” 5 = [kOs 
ergiebt, wenn man annimmt, daß bei Durcjlaufung des Weges s die Ge 
ſchwindigkeit ce in ww jibergeht. Es ift alfo auch bei der frummlinigen 
Bewegung die halbe Differenz der Geſchwindigkeitsquadrate bag 
Product aus der mittleren Acceleration (k) und dem Wege 8. 
Ebenfo ift 





20x + qüöy = udn + vOr = won, 
alſo auch noch 


9) Pr e — [dx + gdy) = [pOr + [a0y, 





und 


10) [kös = [px + [ady, -» 


köos=rox # qgoöy. 

Das Product aus ber Zangentialacceleration und bem Qur- 
venelemente ift alfo gleich der Summe von den Producten aus 
den Coordinatenaccelerationen und den ihnen entſprechenden 
Coordinatenelementen. 


Beiſpiel. Ein Körper bewegt ſich in der einen Axe AX mit der Geſchwin⸗ 
digkeit u 128, und in der anderen Axe A Y mit der Geſchwindigkeit = 449 — 9; 


oder 
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man ſoll die übrigen Berhältniffe der hieraus rejultirenden Bewegung ermitteln. 
Die entiprehenden Eoordinatenaccelerationen find: 
u v 
= y 2, wm * St, 
und die zugehörigen Coordinaten oder Axenwege jelbft: 


x = fwrt — fıarat — 682, und 


y=/ni= [un -9u=$8-9, 


wolern diefe Räume mit der Zeit 4 —= O beginnen. Die Eurven- oder Tangen- 
tialgeſchwindigkeit if: - 
o=Vu +9 =V14R +40 N=Vi6Hr +72 +81 = 4 +9, 
folglig Die Tangentialacceleration: 


dw __ 
k= *7* 8t . 
= der Orbinatenacceleration g, und der Eurvenweg: 
4 
— — 2 — 8 
8 = [wet = [ut +9t=z #49. 
Ferner ift für die Bewegungsrichtung: 


42 +9 
dlang. a = 54 , 
und der Krümmungsbalbmefier der Bahn: 
_ _ dt ___49N.2M__ HM 5 
— T Frrdtang.a 149) — — — NM oder 
2 
vr — 17° 


hiernach iſt nun nod die Rormalacceleration, wodurch der bewegte Körper 
die Retige Richtungsänderung erleidet: 


n=— = — 12, 
alle conftant. 


Die Gleihung der Bahncurve folgt, wenn man Et = y 3 in der obigen 
Sleihung für y einjegt: 


VE VE@e-JVE 


Die Ordinate y iR ein Maximum fit v SO, d. i. fir 0 — I: alſo für 


3 9 27 
— 7— = 2 — .— — — ° 
t zZ und = 6. =6 7 zz um: 


49 8 3 
‚=757 7117" °7707° 
Ei in dapıgen = 0, fr = T,net= VE, me= 9 es 


9% 
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läuft alſo die Bahncurve anfangs unter der Abſciſſenaxe hin, durchſchneidet nach 


der Zeit t — 7 ‚und zwar bei der Abſciſſe = = 3. dieſelbe, und bleibt von 


da an über dieſer Axe. 

Folgende Tabelle enthält eine Zuſammenſtellung der zuſammengehörigen Werthe 
bon Lt, u, v, w, x, y, tang. , r und s, wonach die entſprechende Bahncurve 
ABUDE in Fig. 86 conflruirt if. | | 
Big. 86. - E 


-_ 





1 
98 5 169 | 3ı 
— 97 
11, 1 o|18|7| -9 o I 18 
2 7 625 | 86 
9 24 7 125 | 24 — 7 54 — 77 F 
vs \ısY3 | ı8 |se > 0 + 108 127 V35 
8 ss | 27 Ias|sa| +9 2 |-2| 
ıs| 65 5329| 364 
4 48 55 | 73 | 96 + 3 48 — 12 J 


$.47. Rolativo Bewegungen. Bei der gleichzeitigen Bewegung zweier 
Körper findet eine immerwährende Veränderung in der gegenfeitigen Lage, 
Entfernung u. ſ. w. berfelben ftatt, welche fich mit Hülfe des Obigen für 
jeden Zeitpunkt wie folgt beftimmen läßt. Es fei in Fig. 87 A der An⸗ 
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fangepunft des einen Körpers, B der des anderen; jener rüde in ber Rich⸗ 
tung AX in einer gewillen Zeit (£) ua) M, diefer in ber Richtung BV 
in eben dieſer Zeit nad) N; ziehen wir nun MN, fo erhalten wir in dieſer 
Linie die relative Tage und Entfernung der Körper A und B am Ende 
Fig. 87. diefer Zeit. Legen wir AO parallel 
mit MN und machen au AO = 
MN, fo wird die Linie AO die 
gegenfeitige Tage der Körper A und 
B ebenfall® angeben. Ziehen wir 
noch ON, fo erhalten wir ein Po- 
rallelogramm, in welchem auch ON 
— AM il. Machen wir endlich 
* BQ parallel und gleich der NO und ziehen O 2 fo erhalten wir ein 
nenes Parallelogramm BNOQ, in welchen bie eine Seite BN der ab: 
folnte Weg (y) des zweiten Körpers, die andere Seite BQ der nad) ent- 
gegengefegter Richtung gelegte Weg (2) des erften Körpers, umd der vierte 
Eckpunlt O der relative Ort des zweiten Körpers ift, wofern er. nämlich auf 
ben als unveränderlich anzufehenden Ort des erften Körpers bezogen wird. 
Dan findet alfo den relativen Ort O eines bewegten Körpers(B), 
wenn man biefem Körper außer feiner eigenen Bewegung (BN) nod) dies 
jenige A .M des Körpers (A), worauf man den Ort bezieht, in umgelehrter 
Richtung, alfo BQ, beilegt, und nun nad) den gewöhnlichen Regeln, z. B. 
mit Hülfe eines Parallelogrammes BN O Q, biefe Bewegungen zuſammenſetzt. \ 
Sind die Bewegungen der Körper A und B gleihförmig, jo kann man $. 48, 
für AM und BN die Geſchwindigkeiten c und cı, d. i. die Wege in einer 
Secunde, einfegen. Man erhält deshalb die relative Geſchwindigkeit 
des einen Körpers, wenn man demfelben außer feiner eigenen ab⸗ 
foluten Geſchwindigkeit auch nod) die des Körpers, auf welchen 
mon die erfte Geſchwindigkeit bezieht, in entgegengefegter Rich— 
tung beilegt. Auch findet dafjelbe Verhältnig mit den Accelerationen ftatt. 
Bewegt fi) z. B. ein Körper A, Fig. 88, in der Richtung AX gleid)- 
ſormig mit der Geſchwindigkeit c, und ein Körper B in der Richtung BY, 
Fig. 88. . welche mit A X ben Winkel & einfchließt, 
bei Null Anfangsgefchwindigfeit mit der 
conftanten Acceleration p, jo kann man 
auch annehmen, daß A ftill ftehe und B 
außer der Acceleration 9 noch die Ge⸗ 
ſchwindigkeit (— c) in der Richtung 
BX, || AX befige, wobei er folglid) 
relativ eine parabolifhe Bahn BOP 
durchläuft. Die in der Zeit 4 durd)- 
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{2 
Iaufenen Wege in ben Richtungen BY und BX, fd: BN = — und 


2 
BM = ct, wovon fi die erftere in die Componenten NR = 2 cos. &% 


2 ' 
und BR = < sin. zerlegen läßt, welche parallel und rechtwinkelig zu 
AX gerichtet find. Sind nun AC—= amd CB = bbie anfänglichen 
Coordinaten des Punktes B in Hinfiht auf A, fowie AK —=r und 
KO = y die Coordinaten deffelben nad) der Zeit &, fo hat man, ba 
AK=AC— ON— NEmKO=CB— BRit, 
2. 2 

= a— ce — on.c md y Sd — sin. 
und die entfprechenden relativen Geſchwindigkeiten: 

u — — cc — vicos.a und v = — pisin.o. 

Aus der Abſeiſſe x beftimmt ſich die Zeit: 


t — \ 2(0 — 2) + (- — __ , 
2 003. 0% C08. 0 2c08.% 


dagegen aus der Ordinate y: 


' — y:2® N. 
TR p8in.o 


Läuft der Körper B in der Linie AX dem Körper A entgegen, fo ift fo- 
wohl b —= 0, al8 auch & = 0, daher 


— + 4 


und fegt man x = 0, fo folgt die Zeit, nach welcher die Körper zuſam⸗ 
menftoßen: 
Ve ı 2 -Meteze 
tp p PP p 
Fäuft dagegen der Körper B in der Linie AX dem Körper A voraus, fo 
ift @ = 180°, daher die Entfernung defjelben vom legten Körper: 








3 
z=4—ct+ en und umgelehrt, die Zeit, an deren Ende die Körper 


um 2 von einander entfernt find: 


Eh 


Die entiprechende Geſchwindigkeit = — c + pt it = 0, und bie 
2 
Entfernung x ein Minimum für = re und zwar 2 = a — 35 
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Für jeden anderen Werth von = giebt e8 zwei Zeitwerthe, den einen 
größer und ben anderen Heiner als ri 


Unmerkung. Die vorflehende Theorie der relativen Bewegung findet ſowohl 
in der Himmels: als auch in der Maſchinenmechanik vielfache Anwendung. Behan- 
dein wir Bier nur folgenden Fall. Ein Körper A, Fig. 89, bewegt fi in der 
Rihtung AX mit der Geſchwindigkeit c,, und foll von einem anderen Körper B 
getroffen werden, welcher die Geſchwindigkeit c, hat; welche Richtung ift demjelben 
zu geben? Ziehen wir AB, tragen wir c, an B in umgelehrter Richtung, und 
vollenden mir aus c, und cz ein Parallelogramm Be,cc,, deſſen Diagonale c 


ei AB fällt, jo erhalten wir in der Richtung der Seite Bc, —= cy deſſelben 
zugleich die gejuchte Richtung BY, in welder der Körper B zu bewegen if, 
damit er den Körper A treffe, und zugleih in dem Durchſchnittspunkte C der 
beiden Richtungen AX und BY die Stelle des Zujammenfloßes. Iſt = der 
Bintel BAX, um welden AX, und 8 der Winfel ABY, um welden BY 
von AB abweidt, jo bat man: 
sin. ß _ Cc 
sina 
Dieſe Formel findet aud ihre Anwendung in der Aberration des Ster⸗ 
nenligtes, welde aus der Zujammenjegung der Geſchwindigkeit c, der um 
Fig. 89 die Sonne laufenden Erde A und der Geſchwindig⸗ 
— — keit c, des Sternenlichtes B hervorgeht. Es iſt c, 
D circa 4 Meilen und c; = 42000 Meilen, folglich: 
sin. = A yina — 4sin.a _ 8in.a 
j c 42000 10500 
und hiernach die Aberration oder der Winkel ABC 
= ß, um welchen die Richtung AB, in welcher 
man den als unendlich entfernt anzujehenden Stern 
fieht, von der Richtung BC oder AD abweidt, in 
welcher er fi wirklih befindet, A = 20" sin.e; 
alio für « = MP, d. i. für einen Stern, welcher fi 
wintelreht über der Erbbahn (in dem fogenannten 
Efliptitpol) befindet, 8 = 20”. In Folge diefer Ab- 
weichung ſieht man aljo einen Stern in der Bewe⸗ 
gungstichtung der Erde flets 20° von jeinem wahren Orte abgerüdt, und es be⸗ 
iHreibi folglich ein Etern in der Nähe des Efliptilpoles im Laufe eines Jahres 
Fig. 90 iheinbar einen Heinen Kreis von 20 Se- 
nn cunden Halbmefjer um feinen wahren Ort. 
Y Re Sternen, welde in der Ebene der 
Erdbahn ftehen, bildet dieſe ſcheinbare Be⸗ 
wegung eine gerade Linie, und bei den 
übrigen Sternen geben dieſe ſcheinbaren 
Bewegungen in Ellipjen vor fich. 
Beilpiel. Ein Dampfwagenzug fährt 
auf der Schienenbahn AX, ig. 90, von 
A aus mit 35 Fuß Geſchwindigkeit; ein 
anderer gleichzeitig von B auß auf einer 
X Bahn BY, welde mit der erfleren den 


Cı 
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Winkel BDX — 56° einidliekt, mit 20 Fuß Geſchwindigkeit. Wenn nun die 
anfänglichen Abflände AU = 30000 Fuß und C B== 24000 Fuß betragen, wie 
groß ift die Entfernung A O beider Wagenzlige nad) einer Biertelftunde! Aus 
der abfoluten Geſchwindigkeit BE —= c, = 20 Fuß des zweiten Zuges, der um⸗ 
gelehrten Geſchwindigkeit BF = c = 35 Fuß des erften Zuges und dem einge 
ſchloſſenen Wintel EBF = a = 1800— BDC = 1800 — 56° = 124° folgt 
bie relative Geſchwindigkeit des zweiten Zuges: 

BG =YVe?2 + c*%-+2cc,cos.« — V352 + 20? — 2.85.20. c0s.560 

— V1225 + 400 — 1400 c08.56°= V1625 — 782,9 — V842,1 = 29,02 Fuß. 

Bür den Wintel GBF=9, den die Richtung der relativen Bewegung mit 

der erften Bewegungsrichtung einjchließt, ift: 

. c, sin.560 20.0,8290 . 
sin. p A ⸗— Log. sin. o 0,75690 — 1, daher 9349, 50°. 
Der in 15 Minuten — 900 Ser. relativ durchlaufene Weg iſt B O = 29,02 .900 
— 26118 Fuß, die Entfernung AB = V(30000)2 -+ (24000)? = 38419 Fuß, 


der Winkel BAC = ABF, da deflen Tangente a — 08 ift, bat den 
Werth w — 38040’, daher ifl der Winfel ABO = 9 + y = 349 50’ +- 38940? 
— 73’ 30°, und die Entfernung der beiden Wagenzüge nad) 15 Minuten: 
AO=YAB? + BOT 2AB. BOcos ABO 
— V384192 + 261182 — 2.38419.26118cos. 730 80' 
— V1688190000 — 39850 Fuß. 





Zweiter Abſchnitt. 


Mechanik oder phyfifhe Bewegungslehre 
im Allgemeinen, 


Erftes Capitel 
Grundbegriffe und Grundgejege der Mechanik, 


Mechanik. Die Mecdanif (franz. möcanique; engl. mechanics) ift $. 49, 
die Wiffenfchaft, welche von den Bewegungsgefegen materieller Körper 
handelt. Sie ift infofern eine Anwendung der Bhoronomie oder Cine⸗ 
matif auf die Körper der Außenwelt, als die letztere fich nur mit der Be⸗ 
wegung geometrifcher Körper befaßt und die Urfachen ber Bewegung 
außer Betracht läßt. 

Tie Mechanik ift ein Theil der Naturlehre (franz. physique generale; 
engl. natural-philosophy) oder der Lehre von den Geſetzen, nad) welchen 
die Beränderungen in der Körperwelt erfolgen, nämlich derjenige Theil, 
weicher fich mit den aus meßbaren Bewegungen hervorgegangenen Berändes 
rungen in ber materiellen Welt befchäftigt. 


Kraft. Kraft (franz. force; engl. force) ift die Urſache der Bewegung $. 50 
oder der Bewegungsveränderung materieller Körper. Jede Bewegungsver- 
änbermg, 3. B. jede Beränderung in der Geſchwindigkeit eines Körpers, ift 
als die Wirkung einer Kraft anzufehen. Aus diefem Grunde mefjen wir 
denn auch jedem frei fallenden Körper eine Kraft, die fogenannte Schwer- 
kraft, bei, weil berfelbe feine Gefchwindigkeit unaufhörlic, ändert. Auf der 
anderen Seite ift aus der Ruhe oder aus ber Unveränderlichfeit im Bewe⸗ 

gungözuftande eines Körpers noch nicht auf die Abweſenheit von Kräften zu 
ſchließen; denn es können ſich die Kräfte eines Körpers gegenſeitig anfheben, 


8. 51. 


N 


§. 52. 
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ohne eine Wirkung übrig zu laffen. Die Schwerkraft, mit welcher ein Kör- 
per zur Erde niederfällt, befigt derfelbe auch noch, wenn er auf einem Tiſche 
ruht, es wird aber hier ihre Wirkung durch die Feſtigkeit des Tiſches oder 
einer anderen Unterlage aufgehoben. 


Gleichgewicht. Ein Körper iſt im Gleichgewicht (franz. Squilibre; 
engl. equilibrium), oder die Kräfte eines Körpers halten einander Das 
Öleihgewicht, wenn diefelben ohne eine Wirfung übrig zu laffen, oder 
ohne Bewegung zu erzeugen oder zu verändern, einander aufheben oder ver⸗ 
nichten. 

Bei einem an einem Faden aufgehängten Körper ift 3. 2. die Schwer⸗ 
fraft in demfelben mit der Cohäſion des Fadens im Gleihgewiht. Das 
Gleichgewicht unter Kräften wird aufgehoben, und es entfteht Bewegung, 
wenn man eine von den Kräften entfernt oder auf andere Weife aufhebt. 
So geht 3. B. die durch ein Gewicht gebogene Stahlfeder in Bervegung 
über, wenn dieſes Gewicht weggenommen wird, weil num diejenige Kraft Der 
Feder, welche man ihre Eflafticität nennt, allein noch wirft. 

Statik (franz. statique; engl. static) ift derjenige Theil der Mechanik, 
welcher von den Gejegen bes Gleichgewichts handelt; die Dynamik (franz. 
dynamique; engl. dynamics) hingegen handelt von den Kräften, inwiefern 
fie Bewegungen hervorbringen. 


- Eintheilung der Kräfte. Nad ihren Wirkungen find die Kräfte 
entweder bewegende (franz. forces motrices, puissances; engl. moving 
forces) oder widerftehende (Widerftände, franz. resistances; engl. resi- 
stances). Jene bringen Bewegungen hervor, oder vermögen diefelben zu 
erzeugen, dieje hingegen können diefelben nur verhindern und mäßigen. ‘Die 
Schwerkraft, die Elafticität einer Stahlfeder u.f.w. gehören zu den bewegen- 
den Kräften, die Reibung, Feſtigkeit der Körper u. |. w. find widerftehende 
Kräfte oder Widerftände, weil durch fie nur Bewegungen verhindert oder ver⸗ 
mindert oder bewegende Kräfte aufgehoben, aber keineswegs Bewegungen her: 
borgerufen werben können. Die bewegenden Kräfte theilt man wieder ein in 
befchleunigende (franz. acceleratrices; engl. accelerating) und in ver- 
zögernde (franz. retardatrices; engl. retarding). Jene erzeugen eine 
pofitive, diefe eine negative Acceleration, durch jene wird alſo eine befchleu- 
nigte, durch diefe eine verzögerte Bewegung hervorgebradjt. Die Widerftände 
find ftetS verzögernde Kräfte, aber nicht alle verzögernde Kräfte find wider⸗ 
ftehenbe. Bei einem ſenkrecht in die Höhe geworfenen Körper wirkt 3.2. die 
Schwerkraft verzögernd, deswegen ift aber die Schwerkraft noch keine wider⸗ 
ftehende Kraft, denn beim darauf folgenden Herabfallen des Körpers nimmt 
fie wieder die Stelle einer bewegenden Kraft ein. 
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Noch untericheidet man beftändige (conftante, franz. constantes; engl. 
uniform) und veränderlicdhe Kräfte (franz. variables; engl. variable) 
von einander. Während conftante Kräfte immer auf gleiche Weife wirken 
unb eben deshalb in gleichen Zeittheilchen gleiche Wirkungen, d. i. gleiche 
Zufäge oder Abnahmen in der Geſchwindigkeit hervorbringen, find bei den 
veränderlichen Kräften diefe Wirkungen zu verfchiedenen Zeiten verfchieden; 
während alfo aus jenen Kräften gleichfürmig veränderte Bewegungen ber- 
vorgehen, entfprechen dieſen Kräften umgleichförmig bejchleunigte oder uns 
gleichförmig verzögerte Bewegungen. 


Druck. Drud (franz. pression; engl. pressure) und Zug (franz. $. 583. 
traction; engl. traction) find die erften Wirkungen der Kräfte auf materielle 
Körper. Bermöge derfelben werden Körper zufammengedrüdt und ausge- 
dehut, oder überhaupt in ihrer Form verändert. 

Der durch die Lothrecht abwärts wirkende Schwerkraft hervorgebrachte 
Drud oder Zug, welchen die Unterlage eines ſchweren Körpers oder der 
Faden, woran ein Körper aufgehängt ift, auszuhalten hat, heißt das Ge- 
wicht (franz. poids; engl. weight) des Körpers. 

Trud und Zug, und alfo aud) Gewicht find Größen eigenthlimlicher Art, 
die zwar nur unter einander verglichen werden, aber ald Wirkungen ber 
Kräfte zum Maße bderfelben dienen können. 

Die einfachften und beshalb gewöhnlichiten Mittel zum Meſſen ber Kräfte 


find Gewichte. 


Gleichheit der Kräfte. Zwei Gewichte oder auch zwei Drüde oder $. 54. 
Züge, und alfo auch die Kräfte, welche legteren entfprechen, find gleich, 
Fig. 9. wenn man eine durch die andere er⸗ 
jegen Tann, ohne dadurch eine andere 
Wirkung zu erhalten. Wenn z. 2. 
eine Stahlfeder FF, Fig. 91, durch 
ein angehängtes Gewicht F genau 
fo gebogen wird wie durch) ein anderes, 
genau ebenfo angehängtes, 3. B. in die- 
jelbe Wagfchale W, gelegtes Gewicht 
Gi, fo find diefe Gewichte, und deshalb 
auch die Schwerfräfte in beiden Kör- 
. pern, gleih. Wenn ebenfo eine be- 
laftete - Wage (franz. und engl. ba- 
lance) ſowohl durd) da8 Gewicht G 
al8 auch durch ein anderes Gewicht 
Gi, welches man an die Stelle von 
@ jest, zum Einfpielen gebracht 
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wird, fo find diefe Gewichte G und G, gleich, die Wage mag übrigens 
gleiche ober ungleicharmig, und die übrige Belaftung derjelben mag groß 
ober Hein fein. 

Ein Drud oder Gewicht (Kraft) ift 2, 3, 4 u. f. w. und überhaupt 
nmal fo groß als ein anderer Drud u. f. w., wenn er diefelbe Wirfung 
hervorbringt als 2, 3, 4... n Drüde der zweiten Art zufammen. Wenn 

eine übrigens beliebig be⸗ 

Big. 9. laſtete Wage durch ein Ge⸗ 

wicht (@) ebenſo zum Ein⸗ 
ſpielen gebracht wird, als 

durch Auflegen von 2,3, 4 

u. f. w. gleichen Gewichten 
. (&), fo ift jenes Gewicht 

(@) 2, 3, 4 u. f. w. mal 

fo groß als dieſes Gewicht 

(G). Wenn z. B. das 

Gewicht G die Federwage 

FF, Fig. 91, genau fo 

ſtark fpannt oder ausbiegt, 

wie bie breigleichen Gewichte 

Gi, 61, Gi zufanmen, fo 

iſt das Gmidt € — 

3G4. Und wenn die Stoß- 
kraft P des aus bem Gefäße, 

R fliegenden Waſſers die 
Zunge Z der Schnellwage ACB, Fig. 92, genau fo zum Einfpielen bringt, 
wie ein auf die Wagfchale W gelegtes Gewicht G, fo it P= @. 


8.55. Materie. Materie (franz. matiere; engl. matter) ift Dasjenige, wo⸗ 
durch die Körper dev Außenwelt, die wir, im Gegenjag zu ben Körper der 
Geometrie, auch materielle oder phyſiſche Körper nennen, auf unfere 
Sinne wirken. Maſſe (franz. und engl. masse) ift da8 Quantum der einen 
Körper- bildenden Materie. 

Körper von gleichem Volumen (franz. und engl. volume) oder gleichent 
geometrifchen Inhalte Haben gewöhnlich verfdhiedene Gewichte, wenn fie aus ver⸗ 
ſchiedenartigen Materien beftehen. Man kann daher aus dem Volumen eines 
Körpers auf deffen Gewicht noch nicht ſchließen; es ift dazu vielmehr nöthig, 
daß man das Gewicht von einer Volumeneinheit, z. B. von einem Cubikfuß, 
Eubifmeter u. |. w., ber Materie des Körpers kenne. 


8.56. Gewichtseinheit. Das Mefien von Gewichten ober Kräften befteht 
” An einer Vergleichung derfelben mit einem gegebenen unb unveränderlichen, 





- 
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zur Einheit angenommenen Gewichte. Die Auswahl diefer Gewichts⸗ oder 
Krafteinheit ift zwar an fich willkürlich, es ift jeboch praktiſch vortheilhaft, 
hierzu das Gewicht von einem allgemein verbreiteten Körper bei einem der 
gebräuchlichen Raumeinheit gleichen Volumen hierzu auszumwählen. 

Eime derartige Gewichtseinheit ift das Gramm, welches durch das 
Gesicht von einem Cubikcentimeter reinen Waſſers im Zuftande der größten 
Tichtigkeit (bei ungefähr 49 C. Teinperatur) gegeben wird. Aber auch das 
alte preußifche Pfund ift eine auf das Gewicht des Waſſers zurückgeführte 
Einheit, e8 wiegt nämlich ein preußifcher Cubiffuß deſtillirten Waſſers im 
luftlerren Raume und bei 150 R. Temperatur, 66 preußifche Pfund. Nun 
M aber ein preußifcher Fuß — 139,13 Parifer Linien — 0,3138535 
Meter, e8 folgt daher ein preußisches Pfund — 467,711 Gramm. Das 
preußiſche Neu- oder Zollpfund ift genau 1/, Kilogramm. 


Trögheit. Trägheit oder Beharrungsvermögen (franz. inertie; $. 57. . 


engl inertia) ift diejenige Eigenfchaft der Materie, vermöge welcher diefelbe 
durch ſich allein weder Bewegung annehmen, noch erhaltene Bewegung ab- 
ändern kann. Jeder materielle Körper bleibt fo fange in Ruhe, als keine 
Kraft auf ihn einwirkt, und jeder einmal in Bewegung gefegte materielle 
Körper bleibt in einer geradlinigen gleihförmigen Bewegung, fo 
Inge als er ohne Einwirkung einer Kraft if. Wenn alfo in dem Bewe⸗ 
gungözuftande eines materiellen Körpers Veränderungen vor ſich gehen, wenn 
em Körper feine Bewwegungsrichtung verändert, oder wenn er eine größere 
oder Heinere Geſchwindigkeit annimmt, fo ift diefelbe nicht dem Körper, als 
einem gewiſſen Quantum von Materie, an ſich beizumefien, fondern e8 muß 
eine fremde Urfache, d. i. eine Kraft, biefelbe herbeigefliärt haben. 

Infofern bei jeder Aenderung im Bewegungszuftande eines materiellen 
Körpers eine Kraftentwidelung vor fich geht, infofern läßt fich die Trägheit 
auch den Kräften beizählen. 

Könnten wir die auf eine bewegte Maſſe wirkenden Kräfte gänzlich ent- 
feruen, jo würde dieſelbe fi) ohne Ende gleichförmig fortbewegen; wir finden 
aber eine ſolche gleichfürmige Bewegung nirgends, weil e8 und nicht möglich 
iſt eine Maſſe der Einwirkung aller Kräfte zu entziehen. Bewegt fich eine 
Maſſe auf einem horizontalen Tifche, jo übt zwar die nun vom Tifche auf- 
genommene Schwerkraft eine unmittelbare Wirkung auf den Körper nicht 
ans, allein aus dem Drucke des Körpers gegen den Tiſch entfteht ein Wider⸗ 
fand, den wir in der Folge unter dem Namen Neibung näher kennen lernen 
werden, welcher dem bewegten Körper unaufhörlich Gefchtwindigfeit entzieht, 
weshalb er aus diefem Grunde eine verzögerte Bewegung annimmt unb end» 
lich zur Ruhe übergeht. Indeſſen auch die Luft jet dem bewegten Körper 
einen Widerſtand entgegen, und wenn auch die Reibung des Körpers ganz 
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befeitigt werden könnte, jo würde ſchon dieſes Hinderniffes wegen eine all- 
mälige Abnahme an Geſchwindigkeit eintreten. Wir finden aber, daß der 
Berluft an Gejchwindigfeit um fo Kleiner wird, die Bewegung fi alfo um 
fo mehr und mehr einer gleichförmigen nähert, je mehr wir diefe Widerflände 
der Zahl und Stärke nad) vermindern, und können daraus ſchließen, daß bei 
Bejeitigung aller bewegenden Kräfte und Widerftände eine gänzlich gleich- 
fürmige Bewegung eintreten muß. 


8.58. Kräftemaass. Die Kraft (P), weldye eine träge Maſſe (M) accelerirt, 
ift proportional der Acceleration (9) und proportional der Maſſe (M) jelbit; 
fie wächlt bei einerlei Maffen wie die in unendlich Heinen Zeiten erlangten 
Zunahmen an Gefchwindigfeit und nimmt bei gleichen Geſchwindigkeits⸗ 
zunahmen in demſelben Maße zu, als die Maflen größer werden. Die 
mfache Xcceleration einer und derjelben Maſſe oder gleicher Maflen erfordert 
eine mfacdhe Kraft und die nfache Maſſe macht bei einerlei Acceleration auch 
die nfache Kraft nöthig. 

Da wir aber bis jet ein Maß der Maffen noch nicht ausgewählt haben, 
fo können wir deshalb fogleich: 

P=Mp, 

die Kraft gleich dem Producte aus Maffe und Xcceleration ans 
nehmen, und zugleich ftatt Kraft ihre Wirkung, d. i. den von ihr hervorge⸗ 
brachten Drud einjegen. | 

Die Richtigkeit dieſes allgemeinen Bewegungsgeſetzes läßt ſich allerdings 
wohl durch directe Verſuche dartdun, indem man 3. B. gleiche und verfchie- 
dene, auf einem horizontalen Tiſche bewegliche Maſſen durch gebogene Stahl: 
febern fortjchnellen läßt, indeflen liegt diejelbe auch ſchon darin, daß alle aus 
diefem Gefege gemachten Folgerungen und eutwidelten Regeln für zufam- 
mengefegte Bewegungen den Beobachtungen und Erfcheinungen in der Natur 
vollfommen entjprechen. 


8.59. Masse. Alle Körper fallen an einem umd demjelben Orte der Erde und 
im Iuftleeren Raume gleich ſchnell nieder, nämlich mit der unveränderlichen 
Acceleration g = 9,81 Meter = 31/, Fuß ($. 15); ift daher die Maſſe 
eines Körpers — M und das die Schwerkraft deſſelben meſſende Gewicht 
— 6, fo hat man nad) der legten Yormel aud): 

G= Mg 
d. i. das Gewicht eines Körpers ift ein Product aus dejfen Mafie 
und der Hcceleration der Schwere, und umgelehrt: 
M= & 
9 


d. i. Maſſe eines Körpers iſt Gewicht deſſelben dividirt durch 
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die Befhleunigung der Schwere, oder Maffe ift dasjenige Gewicht 
eines Korpers, welches derjelbe haben würde, wenn die Acceleration der 
Schwere — Eins, 3. B. ein Meter, ein Fuß u. f. w. wäre. An dem 
Funfte auf oder in der Nähe der Erde ober eines anderen Weltförpers, wo 
die Körper nicht mit 9,81 Meter, fondern mit 1 Meter Gefchwindigfeit 
(nad; der erften Secunde) niederfallen, wird hiernad) die Maffe, oder viel- 
mehr nur da8 Maß derfelben, durch das Gewicht des Körpers unmittelbar 
angegeben. 

Je nachdem wir die Beichleunigung der Schwere in Metern oder Fußen 
euödräden, haben wir nım die Maſſe: 


G 
M= 557 = 0,1019 @ 
oder _ 
G 
M=— 31.25 — 0,032 @. 


Hiernach ift 3. DB. die Maſſe von einem 20 Pfund ſchweren Körper, 
M — 0,032 .20 = 0,64 Pfund, und umgelehrt, da8 Gewicht einer Maſſe 
von 20 Pfund, G — 31,25.20 — 625 Pfund. 


Denn wir die Beichleunigung (g) der Schwere als unveränderlich anneh⸗ $. 60. 
men, fo folgt, daß die Maſſe eines Körpers dem Gewichte deflelben voll- . 
foımmen proportional ift, daß alfo fir die Maſſen M und M, mit den Ge- 
wihten G und Gı iſt: 

M @ 

m a 
Kir erhalten hiernady das Gewicht als Maß der Maſſe eines Körpers, fo 
daß aljo ein Körper um fo mehr Mafje hat, je größer fein Gewicht ift. 

Allerdings ift die Beichleunigung der Schwere etwas veränberlich; fie 
wird größer, je näher man den Erdpolen kommt, und nimmt um fo mehr 
ch, je mehr man fih dem Erbäquator nähert, ift alfo an ben Polen am 
größten und am Aequator am Eleinften. Auch nimmt fie ab, je mehr ein 
Körper über dem Niveau des Meeres befindlich ift, und verändert ſich mit 
der Tiefe des fallenden Körpers unter dem Niveau des Meeres. Da nım 
aber eine Maſſe, jo lange man zu ihr Nichts hinzunimmt und von ihr 
Nichts wegnimmt, etwas Unveränderliches ift, alfo auf allen Punkten der 
Erde und felbft außerhalb derfelben, 3.3. auf dem Monde, noch diefelbe bleibt, 
ſo folgt daraus, daß auch das Gericht eines Körpers veränderlich und von 
dem Orte der Körper abhängig, überhaupt aber der dem Orte entjprechenden 
Acceleration der Schwere proportional, oder = Fr fein mitffe. 

Es wird alfo hiernad) eine und diefelbe Stahlfeber durch ein und baffelbe 
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Gewicht an verfchiedenen Orten der Erde, verfchieden gebogen, am Aequator 
und auf hohen Bergen am fehwächlten, in der Nähe der Erdpole uud im 
Niveau des Meeres am ftärkiten. 


8.61. Absolutes und specifisches Gewicht. In der Folge verfichen 
wir unter dem fpecififhen Gewichte eines Stoffes oder einer gewiſſen 
Materie (franz. poids specifique; engl. specific-weight, specific-gravity, 
oder nad) Rankine, heaviness) da8 Gewicht einer Bolumeneinheit 
derjelben, und unter dem abfoluten Gewichte das Gewicht eines Körpers 
von irgend einem Volumen. Bezeichnet 9 das fpecifiiche Gewiht und V 
das Bolumen eines Körpers, fo hat man hiernad, das abjolute Ge— 
wicht (franz. poids absolu; engl. absolute-weight) deffelben: 

G=Vy, 
d. i. Bolumen mal fpecififhes Gewicht zu fegen. 

So ift 3. B. das fpecififche Gewicht oder da8 Gewicht eines Cubikmeters 
Wafler 7 — 1000 Kilogramm, und daher das abjolute Gewicht defjelben 
bei dent Bolumen 9 Cubifmeter, G —= 1000 V Kilogramm, 3. B. von dem 
Waflerquantum 9 — 15 Cubifmeter, 

G = 1000.15 = 15000 Kilogramm. 


Umgekehrt ift das ſpecifiſche Gewidt: 
r’= 7 

ſowie das Volumen: 
Vv= 4., 


und das Volumen der Gewichtseinheit, welches im Folgenden das fpeci- 
fifhe Volumen genannt werden foll, # — r alfo die Reciprofe des 
fpecififhen Gewidts. 3.2. für Wafler ift 

=” 0,001 Eubifmeter, | 
d. i. ein Kilogramm Waffer nimmt den Raum von 0,001 Cubikmeter — 
1 Subifdecimeter ein. Fur ſtark gehämmertes Kupfer ift dagegen das fpe- 


i 1 
cifiiche Volumen u = 200 7 0,000125 Eubitmeter = 125 Cubikcenti⸗ 


meter, weil das fpecififche Gewicht, d.i. das eines Cubikmeters Kupfer, 8000 
- Kilogramın beträgt. 


Auch iſt hiernach 
— 


75*7 
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mdV/—=Gv, d.i. das abfolute Bolumen gleich dem abfoluten Ge- 
wicht mal [pecififches Bolumen. 3.82. für Kupfer it V— 125 @ 
Eubifcentimeter, daher das Volumen von 20 Kilogranım Kupfer: 


V = 125.20 — 2500 Cubikcentimeter. 


Anmerkung. Die Werthe der ſpecifiſchen Gewichte und ſpecifiſchen Bolu- 
wina find bei verfchievenen Maß: und Gewichtsſyſtemen verſchieden. Nah dem 
alten preußiſchen Maß- und Gewichtsſyſtem ift 3. B. das fpecififhe Gewicht 
des Wajjers, d. i. das Gewicht von einem Cubikfuß Wafler, „ — 66 Pfund, 
daher das abjolute Gewicht eined Waflerquantums V, GE = 66 V Pfund, 
+2. für 7 = 20 Eubiffuß, @ = 66.20 = 1820 Pfund. Aud if hiernach 
des Solumen von 1 Pfund Wafler: 

1 1 


== = 901516 Eubitfuk = 26,18 Eubitzofl, 


Dichtigkeit. Dichtigkeit (franz. densits; engl. density) ift die $. 62. 
Etärfe der Raumerfüllung durch Materie. Ein Körper ift um fo dichter, 
je mehr Materie derfelbe in feinem Raume einschließt. Da ſich das Quan⸗ 
tum an Materie nur durd) Gewichte meſſen läßt, jo ift das natürliche Maß 
der Tichtigkeit eines Körpers das fpecififche Gewicht y defjelben. Uebrigens 
M die Dichtigkeit der Körper entweder gleihförmig (franz. uniforme, 
homogene; engl. uniform) oder ungleichförmig (franz. variable, hetero- 
gene; engl. variable); je nachdem gleiche Bolumenelemente deffelben gleich 
oder verfchieben ſchwer find. Es ift z. B. die Dichtigfeit dev Metalle und 
Retalllegirumgen gleihförmig oder es find die Metalle und Metalllegirungen 
homogen, weil auch bie Hleinften ‘Theile derfelben ein und dafjelbe fpecififche 
Gewicht haben; Hingegen ift Öranit ein Körper von ungleichförmiger Dichtig- 
fett, weil er aus Theilen von verfchiedenen fpecifiichen Gewichten zufanmen- 
geſetzt if. 

Das Verhältniß der Dichtigfeiten zweier Körper ift auch das Berhältnig " 


5 be ſpecifiſchen Gewichte Y, und y derſelben zu einander. 


Nimmt man num die Dichtigfeit der Materie eines Körpers, 3. DB. bes 
Baflers, deſſen fpecififches Gewicht — 5 fein möge, als Einheit an, fo ift 
hiernach das Maß der Dichtigfeit eines anderen Körpers vom fpecififchen 
Gewicht y,, oder die Dichtigfeit deſſelben ſchlechtweg 

et, 
Y 
die Dihtigkeit eines Stoffes gleich dem Verhältniß feines ſpe— 
afiihen Gewichtes zu dem des Waffers, ſowie y, — E97, d. i. das 
Ipecififche Gewicht gleich der Dichtigkeit deffelben, multiplicirt mit dem 
ſpecifiſchen Gewicht des Waffers. 
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Auch hat man hiernad) das abfolute Gewicht E einer Maſſe vom Volumen 
und der Dichtigfeit 5, 


= VYy, =Vey. 
Ebenfo ift 7 
G = r = ev 
Vi V 


wenn © und ©, die ſpecifiſchen Volumina des Waſſers und des gedachten 
Körpers bezeichnen, und es läßt fic) das abſolnte Volumen defjelben 


Beifpiele. 1) Die Dichtigkeit des Queckſilbers & = 13,6, aljo daß Ge⸗ 
wicht deſſelben 13,6mal jo groß als daB eines Waſſerquantums von demjelben 
Bolumen angenommen, folgt das fpecifilche Gewicht des Quedfilbers, y, — Ey 
— 13,6.1000 = 13600, alſo da& eine8 Cubikdecimeters Quedfilber 13,6 Kilo: 
gramm. Auch wiegt biernad eine Quedfilbermafle von 20 Eubifcentimeter Bo⸗ 
Iumen: @ = Vey = 20.0,01386 = 0,272 Kilogramm = 272 Gramm. Umge—⸗ 
fehrt ift dad Volumen einer Quedfilbermafje von 500  Allogranım Gewicht 


2) Das ſpecifiſche Seniät des reinen Silbers ift 633 Pfund und die des 
Waſſers = 61,75 Altpfund, folglich die Dichtigkeit des erfteren (in Hinfiht auf 
Wafler) = nt — 10,25, d. h. jede Silbermaffe ift 10%, mal fo ſchwer ala 
eine ebenjo viel Raum einnehmende Waſſermaſſe. 

Anmertung. Der Gebrauch des franzöſiſchen Maßes und Gewichtes ge- 
währt bei diefen Rechnungen den Bortheil, daß man die Wultiplication von & 
und 9 dur bloße Vorrüden des Decimalftrihes vollziehen kann, weil ein 
Eubifcentimeter Wafler ein Gramm und ein Eubifmeter cine Million Granım 
oder 1000 Kilogramm wiegt. Das ſpecifiſche Gewicht des Quedfilbers ift hiernach 
für das franzöfiihe Maß und Gewicht y, = 13,598. 1000 —= 13698 Kilogranım, 
d. i. ein Cubikmeter Duedfilber wiegt 13598 SHilogramnı. 


Folgende Tabelle enthält die Dichtigfeiten von einigen, vorzüglic in 
der praftifchen Mechanik in Anwendung kommenden Körpern. Eine voll- 
ftändige Zufammenftellung diefer Gewichte giebt der „Ingenieur“, ©. 310. 


Tabelle der Dichtigkeiten (ec) einiger Körper. 





I. Feſte Körper. 


Mittlere Dichtigkeit Ebenholz, Podholz, troden — 1,28 
der getrodneten Laubhölzer — 0,659 Holjfaler. -. ».. 2... = 1,52 
mit Waſſer gejättigt. . —= 1,110 Anthract . .-.2.. — 1,50 
Mittleres jpecififches Gewicht Brauntohle-. . . .... — 1,2% 
der getrodneten Nadelhölzer —= 0,453 Steintohle -. ...... — 1,80 
mit Wafler gefättigt - = 0,839*) | Eva ... . 2.2... = 0,45 


*) Siehe das Wafferanfaugen des Holzes, polytechniſche Mitiheilungen, 
Bd. II, 1845. 
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Platin....... = 21,45 Mauerwerk mit Kaltmödrtel, von 
7) = 19,38 Bruchſteinen: 

Eilt ...-- 0... = 10,51 ti ...... u. m 246 
Bi... 222200. = 11,37 troden. 200220. — 2,40 


Kupfer, gegoffen und dicht — 8,75 
„ geihmiedet . ... — 8,97 Mauerwerk mit Kallmörtel, von 


Mefüng 855 Sandfteinen: 
Eifen, Subsifen, weißes — 7,50 Bid on * 2,12 
troden . 2.2 200. — 2,05 
F .». gruß . == 7,10 , ' 
. , halbirtes. = 7,06 Mauerwert ‚mit Kaltmörtel, von 
„ Etabeilen . — 7,60 bis 7,80 Ziegelſteinen: 
Zink gegoſſen..... — 7,05 ftid.. 2... = 1,55 bis 1,70 
. gmdit ..... — 7,54 troden . . -.. = 147 „ 1,59 
Im a Er EEE = I Erde, lehmige, feftgeftampft: 
man. nn. = iſch........ — 2,06 
®ait ....... = 2,50 bis 3,05 — nenn — 1,98 
Bu... -. —= 239 „ 271 ' 
Ballen... 2 40 "286 Gartenerbe: 
Sendſtcin ... =10, 270 ftriſch ..- 0... = 2,06 
Fiegelftein = 1,40 . 2,22 troden . - 2: 2 2 2 2 0. = 1,63 


trodene magere Ede . . = 1,34 
D. Fluſſige Körper. 
Waſſer, deftillirte . . . = 1,000 Alkohol, abjoluter . . . = 0,798 


Meerwafler- - . ». » = 1,026 Schwefeläther . . .. . = 0,715 
Duedfilbr . - -. . x. = 13,598 Schwefellohlenfoff . -. . = 1,272 
Ehwefeljäure, concentrirte = 1,840 Glycerin . » 22.20. = 1,260 
Salpeterjäure . -. - - . —= 150 Mid ..: 2000. — 1,080 


Aggregatzustände. Die Körper erfcheinen uns nach dem verfchiedenen 8. 64. 
Zufammenhange ihrer Theile in drei Hauptzuftänden, die wir die Aggre- 
gatzuftände derfelben nennen. Sie find entweder feit (franz. solides; 
engl rigid) oder flüſſig (franz. Auides; engl. fluid) und im letzteren Falle 
wieder entweder tropfbar flüſſig (franz. liquides; engl. liquid) oder 
elaſtiſch flüſſiig (franz. gazeux, aöriformes; engl. aöriform). Feſte 
der ftarre Körper find diejenigen, deren Theilchen jo ftark unter ſich 
zuſammenhängen, daß eine gewiſſe Kraft nöthig ift, die Geftalt diefer Körper 
zu verändern ober eine Zertheilung derfelben zu bewirken. Flüſſige Kör- 
per hingegen find folche, deren Theile durch die kleinſte Kraft an einander 
verichoben werben können. Die elaftifch flüfjigen Körper, deren Re- 
präfentant die atmofphärifche Luft ift, unterjcheiden fich dadurd) von den 
tropfbar flüffigen, durch das Waller repräfentirten Körpern, daß den» 
ſelben ein Beftreben, fi immer weiter und weiter auszubehnen, inne wohnt, 
welches Beitreben dem Waller u. ſ. w. mangelt. 

Während die feften Körper eine eigenthiimliche Geftalt und ein beftimmtes 

Bolumen haben, befigen die tropfbar flüffigen oder waflerförmigen Körper 
10* 
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nur ein beftimmtes Volumen ohne eigenthümliche Form, die elaſtiſch⸗ oder 
ausdehnfam flüfjigen Körper endlich weder das eine nod) das andere. 


$.65. Eintheilung der Kräfte. Ihrer Natur nad) find die Kräfte fehr 
verfchieden; wir führen hier nur die vorzüglichſten an: 

1) Die Schwerkraft, vermöge welcher ſich alle Körper dem Mittel⸗ 
punkte der Erde zu nähern fuchen. 

2) Die Kraft der Trägheit, welche bei Geſchwindigkeits- und Rid- 
tungsveränderungen bewegter Mafferr hervortritt. 

3) Die Mustelkraft der befeelten Weſen, oder die mittelft der Muskel 
von Menſchen und Thieren ausgeübte (animalifche) Kraft. 

4) Die Elafticität oder Federkraft, welche Körper bei ihren Form⸗ 
und Bolumenveränderungen äußern. 

5) Die Wärmelraft, vermöge welcher ſich Körper beim Wechjel der 
Temperatur ausdehnen oder zufammıenziehen. 

6) Die Cohäſionskraft, die Kraft, mit welcher die Theile eines Kör⸗ 
pers zufanmenhängen, mit welcher alfo auch diefelben einer Trennung 
widerjtehen. 

7) Die Adhäſionskraft, mit welcher zwei in nahe Berlihrung gebrachte 
Körper einander anhängen. 

8) Die Magnetkraft, oder die Anziehungs- und, Abftoßungsfraft ber 
Magnete. 

Nächſtdem noch die eleftrifchen und eleftromagnetifchen Kräfte 

u. |. w. 

Die Widerflände der Reibung, Steifigkeit, Teftigkeit u. ſ. w. entjpringen 
vorzüglich aus der Cohäſionskraft, welche, wie die Efafticität u. f. w., aus 
der fogenannten Molefularfraft, oder der Kraft, mit welcher die Mo—⸗ 
leküle oder kleinſten Theile eines Körpers auf einander wirken, hervorgeht. 


8.66. Bestimmungsstücke einer Kraft. Bei einer jeden Kraft unter 
fcheiden wir: 

1) Den Angriffspunft (franz. point d’application; engl. point of 
application), den Punkt des Körpers, auf welchen eine Kraft unmit⸗ 
telbar wirkt. 

2) Die Kraftrihtung (franz. umd engl. direction), die gerade Linie, 
in welcher eine Kraft den Angriffspuntt fortbewegt, oder fortzubewegen 
oder deffen Bewegung zu verhindern fucht. Die Kraftrichtung hat, 
wie jede Bewegungsrichtung, zwei Seiten; fie fann von links nad 
rechts oder von rechts nad) Links, ferner von oben nad) unten ober von 
unten nad) oben gehen. Man nennt die eine die pofitive und die 
andere die negative Da wir von links nad) rechts und von oben 


8. 67. 68.] Grundbegriffe und Grundgeſetze der Mechanik. 149 


nad) unten lefen und fchreiben, jo wäre e8 am geeignetften, dieſe Be⸗ 
wegungen pofitive und die entgegengejegten Bewegungen nega= 
tive zu nennen. 

3) Tie abfolute Größe oder Intenfität (franz. grandeur absolue, 
intensite; engl. intensity) der Kraft, die nad) dem Obigen burch 
Gewichte, 3. B. Pfunde, Kilogramme u. f. w., gemeſſen wird. 

Man ftellt die Kräfte graphiſch durch gerade Linien dar, welche durch 

isre Richtung und Fänge die Richtung und Größe oder Stärke, ſowie durch 
ihre Anfangspunkte die Angriffspunfte der Kräfte angeben. 


Wirkung und Gegenwirkung. Die eıfte Wirkung, welde eine $. 67. 
Kraft in einem Körper hervorbringt, ift eine mit Ausdehnung oder Zufam- 
mendrüdung verbundene Form⸗ oder Bolumenveränderung, welche im An⸗ 
griffspunkt ihren Anfang nimmt und fid) von da aus immer weiter und 
werter im Körper ausbreitet. Durch diefe innere Veränderung bes Körpers 
wirb aber die in ihm liegende Efafticität angeregt, die ſich mit der äußeren 
Kraft ins Gleichgewicht ſetzt und deshalb derſelben gleich) ift und ihr entgegen- 
geiegt wirt. Mean fagt hiernah: Wirkung und Gegenwirkung find 
einander gleich und entgegengefegt. Diefes Geſetz findet nicht nur bei 
den durch Berlihrung erzeugten Einwirkungen ber Kräfte, fondern aud) bei 
den fogenannten Anziehungs- und Abftopungsfräften, wohin die magnetische, 
md felbft die Schwerkraft zu rechnen find, ftatt. So ftarf ein Magnet 
einen Eifenftab anzieht, ebenfo ftarf wird der Magnet vom Eifenftabe felbft 
angezogen. Die Kraft, mit welcher der Mond von der Erde angezogen 
wird (durch die Schwerkraft), ift gleich der Kraft, mit welcher der Mond 
auf die Erde zurückwirkt. 

Die Kraft, mit welcher ein Gewicht auf eine Unterlage drüdt, giebt diefe 
in der entgegengefegten Richtung zurüd; die Kraft, womit ein Arbeiter an 
einer Mafchine zieht, fchiebt u. |. w., wirft auf den Arbeiter zurück und fucht 
deujelben in entgegengefetter Richtung zu bewegen. Wenn ein Körper gegen 
einen anderen ftößt, fo drückt der erfte den anderen genau fo viel wie der 
andere den erften. 


Eintheilung der Mechanik. Die gefammte Mechanik wird nad) $. 68. 
den zwei Aggregatzuftänden der Körper in zwei Hauptabtheilungen gebracht, 
nämlich): 


1) in die Mechanik der feiten oder ftarren Körper, weldye man aud) 
wohl Geomechanik (franz. mecanique des corps solides; engl. 
mechanics of rigid bodies) nennt, und 

2) in die Mechanik der flüffigen Körper, Hydromechanik, aud) 
Hydraulif (franz. möcanique des fluides, hydraulique; engl. 
mechanies of fluids). Die letztere theilt man wieder ein 
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a) in die Mechanik des Waffers und ber tropfbar flüffigen 
Körper Überhaupt, Hydromechanik, auch Hydraulik (franz. 
hydraulique; engl. hydraulic), und 

b) in die Mechanik der Luft und anderer Iuftförmigen Kör— 
per überhaupt, Asromechanik (franz. möcanique des fluides 
aöriformes; engl. mechanics of elastic fluids). 


Nimmt man nun nod) auf die Eintheilung der Mechanik in Statik und 
Dynamik ($. 51) Rüdficht, fo erhält man folgende Theile: 

1) Statik der feften Körper, oder Geoftatif, 

2) Dynamik der feften Körper, oder Geodynamik, 

3) Statik des Waffers u. f. w., oder Hydroftatif, 

4) Dynanıik des Waſſers u. |. w., oder Hydrodynamil, 

5) Statik der Luft (der Safe und Dämpfe), oder Asroſtatik, 

6) Dynamik der Luft, oder Adrodynamif, aud Pneumatik. 

Bon den feften und flüffigen Körpern find noch bie loderen oder foges 
nannten Erdmiaſſen (franz. terres läches; engl. loose earths) zu unter- 
fcheiden. Die Gleichgewichtslehre diefer Maſſen bildet einen befondern Theil 
der Statil. 

Ebenfo bildet die mehanifche Wärmetheorie fowie bie Theorie der 
Schwingungen des Aethers, eines im ganzen Weltraume verbreiteten 
äußert feinen elaftiichen Stoffes, einen befondern Theil der Dynamik (franz. 
thermo-dynamique; engl. thermo-dynamics). 
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Zweites Gapitel. 


Mehanit des materiellen Punktes. 


Ein materieller Punkt (franz. point matöriel; engl. material point) $. 69. 
ft ein materieller Körper, deſſen Dimenfionen nad) allen Ceiten hin unend- 
lich Klein find in Hinficht auf die von ihm zurlidgelegten Wege. Um den 
Bortrag zu vereinfachen, wird im Folgenden zunächſt nur von der Bewegung 
und dem Gleichgewichte eines materiellen Punktes die Rede fein. Ein 
(endlicher) Körper ift eine ftetige Verbindung von unendlich vielen materiellen 
Punkten oder Molekülen. Wenn fich die einzelnen Punkte oder Elemente 
eines Körpers alle volllonımen gleich, d. i. im parallelen geraden Linien 
gleich Icdinell bewegen, fo kann man die Theorie der Bewegung eines mate- 
rullen Punktes auch auf die des ganzen Körpers anwenden, weil fich in 
diefem Falle annehmen läßt, daß gleiche Maffentheile des Körpers durch 
gleiche Krafttheile getrieben werben. 


Einfache constante Kraft. Iſt p die Xcceleration, mit welcher eine 8. 70. 
Maſſe M durd) eine Kraft fortgetrieben wird, fo hat man nad) $. 58 
für diefe: 


P = Mp, ſowie umgelehrt, die Acceleration p = —- 


Erken wir ferner die Maffe M = 5. wo G das Gewicht des Körpers 
und g die Befchleunigung der Schwere bezeichnet, jo ift die Kraft: 
1) P= 7 G, 
und die Acceleration: 
y»=? 
p — @G 9. 


Man findet alfo die Kraft (P), welche einen Körper mit einer - 
gewiſſen Acceleration (p) forttreibt, wenn man das Gewicht (0) 


des Körpers durch das Verhältniß (2) feiner Acceleration zu 


der der Schwere multiplicirt. 
E8 ergiebt ſich umgekehrt die Acceleration (p), mit welder ein 
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Körper durdy eine Kraft (P) fortbewegt wird, indem man Die 
Acceleration (9) der Schwere durd das Berhältnig (5) zwis 


ſchen Kraft und Gewicht des Körpers multiplicirt. 


Beifpiel. Man dente fi einen Körper auf einem horizontalen und ſehr 
glatten Tiſche liegend, welder dem Körper feine Hindernijfe in den Weg jegt, 
wohl aber die Schwerkraft in demjelben aufbebt. Wird diejer Körper von einer 
horizontal wirfenden Kraft gedrüdt, fo muß der Körper der Einwirkung derjel- 
ben nachgeben und in der Richtung diejer Kraft fortgehen. If das Gewicht 
dieſes Körpers: & = 50 Kilogramm und die auf ihn unausgejegt drüdende 
Kraft P = 10 Kilogramm, fo wird er in eine gleihförmig beſchleunigte Bewe— 

2 
gung mit der Xcceleration p = 3 .9g= = - 9,81 = 1,962 Meter übergehen. 
Iſt Hingegen die Xcceleration, mit welder ein 42 Kilogramm ſchwerer Körper 
dur eine Kraft (P) beidleunigt wird, p = 8 Meter, jo wird diefe Kraft 


P= rn ‘= SET 4 — 0,1019 . 126 — 12,8 Rilogramm betragen. 


Iſt die Kraft, welche auf einen Körper wirkt, conftant, fo entfteht eine 
gleichförmig veränderte Bewegung, und zwar eine gleichförmig befchleunigte, 
wenn die Kraftrichtung in die anfängliche Bewegungsrichtung fällt, und das 
gegen eine gleichförmig verzögerte, wenn die Kraftrichtung der anfänglichen 
Bewegungsrichtung entgegengefegt ift. Segen wir nun in ben phoronontifchen 


Formeln ($. 13 und $. 14) ftatt 9 den Werth 5 — 5 9 ein, ſo bekom⸗ 
men wir Folgendes: 


J. Für gleichförmig beſchleunigte Bewegungen: 


P pP P 
)v=c+H gm + 9,81 gi Peter —e + 31,25 G' Fuß, 


P gt? PP, pP 
— —— — — — 1 — {3 Fuß. 
2)s =ct+ 3 ct + 4,905 G! Meter = ct + 15,625 a! Fuß 


I. Für gleihförmig verzögerte Bewegungen: 


pP P pP 
)v=c — ggtme— 981 ze Meere — 31,25 Zt Fuß, 


— pP ger P 2 — P 2% 
2)s — ct 5 — ct — 4,905 G' Meter = ct — 15,625 ! Fuß. 

Mit Hülfe dieſer Formeln Lafjey ſich alle Fragen, welche ſich in Anſehung 
der durch eine beſtändige Kraft veranlaßten geradlinigen Bewegungen von 
Körpern ſtellen laſſen, beantworten. 
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Beilpiele. 1) Ein 2000 Kilogramm jchwerer Wagen geht mit 11/, Meter 
Gehhwindigleit auf einer horizontalen, ihm teine Hinderniſſe entgegenjegenden 
Bahn fort, und wird 15 Secunden lang durch eine unveränderliche Kraft von 
3 Rilogramm vorwärts gehoben; mit welcher Geſchwindigkeit wird er nad Ein- 


wirtung diejer Kraft fortgehen? Es ift diefe Gefhwindigleito = c + 9,81 * t; 


G 
“hearc—=1y, P=23, G = 2000 un t = 15, jo folgt 
o=15+ 981-5015 = 1,5 + 1,889 = 8,839 Meter, 

2) Unter gleichen Umſtänden wird ein 2500 Kilogranım ſchwerer Wagen, der 
vorher während 3 Minuten .gleihförmig fortgehend 360 Meter zurücdgelegt bat, 
dar eine 30 Secunden lang anhaltend wirlende Kraft jo fortgetrieben, daß er 
inäter in 3 Minuten 650 Meter gleihförmig durdläuft. Welches war dieje Kraft? 





Hier iR Anfangsgeſchwindigkeit c — —— — 2 Meter, und Endgeſchwindigkeit 
= 8* — 3,611 Meter, daher der Geſchwindigkeitszuwachs 
Zt =v—c=1#$ll, 
und die Kraft 
P- “and — 0,1019. 1,611 ST — 0,16416.2%° — 13,68 Rilogramm. 


3) Ein mit 15 Fuß Geſchwindigkeit fortgleitender, 1500 Pfund ſchwerer Schlit⸗ 
tm verliert in Folge der Reibung auf feiner horizontalen Unterlage innerhalb 
5 Secunden feine ganze Bewegung; wie groß ift diefe Reibung? Hier ift die 
Bewegung gleihförmig verzögert und die Endgeſchwindigkeit v —= 0, daher 

c = 31,25 Fi 
und 
Ge 1500.15 
P = 0,032 — * 0,032 — — 
die in Frage ſtehende Reibung. 

4) Ein anderer Schlitten von 1200 Pfund Gewicht und 12 Fuß Anfangs: 
geihmwindigfeit hat bei jeiner Bewegung eine Reibung von 45 Pfund zu über: 
winden, welche Geſchwindigkeit befigt derjelbe nad) 8 Secunden und wie groß iſt - 
der zurüdgelegte Weg defielben? Die Endgeſchwindigkeit ift 


5 
o—= 12 — 8126. 12 — 93975 — 2,625 Fuß, 


1200 
und der zurüidigelegte Weg 


1* em, (HB). ga Qi. 


— 0,032.900 = 28,8 Pfund 


Mechanische Arbeit. Leiſtung ober Arbeit einer Kraft (franz. $. 72. 
travail möcanique; engl. work done, labouring force) ift diejenige Wir: 
hing einer Kraft, welche diefelbe bei Ueberwindung eines Widerftandes, 
5 D. der Schwerkraft, der Reibung, der Zrägheit u. |. w., hervorbringt. 
Man verrichtet alſo eine mechaniſche Arbeit, indem man Laften empor 
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hebt, Maffen eine größere Geſchwindigkeit ertheilt, Körper in ihrer Form 
verändert, zertheilt u. |. w. Die Leiſtung oder Arbeit hängt nicht allein von 
der Kraft, fondern aud) von dem Wege ab, auf welchen dieje thätig ift oder 
einen Widerftand überwindet; fie wächft liberhaupt proportional der Kraft 
und den Wege zugleih. Heben wir einen Körper langſam genug in die 
Höhe, um feine Trägheit vernadjläffigen zu können, fo ift die verrichtete Arbeit 
feinem Gewichte und der Höhe, auf welche der Körper gehoben wird, propor= 
tional; denn 1) die Wirkung ift diefelbe, ob ein Körper vom m (3) fachen 
Gewichte (MG) auf eine gewiſſe Höhe gehoben wird oder ob m (3) Körper 
vom einfachen Gewichte (G) auf diefelbe Höhe gehoben werben; fie ift nämlich 

mmal fo groß als die nöthige Wirkung zum Aufheben des einfachen Ge- 
wichtes auf die nämliche Höhe; auch ift 2) die Leiftung diefelde, ob ein und 
daffelbe Gewicht auf die » (5) face Höhe (nk) oder ob es n (5) mal auf die 
einfache Höhe gehoben wird, überhaupt aber » (5) mal fo groß, ald wenn 
daſſelbe Gewicht um die einfache Höhe (A) eınporfteigt. Ebenſo ift die von 
einem langſam finfenden Gewichte verrichtete Arbeit der Größe diefes Ge⸗ 
wichtes und der Höhe, von welcher e8 herabgefunfen ift, proportional. Diefe 
Proportionafität findet aber auch bei jeder anderen Art der Arbeitsverrichtung 
ftatt; um bei einerlei Tiefe einen Sägeſchnitt von doppelter Yänge auszus. 
führen, find noch einmal fo viel Theilchen zu trennen, als beim Schnitt von 
der einfachen Länge, ift alfo auch die Arbeit doppelt jo groß; die doppelte 
Länge erfordert aber aud) den doppelten Weg der Kraft, es ift folglich die 
Arbeit dem Wege proportional. Ebenſo wird die Arbeit eines Mahlganges 
offenbar mit der Menge der Körner einer gewifjen Öetreideart, welche der: 
jelbe bis zu einen gewiflen Grade zerreibt, wachſen. Diefe Menge ift aber 
unter übrigens gleichen Umftänden der Zahl der Umdrehungen oder vielmehr 
dem Wege, welchen der obere Mühlftein (Läufer) während des Mahlens 
diefer Getreidemenge gemacht Hat, proportional; es wächft folglich auch die 
mechanische Arbeit mit dem Wege gleichmäßig. 


8.73. Arbeitseinheit. Die angegebene Abhängigkeit der Arbeit einer Kraft 
von der Größe und dem Wege der Kraft erlaubt und diejenige Arbeit, welche 
bei Ueberwindung eines Widerftandes von der Größe der Gewichtseinheit 
(3. B. Kilogramm, Pfund u. f. w.) längs eines Weges von der Größe der 
Längeneinheit (3. B. Meter oder Fuß) aufgewendet wird, als Einheit der 
mechanischen Arbeit oder Leiftung (franz. unit6 dynamique; engl. 
dynamical unit, unit of work) anzunehmen und nun das Maß dieſer 
gleichzufegen dem Producte aus Kraft oder Widerftand umd aus dem wäh- 
rend der Heberwindung des Widerftandes in der Kraftrichtung zurüdgelegten 
Wege. 

Seßen wir die Größe des Widerftandes jelbft — P, und den bet feiner 
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Ueberwindung von der Kraft oder vielmehr von ihren: Angriffspunfte zurück⸗ 
- gelegten Weg, — 3, fo ift hiernad) die bei Heberwindung dieſes Widerftandes 
aufgervendete Arbeit oder die Yeiftung 

A = Ps Arbeitseinheiten. 


Um die Arbeitseinheit, fir welche man auch den einfachen Namen 
Dynamie gebrauchen kann, näher zu bezeichnen, giebt man gewöhnlich die 
Einheiten beider Factoren P und s an, und fagt deshalb ftatt Arbeitsein- 
heiten Kilogrammımeter, Pfundfuß, auch umgefehrt, Meterkilogranum, 
Fußpfund u. |. w., je nachdem Gewicht und Weg in Kilogramm und Dieter 
oder in Pfund und Fuß ausgedrückt werben Der Einfachheit wegen fchreibt 
man ftatt Meterkilogranm mk oder km, und ebenfo ftatt Fußpfund, Fpfd. 

Uebrigeng iſt 

1 Kiogranımmeter — 2,13807 . 3,1862 — 6,8123 Fußpfd. preuß. 

— 2,20460.3,2809 — 7,233 „engl. 
Beilpiele. 1) Um einen Pochſtempel von 150 Kilogramm Gewicht 36 Centi⸗ 
meter Hoch zu heben, iſt die mechaniſche Arbeit 
A = 150.036 — 54 Kilogrammmeter nöthig. 
2) Durch eine mechaniſche Keiftung von 1500 Fußpfund kann ein Schlitten, 


welder bei feiner Bewegung 75 Pfund Reibung zu überwinden hat, um ven Weg 


1500 
ı=7=-, > 20 Fuß fortgezogen werden. 


Nicht nur bei unveründerlicher Kraft oder conſtantem Widerſtande iſt die $. 74. 


Arbeit ein Product aus Kraft und Weg, fondern auch daun, wenn der 
Biderftand während feiner Ueberwindung veränderlich ift, läßt fi) die 
Arbeit als das Product aus Kraft und Weg ausdrüden, wenn man nur als 
Kraft einen mittleren Werth aus der ftetigen Folge von Kräften annimmt. 
Tas Berhältnig ift hier dafjelbe wie das zwifchen Zeit, Geſchwindigkeit und 
Raum; denn auch der letztere läßt fi) ja als ein Product aus Zeit und 
einem mittleren Werthe der Gefchwindigkeiten anjehen. Auch hier find bie- 
felben graphifchen Tarftellungen anwendbar. Es Täßt ſich die mechantfche 
Arbeit als Flächeninhalt eines Rechteckes ABCD, Fig. 93, anfehen, deffen 


Big. 9. Fig. 9. 
N { 
RN F H 
D ° D 16) 
c c A 
A M B Ä M B 


Grundlinie AB der zurüdgelegte Weg (s) und deſſen Höhe entweder bie 
umeränderliche Kraft (P) jelbft oder das Mittel von den verfchiedenen Kraft 
werten if. Im Allgemeinen lüßt fic aber die Arbeit durch den Flächen- 
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raum einer Figur ABCND, Fig. 94 (a.v. ©.), darftellen, die zur Grund⸗ 
linie den Weg s hat und deren Höhe über jeder Stelle der Grundlinie gleich 
ift der diefer Stelle des Weges entfprechenden Kraft. Berwandelt man die 
Figur ABOND in ein Rechteck ABEF von gleicher Grundlinie und 
gleihem Inhalte, fo erhält man in der Höhe AF= BE beilelben den 
mittleren Werth diefer Kraft. 


Die Arithmetit und Geometrie geben verfchiedene Mittel an, um aus 
einer ftetigen Folge von Größen einen mittleren Werth derfelben ausfindig 
zu machen; man findet auch die vorzüglichiten im „Ingenieur“ angegeben. 
Unter ihnen ift aber die fogenannte Simpfon’fche Regel dasjenige, welches 
man in der Praxis am häufigften anwendet, weil fie in vielen Fällen große 
Einfachheit mit einem hohen Grade von Genauigkeit in fich vereinigt. 

In jeden Falle ift e8 nöthig, den Weg AB — s (fig. 95) in n 

(möglihft viel) gleiche Theile, wie AE 

Big. 95. —EG=GI uf. w, einzutheilen und 

die Kräfte EF—P,GH—P,IK—P, 

u.|.w. anden Enden diefer Wegtheile zu er= 

mitteln. Setzen wir dann nod) die anfäng⸗ 

liche Kraft AD — P, unddie Kraft BC 

am Ende P,, fo erhalten wir die mittlere 

Ruf: P= (RB +P+PR+P 

+ + P,—ı + Us P,):%, und Daher 
die Arbeit derjelben: 


Ps =('hR +P +PRr+ + Po + ap) —- 


Iſt die Anzahl (n) der Theile eine gerade, nämlid) 2, 4, 6, 8 u. f. w., 
fo giebt die Simpfon’fche Regel noch genauer die mittlere Kraft: 
P=(P, +4Pı +2PR+4P;, ++ + 4Puoı + P):3n, 
und daher die ent|prechende Arbeit: 
P=(B+4P+2B +4 +: +4Pı + P) 2 
Iſt n ungerade, fo läßt fich ſetzen: 
Ps=[’, (Pr +3Pı +3PR+DP)+ 'k(AR +4P,+2P, 


+. + 4Pıı + Pu] . (S. Art. 38 der analyt. Hulfslehren.) 





Beifpiel. Um die mechanifche Arbeit eines Zugpferdes zu finden, welde 
dieſes beim Fortziehen eines Wagens auf einer gewiſſen Straße verrichtet, be⸗ 
dient man ſich eine Krafimeſſers (Dynamometers), welcher auf der einen Seite 
mit dem Wagen und auf der anderen Seite mit den Strängen de8 Pferdes in 
Verbindung gejegt ift, und beobadhiet an demſelben von Zeit zu Zeit die Größe 


- 
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der Kraft. Wenn die anfänglide Kraft P, = 110 Pfund, die nah Zurüdle- 
gung von 25 Fuß Weg, 122 Pfund, nad) Zurüdlegung von 50 Fuß, 127 Pfund, 
bei einem Wege von 75 Fuß, 120 Pfund und am Ende des ganzen Weges von 
100 Zu, = 114 Pfund beträgt, jo hat man den mittleren Kraftwerth nad) der 
u Formel: 
= (4.110 + 122 + 127 + 120 + Y,.114) : 4 = 120,25 Pfund, 
= die mechaniſche Arbeit: 
Ps = 120,25.100 = 12025 Fuhpfund; 
nad) der zweiten Formel aber: 
1446 


P= (110+4.122+2.127+4.120+119):8.9= 75 = 120,5 Pfb. 


uud die mechanische Leitung: 
Ps = 120,5.100 = 12050 Fußpfund. 


Arbeit der Trägheitskraft. Segen wir in ber $. 13 entwidelten 8. 76. 
Formel der Phoronomie: 
y?3 — pn? v3 — c? 
der ps — 5 








für die Acceleration p ihren Werth 9 ein, jo erhalten wir das der beweg⸗ 


ten Maſſe M innewohnende mechaniſche Arbeitsvermögen (energy, 
nah Ranfine): 


1-3) (90 


y3 
er, wem wir die Gefchwindigfeitshöhen 29 und 5 durch ä und k be⸗ 


zeichnen: Ps—=(h— X) G. 

Tiefe für die praftifche Mechanik überaus fruchtbringende Gleichung ſagt: 

Die mechaniſche Arbeit (Ps), welche eine Maſſe entweder in ſich 
aufnimmt, wenn fie aus einer kleineren Geſchwindigkeit (c) in eine größere 
(6) übergeht, oder hervorbringt, wenn fie aus einer größeren Geſchwindigkeit 
in eine leinere überzugehen genöthigt wird, ift ftets gleich dem Pro- 
dncte aus dem Gewichte diefer Maffe und der Differenz der 
beiden Geſchwindigkeiten entfprehenden Geſchwindigkeitshöhen 


5-3) 
0 29 " 
Beilpiele. 1) Um einen 2000 Kilogramm ſchweren Wagen auf einer volllommen 


glatten Schienenbahn in eine Geichwindigfeit von 10 Meter zu verfegen, ift eine 
mechaniſche Arbeit 


j 
P= 5 GO OGLISG 0,051 ..100.2000 —= 10200 Kilogrammmeter 


eufzuwenden ndihig; und ebenfo viel Arbeit wird diefer Wagen verrichten, wenn 
man ihm einen Widerftand entgegenjegt und ihn dadurch allmälig in Ruhe über- 
zagehen nöthigt. 
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2) Ein anderer Wagen von 6000. Pfund geht mit 15 Fuß Geſchwindigkeiĩt 
fort und wird dur eine auf ihn wirkende Kraft in eine Geſchwindigkeit von 
24 Fuß verſetzt; wie groß ift die von diefem Wagen in fi) aufgenommene oder 
von der Kraft verrichtete Arbeit? Den Geſchwindigkeiten 15 Fuß und 24 Fuß 
entſprechen die Geſchwindigkeitshöhen 


x —— 3836 Dh % — 9216 
= 35 = 36 Buß un =,” Buß; 


demnach ift die gejuchte mechaniſche Arbeit: 

= (kh— k)G = (9,216 — 3,600) .6000 = 5,616.6000 = 33696 Fpfd. 
Kennt man nun den Weg, auf weldem dieje Geſchwindigkeitsveränderung vor 
fich geht, fo läßt fih die Kraft finden, kennt man dagegen diefe, jo fann man den 
Weg beftimmen. Soll z. B. im legten Falle der Weg des Wagens nur 100 Fuß 
beiragen, während deſſen Zurücklegung die Geſchwindigkeit von 15 Fuß in die von 
24 Fuß übergeht, jo hat man die Kraft 





G 33696 
=kh— = = 336,% Pfund. 
Wäre aber die Kraft jelbft 2000 Pfund, fo würde der Weg 
G 83696 
s—(h—k) 3; ur 16,848 Fuß betragen. 


8) Wenn ein 500 Kilogramm ſchwerer Schlitten in Folge der Reibung auf 
der Bahn feine Geſchwindigkeit von 4 Meter nad Zurüdlegung von 32 Meter 
Weg gänzlich verloren hat, jo ift der Reibungswiderftand: 


P= ze — 0,051 .43 —= — 0,051.250 — 12,75 Kilogramm. 
Die im vorigen Paragraphen gefundene Arbeitsformel: 
u? — ec? 
7 ) G=(h— HG 
gilt nicht allein für conftante, fondern auch für veränderfiche Kräfte, 
wenn ınan nur (nad) $. 75) ftatt P den mittleren Kraftwerth einführt; denn 
da nad, III*) in $. 19 für jede ftetige Bewegung überhaupt 
2 


wenn p = et m Fo tm die gleichen Wegelenienten 0 ent|pre- 





A=Ps = 


=psih, 





chende mittlere Acceferation bei dem Durchlaufen bes Weges s bezeichnet, fo 
bat man auch 
— F#ı + P, +++ Pr 
nM ’ 


(>) = (2 +BR++ 2, 


n 


folglid) 





und 
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2 — 223 2? — 22 
Psı= — M= s ( 





G=(hkh—k)G, 


wenn P — a 3 das Mittel aller nad) Zurücklegung 


der Wege — s =, = ... — gemeſſenen Kraftwerthe bezeichnet. 

Uebrigens läßt fich natürlich P aud) nad) einer ber letzteren Formeln des 
$. 75 berechnen, wenn zumal die Zahl n der Theile nicht fehr groß ange- 
nonmen wird. 

Sehr oft it die Geſchwindigkeitsveränderung zu ermitteln, welche 
eine gegebene Maſſe M bei Aufnahme einer gewiffen mechanifchen Arbeit Ps 


erleidet. Die gefundene Hauptgleihung wird dann in der Form . 
Ps Ps 
— — — 2 — 
h=k+ 7, oder v — 2429 7 
angewendet. 
s 28385 
Hat man mittels dieſer Formel die den Wegen 777 8 ent⸗ 


jprechenden Endgeſchwindigkeiten v,, v2, v3... du beſtimmt, fo kann man 
durd Anwendung der Formel 


s /1 1 1 1 
I ltratratnte) 


die Zeit, in welcher der Weg s zurlidgelegt wird, berechnen. ' 
In der Form Gem - Lt — dient 


vꝛ — 2 Wet)w— od 
endlich die gefiundene Hauptgleihung nod) dazu, um die Maſſe M zu be- 
Runmen, bei welcher die mechanische Arbeit Ps eine gegebene Geſchwindig⸗ 
teitsveränderung » — c heroorbringt. 

Wenn bei der (ftetigen) Bewegung eines Körpers die Endgeſchwindigkeit 
v gleich if der Anfangsgeſchwindigkeit c, jo fällt die hierbei in Anſpruch 
genommene Arbeit —= Null aus, d. h. e8 nimmt der befchleunigte Theil der 
Bewegung gerade fo viel Arbeit in Anfpruch, als der verzögerte Theil der- 
felben verrichtet. 

Beilpiel. 1) Wenn ein ohne Reibung auf einer Eifenbahn fortgehender 
Bagen von 2500 Pfund Gewicht zur Vermehrung feiner Geſchwindigkeit, die an- 
fang: nur 10 Fuß betrug, eine mechaniſche Arbeit von 8000 Fußpfund in fid 
anigenommen bat, jo wird jeine Geſchwindigkeit nad) Aufnahme diefer Arbeit 


= y 102 + 625 - Er — Y100 + 200 = 17,82 Fuß betragen. 


2) Wenn während des Auswalzens eines Metallftabes AB mittels der Walzen 
Cum D, Fig. 96 (a. f. ©.), die Umdrehungsgeſchwindigkeit v = 20 Meter des 
mit der einen Walze verbundenen Schwungrades EF allmälig inc —= 3 Meter 
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übergeht, fo ift bei dem Gewichte G — 10000 Rilogramm des Schwungringes 
die von der Trägheitstraft defielben verrichtete und auf das Auswalzeg verwen⸗ 
Si. © dete mechamſche Arbeit 
ig. 96. “a 
4= 37 @e 
= 0,051 (400 — 9) 10000 
= 391.510—=199410 Kilos 
grammeter, ſowie die mitt- 
B ‚Iere Kraft, mit welder Der 
Metallftab bei der Länge 
s = 4 Meter defielben 
mittels der Xrägheit des 
Schwungrades durch die Wal: 
zen gezogen wird, 
pP 4 _ 1910 
E 4 
= 49952,5 Rilogr. 
Anmerkung. Man nennt, ohne einen bejonderen Begriff damit zu ver⸗ 
Binden, das Product aus Maffe M = ©. und Quadrat der Geſchwindigteit (02), 


alſo Mv2, die lebendige Kraft (franz. force vive; engl., eigentlid lat. vis 
viva) der bewegten Maffe, und kann hiernac die mechaniſche Arbeit, welde eine 
bewegte Maffe in fi aufnimmt, gleicjfegen der halben Iehendigen Kraft berjelben. 
Geht eine träge Mafle aus einer Geſchwindiglein e in eine andere » über, fo if 
ſowohl die gewonnene als aud die verlorene Arbeit glei der halben Differenz 
zwifgjen den Iebendigen Kräften am Ende und am Anfange der Gejhwindigleits- 
veränderung. Diefes Geſeh von der mechanifchen Leiſtung der Körper durd) ihre 
Xrägheit nennt man das Princip der lebendigen Kräfte (franz. prineipe 
des forces vives; engl. principle of vis viva). 


Zusammensetzung der Kräfte. Wirken zwei Sräfte P, und P, 
auf einen und denfelben Körper 1) in gleicher oder 2) in entgegengefeßter 
Richtung, fo ift die Wirkung diefelbe, als wenn nur eine Kraft anf den 
Körper wirkte, welche 1) der Summe oder 2) Differenz diefer Kräfte gleich, 
ift, denn diefe Kräfte ertheilen der Maſſe M die Acceleration: 





p — und pu ⸗ J; 
es iſt folglich nad) $. 31 die aus beiden reſultirende Acceleration: 
PAt+tP 
s=sntmn=-rı 
und demnach die derfelben entfprechende Kraft: 
P=M=P +tP. '‘ 

Man nennt die aus den beiden Kräften hervorgehende, gleich viel vers 
mögende (äquipollente) Kraft P die Reſultirende (franz. resultante; engl. 
resultant), die Beftandtheile P, und Pz aber die Componenten (franz. 
composantes; engl. components). 
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Beifpiele. 1) Ein auf der flachen Hand liegender Körper brüdt nur fo 
lange git feinem abfoluten Gewichte auf diefelbe, fo lange die Hand in Ruhe 
iR oder mit dem Körper gleihförmig aufs ober abwärts bewegt wirb; hebt 
mon aber die Hand beichleunigt empor, jo erleidet biefelbe einen flärferen Drud, 
geht man dagegen beſchleunigt mit der Hand ſenkrecht nieder, jo wird der Drud 
Meiner als das Gewicht; er wird fogar Null, wenn man die Hand mit der 
Acceleration der Schwere herabführt. Iſt der Drud auf die Hand = P, jo 
fält der Körper nur mit der Kraft E — P nieder, während feine Maſſe 

4 


M=° iR; jegen wir daher die Acceleration, mit welcher die Hand mit dem 





g 
Vereuf liegenden Körper niedergeht, = p, fo folgt G — P= 8g .p, und daher 


anf der Hand mit der Yereleration p auffteigen, ſo iſt p der Acceleration g ent: 
gesengefegt, daher der Drud auf die Hand, P= (Ü + 2) @. Je nachdem 
mon einen Körper mit 20 Fuß Beſchleunigung ab⸗ oder aufwärts fleigen laßt, iſt 
der Drut auf die dand = (1 — 775) 6 = 1-06 = 086 des adr⸗ 
vergemidhtes oder = 1 + 0,64 = 1,64 defielben. 

2) Wenn id mit der lagen Hand einen Körper von 3 Pfund Gewicht 
u Zub doch jenfreiht in die Höhe jehleubere, indem ic) ihn auf die erflen zwei 


Fuk Höhe mit der Hand unausgeſetzt forttreibe, fo ift die verrichtete mechaniſche 
Ukit Pe = Gh = 3.14 — 42 Zuhpfunh, und demnad) der Drud des Rör« 


pers auf die Hand: P= 7 — 21 Pfund. Wahrend alfo der ruhende Körper 


wit 3 Pfund drüdt, wirkt er während des Werfens mit 21 Pfund Kraft auf die 
Hand zurüd, 

3) Welde Laft Q vermag der in einem Cylinder ABCD, Sig. 97, ber 

wegliche Rolben um AD — 3 = 6 Fuß hoch zu heben, wenn er auf der erften 

Big. 9. Weghalfte AM von innen durd die 

* aus einem großen Reſervoir .R zuftrös 

mende Luft mit der Kraft P = 6000 

Pfund, und auf der zweiten Weghälfte 

MD dburqh die im Gylinder abgejperrte 

und nad) dem Mariotte’f—en Gejege 

mit allmälig abnehmender Kraft wir 

tende Zuft fortbewegt wird, während 

die äußere Luft conftant auf den Kolben 

mit der Kraft P, — 2000 Pfund ente 

gegemoirtt? Da fi} die im Eplinder 

abgejperrte Zuft am Ende der zweiten 

Hälfte des ganzen Rolbenweges um das 

Doppelte ausgedehnt Hat, fo ift die 

Kraft derfelben zulegt nur %,.P—=3000 

fund. 68 drüdt, die im Cylinder 

abgejperrte Luft am Ende des Kolben: 

wege von 3 Fuß noch mit 6000 Pfund, 

Belsvan's Lehröud der Mehanit, I. u 
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dagegen am Ende des Weges von 4 Fuß mit %/,.. 6000 — 4500 Pfund, am Ende 
des Weges von 5 Fuß mit 3.6000 = 3600 Pfund, und am Ende des ganzen 
Weges von 6 Fuß mit %,.6000 = 3000 Pfund, wonach ſich die mittlert Kraft 


während der Erpanfion — Y, [6000 -+ 8 (4500 4 3600) +4 8000] = = 


— 4162 Pfund, und folglich die mittlere Kraft bei der ganzen Kolbenbewegung 


P, = a 5081 Pfund ergiebt. Zieht man hiervon den conſtanten 


Gegendrud P, = 2000 Pfund ab, fo folgt das vom Kolben aufzuhebende Gewicht 
Q=P, — P, = 5081 — 2000 == 3081 Pfund. 
Die bewegende Kraft bei der erftien Weghälfte ift: 
P—P, = 600 — 5081 = 919 Pfund, 
folglich die Acceleration der Bewegung: 


= —— = sog" 31,26 = 9,82 Zus, 


ferner die —8 am Ende des Kolbenweges 
= 3 — 3 Fuß: v =V2ps, = V6.9,982 = V55,92 — 7,478 uk, 
und die Zeit, in welcher dieſer Kolbenweg zurüdgelegt wird: 
u = —: = or = 0,802 Secunden. 


Der Kolbenmweg, bei welchem fi Kraft P, und Laſt 2, + Q das Gleichgewicht 
balten, aljo die bewegende Kraft und folglidd auch die Ucceleration Null, und die 
Kolbengeichwindigkeit ein Marimum ift, hat die Größe: 


— 2.5 _ 600.8 _ 18000 _ gg45 gup. 





n= — 3,2715 Fuß if die mittlere Rolbentraft 


— 5502, folglich die bewegende Kraft 


— 5502 — 5081 = 421 Pfund, 
und der mittlere Werth derjelben, während der Fortbewegung des Kolbens um 
919 + 4.421 + 0 





Am Ende des Kolbenweges 6, 


__ 6000.38 
— 3,9715 


% = 3,543 — 3 = 0,543 Fuß, = r — 434 Bund. 
Die entiprehende mittlere Ucceleration ift 
434 434. 31,25 
= 50019 Is 7 4402 Zub, 


folglid die Marimallolbengeijhwindigleit am Ende des Weg x = 8, + 8 
= 8,543 Fuß: 


m = Vo? + 295, = V55,92 + 2. 4,402.0,543 = V60,70 = 7,791 Fuß. 
Die Zeit zum Durdlaufen des Weges 5, — 0,543 Fuß lat ſich ſetzen: 
— a(lı1\_ AI ı _1\_ 
= (+ ;,)= ms ( Tat N) — 0,071 Gecunden. 
Sat der Kolben den Weg 5,5 Fuß zurüdgelegt, jo ift die bewegende Kraft: 


18000 an 
5,500 — 5081 = — 18508 Bund, 


— 
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Rebt aber der Kolben im Mittel zwiſchen diefem Punkte und dem Punkte der 
Rozimalgeihwindigkeit, jo ift diefe Kraft: 
18000 





= Tan” 5081 = — 1100 Pfund, - 
und es find die entſprechenden Uccelerationen folgende: 
_.. 1808.31,25 _ — 1100.31,25 
= BR 1.3 = — 18,34 Fuß und — > — 11,16 Fuß. 


Beim Durdlaufen des Wegftüdes s, — 5,500 — 3,543 = 1,957 Fuß, ift | 
folglich die mittlere Acceleration 
__ 0-+4. A 4 0 18,34 — — 10,80 Zuf, 
uud denmach die am Ende dieſes Weges erlangte Geſchwindigkeit: 
v, = Y60,70 — 2.10,50.1,957 = V19,60 = 4,427 Fuß. 


Für die erfie Halfte 0,9785 Fuß des legteren Wegſtückes iſt dagegen die mittlere 
Acteleralion 
0 + 11,16 


= = 5,58 Sof, 
baher bie Geſchwindigkeit am Ende des Weges von 4,5215 Yu: 
vo, = Y 60,70 — 2.5,58. 0,9785 = V49,78 — 7,065 Fuß. 
Run eraient ſich de Zeit zum Durdlaufen des Wegſtuces 8 = 1,957 Fuß: 


- a (_ 
= mt + 2) 08 (Fa + on + En) 
= 0,326. 0.212 — =(, 800 Secunden. 
Berner läßt ſich die Zeit für daS legte Stüd s, — 0,5 Fuß des ganzen Kolbens 
weges, bei deſſen Durchlaufung die Geſchwindigkeit allmälig in Null übergeht, 
= — = —— = 0,226 Secunden 


ken, und es folgt nun die Zeit des ganzen Kolbenhubes: 
t=4 +4 + +, = 0,802 + 0,071 + 0,800 4 0,226 —= 1,40 Eecunden. 


Parallelogramm der Kräfte. Wird eine Maſſe (ein materieller $. 79. 
Funtt) M, Fig. 98, von zwei Kräften P, und Pz ergriffen, beren Richtun- 
gan MX mb MY einen Winkel XMY — « zwilchen ſich einfließen, 

Fig. 98. fo erzeugen diefe nach eben biefen Richtungen 
die Accelerationen: 

“ Pı x pP, P. 
aus deren Vereinigung eine mittlere Accele⸗ 
p ration (8. 37) in einer Richtung MZ entfteht, 
welche durch die Diagonale eines aus pi, 23 
2 und « conftmirten Parallelogramms gegeben 
Y it; auch ift dieſe mittlere oder refultivende 

Ücceleration: 
11* 
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p — Vp} + 22 + 21193 608.8 
und für den Winkel @,, den die Nichtung derfelben mit der Richtung MX 
der einen Acceleration 9, einjchließt, hat man: 





" sin. — pꝛ sin.e 
p 
Seten wir in diefe beiden Formeln die angegebenen Werthe v von pi und p⸗, 
ſo folgt: 
Va) +) ta) a) 
und 
sin. __ [Pa\ sin.a 


Multiplicirt man die erfte Gleichung durch M, fo ergiebt ſich: 


My = Vp} + P? + 2 P, Ps cos. os, 
oder, da Mp die der Xcceleration p entfprechende Kraft P ift: 


ı) P=VPi + p2 + 2P, P;cos.a, 


P,sın.a 
Zu 

E8 wird alfo die Refultirende oder Mittelkraft ſowohl ihrer 
Größe al8 auch ihrer Richtung nach aus den Komponenten oder 
Seitenträften genau fo beftimmt, wie die mittlere Acceleration 
aus den Seitenaccelerationen. 

Kepräfentiren wir die Kräfte durch gerade Linien, indem wir dieſe in 
denfelben Verhältniſſen zu einander ftehen Laffen, wie fie in Gewichten, 3.2. 
Kilogranım, in Wirflichkeit zu einander ftehen, jo läßt ſich demnach die Reſul⸗ 
tirende durch die Diagonale desjenigen Parallelogramms darftellen, deſſen 
Seiten durd) die Seitenfräfte gebildet werben und wovon ein Winkel dem 
von den Richtungen der Seitenfräfte gebildeten Winkel gleich if. Das fo 
aus den Seitenfräften conftruirte und durch feine Diagonale die Mittelfraft 
ausdrüdende Parallelogramm wird da8 Parallelogramm der Kräfte 
genannt. j 


und 
2) sin. = 


Beilpiel. Wenn ein auf einem volllommen glatten Tiſche ruhender Kör: 
per, %ig. 99, von 150 Kilogramm Gewicht von zwei Kräften P, — 80 Kilogramm 
und P, = 24 Kilogramm ergriffen wird, welche einen Wintel MP, =a= 
105 Grad zwiſchen fich einjchließen, jo ift die Frage, nach welcher Richtung und mit 
welcher Ucceleration die Bewegung vor fih gehen werde? Da cos.« == cos. 105° 
= — (08.75, fo folgt die Mittelfraft: 

P = V30° + 242 — 2.30.24c08.75° — Y%0 + 576 — 1440cos. 75° 


— V1476 — 372,7 = 33,22 Kilogramm; 
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und die ihr entſprechende Wcceleration: 
p= 4 = 4 - Fri gm Meter. 
Die Bewegungsrichtung fließt mit der Richtung der erften Kraft einen 
Vinkel a, ein, ber beſtimmt ift durch 
24 . 
} = ——$i '— .750 = ; 
sin. = 33.22 sin. 105 0,7224 sın. 75 0,6978 
es iſt alſo a, — 44015. 


Anmerkung. Die Mitteltraft (P) hängt, den gefundenen Formeln zufolge, 
zer von den Seitenfräften, nie aber von der Mafle (MM) des Körpers, auf welche 
Fig. 9 die Kräfte wirken, ab. Deshalb Findet man in vielen 

Ba Werten über Mechanik die Richtigkeit des Parallclo- 

gramm der Sträfte ohne Nüdfiht auf die Mafie, 
wohl aber mit Zugrundlegung irgend eines Grund- 
geſetzes bewiejen. Solcher rein ſtatiſchen Beweije giebt 
e3 viele. In jedem der folgenden Werte findet man 
einen anderen Beweis: Eytelwein's Handbuch der 
Statik fefter Körper, Gerſtner's Handbud der Me: 
chanik, Kayſer's Handbuch der Statik, Möbius’ 
Lehrbuch der Statik, Ruhlmann's techniſche Mecha⸗ 
nit. Der Beweis in Gerſtner's Mechanik fett die 
Theorie des Hebel voraus; er ift Übrigens jehr ein- 
fach und findet ſich in fehr vielen alten und aud in 
neuen Schriften, 3. B. in denen von Käftner, 
Monge, Whewell u. ſ. w. Kayſer's Beweis ift 
der Poijſon'ſche in elementarem Gewande. Möbiug’ 
Entwidelung ift auf eine bejondere, von Boinjot (Elemens de Statique) einge: 
führte Theorie, auf die der Kräftepanre (des couples), gegründet. Einen eigen- 
Ihämligen Beweis liefert Dudayla,in der Correspondance sur Pécole 
polytechnique No. 4, denjelben bat aud Brix in feinem Lehrbud der Statik 
feher Körper, 2. Auflage, aufgenommen; er wird aber aud) noch in vielen anderen 
Berlen angewendet, 3. ®. in Mofeley’& Mechanical Principles u. |. w. Den 
Veweis des Parallelogramms der Kräfte, melden Napier in feinen Lecons de 
mecanigue (deutih von Mejer, 1858) liefert, findet man au in Rühlmann's 
Grundzüge der Mechanik, Leipzig 1860. Eine auf die Bewegungägejege gegrän- 
dee Theorie dieſes Parallelogramms findet man ſchon in Newton's Principien; 
fe wird aber auch von vielen Neueren gebraucht, 3. B. von Venturoli, Bon: 
telet, Burg u. ſ. w. S. Elementi di Mecanica e d’Idraulica di Ventu- 
roli; Mecanique industrielle par Poncelet; Compendium der populären 
Rehanit und Mafchinenlehre von Burg. Ein neuer Beweis von Möbius 
fudet fi in den Berichten der Gefellihaft der Wiſſenſchaften zu Leipzig (1850), 
ein anderer von Ettingshauſen in den Wiener akademiſchen Schriften (1851), 
an dritter von Schlömilch in defien Zeitichrift für Mathematik und Phyſil (1857) 
und ein vierter von John Stevelly im Philosophical Magazine Vol. XXXI, 
1866. ©. auch Wolf’ Tajhenbud der Mathematik, Phyſik u.f.w. Zürich 1869. 





Zerlegung der Kräfte. Mit Hilfe des Kräfteparallelogranıms Lafien 8. 80. 
fh nicht mur zwei oder mehrere Kräfte zu einer einzigen zuſammenſetzen, 


8. 81. 
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fondern auch gegebene Kräfte unter gegebenen Berhältniffen in zwei oder 
mehrere Kräfte zerlegen. Sind die Winkel a, und a, gegeben, welche die 
©eitenträfte MP, — P,ı und MP, — P,, Fig. 99, mit der gegebenen 
Kraft MP — P einschließen, fo ergeben fid) die Seitenfräfte oder Compos 
uenten durch die Formeln: 

pP — Psin.0s p. — Psin.o, . 
1 sin.(&, + @)’ z sin. (0 + %) 
Stehen die Seitenträfte winkelrecht auf einander, ift aljo a, + as = 90° 
und sin.(ı + &) = 1, fo hat man: 

P, = Pcos.o, und P, = Psin.aı. 
Sind endlih &, und «; einander gleich, jo ift auch: 


on Psin. P 
P, = Pı, nänlid = sin. 2a 2cos.e. 








Beifpiele. 1) Wie flark wird der Tiſch AB, Big. 100, von einem Körper 

M gebrüdt, deffen Gewiht E = 70 Pfund ift, und auf den eine Kraft P = 
50 Pfund wirft, deren Richtung unter dem Wintel 
Gig. 100. PMP, = «, = 40° gegen den Horizont geneigt 

it? Der horizontale Component von P if: 

P, = Peos.«e, = 50c08.40° — 88,30 Pfund, 
und der verticale Component: 

P, = Psin.a, = 505in.400 = 82,14 Pfund; 
ber legtere jucht den Körper vom Tiſche abzuziehen, 
es bleibt folgli der Drud auf den Til: 

@G — P, = 70 — 32,14 = 37,86 Pfund. 

2) Wenn ein Körper M, Fig. 99, von 110 Pfund 
Gewicht, auf einer horizontalen Unterlage durch 
zwei Sräfte jo bewegt wird, daß er in der erften 
Secunde einen Weg von 6,5 Fuß in einer Richtung 
durdläuft, welche von den beiden Kräfterichtungen 
um die Winkel «, — 529 und a, = 77% abweicht, jo ergeben fi die Kräfte 
jelbft durch Folgendes: Die Acceleration iſt der doppelte Weg in der erften Se: 
cunde, alfo hier 2 = 2.6,5 = 13 Fuß. Die Mittelfraft ift nun; 


P= #2 — 0,082.13.110 = 45,76 Pfund; 





daher die eine Seitenfraft: 


_ .. Psin.770 46,76 sin. 770 , 
Pı = 5n.(0680 F 775 = "sinne = 9787 Pfund; 
und die andere Seitenfraft: 
46,76 8in.520 
P = ——Aſ — 46,40 Pfund. 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Um bie Mittel 
kraft P zu einem Syfteme von Seitenfräften Pi, P,, P, u. ſ. w. (Fig. 101) 
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zu finden, fanı man genau benjelben Weg ($. 34) einfchlagen, welcher bei der 
Zufammenfegung von Geſchwindigkeiten befolgt wird; man fann nämlich durch 
wiederholte Anwendung des Kräfteparallelogramms je zwei und zwei Kräfte 
zu einer vereinigen, bis zulegt nur noch eine übrig bleibt. Die Kräfte P, 
ud P, geben z. DB. durd) das Parallelogramm MP, QP, die Mittelfraft 
H4Q = Q; wenn man dieje wieder mit P, vereinigt, erhält man im Pas 
rallelogramm MQRP, die Mittel 
kraft MR—R, und bie letztere wies 
der mit P, zu einem Barallelogramm 
verbunden, ftellt fich in der Diago⸗ 
nale MP — P bie Ießte allen vier 
Kräften P,, Pa, Ps, Pı zufammen 
äquivalente Mittelfraft heraus. 

Es ift nicht nöthig, bei diefer Zu⸗ 
fammenfegungsweife das Parallelo« 
gramm ſtets zu vollenden und deſſen 
Diagonale anzugeben. Man bilde 
ein Bolygon MP,QORP, indem man 
die Seiten MP, Pı Q, QR, RP den 
gegebenen Somponenten P,, Pa, Pz, P, parallel legt und gleichmacht; die 
legte, das Polygon zufchliegende Seite MP ift die gefuchte Mittelfraft P 
oder vielmehr das Iincäre Maß derfelben. 

Anmerfung. Es ift ſehr nüglih, die Aufgaben der Mechanik au durch 
Eouftruction aufzulöjen; wenn die conftruirende Auflöfung auch nicht jo viel Ge: 
nauigleit gewährt als die rechnende, jo fichert fie dagegen jehr vor groben Fehlern 
und kann deshalb immer als Prüfung der Rechnung dienen. In Fig. 101 hat 
won die Kräfte unter den gegebenen Winteln PL MP, = 720%, P,MP, = 
33020’ und P,MP, = 92°40' an einander geftoßen und fo aufgetragen, daß 
ein Kilogramm dur ein Millimeter repräfentirt wird. Die Kräfte PR = 18,0 
Kilgr., P, — 16,0 Kilogr., P, = 13,3 Rilogr. und P, = 19,0 Kilogr. find 
daher durch Seiten von 18,0 Millimeter, 16,0 Millimeter, 13,3 Millimeter und 
19,0 Millimeter Länge ausgedrüdt. Eine fjorgfältige Eonftruction des Kräfte 
polggons giebt die Größe der Mittelfraft P = 22,0 Hilogr. und die Abweichung 
ihter Richtung ALP von der Richtung MP, der erften Kraft, = 87 Grad. 

Einfacher und fchärfer beftimmt fic die Mittelfvaft P, wenn man jeden 
der gegebenen Componenten Pi, Ps, Pz u. |. w. nach zwei rechtwinklig gegen 
einander ftehenden Agentichtungen X X und X’ Y, Fig. 102, a. f. S. in Seiten- 
feäfte wie Q, und Ri, Qs und R,, Q, und R, u. ſ. w. zerlegt, die in eine 
und diejelbe Arenrichtung fallenden Kräfte algebraiich addirt und nun aus ben 
ſich ergebenden, unter einem Rechtwinkel zufammenftoßenden zwei Kräften 

Qund R die Größe und Richtung der Refultirenden ſucht. Sind die Winkel 
PMX, RB MX, P,MX u. f. w., welche die Richtungen von den Kräften 


Fig. 101. 





$. 82. 
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Pi, Ps, Ps u. |. w. mit der Are XX einſchließen, — en, &g, &y u. |. w., 
fo hat man die Seitenkräfte Qı = Pı wsa,, Rı = P,sin.u; & = 
P,c05.&, Ra = Pssin.a, u. |. w., weshalb folgt aus: 


2 — +: G3 + 
1) Q= Pıc0s.% + Ps c08.% + P3008.04 +», 
und ebenſo aus R=R+R+tl... 
32) R= Pısin.a, + Pısin.a + Pssin.a; + 
Aus den fo gefundenen zwei Seitenfräften Q und 7% ergiebt ſch num die 
Größe der gefuchten Mittelkraft: 


3) P—YgQ: + Ri _ 

und der Winfel PMX = 0, den ihre Richtung mit X X einfchließt, durch 
4) tang.a = r . 

Fig. 102. Bei der algebraifchen Addition der 


Kräfte hat man die Vorzeichen genau 
zu berücfichtigen; denn find diefelben 
bei zwei Kräften verſchieden, d. 5. 
find diefe Kräfte von Angriffspuntte 
M aus nad) entgegengefegten Seiten 
gerichtet, jo geht diefe Addition im 
eine arithmetifche Subtraction über 
($. 78). Der Winkel « iſt ſpitz, fo 
lange Q und R pofitiv find, er ift 
zwiſchen einem und zwei Rechtwin— 
keln, wenn Q negativ und RR pofitiv, 
zwiſchen zwei und drei echten, wenn 
Q und Z beide negativ find, und 
liegt endlich zwoifchen drei und vier Rechten, wenn bloß R negativ ift. 


Beilpiel. Welches ift die Größe und Richtung der Mittelfraft aus den 
Eeitenfräften P, = 30 Pfund, P, = 70 Pfund und 7, — 50 Pfund, deren 
Richtungen, in einer Ebene liegend, die Winlel P. MP, = 56° und P,MP, 
— 1040 zwiſchen ſich einjhließen? Legen wir die Are X X, Fig. 102, in die Rich⸗ 
tung der erften Sraft, jo erhalten wir «, = 0°, «ag = 56° und ag = 56% + 1049 
— 160°; daher: 

1) @ = 80.c08.0% + 70.008.560 + 50.c08.1600 = 30 + 89,14 — 46,98 
— 22,16 Pfund, und 
2) R= BO. Sin. Ob + 70.8in. 56° + 50 .83n.160° = 0 + 58,08 + 17,10 
= 75,13 Pfund. Werner: 
75,18 


8) tang.a = 216” — 3,8903, 
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und hiernach den Winkel, welden die Mittelraft mit dem pofitiven Axentheile 
MX oder der Kraft P, einidliekt, « — 73034’, endlid) diefe Kraft jelber: 

r-Varm = — 8 _ 3 __ BB _ 79,33 Pfund. 


c0s.« sin.a 81n.73034' 7 0,9591 7 


Kräfte im Raume. Liegen die Kraftrichtungen nicht in einer und $. 83. 
derfelben Ebene, jo lege man durch den Angriffspunkt der Kräfte eine Ebene 
wud zerlege jede derjelben in zwei andere, die eine derjelben in der Ebene 
liegend, die andere rechtwinklig zur Ebene. Die fo erhaltenen Seitenfräfte in 
der Ebene find nun nad) der Kegel des vorigen Paragraphen zu einer, und 
die Zeitenfräfte rechtwinklig zur Ebene durch bloße Addition zu einer anderen 
Mittelfraft zu vereinigen; zu den auf diefe Weife erhaltenen zwei recht: 
malligen Somponenten ift endlich nad) der bekannten Regel ($. 79) bie 
Mütellreft zu finden. 

dig. 103 führt das eben angegebene Verfahren mehr vor Augen. MP, 
=P,MPR,= P,, Mr, — P; jeien die einzelnen Kräfte, AZ die 

Sig. 108. 





Ebene (Projectiongebene) und ZZ die Are winfelvecht zu ihr. Aus der Zer- 
gung der Kräfte P,, P, u. |. w. ergeben ſich die Kräfte S,, 5 u. f. w. 
in der Ebene, umd die Kräfte N,, Nr u. f. w. in der Normalen ZZ. Jene 
werden wieder nach zwei Aren XX und YY in die Seitenfräfte Qı, Q, 
a{w Ri, R, uf. w. zerlegt und geben bie Componenten Q und R, 
weraus ſich endfich die Mittelkraft S beftimmen läßt, welche, mit der alge 
brailden Summe N aller Normalträfte N}, N, u. ſ. w. vereinigt, die ge- 
ſuchte Dittelfraft P giebt. 
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Segen wir die Winkel, unter welchen die Kraftrichtungen gegen bie 
Ebene AB, 3. B. gegen den Horizont geneigt find, 61, > u. |. w., fo er- 
geben fic die Kräfte in der Ebene S, = P,cos.ßı, & = Ps cos. ß, u. f. w., 
und die Normalkräfte N, = Pı sin. ı, N = P; sin. Ps u. ſ. w.; be 
zeichnen wir endlich die Winkel, welche die in der Ebene AB Tiegenben 
Projectionen der Kräftericdhtungen mit der Are X X einfchließen, mit a, c, 
u. f. w., jegen wir alfjo XMS, = 0, XMS = m u |. w., fo ftoßen 
wir auf folgende drei, die Kanten eines geraden Parallelepipeds (des Kräftes 
parallelepipeds) bildende Kräfte: - 


Q = 8,008. + 8c008.0 + --», 


oder 

1) Q = P,cos.ßı cos. + Pscos.Bscos.as + - - -, 
ebenfo | 

3) R= P,cos.ßı sin.a, + P,cos.Bssin.a; +: », 
endlich) 


3) N= Pi sin.ßı + P, sin. ßs + ... 
Aus diefen drei Kräften folgt die letzte Reſultirende: 
4)P=VQ@®+R+ N; 
ferner der Neigungewinfel RM S — ß derjelben gegen die Projectiongebene 
durd) 
N N 
5 tanı. — m, 
)tan.ß == arm 
endlicd, der Winkel X MS — «, weldjen die Projection der Refultivenden in 
der Ebene AB mit der erften Are XX einfchließt, durch 


R 
6) tanqg. = — 
) tang 7) 


Sind A,, Az... die Winkel, welche die Kräfte 2), Ps.. mit der Are MX, 
ferner u, Ye... die Winkel, welche diefelben mit der Are MY, und v, V3.. 
die Winkel, welche fie mit der Are MZ einfchließen, fo hat man aud): 

1*) Q = P,cos.dı + P2c08.i, + - - -, 
2*) R= Pıcosuı + P.ıcos.us + - --», 
und 
3*) N = P,cosv, + PR008s.1% + : - -. 
Die Größe der Mittelfraft ift wieder durch die Formel 
‚4)P= Vv®+Rr+M 
beftimmit, wogegen ſich die Richtung derfelben mittel der Formeln 
5*) cos. A = p; HZ und c0s.v — 5 
berechnen läßt, in welchen A, u und v die Winkel bezeichnen, welche P mit 
den Aren MX, MY und MZ einschließt. 
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And) ift cosA — c08.0c0s.ß, cos. = sin.acos.ß und v—=90°— Pf, 
ello cos.» — sin. Pf. 


BeilpielL Um ein Gewicht G, ig. 104, I und II, mittels des Über der 
Leitrolle B weggezogenen Seiles GBA ſenkrecht emporzubeben, ziehen an dem 
. Seilende A drei Arbeiter mit den Kräften 
Big. 104. P, = 50 Pfund, P, = 10 Pfund und 
B P, = 40 Pfund, deren Richtungen eine 
Neigung von 60 Grad gegen den Horizont 
haben, und welde die Horizontalwintel 
8,48, = 8AS, = 135 Grad und 
8, AS, =90 Srad unter fih einſchließen; 
welches ift die Größe und Nichtung der 
J dem Gewichte G gleichzuſetzenden Mittel⸗ 
A fraft, und wie groß könnte dieſes Gewicht 
fein, wenn die Kräfte eine und dieſelbe 

Richtung hätten? 


B/nN } Die verticalen Componenten der Kräfte 
1. si... 
Ir J. 5 ſind: 
N, N, =P,sin. 8, =508in.600— 48,30 Pib., 
N, = Ps sin. Ba 100 81n.600=86,6U Pfr. 
und 
P, N, =P, sin. B, = 40 sin. 600 34,64 Pfd., 
See gfpb- folglich ift die in A vertical niederziehende 
’ rafi 


N=N, + N,+ N, = 164,54 Pfd. 
Ferner find die horizontalen Compo⸗ 
nenten: ‘ 
S, = P, cos. ß} = 50c0s. 60° = 25 Bid., 
8, = P, cos. ßg = 100c08.60° — 50 Pfp., 
und - 
NEN pP Se = P3c08. 3 = 40.008.600 20 Pfr. 
— Legt man eine Are XX in der Richtung 
der Kraft S,, jo folgt die Seitenfraft in 
diefer Are: 
Q=Qı+9+ 9 = 81 008.0, + 
Sg 608. @g + 5308. 5 = 2508.00 + 
60.08.1350 + 20c08.2700 = 25.1 — 
50.0,7071— 20.025 — 35,855 = 
— 10,355 Pfb. 


ſewiee die Seitenkraft in der zweiten Are Y Y: 


R=R, ER, + R, = S,sin.a + Sy 8in.0g + 5; Sin. ag 
= 25 sin.0° + 50 8in.1350 + 20 8in.270° = 50.0,7071 — 20 
— 15,355 Pfund, 


und die horizontale Mittelkraft: 
8=YQ? + R? —= Y10,3856? + 15,355? —= 18,520 Pfund. 








$. 81. 
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Der Winkel «, welchen dieſe Kraft mit der Are AX einſchließt, iſt beſtimmt 
durch 

_R__1355__ 
tang.a = Q = 10,355 = 1,4828, 

wonach « = 180% — 56% — 12400° folgt. 

Die vollftändige Mittelfraft ift: 

P=YVN?-+ 5% = V164,549 + 18,520 = 165,58 Pfund. 
Der Reigungsmintel 8 diefer Kraft gegen den Horizont wird beitimmt durch 


N _ 16454 _ 38848, wonach 4 — 83035 folgt. 


Wenn die drei Kräfte in einer und derjelben Richtung und zwar vertical 
wirkten, wäre die Mittelltaft = 50 + 100 + 40 = 1% Pfund, aljo um 
190 — 165,58 — 24,42 Pfund größer als die gefundene. 


Zusammensetzung der mechanischen Arbeiten. Aus den in 
dem Borigen gefundenen Kegeln über die Zuſammenſetzung der Kräfte laſſen 
fid) nod) zwei andere, im praftifchen Gebrauch wefentliche Dienfte leiftende, abs 
leiten. Es fei in Fig. 105, M ein materieller Punkt, ferner fein MP, = Pı 
ud MP, — P, die auf ihn wirkenden Kräfte, und MP—P die 

Sig. 106, Mitteltraft aus den Kräften P, und 
nn P;. Legen wir durch M zwei Aren 
" MX und MY winfelredjt gegen ein⸗ 
ander, und zerlegen wir die Kräfte 

P, und P, fowie ihre Mitteltraft P 
in nad) diefen Axen gerichtete Seiten= 
fräfte, alfo 2, in Q, und R,, P, in 
Q, und R,, und Pin Q und R, fo 
erhalten wir bie Kräfte in der einen 
Are Qı, Q und Q, und die in der 
anderen Ri, R; und R, und es ıft 
9=0Qı + % ſowie R=Rı + R.. 

Nehmen wir nun in der Axe MX 
irgend einen Punkt O an, und fällen von demfelben Perpenditel OL), OLs 
und OL gegen die Richtungen der Kräfte Pi, Ps und P, fo erhalten wir 
rechtwintelige Dreiede MOL, MOL,, MOL, voeldje den von den drei 
Kräften gebildeten Dreieden ähnlid) find, nämilich: 

AMOL n AMP,Qı 
AMOLR un AMP; Q.. 
AMOL n AMPQ. 
MQı ,.Qı ML 


Diefen Achnlichkeiten zufolge iſt aber MP’ d. i. 2” 20 





ebenſo 
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G& _Ml Q _ML IRPEIRER 
pn =0 und Bu fegen wir die hiernach beftimmten Werthe 


von Gi, Q, und Q in die Gleihung Q —= Qı + 95, fo erhalten wir: 
P.ML = P,.ML, + P,.ML.. 


Ebenſo ift auch: 
R_0b B B „2_0L 
P, MOP. MO P MO’ 
daher: 


P.oL=P.0L + P,.01. 
Diefe Gleichungen gelten auch dann noch, wenn P die Mittelfraft aus 
drei oder mehreren Kräften P,, Ps, Ps u. f. w. ift, weil man allgemein 
= +9 + 9% + -- 
R=R+R+R+:-- bat. 
Man kann daher allgemein: 
)P.ML=P.ML +PR.ML +PD.ML+---, 
)P.OL—P.OL + PR.0, +P.0, +--- ſetzen. 
Beiden Gleichungen muß die Mitteltraft P aus den Kräften Pi, P,, P; 
u| m. entfprechen, es laſſen fich daher auch diefe Gleichungen zur Beſtim⸗ 
mm von P anwenden. 
Die erftere diefer beiden Gleichungen ift aud) auf ein Kräftefgftem im 
Raume, wie N, Q, R, Fig. 103, anwendbar, da aud) hier 
N=N + N+ 31; + -.., oder 
Pcos.v = P,cos.v, + Pr cosva + P,008.v +» », 
elfo auch 
P.M Ocos.v— P,.M 0cos.v, + P,M Ocos.v; + P,M 0.008.7, + :-- 
nf. 


Rüdt der Angriffspunkt M, Fig. 106 und Fig. 107, in einer geraden Linie $. 85. 


nach O, oder denkt man fid) den Angriffspuntt um den Weg MO — x 
Big. 106. ig. 107. 


Oo M 


ſortgegangen, fo nennt man bie Projection ML — s dieſes Weges x nad) 
ver Kraftrichtung MP den Weg der Kraft P, und das Product Ps aus 
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der Kraft und ihrem Wege: die Arbeit der Kraft. Führen wir nun 
dieſe Bezeichnungen in der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen ein, ſo 
erhalten wir: 

Ps Puisi +P%s + Ps + 
es ift alfo die Arbeit der Mittelfraft gleich der Summe aus den 
Urbeiten der Seitenfräfte. 

Bei der Summation dieſer mechanifchen Arbeiten hat man, wie bei der 
Summation von Kräften, auf bie Zeichen derſelben Rückſicht zu nehmen. Wirkt 
eine von den Kräften Qı, Qs u. |. w. des vorigen Paragraphen den übrigen 
entgegengefetst, jo bat man fie als negative Kraft einzuführen; diefe Kraft, 
wie 3. B. Q; in Fig. 102, $. 82, ift aber Component einer Kraft P,, bie 
unter den Berhältnifien, wie fie im vorigen Paragraphen vorausgejegt wurden, 
der Bewegung ML, ihres Angriffspunftes entgegengefegt wirkt; man ift da⸗ 
her genöthigt, diejenige Kraft, Fig. 107, welche der Bewegung A L entgegen- 
gefegt wirkt, al8 negativ zu behandeln, wenn man biejenige Kraft P, Fig. 
106, welche in der Bewegungsrichtung ML wirkt, pofitiv ſetzt. 

Sind die Kräfte ihrer Größe oder Richtung nad) veränderlich, fo hat die 
Formel 

Ps — Pisi + Ps + Ps — 
nur für unendlich Heine Wege 8, 81, Ss u. ſ. w. ihre Richtigkeit. 

Man nennt die einer unendlich Heinen Verrückung 0 des materiellen 
Bunktes entiprechenden Wege 61, O2, 6, u. ſ. w. der Kräfte die virtuellen 
Geſchwindigkeiten (franz. vitesses virtuelles; engl. virtual velocities) 
derjelben und das der Formel Po = Pı6, + P, o, + Pi + --- ent 
ſprechende Geſetz das Princip ber virtuellen Geſchwindigkeiten. 


8. 86. Uebertragung der mechanischen Arbeit auf die Trägheit. 
Nach dem Principe der Arbeit der Trägheit iſt für eine geradlinige Bewegung 
($. 76) die mechaniſche Arbeit (Ps), welche eine Kraft (P) verrichtet, indem 
fie eine Maſſe M aus der Gejchwindigfeit c in die Geſchwindigkeit » verfegt: 


Ps—=(? M=. 





ft nun aber P die Mitteltraft aus anderen, auf die Maſſe M wirkenden 
Kräften P,, Ps u. |. w., und find die Wege, welche diefe zurücklegen, 81, Ss 
u. |. w., während bie Mafle M jelbft den Weg s macht, fo hat man nach 
dem vorigen Paragraphen: 
Ps=Pa4 + Ps +.» 
es läßt fich daher folgende allgemeine Formel: 


Pısı + Ds + = (N) 
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angeben, und ihr zufolge die Summe der Arbeiten der einzelnen 
Lräfte gleichfegen dem halben Gewinn der lebendigen Kraft der 
Maſſe. 

It die Geſchwindigkeit während der Bewegung unveränderlich, aljo Ze, 
mb die Bewegung ſelbſt gleichförmig, ſo hat man u? — c? — 0, alſo weder 
Gewim noch Berluft an lebendiger Kraft, und daher: 

Pa + Pas + Ps +0; 
dann ift alfo die Summe der mechanischen Arbeiten von den einzelnen Kräften 
— Kull. 

Bern umgefehrt die Summe der Arbeiten gleich Null ift, fo verändern 
die Kräfte die Bewegung des Körpers in ber gegebenen Richtung nicht; hatte 
der Körper nad) der gegebenen Richtung feine Bewegung, fo wird er aud) 
durch Einwirkung der Kräfte in dieſer Richtung nicht in Bewegung kommen; 
hatte ex vorher eine gewiſſe Geſchwindigkeit nach einer beſtimmten Richtung, 
je wirb er diefelbe auch behalten. 

Sind die Kräfte veränderlic), jo kann die veränderliche Geſchwindigkeit v 
ned, einer gewiffen Zeit wieder in die Anfangsgefchtwindigkeit c libergehen, 
was bei allen periodiſchen Bewegungen, wie fie namentlich an gen Ma: 


2 
Whinen vorfommen, eintritt. Nun giebt aber v—c, die Arbeit 5 — )2 


— Rull, es iſt daher innerhalb einer Periode der Bewegung der Arbeits⸗ 
verluft oder Gewinn — Null. 


Beilpiel. Ein Wagen, Fig. 108, von dem Gewichte GE = 5000 Pfund 
wird auf einem horizontalen Wege dur eine unter dem Winkel « = 24 Grad 
ia. auffteigende Kraft P, = 660 
dig. 108, Dfund vorwärts bemegt und 
bat während der Bewegung 
den der Reibung entſprechen⸗ 
den horizontalen Widerftand 
Ps = 450 Pfund zu über: 
winden. Weldhe Arbeit wird 
die Kraft (P,) verrichten 
müſſen, um jenen anfänglich 
mit 2 Fuß Geſchwindigkeit 
fortgebenden Wagen in eine 
Geſchwindigkeit von 5 Fuß 
zu verjegen ? 
Eeken wir den Weg MO des Wagens — 8, jo haben wir die Arbeit der 
1* 
= P,.ML = P,scos.« — 660. 80os. 210 = 602,94.8, 
ferner die Arbeit der als Widerſtand wirkenden Kraft P.: 
= — P,).8 = — 450.8. 
Hiernach bleibt dann die Arbeit der bewegenden Kraft: 
Ps = P,scos.a — P, scos. = (602,94 — 450)8 = 152,94 Fußpfund. 
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Die Maſſe erfordert aber zu ihrer Gejchwindigkeitsveränderung die Arbeit: 


(* — 2) @ =" (7 2). 5000 = 0,016. (25 — 4) .5000 — 1680 Fußpfund ; 


jegen wir daher beide Arbeiten einander gleich, jo erhalten wir 162,94. s — 1680, 
folglih den Weg des Wagens: 
1680 
MO=8= 5 1088 uk, 
und endlich die mechaniſche Arbeit der Kraft P.: 
P,8cos.« = 602,94 .10,98 = 66%0 Fußpfund. 





8.87. Krummlinige Bewegung. Gegen wir unendliche Heine Wege 
(0,6, u. f. w.) voraus, fo fünnen wir die zulest gefundene Formel auch auf 
krumme Bahnen anwenden. Es ſei MOS, Fig. 109, die Bahn des 

Fig. 109. materiellen Punktes M, und MP 

— P, die Mittelfraft aller auf 

ihn wirkenden Kräfte. erlegen 

wir diefe Kraft in zwei andere, 
wovon bie eine MK — K tan 

gential und die andere MN— N 

normal zur Curve gerichtet ift, fo 

nennen wir jene Zangential» 

und diefe Normalfraft. 
Während der materielle Punkt 

das Element MO — 6 feines krummen Weges MO S durdjläuft und feine 

Geſchwindigkeit c in v, übergeht, nimmt die Maffe M deſſelben die Arbeit 


3__ 
(5) M in Anſpruch, gleichzeitig verrichtet aber die Tangentialfraft X 
die Arbeit X, und die Normalfraft die Arbeit N.O — 0; es iſt folglid): 

_ fi oe 
ro (AZ) 
Wenn während der Zurlidiegung des Weges A08 — 8 n0 die Tan 


gentialgef hwindigfeit des Körpers aus c in v übergeht, und hierbei die Tau⸗ 
gentialfraft nad) und nad) die Werthe K, Ka, "+, A, anninmıt, fo iſt 


daher auch: 
Pu (8) ur 





(K+RßR+-+K)e= n 2 
alfo die mega H Arbeit: 
A=Kı= M, wobei K = 


den Mittelwerth der —2 Tangentialkraft begeht (vergl. 8. 77). 
Segt man bie Projection ML des Wegelementes 31 0 — 6 in ber Kraſt⸗ 


Kı + & * *A. 
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rehtung ML— &, fo hat man auch PE = Ko; wenn daher bei Durch⸗ 
laufumg des Weges MOS—s—n0 die Mittelfraft P allmälig die Werthe 
P,P,... P, annimmt und die Projectionen der Wegelemente nad) und 
nach &,, & - - . S, find, fo hat man aud): 

Pı£, + P,£s + .. + Pn&n = (Kı + R, + .. + K,„)6, 

md daher: | | 
2 — 
A=Pht+Rbt + Bb=( * 

Wenn hierbei die Richtung der Kraft P conftant bleibt, fo bilden die 
Kimmtlichen Projectionen &,, 82 . . &u der Wegtheile 0,6. . oder des ganzen 
Vegess — n6 eine gerade Yinie 

MRr=:=Iı +&+-- +5. 


Sest man dann noch x — mE, fo fann man aud) 


4=(A, +PR,+-+PJ)$E=(A+PR+ + Pa) m 





durch Pæ ausdrüden, wo dann P das Mittel Atari aus 


den Kräften bezeichnet, welche gleichen Theilen & — — der Projection des 


Weges in der gegebenen Kraftrichtung entfprechen. 
Es ift daher auch 


Pa=(—)u=( 596. 


wenn k die der Anfangsgeſchwindigkeit c, ſowie A die der Endgeſchwindigkeit 
v entiprechende Sefchwindigfeitshöhe, und G das Gewicht Mg des bewegten 
Körpers bezeichnet. 

Afo aud) bei einer krummlinigen Bewegung ift die ganze Ar- 
beit der bewegenden Kraft gleich dem Producte aus dem Gewichte 
deö bewegten Körpers und aus der Differenz der Geſchwindig— 
teitshöhen. 

Anmerfung. Die gewonnene Formel, weldye aus der Verbindung des 
Brincipes der lebendigen Kräfte mit dem der virtuellen Geſchwindigkeiten hervor: 
seht, it vorzüglich in den Fällen anwendbar, menn Körper durch fefte Unterlagen 
oder dur) Aufbängen gezwungen werden, eine beſtimmte Bahn zu durchlaufen. 
Treibt einen ſolchen Körper die Schwerkraft allein, jo ift die Arbeit, welche das 
Gewicht G dejielben beim Herabfinfen von einer Höhe, deren Berticalprojection 
s iR, verrihtel, — Gs, und daher: | 

G=(kh— k)Gd.i.s=h—k 

Welches aljo auch der Weg fei, in welchem ein Körper von einer horizons 
talm Ebene AB, ig. 110 (a. f. S.), biß zu einer zweiten Horizontalebene CD 
berabfintt, immer ift die Differenz der Geſchwindigkeitshöhen gleich der ſenkrechten 
dalhöhe EF. Körper, melde die Bahnen E,F,, EyFy u. |. w. mit gleicher 

Bersbad's Lehrbuch ver Mechanik. L 12 
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Geſchwindigkeit (c) zu durchlaufen anfangen, erlangen auch am Ende diefer Bahnen, 
obwohl zu verjdhiedenen Zeiten, gleiche Endgefchwindigkeiten. If 3. B. die An⸗ 


Fig. 110. 





fangsgeihmwindigleit .c —= 10 Fuß und die ſenkrechte Fallhöhe s = 20 Fuß, aljo 
h=s-+ k= 20 + 0,016.10%2 = 21,6 Fuß, jo folgt die Endgeſchwindigkeit 


v—=V2gh = 7,%6 V21,6 = 86,74 Fuß, 
in welcher geraden oder frummen Linie auch das Herabfallen vor ſich gebe. 


Dritter Abſchnitt. 
Statik fefter Körper. 


Erftes Eapitel 


Allgemeine Lehren der Statik fefler Mörper. 


Verlegung des Angriffspunktes. Obgleich jeber fefte Körper $. 88. 
durch die auf ihn wirkenden Kräfte in feiner Form verlindert, nämlich zu⸗ 
feumengebrüdt, ausgedehnt, gebogen wird u. f. w., fo ift e8 doch geftattet, 
deufelben in vielen Fällen als volllommen ftarr anzufehen, weil diefe Form⸗ 
veränderung oder Verrüdung der Theile nicht allein oft ſehr Hein iſt, ſon⸗ 
dern auch innerhalb eines fehr kurzen Zeitraumes vor ſich geht. Wir wer: 
den deshalb zumächft umd wenn es auch nicht beſonders erwähnt wird, der 
Einfachheit wegen, jeden feiten Körper als ein Syſtem feft unter eins 
ander verbundener Punkte anjeben. 

Eine Kraft P, Fig. 111, welche auf einen Punkt A eines feften Körpers 
Fig. 111. M wirkt, pflanzt fid in 

ihrer eigenen Richtung X X 
unverändert durd) den gan⸗ 
zen Körper hindurch fort, 
und eine ihr gleiche Gegen- 
kraft P jetzt fich mit ihr nur 
dann ins Gleichgewicht, 
wenn der Angriffspunft A, 
derfelben in der Richtung 
XX der erften Kraft liegt. 
Die Entfernumg diefer Angriffspunfte A und A, ift ohne Einfluß auf bie- 
fen Gleichgewichtszuſtand; die beiden Gegenfräfte halten ſich bei jeder Ent- 
fernung das Gleichgewicht, wenn nur beide Punkte feit unter einander ver- 

12* 








g. 89, 


8. 9. 
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bunden jind. Hiernach läßt fi) aljo behaupten: die Wirkung einer 
Kraft P (ig. 112) bleibt diefelbe, in welhem Punfte A), As, As 
u. f. w. ihrer Richtung fie aud angreift oder unmittelbar auf 
den Körper M wirft. Sie ift daher nicht von einem Angriffspunkte, 
fondern von der Angriffslinie abhängig. 


Ergreifen zwei, in derſelben Ebene wirkende Kräfte P, mb P,, 
Fig. 113, einen Körper in verfchiedenen Punkten A, und A,, fo ift deren 
Fig. 1135. Wirkung auf den Körper diefelbe, als 
wenn fie den Punkt CO zum gemein= 
ſchaftlichen Angriffspunfte hätten, in 
welchen ſich die Richtungen beider ſchnei⸗ 
den; denn es läßt fich nad) dem oben 
ausgeſprochenen Sage jeder diefer An⸗ 
griffspunfte nach C verlegen, ohne eine 
Aenderung in den Wirkungen dadurch 
hervorzubringen. Macht man deöhalb 


ca=AP=P, un 

0 = 4PR=P, 
und vollendet jetzt das Parallelogramm 
CQı A Rs, ſo giebt uns deſſen Diago⸗ 
nale die Mittelfraft c9 — P von CQ, und CQ, und alfo aud) von den 
Kräften P, und P,, deren Angriffspunft übrigens aud) jeder andere Punkt 
A in der Richtung diefer Diagonale fein kann. 

Setzt man der fo gefundenen Mittelfraft AP = P eine gleich große, in 
irgend einem Punkte B der Diagonalrichtung CQ angreifende Gegenkraft 
BP — P entgegen, fo wird dadurd) den gegebenen Kräften P, und P, 
das Gleichgewicht gehalten, und es find folglich P\, P, und — P drei Kräfte 
im Gleichgewichte. 


Angriffslinie der Mittelkraft. Fällt nıan von irgend einem Punkte 
O, ig. 114, in der Kräfteebene Perpendikel OL), OL, und OL gegen 
die Richtungen der Seitenkräfte P, und P, und ihrer Mittelfraft P, fo hat 
man dem $. 84 zufolge: 

P.OL=P,.OL + P.OL, 
und es läßt fid) demnach aus den Perpendikeln oder Abftänden OL, und 
OL, der Seitenkräfte der Abftand OL der Angriffslinie der Mittelkraft 
finden, indem man feßt: 


or — Pı. 01 + P.0L, 
— P 





D 
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Während man die Richtung und Größe der Vlittelkraft durch Anwendung 
det Kräfteparallelogramms findet, ergiebt fich der Ort L ihres Angriffe- 
puultes mit Hilfe der letzten Formel durd) Beftunmung des Abftandes OL. 

Schließen die gehörig verlängerten Kraftrichtungen den Winkel PR CP, —=« 
zeilchen ſich ein, fo hat man die Größe der Mittelkraft: 

1) P=YP? + P?2 + 2P, P,cos.o. 
Fig. 114. Bildet ferner die Mittelfraft den 
Winkel PCP, = a, mit der Richtung 
der Ceitentraft Pi, fo ift: 
2) sin. e& = Pısin.e > 

Stehen endlicd) die Richtungen CP, 
und CP, der gegebenen Kräfte um 
OL, =a, und OL, = a, von einem 
willfürlichen Punkte O ab, fo ift der 
Abſtand OL = a der Ridtung CP 
der Mittelfraft von eben diefem Punkte: 

Pıaı + Pam 
am 

Mit Hülfe diejes letzten Abftandes = 
ergiebt fi aber die Angriffelinie der Mittelfraft ohne Rückſichtnahme auf den 
Hülfepunft C, wenn man mit a aus O einen Kreis conftruit und an diefen 
eine Tangente LP legt, deren Richtung durd) den Winkel &, beftimmt ift. 

Beilpiel. ES wirken auf einen Körper die Kräfte PR = 20 Pfund und 
PA, = Pfund, deren Richtungen unter einem Wintel PL CP, =a«=70 Grab 
imlammenflogen und von einem gewifien Punkte O um OL, =a, — 4Fuß und 
UL, = a, = 1 Fuß abftehen; welches ift die Größe, die Richtung und der Ort 
der Mittellraft? Die Größe der Mittelkraft ift: 

P=V202+} 342+2.20.34c0s.700 — VY400 + 1156 + 1360 . 0,34202 

= 2021,15 = 44,% Pfund; 
für ihre Richtung ift ferner: 


34 . sin. 700 . 
— Log.sin.a, = 0,85163 — 1, 


dehet c, — 450 17° der Winkel, um welden dieje Mitteltraft von der Richtung 
ver Ktoft P, abweicht. Der Ort oder die Angriffslinie diefer Mitteltraft iſt 
endlich befimmt durch ihren Abftand OL von O, welder ift: 


MM A+HL_ 14 _ 
= gg nn 2,536 Fuß. 
Hebelarme der Kräfte und Kraftmomente. Man nennt die $. 91. 
Formalabftände OL, = a, 0, =. u ſ. w. der Kraftrichtungen von 
eisen willfürlichen Punkte O, Yig. 115 (a. f. S.), bie Hebelarme ber 





sin. = 
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Kräfte (franz. bras du levier; engl. arms of lever), weil fie bei der 
in der Folge abzuhandelnden Theorie des Hebels ein wefentliches Element 
ausmachen. Das Product Pa aus Kraft und Hebelarm bat den Namen 
Fig. 118. ftatifches oder Kraftmoment (franz. moment 

des forces; engl. momentum of the forces) er⸗ 


B * p halten. Nun iſt aber Pa = Pidi + Pa; 

folglich das flatifhe Moment der Mittel: 

L 8 kraft gleid) ber Summe der ftatifhen Mo— 
u mente der beiden Seitenträfte. 


Bei der Addition der Momente ift noch auf 
Plus und Minus Rücficht zu nehmen. Wirken 
die Kräfte Pꝛ und P,, wie in Fig. 115, nad) gleicher Richtung um den 
Punkt O herum, ſtimmen 3. B. die Kraftrichtungen mit ben Dewegungs- 
richtungen der Zeiger einer Uhr überein, fo nennt man diefe Kräfte, und 
deshalb auch ihre Momente, gleichbezeichnete; wird aljo bie eine pofitiv 
angenommen, jo muß die andere ebenfalls poſitiv gejett werden. Wirten hin- 
gegen, wie im Fig. 116, die Kräfte in entgegengefegten Richtungen um dem 

Sig. 116. Fig. 117. 





Punkt O herum, fo nennt man diefelben, ſowie ihre ſtatiſchen Momente, ent⸗ 
gegengefegte, und es ift num die eine negativ zu jegen, wenn man die andere 
pofitiv annimmt. Bei der in Fig. 117 repräfentirten Zufanmenfegung hat 
man z.B. Pa= Pıa — P;a,, weil Py ber Kraft P, entgegeugejett, 
alfo ihr Moment P,a, negativ ift, während bei der Zufammenjegung in 
Fig. 114, Pa = Pa + P,as ausfällt. 

Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Ergreifen drei 
Kräfte Pi, Pa, Ps, Big. 118, einen Körper in verfchiedenen Punkten A,, 
As, Az einer Ebene, fo vereinige man nach der legten Regel erft zwei 
(P,, Ps) diefer Kräfte zu einer Mittelkraft CcQ = Q, und diefe nachher, 
nach derfelben Regel, mit der dritten Kraft (P;), indem man aus DR, = CQ 
und DR; —= A; P; das Parallelogramm DR, RR, conſtruirt. Die Dia- 
gonale DR ift nun die gefuchte Mittelkraft P zu P,, P, und P.. Cs 
ift hiernach auch leicht einzufehen, wie beim Hinzulommen einer vierten Kraft 
P, die Mittelkraft gefunden werden kann, u. |. w. 
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Lei diefer Zufammenfegung der Kräfte wird die Größe und Richtung der 
Mutelktraft genau fo gefunden, als wenn die Kräfte in einem einzigen 
Fig. 11a. Punkte angegriffen (f. $. 82), e8 
find daher die in $. 84 angegeber 
‚ nen Rechnungsregeln anzuiven- 
den, um diefe beiden erften Ele— 
menteder Mittelfraft zu beftimmen; 
um aber das dritte Element, näms 
lid) den Ort der Mittelfraft oder 
ihre Angriffslinie zu finden, hat 
‘man von der Gleichung zwiſchen 
den ftatifchen Momenten Gebraud 
zu machen. Sind aud) bier 
0L=a, 0L,—=a,0,=a, 
und OL — a die Hebelarme der 
drei Seitenträfte Pꝛ, Ps, P, und 
ihrer Mittelfraft P in Hinficht auf einen willfürlichen Punkt O und ift Q 
die Mittelfraft aus P, und P, fowie OR ber Hebelarm berjelben, fo 
hat man: 
Pa = Q.OK + Pıa mb Q.OK= Pıa + Pa. 
Verbinden wir aber diefe beiden Gleichungen mit einander, fo erhalten wir: 
Pa= Pıa, + Pa + Pas, 
und ebenfo ftelit fich für mehrere Kräfte heraus: 
P=Pa+PRa+Pa +, 
d.h. es ift allemal das (ftatifche) Moment der Mitteltraft gleich 
der algebraifhen Summe aus den (ſatiſchen) Momenten der 
Seitenkräfte. 


Sind nun Pi, P,, P, u. ſ. w, Fig 119 (a. f. ©.), bie einzelnen Kräfte $. 93. 
eines Kräfteiuftemes, find ferner a, &, @ u. ſ. w. bie Winfel P,D, X, 
PD, X, P. D, X u. |. w., unter welchen eine beliebig angenommene Are 
XX von den Kraftrichtungen geſchnitten wird, unb bezeichnen endlich 
4, Gy, Gz u. ſ. w. die Hebelarme OLı, OTa, OL, u. f. w. diefer Kräfte 
hiufichtlich des Durchfchnittspunftes O zwifchen beiden Aten XX und YY, 
fo hat man nach den 88. 82 und 92: 

1) die Seitenkraft parallel zur Are xX: 

Q= Pıc08.a + Pꝛ cos . +, 

2) die Seitenfraft parallel zur Are YY: 

R= Psin.a + Bsin.a + ---, 
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3) die Mittelkraft des ganzen Syſtemes: 
+ m, 

4) den Winkel «, unter welchem die Mittelfraft bie Are ſchneidet, durch 

R 

tang.a — ° j 

5) den Hebelarm der Mittelkraft, oder den Halbmeſſer des Kreiſes, 

welchen die Richtung der Mittelkraft tangirt: 


a Fi + Pa; + . 


P 
Gig. 119. 
Y 
RL.E. (P) 
P, | 
Bo | | 
\ L_ Ar ___. P, 
| | | 
. — M ' 1 
ä | | 
| \L4lo .0Q i x 
x D, D ? NK D = 
L - — — — 
3 
L, L, 
_Y 


Bezeichnen b, d,, dz u. ſ. w. die Abfchnitte OD, OD, OD; u. f. w. von 

der Are XX, fo ift: 
a = bsin.a, ı — bsin.o,, ag — by sin.ng u. f. w., 

und daher aud): 

„ — Fıbi sin.c + P,bsin.ag + --- _ Rıbı el + .6 J 

Erſetzt man die Mittelkraft (P) durch eine ihr gleiche Segenttft (— P), 
fo halten fic) die Kräfte Pi, Pu, Ps - . . (— P) das Gleichgewicht. 

Bezeichnen nod) 21,23 . .. . ſowie y1, y2 . . . die Coordinaten der Angriffe: 
punkte A), As... . der gegebenen Kräfte Pi, P, ..., jo find die Momente 
der Componenten der legteren: Rı 2, R22... jowie Qıyı, QaYa..., und 
es ift das Moment der Mittelkraft: 
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Pa=(RsatBa+)— (Ayıt 9% +) 
daher der Hebelarm derfelben: 


a — Rz + R% +) — (Qıyı + 9% + ) 
B+B+P+A+e+ N? 


Beifpiel Die Kräfte PR =4 Pfund, PR=30 Pfund, P,=70 Pfund, 
Fig. 120, durchfchneiden die Are X X unter den Winkeln «, = 60°, a9 = — 80°, 
a — — 142°, und es find die Entfernungen zwiſchen den Durchſchnittspunlten 
D,, De, D, der Kraftrichtungen mit der Axe, D, D, = 4 Fuß und D, D, 
= 65 Fuß. Man fuht die ſämmilichen Befimmungsftüde der Ditteltraft. Die 
Summe der Seitenfräfte parallel zur Are XX if: 

Q = 40.083.600 30 cos. (-V 80%) 4 70c0s. 1420 
= 40c03.600 + 30.083.800 — 70.08. 880 
= 20 + 5,209 — 55,161 = -— 29,952 Pfund. 
Die Summe der Seitenträfte parallel zur Are YY: 
R = 40 sin. 600 + 30 sin. (— 80°) + 70 sin. 142° 
— 40 8in.600 — 80 gin.800 + 70 sin. 389 
— 34,641 — 29,544 + 43,096 — 48,198, 
Big. 120. 






.  1|oomavane 


Run folgt die gefuhte Mitteltraft: 
P—=Yg3 + Rı = V29,952% + 48,193? — V3219,68 — 56,742 Pfund. 

Der Wintel«, unter welchem fie die Are ſchneidet, ift ferner beftimmt durch: 
— _ _4818_ _ _ |60m0, 
97 — 39,92 

« = 1500 — 5808’ — 1219 52°. 
Berlegt man den Arpuntt O nad D,, jo hat man den Hebelarm der 

Mittelkraft: 


ÖL=a= 
_ 34,641. 445) 29,54. 540 _ 164,049 
66,742 56,742 





tang.« 
es ergiebt fih daher: 


P,sin.a, .b, + Pssin.ag.db5 + -- — R,b, +Rb,+--- 
pP — P 


— 2,891 Fuß, 


8. 94. 
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und dagegen den Abfchnitt: 


0D=d— 164,049 


78.108 = 8,404 Fuß. 

Parallelkräfte. Sind bie Kräfte P,, Pꝛ, Ps u. f. w., Fig. 121, 
eines feiten Syſtemes unter fi) parallel, fo fallen bie Hebelarme O Li, 
OL,, OL, u. f. w. über einander; zieht man nun durch den Anfangepunft 
O eine willtürfiche Linie XX, fo fchneiden hiervon die Kraftrichtungen die 
Stüde OD,, OD,, OD; u. |. w. ab, weldje den Hebelarmen OL, OL. 
OL, u..w. proportional find, wel AOD,Lw®,AODI„DA OD, L; 
u. ſ. w. ift. Bezeichnet man den Winkel D),OLı = D,OL, u. ſ. w. durd) 
&, die Hebelarme O Ti, OLs u. |. w. durch a,, as u. ſ. w., die Abfchnitte 
OD, OD; u. f. w. durch di, dr u. ſ. w., jo hat man: 

a = bi 008.0, a; — b, 008.0 u. |. w. 
Setzt man endlich diefe Werthe in die Formel: 
Pa=Pa=P®% +, 
fo erhält man: 
Pbcos.# = Py bi cos + P,bscos.u + ---, 
oder, wenn man den gemeinfchaftlichen Factor cos. wegläßt: 
PP=Pb+ Pb + -- ‚ 

Es ift aljo bei jedem Sy 
fteme paralleler Kräfte geftat- 
tet, die Hebelarme durch die 
von irgend einer Linie XX 
abgefchnittenen fchiefen Ent⸗ 
fernungen, wie OD,, OD; 
u. ſ. w., zu erjegen. Da die 
Größe und Richtung der Mit⸗ 
telfraft eines Kräfteſyſtemes 
mit verjchiedenen Angriffs: 
punkten diefelbe ift, wie die 
eines Syftemes von Kräften, welche in einem Punkte angreifen, fo hat die 
Mittellraft des Syftemes paralleler Kräfte mit den einzelnen 
Kräften gleihe Richtung und ift gleich der algebraifhen Summe 
berjelben; es ift aljo: 

)P=P, +P, +P, +... und 
Pa +Pha + 
ne ro — 
r— Pb +Rb + 
B+B+-- 


Sig. 121. 





‚ oder auch: 
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Beilpiel. Es feien die ſträfte PR = 12 Pfund, P, = — 32 Pfund, 
P, = 235 Pfund, und ihre Richtungen mögen eine gerade Linie in den Punkten 
D, D, und D,, Fig. 121 (a. v. ©.), ſchneiden, deren Abflände von einander 
folgende find: D,D; = 21 Zoll, D,D, = #0 Zoll. Man fol die Mittel 
fraft angeben. Die Größe dieſer Kraft ift: 

P= 12 — 92 + 25 = 5 Pfund, 

und die Entfernung D, D ihres Angriffspunttes D in der Are XX, vom Bunte 
‘D, aus gemeffen: 


= = I = — IT = 190,6 80fl. 


Kräftepaare. Zwei gleich große, zwar parallel, aber entgegengefegt ge- $. 95. 
richtete Kräfte P, und P,, Fig. 122, haben die Mittelfraft: 
P=P, +(-P)=PA—P =Nl, 
mit dem Hebelarme 
= Bat —= © (unendlich groß). 


Big. 122. Gig. 123 





-B Ls — 


Zur Herſtellung des Gleichgewichtes mit einem ſolchen Kräftepaare iſt 
dieſemnach eine einzige endliche und in endlicher Eutfernung wirkende Kraft 
P uicht hinreichend, wohl aber können zwei ſolcher Kräftepaare einander das 
Steichgewicht Halten. Sind P, und — P, fowie — P; und P,, Fig. 123, 
zwei folche Baare, und OL = = 4, OM, = OL, — Li M, z=m — bi, 
fm OL, = a, und 0%; = 01, — LM. = a, — b die Hebel- 
arme derfelben, von einem gewiſſen Punkte O aus genommen, fo hat man für 
das Gleichgewicht: 

Pa—Paı — bi) — Ra +P@a —b)=0b.i: 
Pb, = P,b. | 

Zwei folde Kräftepaare find alfo im Gleichgewichte, wenn 
das Product aus einer Kraft und ihrem Abftande von der Ge- 
genfraft bei einem Paare fo groß ift wie bei dem anderen. 

Ein Baar von gleichen Gegenfräften nennt man ſchlechtweg ein Kräftepaar 
oder Öegenpaar (franz. und engl. couple), und das Product aus einer Kraft 
defielben und dem Normalabftande von der anderen Kraft heißt das Moment 
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des Kräftepaares. Nach dem Vorigen ſind zwei nach entgegengeſetzten Rich⸗ 
tungen wirkende Kräftepaare im Gleichgewichte, wenn ſie gleiche Momente beſitzen. 
Die Richtigkeit dieſes Satzes läßt ſich auch direct auf folgende Weiſe dar⸗ 
thun. Verlegen wir die Angriffspunkte der Kräfte 2), P, und — Pi, — P, 
der Kräftepaare (P, — Pı) und (Pa, — P,), Fig. 124, nad) den Durch⸗ 
Fig. 194. fchnitten A und B ihrer 
Angriffslinien, und vereinis 
gen wir ſowohl P, mit P., 
als auch — P, mit — P3 
durch ein Kräfteparallelo: 
gramm zu den Mittelfräfs 
ten Rund — R. Fallen 
nun die Richtungen diejer 
Mittelfräfte in die Fort⸗ 
jegungen der Linie AB, fo 
find diefe Kräfte und folg- 
ih) auch die ihnen ent⸗ 
ſprechenden Seräftepaare (Pı, — Pı), (P» — P.), mit einander im Gleich⸗ 
gewichte. Damit dies eintrete, muß das durch AB und durch die Richtun⸗ 
gen der Kräfte — P, und Ps gebildete Dreied ABC ähnlid) fein den 
Dreieden RAP, und BRP, und daher der Proportion: 
= r oder der Gleichung: PL.CA = P,. CB 
Genüge geſchehen. 
Nun find aber die Berpendifel AL, —= bı und BL, = by zwiſchen den 
Kichtungen der Kräftepaare den HHpotenufen CA und CB der einauder 
ähnlichen vechtwinkligen ‘Dreiede A CL, und BCL, proportional, folglich 


iſt auch pP, b, = P; b, 
zu fegen. Es find alfo Momente der beiden im Gleichgewichte befindlichen 
Kräftepaare einander gleid). 

Segen wir in ber Formel ($. 93) für den Hebelarm a der Mittelkraft: 

— Pa + PP: 20; + 
P 

P = 0, während die Summe der ftatifchen Momente einen endlichen Werth 
bat, fo bekommen wir ebenfalld «a = @, ein Beweis, daß in diefem Falle 
gleichfalls feine Mittelkraft, fondern nur ein Kräftepaar möglid) ift. 

Damit fi) die Kräfte eines Kräfteſyſtems das Gleichgewicht halten, ift 
alfo nicht bloß nöthig, daß die Mittellraft P—=YQ: + R?, oder jeder 
der Komponenten Q und Z, jondern aud) ihr Moment 

Pa=P,a + Pa + '- = ul je. 
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Beilpiel. Beſteht ein Kräftepaar aus den Kräften P, = 25 Pfund und 
—P, = — 25 Pfund, ein andereß aber aus den Kräften — P, = — 18 Pfund 
und P, — 18 Pfund, und ift der Rormalabftand 5, des erfteren Paares —=3 Fuß, 
jo muß für den Gleichgewichtszuſtand, der Rormalabftand oder Hebelarm des 
zweiten 

bu, = > — 41), Fuß betragen. 
Zusammensetzung und Zerlegung der Kräftepaare. “Die $. 96. 
Zuſammenſetzung und Zerlegung der in einer und derſelben Ebene wir- 
fenden Kräftepaare wird durch eine einfache algebraifche Addition bewirkt, 
und ift daher viel einfacher al& die Zufammenfegung und Zerlegung einzel- 
ner Kräfte. Da ſich zwei entgegengefegte Kräftepaare einander das Gleich 
gewicht Halten, wenn fie einerlei Momente haben, fo find auch die Wirkun- 
gen zweier gleichgerichteten Kräftepaare einander gleich, wenn das Moment 
des einen Kräftepaares gleich ift dem Moment des anderen. Sind daher 
zwei Kräftepaare (P,, — Pı) und (P,, — Ps), Fig. 125, mit einander 
zu vereinigen, jo kann man daseine(P,, — P;) 
durch ein anderes erfegen, welches mit dem er» 
fteren Baar (P,, — Pı) den Hebelarm AB==b, 
gemeinjchaftlich hat, und dann die Kräfte deflel- 
ben zu denen des anderen addiren, jo daß man 
ein einziged Sräftepaar erhält. Iſt da der 
Hebelaım CD des anderen Sräftepaares und 
ift (Q, — Q) das reducirte Kräftepaar, jo Hat 
man Qb, —= P;b,, folglich 
= ar ba 

daher einen Somponenten bes zufammtengejegten 
Kräftepaares: 


Fig. 126, 





P+Q=A+T”, 


und das gefuchte Moment des refultirenden Kräftepaares: 
A +95, =Pb + Pb. 
Auf gleiche Weife findet ınan das aus drei Kräftepaaren refultirende 
Lräftepaar. Sind Pb, Pabs und P;bz die Momente diefer Kräftepaare, 
fo fann man: 


oder 





P,b, = Ob, und P,b, = Rb, 


_ Pab __ Pabs 
= mRr=7 


fegen, fo daß nım das Moment des refultivenden Kräftepaares 
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@A+Q+Bbh=Pb+PRb+ Pb 
ſich ergiebt. 

Bei diefer Bereinigung von Kräftepaaren zu einem einzigen Kräftepaare 
iſt naturlich auch auf die Vorzeichen Ruckſicht zu nehmen, da die Momente 
derjenigen Kräftepaare, welche nad) der einen Umbdrehungsrichtung wirken, 
das pofitive, und die Momente derjenigen Kräftepaare, welche den Körper 
nad) der entgegengejegten Richtung umzudrehen ſuchen, das negative Zeichen 
erhalten müffen. Ueber die Umbrehungsrichtung eines SKräftepaares kann 
man ſich ſogleich Rechenſchaft ablegen, wern man zwiſchen den Angriffslinien 
des Paares einen Drehungspunkt willkürlich annimmt. Haben dann die 
Kräfte des Paares die Richtung, in welcher fi) die Zeiger einer Uhr um⸗ 
drehen, jo kann man das Kräftepaar, und alſo auch fein Moment, ein poft- 
tives nennen, und wirken die Kräfte eines Paares der Umdrehungsbervegung 
der Uhrzeiger entgegengefegt, d.i. von rechts nad) links, fo erhält dann dieſes 
Kräftepaar, und aljo auch fein Moment, das negative Zeichen. 

Die vorftehende Regel über die Zuſammenſetzung der Kräftepaare ift 

Fig. 126. dann noch anwendbar, wenn die Kräfte 
paare in paralfelen Ebenen wirken. 
Wenn die parallelen Kräftepaare (Pı, 
— Pı) und (P,, — P,) Fig. 126, in 
parallelen Ebenen MM und NN mit 
gleichen Momenten Pb; und Pyb, 
einander entgegenwirten, fo halten fie 
einander ebenfalls das Gleichgewicht; 
denn es reſultiren aus denfelben zwei 
Mittelträfte Pꝛ + Prund — (Pı + P;), 
welche einander vollftändig aufheben, da 
fie in demfelben Bunkte Z angreifen, der 
beftimmt ift durch die Gleichungen: 
EA.Ppı = EC.P, EB.P, = ED.P, 
und — — 
Pb = Pb, b.i AB.P, — CD.P, 
wonach 
EA:EB:AB= EC:ED:CD 
folgt, und daher diefer Bunft Z mit dem Durchſchnitte der Transverfalen 
AC und BD zufammenfält. 

Da dem Kräftepaare (Pz, — Ps) jedes andere Kräftepaar das Gleiche 
gericht hält, welches mit demfelben in einerfei Ebene wirkt, und das ent« 
gegengefegte Moment hat, fo folgt auch, daß jedes Kräftepaar durch ein an« 
deres erfegt werben kann, welches mit bemfelben einerlei Moment hat, und 
in einer Ebene wirkt, welche ber Ebene des erften parallel läuft. 
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Wenn daher auf einen Körper mehrere Kräftepaare wirkten, beren Wir- 
fungsebenen parallel find, fo laſſen fich dieſelben durch ein einziges Krüftepaar 
erſetzen, deffen Moment die algebraifche Summe von den Momenten diefer 
Paare ift, und deſſen übrigens willkürliche Wirkungsebene mit den Ebenen 
des gegebenen Syſtems parallel läuft. 


Kräftepaare in verschiedenen Ebenen. Wirken zwei Kräftepaare 8. 


(Pı, — Pı) und (P,, — P,) in zwei Ebenen EME, und FNF,, Sig. 
127, welche fi unter einem gewiflen Winfel 
EAF=HBh=a 

in der geraden Tinte AB fchneiden, jo laſſen ſich diefelben, nachdem man fie 
auf einen und denfelben Hebelarm AB 
reducitt hat, durch das Kräfteparalle- 
logramm zu einem Kräftepaare ver- 
einigen. Durch dieſe Zufammenjegung 
erhält man aus P, und P, die Mittel- 
fraft R, ſowie aus — PR und — P, 
die Mittelkraft — R. Beide Mittel- 
fräfte find gleich groß und einander ent- 
gegengefegt gerichtet, und bilden folglich 
wieder ein Kräftepaar (R, — R), 
deſſen Ebene durch die Richtungen 
von R und — R beftinunt ift. 

Durch Rechnung beftimmt fic nad) 
8. 79 die Mittelfraft AR mittelft der 


Sig. 127. 





Fornieln: 
R=YP, + P2 + 2P,Pscos.a und 
. P,sin.a 
sin. = —— 


R ’ 
wo ß den Winkel EAR = E,BR bezeichnet, welchen die Richtung der 
Mitteltraft R mit der der Seitenfraft P, einſchließt. 

If nun der Hebelarm AB=c, und fest man das Moment PA,c= Pa 


und das Moment P,c = Qb, oder Pı = = und P, = 2, jo erhält 


man ————— 
2=V(£e) + (2 j +2 = . z cos. &, 


alfo das Moment des aus ben Kräftepaaren (P, — P) und (Q, — Q) reſul⸗ 
tirenden Kräftepaared: 


Re =YV(Pa)' + (Q5)° + 2 Pa. Qb.cos.o, 
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und ebenfo für den Winkel A, um welchen die Ebene defjelben von der des 
erften Kräftepaares (P, — P) abweicht: 


| sin.B = sin. 0. 

Es Laflen ſich alfo die in verfchiedenen Ebenen wirkenden Kräftepaare ges 
nau fo zuſammenſetzen und zerlegen, wie die in einem Punkte angreifenden 
einfachen Kräfte, wenn man ftatt der legteren die Momente ber erfteren, 
und ftatt der Winkel, unter welchen fid) die Richtungen der erfteren jchneiden, 
die Winkel einfegt, um welchen die Ebenen der letzteren von einander abweichen. 

Diefe Zurückführung der Theorie der Kräftepaare auf die Lehre von der 
Zufanmenfegung und Zerlegung einfacher Kräfte läßt fid) noch durch Ein- 
führen von Umdrehungsaren ftatt der Umbrehungsebenen der ‘Paare befonders 
vereinfachen. Unter der imbrehungsare oder Are eines Kräftepaares 
verfteht man jedes Perpendifel auf der Ebene deffelben. Da fich jedes Kräfte: 
paar in feiner Ebene beliebig verrüden läßt, ohne feine Wirkung auf den 
Körper zu verändern, fo kann man aud) die Are des Paares durd) jeden 
beliebigen Punkt legen. 

In Folge der Redjtwinkligkeit zwifchen der Ebene und ber Are eines 
Krüjtepaares fchließen die Aren AX, AY und AZ, Fig. 128, der Kräfte 





paare eines Körpers genau denjelben Winkel zwiſchen ſich ein, wie die Ebene 
AEK, AFK und AGK derjelben. Iſt das eine Kräftepaar die Re— 
fultante aus den beiden anderen, fo bildet, dem Vorſtehenden zufolge, deſſen 
Moment Rec die Diagonale des aus den Momenten Pa und Qb con= 
ftruirten Parallelogranıms, trägt man daher die Momente Pa und Od auf 
die Aren AX und AY auf und vollendet man das dadurd) angefangene 
Parallelogramm;, fo erhält man in der Diagonale deflelben nicht allein die 
Are AZ des refultivenden Kräftepaares, fondern aud) defien Moment Rec. 
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Hiernach find alfo die Kräftepaare genau fo zufammen zu fegen und 
zu zerlegen, wie die einzelnen in einem Punkte angreifenden 
Kräfte, vorausgefegt, daß man die Aren diefer Paare mit den Richtungen, 
und die Momente berjelben mit den Größen der einfachen Kräfte vertauſcht. 
Ale in 8.78, 8.79 u.f.w. abgehaudelten Lehren über die Zufammenjegung 
und Zerlegung der Kräfte finden daher aud) in diefem Sinne ihre Anwendung 
bei der Zuſammenſetzung und Zerlegung der Kräftepaare. 


Mittelpunkt paralleler Kräfte. Liegen die Parallelfräfte in ver- 8. 
ſchiedenen Ebenen, jo ift deren Bereinigung auf folgende Weife auszuführen. 
$ig. 129, Berlängert man die Gerade A, As, 
dig. 129, welche die Angriffspunfte 
zweier Barallelfräfte P, und P, ver- 
bindet, bis zur Ebene X Y zwifchen 
den rechtwinklig gegen einander ftehen- 
den Aren MX und MY, und nunmt 
man den Durchſchnittspunkt KM als 
den Anfangspunft an, jo erhält man 
fiir den Angriffspunft A der Mittel» 
kraft P= P, + P; dieſer Kräfte: 
(PP +P).KA=P.KA, 
+ P,.KA. 

Da nun B, B, und B, die Projectionen der Angriffspunfte 4, A, und 
As in der Ebene X Y find, fo hat man: 

AB:A,B:: . AB, = — KA: KAı . KA, 
und daher aud): 
(Pı + P,). AB = Pı . 4, Bı + P; . Ag Ba. 

Bezeichnen wir die Normalabftände A, Bı und As Bz ber Angriffe- 
punkte von der Grundebene XY durch refpect. &, und 25, ſowie den Normal- 
abftand AB des Angriffspunftes A von eben diefer Ebene durch ⸗, jo haben 
wir hiernad) für zwei Kräfte: 

(AP + P)e=Pısa + Pı®. 

Ferner ift für drei Kräfte Pi, Pa, Pi, Fig. 130 (a.f.©.), da P + P 
in einem Punkte L angreift, deſſen Abftand von der Grundebene X Y, 
Pı& + Pr% 

Pı + P 





IN = 
iſt, — 
(+ P)LN+ Rs» =Pıa + Ps + Pre 


fowie allgemein für jede Anzahl von Kräften: 
Beisbach's Lehrbud der Mehanil. L 13 


194 Dritter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [8. 98. 
(P+PR+P +.) = Pa + Pae, + Pt, 
folglid): 


Pa + PR» + 


) = P +PRHt 


Gig. 130. 


-. 
una. 
— — 







Bezeichnen wir ebenſo die Abſtände AC und AD des Angriffspunktes A 
der Mittelfraft von den Ebenen XZ und YZ durd) y ımb z, ſowie die Ab- 
ftände der Angriffspunkte A,, As... von eben biefen Ebenen durch Yı, 9a... 
und 2%, &2..., jo erhalten wir: 


Pıyı +PRy+-- 


9 =D FR+- 

und Aut Aut 
— fh 2 Tg “ 

V H+- 


Die Abftände, z, y, 5, von drei Grundebenen, wie 3. B. von dem Yuß- 
boden und zwei Seitenwänden eines Zimmers, beftunmen aber den Punkt 
(A) vollftändig, denn er ift der achte Eckpunkt des aus x, y und e zu con= 
ftruirenden Parallelepipedes; e8 giebt folglich nın einen einzigen Angriffs» 
punkt der Mittelfraft eines folchen Kräfteſyſtems. 

Da die drei Formeln für =, y und z die Winkel, welche die Kräfte mit 
den Srundebenen einfchließen, gar nicht enthalten, fo ift der Angriffspunkt 
von diefen, und alfo auch von den Kraftrichtungen, gar nicht abhängig, es 
läßt ſich demnach aud) das ganze Syftem um diefen Punkt drehen, ohne daß 
er aufhört, Angriffspunft zu fein, wenn nur bei diefer ‘Drehung der Paralle= 
lismus unter den Kräften bleibt. 


8. 99.] Allgemeine Lehren der Statik fefter Körper. 195 


Man nennt bei einem Syſteme paralleler Kräfte das Product aus einer 
Kraft und dem Abftande ihres Angriffspunttes von einer Ebene oder Linie 
das Moment diefer Kraft hinfichtlich diefer Ebene oder Linie, auch ift es 
gewöhnlich, den Angriffspunft der Mittelkraft felbft den Mittelpunkt des 
ganzen Syitens (franz. centre des forces paralleles; engl. centre of pa- 
rallel forces) zu nennen. Man erhält aljo den Abftand des Mittelpunf- 
tes eines Syſtems paralleler Kräfte von irgend einer Ebene 
ober Linie (letteres, wenn die Kräfte in einer Ebene liegen), wenn man 
die Summe der (flatifhen) Momente dur die Summe ber 
Kräfte dividirt. 





Beilpiel. Sind die Kräfte 4 Kilogramm, 
9 Meter, 
bie Abflände oder Goordinaten g 
der Angrifjspuntte derjelben . 10 v 
86 Meter:Rilogrm. 
jo Hat man die Momente. . . | 12 . 
" 40 . 





Run ift aber die Kraftfumme — 19 — 7 = 12 Rilogramm; es folgen daher 
die Abftände des Mittelpunttes dieſes Syſtems von den drei Grundebenen: 


5 4836 — 14 97 9 


‚NEW M MM yo m 
_20H+N+M—2 19 4 _ 
4 mg — 775 75 10,75 Meter. 


Kräfte im Raume. Kommt es darauf an, ein aus verſchieden ge- 
richteten Kräften beftehendes Syſtem zu vereinigen, fo lege man eine Ebene 
durch daffelbe, verlege ſämmtliche Angriffepunfte in diefe Ebene und zerlege 
jede Kraft in zwei Seitenkräfte, die eine winkelrecht auf diefe Ebene und die 
zweite in die Ebene felbft fallend. Sind 61, Pu... die Winkel, unter welchen 
die Ebene von ben Kraftrichtungen gefchnitten wird, fo folgen die Normal: 
kräfte P, sin. Bi, Pa sin. tßB2..., dagegen die Kräfte in der Ebene P, cos. Bi, 
P,cos.ß, u.f.w. Die legteren laffen fid) nach $. 93 und die erfteren nach 
den legten Baragraphen (98) zu einer Mittelkraft vereinigen. In der Kegel 
werden fich bie Richtungen beider Mittelfräfte nirgends fchneiden, und es 
wird demnach auch eine Bereinigung biefer Kräfte nicht möglich fein; geht 
aber die Mitteltraft aus den parallelen Kräften durch einen Punkt K, 

13* 
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Fig. 131, im der Richtung AB der Mittelfcaft P aus Sen in der Ebene 
(der Papierebene) befindlichen Kräften, fo ift eine Zufammenfegung möglid). 
Segen wir die Abſtände OO = DK=u und ODD=CK — v für 
den Angriffspunft K der erften Mitteltraft, dagegen den Hebelarm OL der 
zweiten — a und den Winkel B AO, unter welchem diefelbe die Age X X 
ſchneidet, = «, fo ift die Bedingung für die Möglichkeit der Zufammenfegung: 
‚wsinatvco.a=a. 

Wird diefer Gleihung nicht Genlige geleiftet, geht 3. ®. die Mittelkraſt 
aus den Normalkräften durch X, fo ift die Zurüdführung des ganzen Kräfte- 
ſyſtems auf eine Mittelfraft gar nicht möglich, wohl aber läßt ſich dafielbe 

Big. 131. Big. 132, 





auf eine Mittelfraft R, Fig. 132, und ein Kräftepaar (P, — P) zurüd⸗ 
führen, wenn man die Mittelfraft N der parallelen Seitenkräfte in die Kräfte 
— P und R zerlegt, von denen bie eine der Mittelkraft P von den Kräften 
in der Ebene an Größe gleich, parallel und entgegengefegt gerichtet iſt. 
Wenn man das Kräftepaar (P, — P), Fig. 133, in die Paare (P, — Pı) 
und (S, — 5) zerlegt und den Componenten S derjelben der Einzelkraft R 
J ig. 188. gleichfegt, fo refultirt aus beiden 
das Kräftepaar (P, — Pı) und 
die Einzellraft — 8 = R. 
Sind nun @ und B die Win- 
tel PARund P,AR, um welde 
bie Richtung der Einzelfraft R 
von den Ebenen der beiden Paare 
(P, —P) und (Pu, —Pı) ab» 
weicht, jo hat man 


Rz Psin. (a —B) 
sin.ß 
und 
_ Psina 


ar 
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und daher das Moment des neuen Kräftepaares (P,, — Pı) 
s Pa sin. «& 
Pa= sin.B 

Daffelbe ift ein Minimum, und zwar = Pasin.«, wenn B —= 90°, 
wenn alfo die Einzelfraft 3 winkelrecht fteht auf der Ebene AP, K P des 
refultirenden Paares (Pı, — Pı). 

Tiefe Zurückführung eines beliebigen Kräftefgftems auf eine einzige Kraft 
und auf ein Kräftepaar Täßt ſich auch unmittelbar dadurch bewirken, daß 
man fich in einem beliebigen Punkte des Körpers, auf welchen dieſes Syſtem 
von Kräften wirft, noc ein Syſtem von Kräftepaaren angreifend denkt, 
deren pofitive Componenten den gegebenen Kräften in Größe und Richtung 
vollfonmera gleich find. Diefe Kräftepaare ändern natürlich in dem Gleich⸗ 
gewichtszuftande des Körpers nichts, da fie in deinfelben Punkte angreifen, 
ſich folglich felbft aufgeben; dagegen laffen fich die pofitiven Componenten 
derjelben nach den befaunten Regeln ($. 83) zu einer Mittelfraft vereinigen, 
und es bilden die negativen Komponenten berjelben mit den gegebenen Kräf- 
ten Kräftepaare, die fid) nad) $. 97 zu einem einzigen Kräftepaar zufam- 
menjegen laſſen. Es bleibt alfo zulegt nur nod) jene Mitteltraft und 
diefes Kräftepaar übrig. 


Mechanische Arbeit der Mittelkraft. Wird ein Syſtem von 8. 100. 
Kräften P,, Pr, Ps, Big. 134, welche in einer und derjelben Ebene wirken, 
progreffiv, d. 5. fo fortgerüdt, daß alle Angriffspunfte A,, Az, As ..- 

Tig. 134. 





gleiche Parallelwege Aı Bi, As Ba, As Ba durchlaufen, fo ift (in dem Sinne 
des $. 85) die Arbeit der Mittelfraft gleich der Summe aus den Arbeiten 
der Seitenträfte, folglich im Zuftande des Gleichgewichts dieſelbe — Null. 


$. 101. 
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Sind die in die Kraftrichtungen fallenden Projectionen A, Zy, A, Ze u. ſ. w. 

bes gemeinfchaftlichen Weges AB = AB u. ſ. w. =, uf. w., 

fo ift alfo die mehanifche Arbeit der Mittelkraft: 
P=PatPps + 

Diefes Gefeg folgt aus einer der Formeln des $. 93. Nach diefer For- 
mel ift der mit einer Are XX parallel laufende Component Q der Mittel- 
kraft gleich der Summe: 

+++ 
der gleichlaufenden Komponenten der GSeitenfräfte P,, Pz u. ſ. w.; nun folgt 
aber aus der Achnlichfeit der Dreiede A,B,Z, und A, PıQı die Proportion 
A _Ab_s 
DT AB AB' 
und hieraus: 

a = an, ebenſo = —E u. ſ. w, fowie and) — zZ 
man fan daher ftatt 
- g=a+r9+ 
Ps=Ps +P% +:-- fegen. 

Es iſt alfo auch bei einem Kräftefyftem mit verichiedenen Angriffspunften 
für jede progreffive oder fortfchreitende Bewegung (franz. mouve- 
ment simple de translation, engl. straight translation, or shifting) die 
Arbeit der Mittelfraft gleich der algebraifhen Summe der Seis 
tenträfte. 


Gleichgewicht bei einer Drehbewegung. Wird das in einer Ebene 
wirfenbe Kräftefyftem P,, Pz u. ſ. w., Fig. 135, um einen Punkt O fehr wenig 
gedreht, fo gilt das in den Paragraphen 85 und 100 ausgeſprochene Geſetz 

. des Princips der virtuellen Ge— 

Big. 185. ſchwindigkeiten ober der Zufam- 

menfegung der mehanifhen Ar— 

beiten ebenfalls, wie ſich auf folgende 

Weiſe beweifen läßt. Nach $. 91 ift 

das Kraftmoment P. OL —= Pa ber 

Mitteltvaft gleich der Summe von 

den Momenten der Seitenfräfte, alfo: 
! Pa —= Pıa, + Pıa +:-: 

Der einer Drehung um den Heinen 

! Winkel A, OB, — P° oder Bogen 


p= & .n entſprechende Weg 


v 
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A, Bi ift auf dem Halbmeffer 04: wintelvecht, daher das Dreied A, BıCı, 
welches entfteht, wenn man ein Loth BC, gegen die Kraftrichtung fällt, 
dem durch den Hebelarm OL, = aı beſtimmten Dreiecke OA, Lı ähnlich 
und dieſemnach: 
OL, _ 4AıCı C 
04 AB 
Setzt man bie virtuelle Gefchwindigkeit A,C, — 4, und den Bogen 
AB, = 041. ß, fo erhält man: 
a — 7 — 3 ebenfo a; — 7 u. f. w. 
Wenn nıan nun diefe Werthe für a,, @s u. f. w. in die obige Gleichung 
einjegt, jo erhält man: 
Po _ Po |, B% 
77 z +... ſ. w, 
oder, da B ein gemeinjchaftlicher Diviſor ift, 
Ppo=P4+P% +: 
genau wie in $. 85. 
Es ift alfo aud für Fleine Drehungen (franz. und engl. rotations) 
die mechanifche Arbeit (Po) der Mittelfraft glei der Summe 
aus den mehanifchen Arbeiten der Seitenfräfte. 








Das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten gilt fogar bei beliebig $. 102. 


großen Drehungen, wenn man ftatt der virtuellen Gefchwindigfeiten der 
Fig. 136, Angriffspunfte die Projectionen 
Li C, L,(C, u. ſ. w., Fig. 136, 
der in den Lothpunkten Z,, Ze 
u. f. w. anfangenden Wege ein- 
führt; dem multiplicirt man die 
befannte Gleichung der ftatifchen 
Momente 
Pa=Pa+PAa+t-- 
durch sin. ß, und jegt in der neuen 
Gleichung: 
Pasin.ß = Pıasin.ß + P,asin.ß +---, 
flatt a, sin. B, a, sin. ß... die Wege 
OB, sin. LOB, = DB, = LC = 3, 
OB, sin. LOB = DB, = LG = 3 u. |. w, 
fo folgt die Gleichung: 
Ps= Ps + Ps + 





8. 103. 
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Ebenfo behält diefes Princip bei endlichen Drehungen jeine Richtigkeit, 
wenn fich die Kraftrichtungen mit dem Syſteme gleichzeitig umbrehen, oder 
wenn fich der Angriffs- oder Lothpunkt Z unaufhörlicd) und fo verändert, 
daß die Hebelarme OL, — OB, u. |. w. unveränderlic) bleiben; denn aus 

Pa= Pa + Pa +--- 
folgt durch Multiplication mit 4: 
Paß=Paß+Pwaß tdi 
Ps=Pıa+ Ps +, 
wenn 5, & u. f. w. die bogenfürmigen Wege Z, Bi, Is Bs u. |. w. der 
Loth- oder Angriffspunfte L,, Ze u. ſ. w. bezeichnen. 


Zurjickführung einer kleinen Verrückung auf eine Drehung. 
Jede in einer Ebene vor fic gehende Kleine Bewegung oder Verrückung eines 
Körpers läßt ſich als eine Heine Drehung um einen beweglichen Mittelpunkt 
anfehen, wie in Folgendem bewiefen werden fol. Seien zwei Punkte A 
und B, Sig. 137, diefes Körpers (diefer Fläche oder Linie) bei einer kleinen 
Bewegung nad) A, und Bi fortgerlidt, 
fei alfo aud) A,B, = AB. Errichten 
wir in diefen Punkten Perpendilel auf 
die durdjlaufenen Heinen Wege A A, und 
B Bı, fo ſchneiden ſich diefelben in einem 
Punkte C, aus dem man fid) diefe als 
Kreisbogen anzufehenden Wege AA, und 
BB, befchrieben denken Tann. Nun find 
aber wegen der Öleichheiten AB A, Bi, 
AC = A, C ınd BC = Bi C die Drei- 
ede ABO und A,B,C einander con- 
gruent; es ift daher auc der Winkel 
BC A, gleid) dem Winkel BCA und der Drehungswinkel AC A, gleich 
dem Drehungswinfel BOB. Macht man AD, = AD, fo bekommt 
man wegen ber Gleichheit ber Winfel D, A,C und DAC und wegen ber 
Gfeichheit der Seiten OA, und CA, in OA,D, und CAD wieder zwei 
congruente Dreiede, in welhen CD COD und ZA CD, = ZACD 
it. Es iſt folglich auch ZDOD, = LACA,, und es geht daher bei 
ber Heinen Verrückung der Linie AB, auch jeder beliebige Punkt D in ihr 
in einem Tleinen Kreisbogen DD, fort. Iſt endlich Z ein außerhalb der 
Linie AB Tiegender und mit ihr feft verbumbdener Punkt, fo ift noch ber 
Heine Weg EE, befjelben als ein Kreisbogen aus C anzufehen; denn macht 
man den Winkel I, Aı Bi = EAB und die Entfernung A, EL = AE, 
jo erhält man wieder zwei congruente Dreiede ZA, C und EAC mit ben 
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gleichen Seiten CE, und CE und den gleichen Winkeln A, CE, und ACH, 
und daffelbe läßt fich auch für jeden anderen mit AB feit verbundenen 
Punkt beweiſen. Dean kann folglich jede Meine Bewegung einer mit AB 
feft verbundenen Fläche oder eines feiten Körpers als eine Heine Drehung 
um ein Centrum anfehen, das fich ergiebt, wenn man den Durchſchnitts⸗ 
punft © beftimmt, in welchem fich die Perpendifel zu den Wegen A A, und 
BB, zweier Punkte des Körpers fchneiden. 

Diefer Drehungspunkt, deffen Ort ſich unaufhörlich verändern kann, heißt 
die momentane ober augenblicliche Drehungs are (franz. centre instan- 
tans de rotation, engl. instantaneous axis of rotation) des Kräfteſyſtems. 


Allgemeinheit des Principes der virtuellen Geschwindig- 
keiten. Nach einem vorhergehenden Paragraphen (101) ift für eine Heine 
Drehung des Kräftefgftems die mechanifche Arbeit der Mittelkraft gleich der 
algebraifchen Summe aus den Arbeiten ihrer Conponenten, nad) dem legten 
Paragraphen (103) Läßt ſich aber jede Meine Verrückung eines Körpers als 
eine Heine Drehung anjehen; es gilt daher das oben ausgeſprochene Geſetz 
von den Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten oder virtuellen 
mechaniſchen Arbeiten auch für jede beliebig Kleine Bewegung eines feiten 
Körpers oder Kräfteſyſtems. 

Iſt alſo in einem Kräfteſyſteme Gleichgewicht vorhanden, d.h. die Mittel 
kraft felbft gleich Null, fo muß auch nad) einer Fleinen, übrigens belie- 
bigen Bewegung die Summe der medanifchen Arbeiten gleich 
Null fein. Wenn umgekehrt fir eine Heine Bewegung des Körpers die Summe 
der mechanifchen Arbeiten gleich Null ift, fo ift deshalb noch nicht Gleichgewicht 
uotdwendig, es muß vielmehr bei allen möglichen Kleinen Verrückungen dieſe 
Summe gleich) Null ausfallen, wenn Gleichgewicht vorhanden fein fol. Da 
die das Geſetz ber virtuellen Geſchwindigkeiten ausdrückende Formel nur eine 
Bedingung des Gleichgewichts erfüllt, fo fordert das Gleichgewicht, daß dies 
ſem Sefege wenigſtens bei ebenfoviel von einander unabhängigen Bewegungen 
entiprochen wird, als ſolcher Bedingungen gemacht werden können, z. B. für ein 
Kräfteſyſtem in der Ebene bei drei von einander unabhängigen Bewegungen. 


> 


$. 104. 


202 Dritter Abfchnitt. Zweites Capitel. (8. 105. 106. 


Zweites Capitel 
Die Lehre vom Schwerpunkte, 


$. 105. Schwerpunkt. Die Gewichte von den Theilen eines ſchweren Körpers 
bilden ein Syftem von Parallelfräften, deſſen Mittelfraft da8 Gewicht des 
ganzen Körpers ift und befien Mittelpunkt nach den drei Formeln des Para- 
graphen 98 beftimmt werden kann. Dean nennt diefen Mittelpunkt der 
Schwerkräfte eines Körpers oder einer Körperverbindung den Schwerpunft 
(franz. centre de gravits; engl. centre of gravity), aud wohl Mittel 
punkt der Maffe des Körpers oder der Verbindung von Körpern. 
Dreht man einen Körper um feinen Schwerpuntt, jo hört diefer Punkt nicht 
auf, Mittelpunkt der Schwere zu fein, denn läßt man die drei Grundebenen, 
auf die man die Angriffspunfte der einzelnen Gewichte bezieht, mit dem 
Körper zugleich ſich umdrehen, fo ändert fid) bei diefer Drehung nur die 
Lage der Kraftrichtungen gegen diefe Ebenen, die Abftände ber Angriffe- 
punkte von diefen Ebenen hingegen bleiben unverändert. Der Schwer- 
punkt ift hiernach derjenige Punkt eines Körpers, in welchem das Gewicht 
defielben als vertical niederziehende Kraft wirft, der alfo unterftütst oder feſt⸗ 

- gehalten werben muß, um den Körper in jeder Tage in Ruhe zu erhalten. 

$. #06. Schwerlinie und Schwerebene. Jede den Schwerpunkt enthaltende 
gerade Linie heißt Schwerlinie, und jede durch den Schwerpunkt gehende 
Ebene Schwerebene. Der Schwerpunkt beftimmt ſich durch den Durch⸗ 
fchnitt zweier Schwerlinien, oder durch den Durchſchnitt einer Schwerlinie 
mit einer Schwerebene, oder durd) das Sichkreuzen dreier Schwerebenen. 

Da fid) der Angriffepunft einer Kraft in der Kraftrichtung beliebig ver- 
legen läßt, ohne die Wirkung der Kraft zu verändern, fo iſt ein Körper in 
einer Lage im Gleichgewichte, wenn irgend ein Punkt in der durch den 
Schwerpunft gehenden Berticallinie feftgehalten wird. 

Hängt man einen Körper M, Fig. 138, an einem Faden CA auf, fo 
erhält man biernad) in der Verlängerung AB diejes Yadens eine Schwer- 
Iinie, und hängt man ihn noch auf eine zweite Weife auf, fo ftößt man auf 
eine zweite Schwerlinie DE. Der Durdjfchnittspuntt S beider Linien iſt 
nun ber Schwerpunkt des ganzen Körpers. 

Hängt man den Körper an einer Ure auf, oder bringt man ihn über 
einer fcharfen Kante (Schneide eines Mefjers) ind Gleichgewicht, fo erhält 
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man in der Verticalebene durch die Are oder ſcharfe Kante eine Schwer 
ebene u. |. w. 

Emmpirifche Beftimmungen des Schwerpunktes, wie fie eben angedeutet 

wurden, find felten anwendbar ; meiftens hat man aber von den im Folgen⸗ 

. den gegebenen geometrifchen Regeln 

Big. 138. Gebrauch zu machen, um den 

- Schwerpunkt mit Sicherheit zu 

beftimmen. 

Bei mandjen Körpern, 3. B. 
bei Ringen, fällt der Schwerpunft 
außerhalb der Maffe des Kör— 
pers. Soll ein folder Körper in 
feinem Schwerpunkte feftgehalten 
werden, fo ift es nöthig, diefen durch 
einen zweiten Körper fo mit dem 
erften zu verbinden, daß die 
Schwerpunfte beider Körper zus 
fammenfallen. 


Schwerpunktsbestimmung. Sind æi, %,, 23 u. |. w. bie Abſtände 8. 107. 
der Theile eines ſchweren Körpers von der einen Grundebene, Yı, Ya» Ya-+- 
diefelben von der anderen, und 21, %3, #3... bie von der dritten, find endlich 
die Gewichte diefer Theile P, Ps, P, u. f. w., fo hat man nad) $. 98 die 
Abftände des Schwerpunftes dieſes Körpers von diefen drei Ebenen: 

„ha + Bm + Rs tn 
A+PR+PRr+re 
v- y + Pr + Py+ 
A+PR+PBR+ 
_Pat+PRa+Prs + 
OO RA+PR+PR+- 

Bezeichnet man die Volumina der Körpertheile durch 91, 93, 93 u. ſ. w., 

und. ihr fpecifiches Gewicht durch 71, 74, 9a u.f.m, fo läht ih auch fegen: 
_ nat hp 4 
J 

Iſt endlich der Körper homogen, haben alſo alle Theile deſſelben eine und 
dieſelbe Dichtigkeit oder einerlei ſpecifiſches Gewicht Y, fo ergiebt ſich: 

„ Mathe +) 
MEN" 
ober, indem man den gemeinſchaftlichen Factor Y oben und unten hebt: 
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Des HnHe 
_I,yı +9 
IST rn + 
Yatrım + 





ande 


Dan kann alfo ftatt der Gewichte die Volumina der einzelnen Theile 
eines Körpers einfegen, und bringt dadurch die Beſtimmung des Schwer-⸗ 
punftes in das Gebiet der reinen Geometrie. 

Denn Körper nad) einer oder nad) zwei Raumdimenfionen wenig aus- 
gedehnt find, wie z. B. dunne Bleche, feine Drähte u. f. w., fo fann man 
fie als Flächen oder Linien anfehen und nun mit Hilfe der leteren drei 
Formeln ihre Schwerpunkte ebenfalls beftimmen, wenn man ftatt der Vo— 
lumina 9, 9 u. ſ. w., Flächeninhalte Fi, Fz u. ſ. w. oder Längen I, Ta 
u. ſ. w. einführt. 


$.108. Bei regelmäßigen Räumen fält der Schwerpunft mit dem Mittel- 
punfte zufammen, 3. B. bei dem Witrfel, der Kugel, dem gleichfeitigen Dreis 
ede, Kreife u. |. w. Symmetriſche Räume haben ihren Schwerpunkt 
in der Ebene oder Are der Symmetrie. Die Ebene der Spnimetrie 
ABCD theilt einen Körper ADFE, Fig. 139, in zwei nur durch rechts 
und links verſchiedene Hälften, es finden daher auf beiden Seiten diefer Ebene 
gleiche Verhältniſſe ftatt; es find alfo aud) die Momente auf der einen Seite 
fo groß, wie auf der anderen, und es fällt folglich der Schwerpunkt in diefe 
Ebene ſelbſt. 

Big. 199. 
Big. 140, Sig. 141. 


Weil ebenfo die Age EF der Symmetrie eine ebene Fläche ABFCD, 
Big. 140, in zwei Theile zerfchneidet, wovon der eine Spiegelbild des anderen 
it, fo find auch hier die Verhältniſſe auf der einen Seite biefelben wie auf 
der anderen; es find folglich auch die Momente auf beiden Seiten gleich, 
und es liegt der Schwerpunkt des Ganzen in dieſer Linie ſelbſt. 
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Endlich ift aud) die Symmetrieare KL eines Körper ABGH, 
Fig. 141, Schwerlinie deffelben, weil fie aus dem Durchſchnitt von -zwei 
Symmetrieebenen ABCD und EFGH hervorgeht. Aus diefem Grunde 
fült der Schwerpunft eines Cylinders, eines Kegels und eines durch Um- 
drehung einer Fläche, oder durch Abdrehung auf der Drehbank entftandenen 
Rotationskörpers überhaupt, in die Are dieſer Körper. 


Schwerpunkte von Linien. Der Schwerpunft einer geraden 
Linie liegt in der Mitte derfelben. 
Der Schwerpunft eines Kreisbogene AMB —.b, Fig. 142, 
befindet fd) in dem Halbmefjer CM, weldyer in der Mitte M des Bogens 
Sig. 102. ausläuft, denn biefer Halb- 
meſſer ift Are der Syms 
metrie diefes Bogens. Um 
aber die Entfernung CS=y 
des Schwerpunftes S vom 
Mittelpuntte zu finden, 
theile man den Bogen in 
ſehr viele Theile und be» 
fimme die ftatifchen Mo— 
mente berfelben in Beziehung auf eine durch den Mittelpunkt C und mit der 
Sehne AB — 3 parallel gehende Are XX. Ift PQ ein Theil des Bogens 
und PN deifen Abftand von X X, fo ift das flatifche Moment diefes Bogen 
theiles = PQ. PN. Zieht man nun den Halbmeffr PO=Ml=r 
und die Projection QR von PQ parallel zu AB, fo erhält man zwei ähn⸗ 
ide Dreiede POR und CPN, flr welde gilt: 
PQ:QR=CP:PN, 
umb woraus ſich das ftatifche Moment eines Bogenelementes 
PQ.PN=QR.CP=QR.r 


Num ift aber für die ftatiichen Momente aller übrigen Elemente der Halbs 
meer ein gemeinſchaftlicher Factor und die Summe aller Projectionen 
OR der Bogenelemente gleich der der Projection des ganzen Bogens ent⸗ 
fpredjenden Sehne AB — 3; es folgt daher auch das Moment des ganzen 
Bogens gleich, Schne smal Halbmeffer r. Segt man dieſes Moment gleich 
Bogen bmal Abftand y, alfo by — sr, fo erhält man: 

y 8 sr 
, ‚Tr wy= 7 
| Es verhält ſich alfo der Abftand des Schwerpunftes vom Mit- 
| telpunfte zum Halbmeffer, wie die Sehne zum Bogen. 
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Iſt der Sentriwintel ACB des Bogen b, — ß°, alfo der dem Halb- 
0 
meſſer 1 entjprechende Bogen B — En -7, jo hat man b = fr mb 
s — 2r sin. e weshalb aud) folgt: 
— 2 sın. 1/ 2 6 .f , 


Fur den Halbkreis it 0 = x und sin. £ — 1, daher 


2 7 
y„-_.'- 0,6366 ... r, ungefähr — ir 


Anmerkung. Der Abftand des Schwerpunttes S des Kreisbogens AB vom 
Mittelpuntt M veflelben ift 


M=y=r-y=r(1-2)=r(1 af). 
Für niedrige Bögen läßt fich 


jegen (fiehe Ingenieur ©. 158), daber ift bier 
2 2 
yı = ur! = Yun = Yan 


2 
oder y, = Y; h, da die Bogenhöhe A = > gelegt werden Tann. 


Um den Schwerpunkt eines Polygons oder einer Linienverbindung 
ABCD, $ig. 143, zu finden, ſuche man die Abftände der Mittelpunfte 
H, K, L der Linien AB=1ı, BC=4WCD=% u. f. w. von zwei 

Fig. 148. 
Sig. 144. 





| AG NM B 
Urn OX und OY, nänlid HH =y, HR, =, KK —=y 


KK, = 2 u. |. w.; die Abjtände des gefuchten Schwerpunftes S von eben 
diefen Aren find dann: 


§. 111.] Die Lehre vom Schwerpuntte. 207 


os, ge + E23 ++. 


u +k+-- ’ 
os — yet 


3.2. ber Abſtand des Schwerpunktes 8 eines im Triangel gebogenen 

Drahtes ABC, Fig. 144, von der Örundlinie AB ift: 
_u— Mah+Ybh  a+b h 
B=y= atbtc aftpre ?’ 
wenn die den Winkeln A, B, C gegenüberftehenden Seiten durch a, b, € 
und bie Höhe C@ durch A bezeichnet werden. 

Berbindet man die Mittelpunkte 7, K, M der Dreiedöjeiten unter ein- 
ander, unb conftruirt man in dag. Jo erhaltene Dreied einen Kreis, fo fällt 
deflen Mittelpunkt mit dem Schwerpunkte S zufammen, denn ber Abſtaud 
dieſes Punktes von der einen Set iſt: . 

h :at+bv h ch 
SD=ND-NB=5,-,T,r:° 3” 3atırteg 
_. AABC __ Inhalt . 
atb+re Umfang’: 
alfo conftant und daher gleich den Abflinden SE und SF von den anderen 
Seiten. .. 





Schwerpunkte ebener Figuren. Der Schwerpunft eines Ba- 8. 111. 
tallelogrammes ABCD, Fig. 145, ‚Liegt im Durchſchnittspunkte 8 ſei⸗ 
ner Diagonalen, denn alle Streifen, wie‘KL, welde durch Legung von zu 
einer Diagonale BD parallelen Linien ſich ergeben, werden durch die andere 
Diagonale AC halbirt, es ift alſo jede von den Diagonalen eine Schwerlinie. 


ig. 146. 


Gig. 145. 


C 
6 
— 





—— 


Bei einem Dreiecke ABC, Fig. 146, iſt die Linie C.D von einer 
Spitze nad) der Mitte D der Gegenjeite AB eine Schwerlinie, denn’ e8 
balbirt diefelbe alle Elemente KL des Dreiedes, welche ſich ergeben, wenn 
man daffelbe durch Parallellinien zu AB zerichneibet. Zieht man von 
einem zweiten Eckpunkte A nad) der Mitte Z der Öegenfeite BC eine zweite 
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Schwerlinie, fo giebt der Durchſchnitt S beider Schwerlinien den Schwer- 
punkt des ganzen Dreieckes. 

Beil BD=Y,BAund BE=—= 1/%BC, fo ift DE parallel zu AC 
und gleid) 1/7, AC, au ADES ähnlich dein Dreiede CAS und endlid) 
CS—=2SD. Addirt man hierzu noch SD, fo folgt CS + SD, d. i. 
CD=3DS, und bemnad) umgekehrt DS —= U; SD. Es fteht alfo 
ber Schwerpunkt S um ein Drittel der Tinie CD von dem Mittelpunfte D 
der Grundlinie und um zwei Drittel derfelben von der Spitze C ab. Zieht 
man CH und SN winkelrecht zur Bafis, fo hat man au) SN = 1,CH; 
es fteht alfo der Schwerpunft S aud) um ein Drittel der Höhe von der 
Bafis des Dreieckes ab. 

Auch findet man den Schwerpuntt S des Dreieckes ABC, wenn man 
AF 1,AC madt, FG parallel AB zieht und den Mittelpunkt von 
FG angiebt. 


gig. 147. | Fig. 148, 








H ND A, CıS,D, Bı 


Der Abftand des Schwerpunftes eines Dreiedes ABC, Fig. 148, von 
einer Are xX tSssı = DD +14%(CC — DD,), 
aber DD, = 17 (AA, + BBı), folglich) ift: 
AA, + BB, +C 
y- 85 — 1,09 + %ı-Yz(AAı + BB) = Ft FA FG, 
d.i. das arithmetifche Mittel aus ben Abftänden der drei Edpunfte von XX. 
Da der Abftand des Schwerpunftes von drei gleichen, in ben Eckpunkten 
eines Dreieckes angebrachten Gewichten auf biefelbe Weife beftimmt wird, fo 
fällt der Schwerpunkt eines ebenen Dreiedes mit dem Schwerpunkte von 
diefen drei gleichen Gewichten zufammen. 


Die Beilimmung des Schwerpunftes S eines Trapezes ABCD, 
Fig. 149, läßt fi auf folgende Weife bewerfftelligen. Die gerade Linie 
MN, welche die Mittelpunkte der beiden Grumblinien AB und C.D mit 
einander verbindet, ift Schwerlinie des Trapezes, denn viele gerade Linien, 
parallel zu den Grundlinien gezogen, zerlegen das Trapez in ſchmale Streis 
fen, deren Mittel- und Schwerpunkte in MN fallen. Um nun den Schwer 
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puntt S vollftändig zn beftimmen, hat man nur noch deſſen Abftand 78 
von der einen Bafi AB zu finden. 


Gig. 149. 





Es bezeichne di bie eine und b, die andere der parallelen Seiten AB und 
CD de8 Trapezes, ſowie % die Höhe oder den Normalabftand diefer Seiten 
bon einander. Zieht mar nun DE parallel zur Seite CB, fo erhält man ein 
Parallelogramm BCDE mit dem Inhalte db; h und dem Schwerpunkte S,, 


deſſen Abftand von AB, — 3 und ein Dreied AD E mit ben Inhalte 
mr und dem Schwerpunkte S,, deſſen Abſtand von AB, — u iſt. 
Das ſtatiſche Momen des Trapezes hinſichtlich AB iſt deshan 


Fy—bn.4 5. 42T 


2 
aber der Inhalt des Tepe tr=(, + u) ® 5; es folgt daher der 
Normalabftand feines Schwerpunftes S von der Bari | x 
_,„_k&+2b)” _ b+2b Rh 
PS=y=,grWh ur 3 


Der Abftand diefes Punktes von der Mittellinie KL — + bs des 


Trapezes ift: 

h ut) TEE) h 

I —,b 
bi +b 
h<b, A 
=; +, 6 
Um den Schwerpunkt confteuirend zu finden, verlängere man bie beiden 

Srundlinien, made die Verlängerung CO G — bı und die Verlängerung 
AF — b,, und verbinde die dadurd) erhaltenen Endpunkte F' und G durch 
eine Gerade; der Durchſchnittspunkt 8 diefer Linie mit der Mittellinie MN 
if der gejuchte Schwerpunft, denn aus H s= ee a folgt auch: 


Beispach's Lehrbuch der Mechanik. L 14 
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bi +2, MN 2b+b MN 
Be NT 5 
MS _ b+25 _Y%b+b __MA+AF __MF 
Ns 234, b+Y%b CEHNC NE 
wie aus der Nehnlichkeit der Dreiede MEF und NSG wirklid, hervorgeht. 
Der Abftand des Schwerpunktes vom Eckpunkt A ift, wenn a die Projection 
AO der Seite AD auf AB bezeichnet, durch die Formel 


_._ b+bb+b2 +albı +26), 
AH=:= Te — beſtimmt. 


Um den Schwerpunkt irgend Eines anderen Viereckes ABCD, 
dig. 150, zu ermitteln, fann man daffelbe durch eine Diagonale AC in zwei 
Sig. 150. Dreiede zerlegen, nach dem Borhergehenden die 
Schwerpunkte S, und Sp berfelben angeben 
und dadurch eine Schwerlinie 818, beftimmen. 
Zerlegt man nun noch das Viereck durch bie 
Diagonale BD in zwei andere ‘Dreiede, und 
beftimmt deren Schwerpunfte, jo ftößt man 
auf eine zweite Schwerlinie, deren Durchſchnitt 
mit der erfteren den Schwerpunkt des ganzen 
Bieredes giebt. 

Einfacher geht man aber zu Werke, wenn man die Diagonale Ad in M 
halbirt, das größere Stüd BE ber zweiten Diagonale über das Kleinere 
trägt, fo daß DF = BE wird; zieht man hierauf FM und theilt 
diefe Linie in drei gleiche Theile, fo Liegt im erften Theilpunkte S von M 
aus der Schwerpunft S, wie fich auf folgende Weife beweifen läßt. Es 
ft MS) = 1, MD und MS, —= U; MB, folglid, S, S, parallel zu 
BD, aber SS, mal AACD—= SS, ml AACB, oder SS. DE 
— 5883. BF, daher 81: 88. = BE: DE. Nu ift nd BE 
— DFwb DE= BF, folglich auch SS, : SS, = DF: BF. Die 
Gerade MF ſchneidet demnach die Schwerlinie S, Sg in dem Schwerpuntte S 
des ganzen Bieredes. 


Kommt e8 darauf an, den Schwerpunft 8 eines Polygons ABCDE, 
Fig. 151, zu finden, fo zerlege man diefes Polygon in Dreiede und beſtimme 
die ftatifchen Momente derfelben in Hinficht auf zwei rechtwinklige Aren 
XX und YY. 

Sind die Coordinaten OA, = 2, OA, = y, OBı = u, OB, = , 
u. ſ. w. der Eckpunkte gegeben, fo laſſen fich die ftatifchen Momente der 
einzelnen Dreiede ABO, BCO, CDO u. f. w. einfach auf folgende Weife 
ermitteln. Der Inhalt des Dreiedes ABO ift, nad) der unten ftehenden 
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Anmerlung, — D; = Yr (zı ya — %a Yyı), der Inhalt des folgenden Dreis 
eckes BCO., — D= Us (%3 Ya — 13%) uf. w., die Abftände des Schwer⸗ 
punktes des Dreiedes ABO von YY, nach 8. 111: 
., _ ats» +9 _4a+% 
. 
— —24— F ., 

von XX == die des Schwerpunftes des Dreiedes BCO: 


— —— 


Fig. 151. 





Multiplicirt man dieſe Abſtände mit den Inhalten der Dreiecke, ſo erhält 
man die Momente der letzteren, und ſetzt man die ſo erhaltenen Werthe in 


die Formeln: Do+D +. 
Dis + Dii% —* ı dı 33 7" 
— D,+D-+- und v = Di +D +. 
fo erhält man die Abjtände u —= OS, und v —= 08 de8 gefuchten Schwer⸗ 
punftes S von den Aren YY und X X. 

Wenn man ein njeitiges Polygon auf zweierlei Weije durch eine Diago⸗ 
nale in ein Dreied und ein (n — 1) feitiges PBolygon zerlegt, und jedes Mal 
den Schwerpunft des erfteren mit bem des letzteren verbindet, jo erhält man 
auf diefe Weife zwei Schwerlinien des Polygons, welche fich in dem Schwer- 
pu.ıkt deffelben fchneiden. Durch wiederholte Anwendung diefer Beftimmung 
Tann man den Schwerpunkt eines jeden Polygons auf dem Wege der Con⸗ 
firuction finden. 

Beilpiel. Ein Fünfed ABCDE, Fig. 151, if durch die folgenden Coor⸗ 
dinaten jeiner Edpuntte A, B, C u. |. w. gegeben, und man judt bie Goors 
Sinaten feines Schwerpunties: 

14* 
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Die dreifachen 
&oordinaten der 
Schwerpunkte. 


Die ſechsfachen ſtati⸗ 
ſchen Momente. 


Gegebene 
Coordinaten. 






Die zweifachen Inhalte 
der Dreiecke. 


24.21— 7.11=427 
7.15+21.16=441 
16. 9412.15 824 
12.1218. 9—306 
18.114+2%.12= 486 










Summe 1984 


Der Abfland des Schwerpunftes von der Are X Y if nun: 


1 22444 
nz ggg Tl 
und von der Are X X: 94579 
1 
55, =’ =5 Tg 128. 


Anmerlung Sin OA, =z, CB = 2, CA=y und CB=Y 
die Eoordinaten von zwei Edpunften eines Dreieds ABC, Fig. 152, defien 
dritter Edpunlt C mit den Anfangspuntte des Coordinatenſyſtemes zufanımen- 
fällt, ſo hat man den Inhalt dieſes Dreiecks: 

D Trapez ABB, A, + Dreied 
Big. 152, CBB, — Dreied U AA, 


_ (YAıTtY%\,, __ 23Ya_FıYı 
=( 2 )ı 2)+75 2 


—_ Ayı—#Yı,. 
— 2 





Es iſt alſo der Inhalt dieſes Drei⸗ 
eckes die Differenz von zwei anderen 
Dreieden CB,A, und CA,B,, und 
NC es iſt die eine Goordinate eines Punktes 

Grundlinie des einen und die andere 

Eoordinate Höhe des anderen Dreiedes, 
ebenfo die eine Coordinate des anderen Punktes Höhe des einen und die andere 
Eoordinate Grundlinie des anderen Dreiedes. 





x B, 


Der Schwerpunft eines Kreisausfchnittes ACB, Fig. 153, 
fällt mit dem Schwerpunkte S eines Kreisbogens A, B, zufanımen, der 
mit dem Ausjchnitte einerlei Centriwinkel hat und deſſen Halbmeffer CA, 
zwei Drittel von bem Halbmeſſer CA des Ausichnittes ift, denn es 
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läßt fi) der Ausschnitt durch unendlich viele Halbmeffer in lauter fchmale 
Dreiede zerlegen, deren Schwerpunkte um zwei Drittel des Halbmefjers von 
dem Centro C abftehen und deshalb in ihrer ftetigen Folge den Bogen 
A, MıB, bilden. Es liegt alfo der Schwer⸗ 
punkt S des Ausjchnittes in dent diefes Flächen» 
ſtück halbirenden Halbmeiler CM und in der 
Entfernung 


Fig. 158. 





— ç — ——————⏑— 0 





inſofern 7 den Halbmeſſer CA des Sectors 
und 6 ben ben Centriwinkel ACB deſſelben 
meſſenden Bogen bezeichnet. 

Für die halbe Kreisfläche tA—=m, sin.!/,B = sin. 90 — 1, 
daher: 

A _ 14 
s=;,.'= 0,4244 r oder ungefähr 357 
Für einen Quadranten folgt: 


4 Vſ, 4V2 
— 77 


-53'07 —r = 0,6002 r 
und für einen Sertanten: 
_4 h,_2,_ 
y= 3 . 75 — Pr — 0,6366 r. 


Der Schwerpunkt eines Kreisabfchnittes ABM, Fig. 154, $. 116. 
Sig. 154. ergiebt fid), wenn man das Moment des 
Abfchnittes ABM gleich fett der Differenz 
der Momente des Ausfchnitts ACBM 
und des Dreieckes ACB. it r der Halb- 
meſſer CA, s die Sehne AB, h die Höhe 
CD des Dreiedes A.BC und A der Flächen» 
inhalt des Segmentes ABM, fo hat man 
das Moment des Ausjchnittes: 





— Ausfhnitt mal cos = — Bogen Ar = Yısr?, 
jowie da8 Moment des Dreieckes: . 
a2ze, 2); CD — 1/,sh?, 


denmad) das Moment des Abfchnittes A: 
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A-0S = Ay = Ysr! — Ya = Yıs(r? — AM), 


83 83 
= 7 
8 
und folglich den gefuchten Abftand: y — 4° 


Fir den Halbfreis ift s — 2r und A — Ysr?, daher: 
8 _ Ar 
arı 3m’ 


2 

wie oben ($. 115) gefunden wurde. 
Auf gleiche Weife beftimmt ſich au) der Schwerpunft S eines Ring- 
Fig. 158. ftüdes ABDE, Dig. 155, denn bie 
ſes ift die Differenz weier Sectoren 
ACB und DCE. Sind die Halb⸗ 
meſſer CA — 1 und OF r, und 
die Sehnen AB = s, nd DE s,, 
fo erhält man bie ftatifchen Momente 


3 2 
der Sectoreu * und =, daher das 
ſtatiſche Moment 7 Ringſtuckes: 


oder, da — Zi , 
* iſt 





y= 





vn = sr? 


r? — r? 8 
sn 
2 3 32 __ 

Der Inhalt des Ringſtückes ft 7 = er — en —=ß —— 
wofern 4 den dem Centriwinkel 40 B anfgertenben Bogen bezeichnet; es 
folgt demnach der Schwerpunkt 8 des Ringftüces durch den Abſtand 

M r’—r? 2 35 2 rL — Sehne 
Fr 3 rß 3\r?—r2) Bogen 


M= 


mn GET cc ——— — (> 


m el, Oy], 
n+r 
2 


wenn r den mittleren Halbmefler 
Ringſtückes bezeichnet. 


Beilpiel. Sind die Halbmefjer der Stirnfläche eines Gewölhes r, = 5 Meter 
und r, = 31, Meter, und iſt der Gentriwintel diefer Fläche 8° = 130%, jo folgt 
der Abftand des Schwerpunttes diejer Fläche vom Mittelpunlte: 


und b die Breite AE— BD des 
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_ 4 sin.660 5°—3,5° _ 4.0,9063  125—42,875 _ 3,6252 .82,125 
- ITS rc. 1506 89,03 — 3.2.2089 25-1225  6,8007.12,75 
= 3,430 Meter. 


Schwerpunktsbestimmung durch den höheren Calcul. Die $. (117). 
Beſtimmung des Schwerpunftes ebener Flächen läßt fi mit Hülfe des 
höheren Calculs wie folgt bewirfen. Es ſei ANP, Fig. 156, die ge 
gebene Fläche F, AN = x ihre Abfciffe und N P = y die Ordinate der⸗ 
felben. ‘Der Inhalt eines Elementes N MP der Fläche ift 

oF = ydz (vergl. analyt. Hüffslehren, $. 29), 
folglich da8 Moment defjelben in Hinficht auf die Ordinatenare AV: 

Fig. 156. OM.OF=AN.OF— aydr; 
feßt man daher den Abfland LS = AK de 
Schwerpunktes S der ganzen Fläche F von der 
Are AY, — w, fo hat man: 

Fu= /[zyds, 
und folglid): 





AK X F [vor 

Da der Mittel- oder Schwerpimft M des Elementes N MP von ber 
Abfeiffenare AXım NM = !hy abſteht, fo iſt das Moment von OF 
in Hinficht auf diefe Are AZ: 

NM.OF=\hydF=\y’dr; 
fest mann nun den Abftand KS — AL des Schwerpunktes S der ganzen 
Fläche F von der Are AX, — v, jo iſt 
Fv= S!h y29x, und daher 


Ar _ „Irre 
y0x 


3.32. für die Parabel, deren Gleichung 2 — px oder y—= Vr.x”* % 


2) ve = 





ift, Hat man 
[ Vp.x"202 _ Vr [=”? _ [w* 0x 
"TfVo.2*0% —— [s*0x 
NR, 
ya /s % 
alſo: 


L8B=AK= %, AN, 
und dagegen 
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BEE IE LU BEER 7 2 ELBE 2 











Vr [2*0% Sr*dz Ya% 
= Y% Vrr = !ıy 
alſo: XS -ALC?, NP. 


$.118. Schwerpunkte krummer Flächen. Der Schwerpunkt von der 
trummen Oberfläde (dem Mantel) eines Cylinders ABCD, 
Fig. 157, Liegt in der Mitte S der Are MN diefes Körpers; denn alle 
ringförmigen Elemente des Cylindermantels, welche man erhält, wenn man 
parallel zur Baſis Schnitte durch den Körper führt, find unter ſich gleich 
und haben ihre Schwer- und Mittelpunfte in diefer Are; es bilden alfo diefe 
Schwerpunkte eine gleichförmig ſchwere Linie. Aus denfelben Gründen liegt 
aud) der Schwerpunkt von der Umfläche eines Prismas im Mittelpunfte der 

die Schwerpunfte der Umfänge beider Grundflächen verbindenden Geraden. 

Big. 157. Big. 168. 





Der Schwerpuntt S des Mantels von einem geraden Kegel 
ABC, Fig. 158, liegt in der Are CM des Kegels und ift um ein Drittel dieſer 
Linie von der Bafis oder um zwei Drittel von ber Spige C entfernt; denn 
biefe krumme Fläche läßt ſich durch gerade Linien, welche man Seiten bes 
Kegels nennt, in unendlich) viele, unendlich ſchmale Dreiede zerlegen, deren 
Schwerpunkte einen Kreis IK bilden, welcher um zwei Drittel der Are von 
der Spige C abfleht, und deſſen Schwer- ober Mittelpunkt S in die Are 


CH falt. . 
Der Schwerpunkt einer geraden Kegelzone ABDE, fig. 159, 
ſteht um . 
_,-atan.h 
B=y= n+tn 3 


von der Grundfläche AB derfelben ab, vorausgejegt, daß A die Höhe CM, 
ſowie rı und rz die Halbmefier der Grundflächen AB und DE berfelben 
bezeichnen, denn die Schwerpunfte Sı, 8., 5; aller trapezjörmigen Elemente 
AEı, AıE;... berfelben ftehen, $. 112 zufolge, um 
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_AA+2EB AE_n+2n AB 
AA+EH 3 n+tn 3 

von dem Umfange der Grundfläche AB ab, bilden folglich in ihrer ftetigen 

Folge einen Kreis, deffen Mittelpunkt der gefuchte Schwerpunft der Segel» 

zone ift, und um 








AS, 


_n+t2r 0M 
yAa,tn 3 
von dem Mittelpunfte C der Grundfläche A.B abfteht. 
ig. 189. Fig. 160. 





.. 

Der Schwerpunft einer Kugelzone ABDE, Fig. 160, und ebenfo 
der Schwerpunkt einer Kugelfchale (Calotte) Tiegt im Mittelpunkte 8 ihrer 
Höhe MN; denn e8 hat, ben Lehren ber Geometrie zufolge, die Zone mit 
einem Cylindermantel FGHK gleichen Inhalt, deſſen Höhe gleich ift der 
Höhe MN und deffen Halbmeffer gleich ift dem Kugelhalbmeſſer CO der 
Zone, und es findet diefe Gleichheit auch unter den ringförmigen Elementen 
ftatt, bie man erhält, wenn man durch diefe beiden krummen Flächen unend- 
lich viele Ebenen parallel zu den Grundkreiſen derjelben legt; es fällt diefem- 
nad) der Schwerpunkt 8 der Zone mit dem des Cylindermantels zuſaumen. 


Anmerkung. Der SHwerpunft von dem Mantel eines ſchiefen Kegels oder 
einer fiefen Pyramide Reht zwar um ein Drittel der Höhe von der Bafı ab, ber 
findet fi) aber nicht in der don ber Spihe nad) dem Schwerpunfte des Umfanges 
der Bafıs gehenden Geraden, weil Schmite parallel zur Bafis den Mantel in 
Ringe zerlegen, die an derſchiedenen Stellen ihres Umfanges verſchieden breit find. 


Schwerpunkte zusammengesstzter Flächen. Mit Hilfe ber 8. 119.- 
Momente laſſen ſich auch, wie folgt, die Schwerpunkte zufanmengefegter 
Flachen beftimmen. 
1) Bezeichnen r, und rz die Halbmefjer der Grundflädien AB und DE 
einer fegelförmigen Gefäßwand ABDE, Fig. 159, während a bie 
Länge einer Seite AE berfelben vorftelt, fo ift der Inhalt diefer Fläche 
0=aaln+n) 
und daher das Moment derfelben, auf bie Grundfläche AB bezogen, wenn 
man nad) dein vorigen Paragraphen 
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_Nn+2nr K 


— 71 4 13 3 
einführt, 


h 
M= = (n+?n) 


Durch Hinzufügung der Bodenfläche wird der Inhalt um mr? größer, wäh- 
rend da8 Moment unverändert bleibt, es ift folglich auch 


nt nt) =(4ady=rlentntrim 
und daher der Abftand des Schwerpunftes ber ganzen Oberfläche des Gefäßes 
von der Grundfläche AB, 
_ah rı +4+2r _ sin. rı + 2r; 
Nez antn)trn 3 aln+n)+r” 

wenn c den Neigungswinkel der Seitenwand gegen die Bodenfläche bezeichnet. 

Hat das Gefäß auch noch einen Deckel, fo ift bie ganze Oberfläche deſſelben 

O+x( + r)) 

und deren Moment in Paihıng auf die Grundflähe AB 


m—ueh tan) + zr?h, 


daher der Abftand ihres Schwerpunftes von der Baſis 
_ Yan t?2nr)+nr 
Ton tntrtrn" 
Wäre das Gefäß cylindrifch, fo hätte man sin.a—=1 und n—rn=r, 
fowie A = a, daher 





— y = my=* 
y= 9: 1 75% Lr y =, 


2) Der Schwerpunft S der Oberflähe O einer dreifeitigen Py- 
ramide ABCD, fig. 161, deren Höhe DL n ift, fteht von der Grund» 
fläche ABC derfelben um die Höhe 

_„,—_ [9 — AABE\N h 
KS=y= (I ) 3 
ab, weil bie Schwerpunkte Z, F und @ der brei Seitenflächen diefes Kör⸗ 
pers um eine und diefelbe Höhe a über der gedachten Grundfläche Liegen, 
und folglich da8 Moment der ganzen Oberfläche: 
Oy=(AABD+AACD + ABCOD) s — (0— AABO) 2 
ft. 
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Hieraus folgt num der Abftand des Schwerpunttes 8 von ber durch F, 
F und @ gelegten Ebene: | 





MS—=MK—- SK— — 3. 
oder für AABC- 3 das Bolumen 9 ber ganzen Pyramide eingejekt, 
— V 
MS= 0 
Gig. 161. 





Da in diefem Ausdrude die Grundfläche ABC gar nicht mehr vorkommt, 
fo gilt derjelbe auch für alle Grundflächen; es fteht folglich der Schwer- 
punft S der ganzen Oberfläche der Pyramide um eine und diefelbe Höhe 


r -7 von den Seitenflädien einer Pyramide EFGH ab, deren Ed» 


punkte die Schwerpunfte Z, F, G und H ber Umgrenzungsflächen der ges 
gebenen Pyramide find, und es ift diefer Punkt zugleich der Mittelpunkt einer 
Kugel, welche von diefen Flächen umhüllt wird. 


Schwerpunkte von Körpern. Der Schwerpunft eines Pris- $. 120. 
mas AK, Fig. 162 (a. f. ©.), ift der Mittelpunkt S derjenigen geraden Linie, 
weiche die Schwerpunkte M und N der beiden Grundflähen AD md GK 
verbindet; dem das Prisma läßt ſich durch Schnitte parallel zur Bafis in 
lauter congruente Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte in M.N fallen, und 
in ihrer ftetigen Folge die gleichförmig ſchwere gerade Linie MN ſelbſt bilden, 
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Aus demfelben Grunde befindet ſich aud) der Schwerpunft eines Cylin- 
ders in der Mitte der Are deſſelben. 

Der Schwerpunkt einer Pyramide ADF, Fig. 163, liegt in ber 
geraden Linie MF von der Spige F nad) dem Schwerpunkte M der Baſis; 


Big. 168. 


Sig. 162, 
L 





denn alle Schnitte, wie NOPQR, haben wegen ihrer Aehnlichkeit mit ber 
Baſis ABCDE ihre Schwerpunkte in diefer Linie. 

Iſt die Pyramide dreifeitig, wie ABCD, Fig. 164, fo läßt ſich jeder der 
vier Edpunfte als Spige und die gegenitberliegende Fläche als Baſis an- 
ſehen; e8 beftimmt ſich daher der Schwerpimft S in dem Durchſchnitte von 
zwei aus den Eden D und A nad) den Schwerpunkten M und N ber gegen« 
überliegenden Flächen ABC und BED gehenden geraden Linien. 

Giebt man noch bie geraden Linien ZA und ED an, fo hat man (nad) 
8.111) EM= 1, EA und EN—= 1, ED; es ift daher MN parallel 
zu AD und — 1/, AD, fowie aud) da8 Dreied MNS ähnlich dem Dreiecke 
DAS. Diefer Aehulichkeit zufolge hat man wieder MS — \/; DS, oder 
DS=3MS, aljo MD=MS+SD 4MS, und umgefehrt, 
MS=!,MD. Der Schwerpunkt der dreifeitigen Pyramide liegt alſo 
um ein Viertel derjenigen Linie von der Baſis ab, welche die Spite D ber 
Pyramide mit dem Schwerpunkte M ihrer Bafis verbindet. 

Giebt man noch die Höhenlinien DH und SG an und zieht man die 
Linie HM, fo erhält man die ähnlichen Dreiede DHM und SEM, in 
welchen nach dem Vorigen SE —= '/, DH if. Man kann alfo behaup- 
ten: der Abftand des Schwerpunktes S einer dreifeitigen Pyramide ift von 
der Baſis gleich ein Viertel, und der von der Spitze gleich drei Viertel der 
‚Höhe von der ganzen Pyramide entfernt. 

Der Schwerpunkt 8 einer dreifeitigen Pyramide halbirt auch die geraden 
Linien EK und FL, weldje die Mittelpunfte der gegenitberliegenden Kanten 
AD und BC, fowie AB und CD derfelben mit einander verbindet, denn 
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zieht man KO parallel zu DM, fo fchneidet man in O die fine AO—=OM 
— ME—='AE0o06b, e ift folglich ZO = 2EM, und alfo aud) 
EK—=2ES, fowie umgefehrt ES —= 1, EK. 

Ta endlich jede Pyramide, und ebenfo jeder Kegel, aus lauter gleich hohen 
dreifeitigen Pyramiden zufammengejegt ift, fo fteht aud) der Schwerpunft 
aller Pyramiden und Kegel um ein Viertel der Höhe von ber Grundfläche, 
fowie um drei Viertel derjelben von der Spite ab. 

Dan findet alfo den Schwerpunft einer Pyramide oder den eines Kegels, 
wenn man in dem Abſtande, ein Viertel der Höhe von der Bafis, eine Ebene 
parallel zu derfelben legt und den Schwerpunkt des erhaltenen Querſchnittes 
oder den Durchſchnitt deffelben mit der die Spige und den Schwerpimft der 
Bafis verbindenden Geraden aufjudt. 


Kennt man die Abftände AA,, BB, u. f. w. der vier Eckpunkte einer 
dreijeitigen Pyramide ABCD, Fig. 165, von einer Ebene HK, fo 





erhält man ben Abitand SS, bes Schwerpunktes S von diefer Ebene durch den 
Mittelwert: Ss — AH + BB + Ca HDD 


4 
wie fich folgendergeftalt beweifen läßt. 
Der Abftand des Schwerpunktes M der Bafis ABC von eben dieſer 
Ebene iſt ($. 111): 
M Mı — 


und der Abſtand des Schwerpunktes S ber Pyramide läßt ſich ſetzen: 

SS = MM, + ur (DD, — MAM),), 
wofern DD, der Abftand der Spige ift; es folgt baher aus der Verbindung 
der beiden fegten Gleichungen: 


AA, + BB, + CC 
3 I 


g. 121. 
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AAı + BB + CG + DD, 
4 


88 =y=',MM + 'WDD= 
Fig. 166. 





Der Abftand des Schwerpunkte von vier gleichen, in ben Edpunften 
ber breifeitigen Pyramide angebraditen Gewichten ift ebenfalls gleich dem 
aritämetifchen Mittel 

y 44 +BB+CG+DD 
— r ⸗ ⸗; 


folglich fällt der Schwerpunkt der Pyramide mit dem Schwerpunkte von dies 
fem Gewichtsſyſteme zufammen. 


Anmerkung. Auch die Bolumenbeftimmung einer dreifeitigen Pyramide aus den 
Goordinaten ihrer Capuntie ift eine jehr einfache. Legen wir burd) die Spige O 
j einer folgen Pyramide ABCO, 
Big. 167. Fig. 167, drei Grundebenen X Y, 
XZ, YZ, und bejeihnen wir die 
Abftände der Edpuntte A, B,C von 
diefen Ebenen durch 21, 29, 25; 
Yı Yar Ya und 21,29 u, ſo iſt das 
Volumen der Pyramide: 
v=tYlays + mya 
+5 — (ya + ayı za 
+ayH)l 
wie fi) ergiebt, wenn man die Py⸗ 
ramide als das Aggregat von vier - 
chief abgefänittenen Prismen ans 
fieht. 
Die Abftände des Schwerpunktes 
diefer Pyramide von den drei Grund⸗ 
ebenen YZ, XZ und XY find: 


„-atatm „taten m,-atats. 
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Da fid) jedes Polyeder, wie ABCDO, Fig. 168, in lauter dreifeitige $. 122. 
Pyramiden, wie ABCO, BCDO, zerlegen läßt, fo kann man aud) den 
Fig. 168. 


x 


Schwerpunkt 3 defjelben finden, wenn man die Volumina und ftatifchen 
Momente der einzelnen Pyramiden berechnet. 

Sind die Abftände der Edpunkte A, B, C u. ſ. w. von den durch die 
gemeinſchaftliche Spige O aller Pyramiden gelegten Coorbinatenebenen YZ, 
XZ und XY: 21, 25, % u. ſ. w., Yı, Yo, 95 u. ſ. w. und 2, #2, 2; u. ſ. w. 
fo Hat man die Bolumina der einzelnen Pyramiden: 

tr apa + apa ta — apa — a ah), 
Ylayatanat ups — ya — ap — he) 
u. f. w. und die Abftände ihrer Schwerpunkte von ben gedachten Ebenen: 











„atatn „„utntm „atate, 
-atatn „„stietn Pr atatn um. 


And diefen Werthen berechnen ſich endlich die Abftände u, v, w des 
Schwerpunltes S des ganzen Körpers mittelft der Formeln: 








Yutrywte „_ Av t Vom hir np 
n+nt+t' nN+thrt+t 
yatyw+ 





PERF 


Beifpiel. Ein von ſechs Dreieden begrenzter Körper ABCDO, fig. 168, 
iR durqh folgende Goorbinatenwerthe feiner Edpuntte beftimmt, und man ſuchi 
die Koordinaten feines Schwerpuntteß. 
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© Bierjache 
— ao |- Bierundzmanzigfadie 
Die ſechsfachen Inhalte Saner, ſtatiſche Momente. 
naten. der dreifeitigen Pyramiden vun 5 


ABCO un BCDO. 







£ 








vba 121—128.28.45\ =31072|77| 9299| 2392544 [2858624] 3076128 
(41.45.40 = 12 Fl 
45.35.28) '45.40.20| 
|| 7129.20. - Ion] 28.33} = 17204|95| 104 |78] 1634380 | 1789216| 1341912 
(80.33.40, 30.12, =] 
Summ 


ı J D 
Aus den Ergebnifien dieſer Rechnung folgen "nun die Abftände des Schwer ⸗ 
punttes S de ganzen Körpers von den Ebenen YZ, XZ und X Y: 


1 4026924 

4 = 2008, 
1, 4647840 

. 0= 4: Ga = 00, 
1 4418040 

=. m rem. 


Anmerkung. Man kann natürlih den Schwerpunkt eines Polyeders auch 
dadurch finden, daß man daffelbe auf zweierlei Weije durch je eine Ebene in zwei 
Stüde zerlegt, die Schwerpunfte je zweier Stüde durch eine Gerade verbindet und 
den Durchſnin von beiden Geraden angiebt. Da ‚beide Geraden Schwerlinien 
des Bolyeders find, fo ift natürlid) ihr Durhignitt aud Schwerpunft des Körpers. 
Wenn das Polyeder jehr viele Eden hat, fo ift jedoch dieſe Beſtimmungsweiſe 
ſehr weitläufig, da man dann die Zerlegung des Körper in Stilde jehr oft 
wiederholen muß. ei dem fünfedigen Körper in ig. 168, weicher auf zweierlei 
Weile in je zwei breifeitige Pyramiden zu zerlegen ift, liegt der Schwerpunti 
im Durdfgnitt der Schwerlinien, welche die Schwerpunkte von je zwei diejer 
Pyramiden mit einander verbinden. 


Der Schwerpunkt einer abgeftumpften Pyramide ADQN, 
Fig. 169, Tiegt in der Linie GM, welde die Schwerpuukte beider (parallelen) 
Grundflächen verbindet. Um noch den Abftand diefes Punktes von einer 
der Grundflächen zu beftimmen, hat man die Volumina und Momente der 
volftändigen Pyramide ADF und ber Ergänzungsppramide NQF zu 
ermitteln. Sind bie Inhalte der Grundflächen AD und NQ,— Gı und Gz, 









—X Vuvn[24 V.v. 
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und ift der Normalabſtand beider von einander — h, fo beftimmt fich die 
Höhe z der Ergänzungspyramide aus der Formel: 





Fig. 169. a __ (k +2) ° 
7 2 — x? ’ 
A welche — 
FH ii h Gh 
FFIR x ri &’ 
Fa en: aljo 
De REEL, Ve; 
VGi - VG. 
ſowie 
h+-ı= Ce _ 
Hi: VG, — VG; 
A BGS 39 CD giebt. 


Das Moment der ganzen Pyramide in Beziehung auf die Baſis G, 
ft num: 
h?G} 


== Ya ® Mn an 
(VH—YG) 
fowie da8 der Ergänzungspyramide: 
. æ ) 1 R2VG ht} 
— 173 — J — — — — 1 — —; 
3 t7 hys_ve*r Jıs (Vo — VG) 
eö folgt daher da8 Moment der abgefürzten Pyramide: 


h? 
[62 — (VG? — 62) — @2 
12(V 6 — V)’ * 1 6) — 6] 
M(GOFX —- 460. VGG. 4586) — 
m AT TI 73 * G 200 30 
12(6 — 2V 6 15 (a + 2V 10, + 30,) 
Nuu ift nod) der Inhalt der abgekürzten Pyramide: 
h 
‚=(4 + VG +5; 


daher ergiebt fich endlich der Abftand SS, ihres Schwerpunkte S von ber 
Bafis: 


G(h+z:) kh+r 
ar — 


u a +VYak+% # 

Der Abftand S, 8 diefes Punktes von der Mittelebene KL, welche die 
Höhe A der Pyramide halbirt und mit den Grundflächen derjelben parallel 
läuft, ift: 

Weispadh's Lehrbuch der Mechauik. L 15 
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nah H+VaS+ 9) — (6, + 32V, +30] 
4 — 1 


(8. 
+ Ya +94 
Sind die Halbmeffer der Grundflächen eines abgefürzten Kegels rı 
und rz, ift alſo , = art und & — xr}, fo hat man für diefen 
r+2nn+3r h 
ur enntsn,D 
_- N+nnt+tr und 
— uon 5 
Heratentr 4 . 

Beifpiel. Der Schwerpuntt eineß abgelürzten Kegels von der Höhe h = 0 
Zoll und den Halbmeſſern r — 12 und r, — 8 Zoll liegt, wie alle Mal, in der 
die Mittelpunkte beider freisförmigen Grundflächen verbindenden Linie, und ſteht 
von der größeren um 

2.12% + 2.12.8+3.92 _ 5.628 _ 2640 
ya Tarnste vo mu 








= 8,684 Zoll ab. 


8.124. Ein Obelist, d. i. ein von zwei unähnlichen rectangulären Grundflächen 

und von vier Trapezen umſchloſſener Körper ACOQ, Fig. 170, läßt fi 

Sie. 170. » in ein Parallelepiped AFRP, in zwei 

u dreifeitige Prismen EHRQund GKRO 

und in eine vierfeitige Pyramide HER 

zerlegen; man kaun daher mit Hillfe der 

Momente diefer Beftandtheile den Schwere 
punkt des ganzen Körpers finden. 

Es laßt ſich fehr leicht einfehen, daß 
die gerade Linie von der Mitte der einen 
Baſis nad) der Mitte der anderen, Schwer⸗ 
finie dieſes Körpers ift; es bleibt alſo 
nur noch der Abftand des Schwerpunkte 
tes von der einen Bafis zu beftimmen übrig. Bezeichnen wir die Länge BO 
und Breite AB der einen Baſis durch Z, und di, ſowie die Länge OR uud 
Breite PQ der anderen Bafis durch . und de, und bie Höhe des Kor⸗ 
pers ober den Abftand beider Grundflächen von einander, durch h. Dann 
ift der Inhalt des Parallelepipeds — bzl;h, und das Moment defielben 


bhh- s = Y/gbalah?, ferner der Inhalt der beiden dreifeitigen Prismen 


SR +m u) H, 
und deren Moment 
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— Bu +m-uW.5 
endlich der Inhalt der Pyramide 


— 6Gi — d) G — )* 3’ 


und deren Moment 
— (i — bu) (h 18.2 
Hieraus folgt das Volumen des ganzen Röıpen. 
v=(6bl, +36 + 3b — eb HaN HB 2b, — — 7 


— Ebili +25, +, +11b;) 3. 
ſowie deſſen Moment: 


3 
Yy= (6b, + 2b, +24d, AB) 5 


— Gili +3, +bl + — 5. 
und es ergiebt ſich der Abſtand ſeines Schwerpunktes S von ber Grund» 


fläde bi lı: 
— dhr3bh +bbtbh A 
bhh+t2butbhtbh 2 
Es läßt fi) auch (f. die Planimetrie und Stereometrie von E. Koppe): 
— Ab.bh.h 
ſetzen. Der Abſtand bes Schwerpunktes y, von der mittleren Querſchnitts⸗ 
ebene beſtimmt fich durd) die Formel: 


— — — obb | 
netz )atm)+b—b)h—h) 


Anmerkung. Dieje Formel findet auch ihre Anwendung bei Körpern mit 
eliptifchen Grundflächen. Eind die Halbaren der einen Grundfläe a, und d, und 
die der auideren a, und bs, jo ift das Volumen eines ſolchen Körpers (Kübels): 


h 
‚=7 0a +2,65 +06 + ad), 
und der Abftand feines Schwerpunktes von der Bafis za, db: 
%b, Basbs + a8b5 + adı h 


rad +2 tab + ad, 2 
Beilpiel. EinTeihddamm ACOQ, Fig.170, von 20 Fuß Höhe, ift unten 
250 Fuß lang und 40 Fuß breit, dagegen oben 400 Fuß lang und 15 Fuß breit; 
man judt den Abftand feines Schwerpunktes von der Bafis. Hier ift d, = 40, 
, =3%80, u =15, I = 40, und kA = 20, daher ber gejuhte Vertical: 
abitand: 


h. 


15* 
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_ _40.260 + 3.15. 400 4 40. 400 + 15.250, „, 
y=5.10.30+2.15.40 + 40.400 -F 15.250  ’* 
4776 1910 


= 5175 10 = 207 = 9,227 Fuß. 


Fig. 171. 





õ 

F. 1B. Dreht ſich ein Kreisausſchnitt ACD, Fig. 172, um feinen Halbmeſſer 
CD, fo entſteht ein Kugelausſchnitt AC.B, deſſen Schwerpunkt wie folgt 
beſtimmt wird. Man kann ſich dieſen Körper als einen Inbegriff von 
unendlich vielen und unendlich dünnen Pyramiden vorſtellen, deren gemein⸗ 
ſchaftliche Spitze der Mittelpunkt C ift und deren Grundflächen die Kugel⸗ 
mitte ADB bilden. Die Schwerpunkte aller dieſer Pyramiden ſtehen um 
3/, des Kugelhalbmeſſers CD vom Mittelpunfte C ab, es bilden daher die⸗ 
felben eine zweite Kugelmütze A, D, Bi vom Halbmeffer CD, = °/, CD. 
Der Schwerpunkt S diefer krummen Fläche ift aber auch der Schwerpunft 
des Kugelausfchnittes, weil fih die Gewichte der Elementarpyramiden auf 
diefe Fläche gleichförmig vertheilen, dieſe alſo gleichförmig ſchwer ausfällt. 

dig. 172. 





Segen wir nun ben Halbmefir CA= CD= r und die Höhe DM 
der äußeren Calotte— h, fo erhalten wir fiir die innere Calotte CD, —=®/sr, 
und MD, = °®/ı h, folglich (8.118) SD, = Y,M, Dı —=®/,h und den 
Abſtand des Schwerpunktes des Kugelausfchnittes vom Mittelpunkte C' 


S=CD—-8D=Yr—Ya=Yyı(lr— >). 


Sir die Halbkugel ft z. B. A = r, daher der Abftand ihres Schwer⸗ 
punftes 8 vom Mittelpunfte C: 


=Y 2=Yır. 
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Den Schwerpunkt S von einen Kugelfegmente ABD, Fig. 173, erhält $. 126. 
man, indem man das Moment dieſes Segmentes gleicyjegt der Differenz 
zwilchen denn Momente des Ausfchnittes ADBC und dem des Kegels ABC. 
Bezeichnen wir wieder den Rugelhalbmefler CD durd) r und die Höhe DM 
durch A, fo erhalten wir da8 Moment des Ausfchnittes 

= Y,arıh. Y%(2r —h) = ııarth (2r—h), 
und das des Kegels | 
=! ak@r—h).(r—h) ®ı(r—h)=!hah(2r—h)(r—h); 
daher ift das Moment des Kugelfegmentes 

Vy !ah(2r—h) (r—[r— h]?) = Y, ah? (2r —h)2. 
Der Inhalt dieſes Segmentes ift aber 
V=1,aht (Ir —h); 
e8 folgt daher der in Frage ftehende Abftanb: 
_._—_ Mah2(2r—h)? _ (2r — h)? 

S=y- I, aht(ir—h) Ye 3r—h 

Sert man wieder A — r, fo geht da8 Segment in eine Halbfugel 
über, und es folgt wie oben CS —= ?e r. 

Tiefe Formel gilt felbft für das Segment eines Sphäroides A,DB,, 
welches entiteht, wenn fich der elliptifche Bogen DA, um bie große Halb- 
are CD = r dreht; denn zerfchneidet man beide Segmente durch Ebenen 
parallel zur Baſis AB in lauter dünne Scheiben, fo ift das Verhältniß 


2 rer?! 2 
von je zwei derfelben unveränderlich — MA, _ = CB _ — He wenn d die: 





Meine Halbare der Ellipfe bezeichnet. Man muß un jowohl das Volumen, 
als auch da8 Moment des Kugelfegmentes durch >; - multipliciren, um da 
Bolumen und das Moment des Segmentes vom Cyharvid zu erhalten, und 
Moment 
verändert dadurch den Quotienten OS — Kolumem’ um Nichts, 
Es ift überhaupt 
(2r —h)? 
— — 8 — ⸗ 
08 * /a 37 _ 


wobei die Größe derjenigen Halbare bezeichnet, um welche ſich die Ellipfe 
bei Entftehung des Sphäroides dreht. 


Anwendung der Simpson’schen Regel. Um den Schwerpunkt $. 127. 
eines ungejegmäßigen Körpers ABCD, Fig. 174 (a.f.©.), zu finden, 
zerlege man denfelben durch gleich viel von einander abftehende Ebenen in 
dünne Scheiben, beftimme bie Inhalte,der erhaltenen Durchichnitte und deren 
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Momente in Hinſicht auf die als Baſis dienende erſte Parallelebene AB, 
und vereinige endlich beide durch die Simpſon'ſche Regel. 
Sind die Inhalte diefer Durchſchnitte Fo, Fi, Fr, Fa, Fy und ift bie 
ganze Höhe oder der Abſtand MN zwiſchen den äußerſten Parallelebenen, 
Big. 174. = h, fo hat man das Volumen des Kör- 
pers nad} der Simpfon’fcen Regel (an- 
nähernd): 


—— +++ 


Multipfieirt man noch in dieſer Formel 
iede Fläche durch ihren Abftand von der 


k 8 Baſigs, jo erhält man das Moment des Kör- 
pers, nämlich: 
W=0.n+1.41M42.2,+3.41m +4. 


4 12° 
und es giebt die Divifion beider Ausbrüde durch einander den geſuchten Ab- 
ftand des Schwerpunktes 8 von der Bafis AB: 
up Pt 4A+22m+3 444 Fyh, 
FR+4FR+2PR+4R,+F 4 
Iſt die Zahl der plattenförmigen Elemente — 6, fo hat man: 
0.F,+1.4F,+2.2P,+3.4,+4.2F,+5.4,+46.F, h 
B+4R +2 +4 — 6 
Es iſt leicht zu erachten, wie man dieſe Formel umzuändern hat, wenn 
bie Zahl der Schnitte eine andere ift. Nur fordert diefe Regel, daß bie Zahl 
der abgeſchnittenen Stüde eine gerade, die Fläcdenzahl alfo eine ungerade ift. 
In vielen Fällen der Anwendung genügt die Beftimmung eines Abftan- 
des, weil außerdem noch eine Schwerlinie bekannt if. Die in der Praris 
gewöhnlich, vorfommenden Körper find auf der Drehbank erzeugte Rotas 
tionsförper, deren Rotationsare eine Schwerlinie der Körper ift. 
Endlich findet die Formel auch ihre Anwendung bei Beftimmung bes 
Schwerpuntes einer Fläche, in welchem Falle die Querſchnitte Fu, Fi, Fa ꝛtc. 
in Linien übergehen. 














Beiſpiel 1. Für das parabolifhe Eonoid ABC, Big. 175, welches dur 
Umdrehung des Parabelftüdes ABM um feine Age AM entftanden ift, erhält 
man, wenn man nur einen Mittelſchnitt DNE durdführt, Folgendes: 


Es ſei die Hhhhe AM — h, der Halbmeſſe BUM=r, AN=NM= 4 
und daher der Radius DN—=r vn. Der Inhalt des Schnitte durch A ift 
Fo S O, durch N, R=DNM= ar und durch M, FR =nr:. dier⸗ 
nach folgt das Volumen dieſes Körpers: J 
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’_- + 0+4+4R+M= 4 @artam= Yan = YFıki 
ſowie das Moment deffelben: 

Wy=hn.znt2.nm= Yanm= ya, 
und daher der Abftand feines Schwerpunktes S vom Scheitel: 


RM _ 
45=y=ypm ih 
Fig. 175. ig. 176. 
w 


Ü 


Beifpiel 2. Das Gejük ABCD, %ig. 176, Hat die mittleren halben Weiten 
70 = 1 8oll, 7, = 1,1 8oll, 7, = 09 Boll, 5 = 0,7 Zoll, r, = 0,4 Zoll 
bei einer dohe MN = 2,5 Zoll; man jucht den Schmerpunft 5 feines Faſſunge⸗ 
taumes. Die Ouerignitte find n—1.n, F=12l.n, ,=08.n, 
Fr = 049.7, F, = 0,16.n, &8 if} daher der Aftand feines Schwerpunites 
von der Horigontalebene AB: 

ag — 9:1n+1.4.121.n+2.2.0817+3.4.0,490 4+4.0,16.n 25 





1=+f4.121=+2.081= F4.049= + 0,16. 4 
14,60 2,5 _ 36,50 _ 
= 98° 7 = nz = 09902 Zoll 


Der daſungsraum ft 7 = 9587.28 = 6,270 GubBoll. 


Schwerpunktsbestimmung von Rotationsflächen und Rota- ($. 128.) 
tionskörpern. Die Schwerpunfte krummer Flächen und krummflächiger 
Körper von beftimmten Formen Laffen ſich allgemein nur mit Hilfe der 
Differenzial- und Integralrechnung beftimmen. Im der Praxis fommen vor- 
züglih die Rotationsflähen und Rotationsförper vor, daher möge 
im Folgenden auch nur von der Beftimmung der Schwerpunkte diefer Gebilde 
die Rede fein. Dreht ſich die ebene Curve AD, Fig. 177 (a.f.©.), um die 
Are AC, fo befchreibt fie eine fogenannte Rotationsfläche APP,, und dreht 
fich die von der Cure AP und ihren Coordinaten AM und MP begrenzte 
Flache APM um eben diefe Are, fo wird dadurch ein von der Rotations- 
flähe APP, und von einer Kreisfläche PMPı begrenzter Rotationslürper 
erzeugt. \ 
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Bezeichnen wir die Abſciſſe AM durch m, die entfprechende Ordinate MP 
durch y, fowie den zugehörigen Bogen AP durch s, ferner das Abfeiffen- 
Sig. 177. element MN = PR durch 9x, das Ordi⸗ 
notenelement QR dur) Oy und das Cur⸗ 
venelement PQ durch ©s, fo haben wir den 
Inhalt bes bei ber Rotation von Os durch⸗ 
laufenen gürtelförmigen Efementes PQ Qi Pi 
der Rotationsflähe APPı = 0, 
* 00=2x2.PM.PQ=2zyds, 
und dagegen ben Inhalt des von dieſem 
Flachenelemente umgürteten Elementes bes 
Rotationslörpers APP, —= V: 
V—=aPMi.MN—=ayroa. 

Weil beide Elemente um die Abſciſſe = von einer durch A gehenden und 
auf der Are 40 winkelrecht ftehenden Ebene abftehen, fo ift das Moment 
von 00: - 

2090 = 2nzy0s, 
und das von OV: 
20V — aıy!da. 


0= fanyds=2mfyds, 


Da nun 


und 
= fayrda= x /y0z 
ift, und dem Teßteren zufolge das Moment von O: 
S?r:yds = 2nfayos, 


Srey0z = a [ey 
ſich ergiebt, fo iſt demnach der Abfland AS — y bes Schwerpunftes S von 
dem Anfangspunfte A: 
1) für die Rotationsfläde: 
2 Amfayos _ un 
ui 2z/yOs zu 
2) für den WBG 
_#feydz _fay’de 
afy}oz zu [wir 
—8 für eine Kugelcalotte mit dem Halbmeſſer CQ — r hat man, 


und das von V: 





„ und dagegen 
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2 9 ,i u: 
om 2 y 
mr 
48 — A Gem nan 


Gergleiche $. 118.) 
Für das Kugelfegment ift dagegen, da fi y? — 2rxz — 2° fegen läßt: 
Serz— 2) 20% I Jar: — [»0z 





ee Jürz— 21)02 I Jar:0z —[a02 
hr — hat _ z 
a golE — 
und folglich: . 
G=r—u= „az. (Gergt. $. 126) 


_ı 


Guldinische Regel. Eine intereffante und zuweilen fehr nügliche An- 
wendung ber Lehre vom Schwerpunkte ift die Guldinifche Regel ober bie 
barycentrifche Methode (franz. methode centrobarique; engl. the pro- 
perties of Guldinus). Diefer zufolge ift der Inhalt eines Rotations- 
törpers (oder einer Rotationsfläche) gleich dem Producte aus der 
Erzengungsfläde (oder Erzeugungslinie) und dem bei der Erzeugung 
des Rotationslörpers (oder der Rotationsfläde) durchlaufenen Wege 
ihres Schwerpunftes. Die Richtigkeit diefes Satzes läßt ſich auf folgende 
Weiſe darthun. u 

Dreht fid) die ebene Flͤche ABD, Fig. 178, um eine Are XX, fo be 
ſchreibt jedes Element Fi, Fa u. |. w. derfelben einen Ring; find die Ent- 

Sie. 78. fernungen Fi Xi, F, X, u... biefer Ele- 

mente von der Umdrehungsare X X, = rı,r3 

u. ſ. w. und ift der Umdrehungswinkel 

FKF, = 508 ac, alſo der ent 

ſprechende Bogen fr den Halbmeffer 1, 

= «, fo find die bogenförmigen Wege der 

Elemente = rı%, 130 u. |. w. Die von 

den Elementen Fi, Fa u. |. w. durchlau⸗ 

fenen Räume laſſen ſich als krummgebogene 

Prismen von ben Orundflächen Fr, F, u. ſ. w. 

und von den Höhen rıa, za u. ſ. w. anfehen, haben alfo die Inhalte 

Fırıa, Fırza uf. w., und es ift fonad) das Volumen des ganzen Kür 
pers ABDD,Bı4ı: 


8.199. 
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V=Rnae+Ane.=(Ahn+hnt..).e 
IM CS— y, ber Abftand des Schwerpunktes S der Erzeugungsfläche 
von der Umdrehungsare, jo hat man auch: 
A+R+Ay=RAnt+Ante 
und folglich, da8 Volumen des ganzen Körpers: 
F=A+BH+ ya 
Aber FA + F5 + +++ ift der Inhalt der ganzen Fläche F und ya ift der 
vom Schwerpunkte S durchlaufene Kreisbogen 88, — w; «8 folgt daher 
V= Fw, wie oben behauptet wurde. 

Diefe Formel gilt aud) für die Rotation einer Linie, weil ſich diefelbe als 
eine Fläche von unendlich Meiner Breite anfehen läßt, es ift nämlich F—= Iw, 
d.h. die Rotationsfläche ift ein Product aus der Erzeugungslinie (T) und 
dem Wege (w) ihres Schwerpunftes. 

Beifpiel 1. Bei einem halben Ringe mit elliptifgem Querſchnitte 
ABED, $ig. 179, jeien die Halbagen des Querfnittes CA = aund OB=b, 
und ſei die Entfernung CM des Mittelpunttes C dieſes Schnittes von der Age 
XX,—=r. Dann if die elliptiſche Erzeugungsfläge F = n ab, und der Weg 
ihres Schwerpunttes (C), w — #r; daher daß Volumen dieſes halben Ringes; 
V = nlabr, und daß des ganzen Ringes: F, — 27 — 2 mlabr. 

Sind die Dimenfionen folgende: a = 5 Zoll, b = 8 Zoll, r = 6 Zoll, fo 
iR das Volumen eines Viertelringes: 

Yg.n°.5.3.6 = 9,8696.5.9 — 444,132 Cubitʒoll. 
Fig. 179. Fig. 180, 
x 


B, 
B 


Di 


x 





Beifpiel 2. Für einen Ring mit Halbfreisfdrmigem Querſchnitte 
ABD, ig. 180, if, wenn CA=CB= a, den Halbmefjer dieſes Querfhnittes 
und MC = r, den des hohlen Raumes oder Haljes bezeichnet, das Volumen 
na: 4a 
r=-T tl 4g)sna(lart ha) 

Beifpiel 3. Dreht fi) ein Kreisfegment ADB, Fig. 181, um eine durch 
den Mittelpunft C defielben gehende Age CK, fo beihreibt es eine Rugel AD, B 
mit einer coniſchen Auspöhlung ABB, A,. If mun A der Inhalt diejeg 
Segmentes ſowie s bie Gröhe der Sehne AB = A, B, defielben und 8 der 
Winlel CKB = CKB,, welchen die Sehne mit der Umbrefungsage CK eins 
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fließt, jo Hat man nad) $. 116 den Abftand feines Schwerpunttes S vom Mits 
telpuntte C: 





ge 
S= 57 
und ben von ber Are CK: s 
WI=y4 TB. = EEE, 


und daher das Bolumen der erzeugten Hohlkugel: 
82cos.ß _ : cos.ſ⸗ 
Bm O6" 


‚ wenn A die Agenlänge ZN der Bohrung bezeichnet. 


V=2ny4=12n 
ahst 
6 

Bei einer arialen chlindriſchen Bohrung ift s = h, daher P = R, und 
bei einer Bolltugel h = dem Durchmeſſer d der Kugel, daher wie betannt, 


nd 
‚= 


Beifpiel 4. Es ſei die Oberfläche und der Inhalt der Kuppel ADB, Big. 
182, eines Rloftergemölbes zu finden, und zu dieſem Smede bie Halbe Weite 
Sig. 181. 

K 





Auch iſt ⸗ 


Fig. 182. 


MA= MB= a und die Höhe MD — A gegeben. Aus beiden Dimenfionen 
folgt der Halbmefier CA = CD des Erzeugungskreiles: 


und der Eentriwinfel 4CD = ab, wenn man jept: 
sin. 


Der Schwerpunfi S eines Bogens 
DAD, =24AD 
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iſt beſtimmt durch die Entfernung: 





— Sehne MD _rsin.« _ 
Ser AD" a ‚ferner CM = rcos.a, 
es ift folglich der Abftand des Schwerpunttes S von der Are MD: 
MS- UT _ rc. —=r (re — cos. a), 
u @ 


und der Weg des Schwerpunktes bei Erzeugung der Fläche ADB: 
sin. « 
v—m2nr ( — — c08. «). 


Tie Erzeugungslinie DAD, ift 2r«, folglidh ihre Hälfte AD, = re, und 
die von der legteren beſchriebene Rotationsfläde ADB: 


O=ra.2nr (me 


Sehr gewöhnlich ift «' — 60°, alfo: 
a= 7 sin.a —= Ya V3 un cos. a = Ya; 
daher folgt dann ber geſuchte Inhalt: 
n 
O-ar (vs-2) — 2,1515 .rn. 


Sür das Segment DAD, = A = r? (a — Ysin.2a) iſt der Abftand 
des Schwerpunftes vom Mittelpunfte C: 








— cos. «) = 2nr? (sin.a — 0@cos.«) zu jegen. 


_(2.MD) _,, r’sin.a? 
= 4 "h 77T» 
daher Abftand von der Are: 
8 
MS=C09—-CM=% un_ rcos.@, 


endlich der Weg dieſes Schwerpunlktes ei einer Umdrehung um MD: 





DAT 9, Ban md Ey an m3 ni 
um —- (hr sin.a® — Acos.a) = A [7 sin. a — (a— Y,sin.2a)cos.«a]. 


Das Bolumen des ganzen dur das Segment DAD, erzeugten Körpers 
ergiebt fi, wenn man diefen Weg dur A multiplicirt, und das Volumen der 
Kuppel wird gefunden, wenn man hiervon die Hälfte nimmt, aljo: 

V=nr: [% sin.ad — (a — MSin. 20) c0s.«] jett. 

3.2 fire = ie alio: 


a= 7’ iſt sıin.a= 1, v3, sin.2a=Y,V3 und cos.« = ly, 


daher: V=anr (v8 — =) —= 0,3956 . r3. 


8.10. Die Guldini’fche Regel findet aud) ihre Anwendung bei folchen Körpern, 
welche entftehen, wenn ſich die Erzeugungsfläche beim Fortrücken ihres Schwer- 
punftes längs irgend einer Curve ſtets winfelvecht gegen diefelbe ftellt, weil 
fid) jede Curve aus unendlich vielen und unendlich Heinen Kreisbögen zu- 
jammenfegen läßt. Es ift auch hier das Volumen des erzeugten Körpers 
das Product aus der Erzeugungsfläche und dem Wege ihres Schwerpunktes. 
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Ebenſo ift diefe Regel noch dann anwendbar, wenn bie Erzeugungsflädhe bei 
ihrer Fortbewegung immer gegen die Projection des Weges ihres Schwer- 
punftes auf irgend eine Ebene, rechtwinkelig gerichtet bleibt. Es ift hier aber 
die Erzeugungsflache nicht mit dem Wege, ſondern mit der Projection des 
Weges zu multipliciren. 

Hiernach wirb 3. B. das Volumen eines Schraubengewindes A HK, Fig. 188, 
beftimmmt, durch das Product aus dem Querſchnitt ABDE deffelben und 
Big. 188. aus dem Umfang des Kreife, deflen 
Halbmeffer der Abftand MS des 
Schwerpunftes 8 der Slide ABDE 
von der Are CM der Schrauben 

ſpindel ift. 
In manden Fällen kann man 
aud bei Beſtimmung körperlicher 
Näume die Guldini'ſche Regel mit 
der Simpſon'ſchen Regel vereinigt 
anwenden. Um 3. B. den In⸗ 
halt des krummen Danımförpers 
4AoD,BıD, As, Big. 184, zu finden, hat man nur nöthig, den Kritme 
mungswinlel 90, — 280 =280, — B, ferner die Quer» 

Big. 184. 





ſchnitte 4, D, = Fi, AD; = Fı und A, D, — F;, ſowie die Abftände 
CS = rn, (CS —=r md OS, — rz ber Schwerpunkte So, Si und 5, 
dieſer Duerfchnitte von der verticalen Centralage CX zu kennen. Das Bor 
Tumen P diefes Körpers beftimmt ſich dann durch die Formel: 
7, (Arteäintn, B'x ementen 

6 180° 6 
er +4An+ an). 

6 











0,01745 8° 





Sind die Halbmeffer ro, rı und rz einander glei, ober wenig von ein- 
ander verſchieden, fo fann man 7, = rı = 13 = r, und baher 


7 = 0,01745 Br tr ſetzen. 


$. 131. 
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Volumen schief abgeschnittener Prismen. ine andere, mit 
der legten Regel in naher Verbindung ftehende Anwendung ber Lehre vom 
Schwerpuntte ift folgende. 

Man kann annehmen, daß jeber [chief abgefchnittene, prismatifhe 
Körper ABKL, Fig. 185, aus lauter unendlich dünnen Prismen wie 
Fi Gh beſtehe. Sind nun Gh, Gy u. ſ. w. bie Grundfläcen und An, hs u. ſ. w. 

Sig. 186. die Höhen diefer prismatifchen Elemente, jo 
hat man ihre Inhalte: 
Gil, Gs ha u. ſ. w, 
und fonad) das Volumen des ganzen ſchief 
abgeſchnittenen Prismas: 
V Gi G 
Nun verhält ſich aber ein Element Fi 
des ſchiefen Schnittes KL zum Elemente 
Gi ber Bafis AB —= G, wie die ganze 
ſchiefe Fläche F zur Bafis G; es folgt daher: 


@ @ 
A=5AnG=zrufnm 


v-gen+ Am +} 


Da endlich) Fıh, + Fafz + --- das Moment Fr des ganzen fchiefen 
Schnittes ift, jo ergiebt ſich: 


@ 
V=z Fh=G6h 


d. i. der Inhalt des ſchief abgeſchnittenen Prismas iſt, gleich dem 
Inhalte eines vollftändigen Prismas, weldjes mit demfelben auf 
einerlei Grundfläche ſteht und deſſen Höhe gleich ift dem Abftande 
SO des Schwerpunftes S des ſchiefen Schnittes von ber Baſis. 
1) Bei einem geraden und fchief abgeſchnittenen dreifeitigen Prisma 
AEC, Fig. 186, ift, wenn A, ha und Az die Längen der drei Seitenfanten 
AF, BE und CD beffelben find, ber Abftand des Schwerpunktes des ſchie- 

fen Schnittes von der Bafis ABC — @ (fiehe $. 111): 
= h+h+k 
=, 


daher folgt das Volumen diefes Prismas: 
r=-0=-chtutm, 
2) Das Volumen des Keiles ABE, Fig. 187, ift hiernach, wenn die 
Länge oder Schärfe BC beffelben durch bi, bie mit derſelben parallel laufende 
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Seitenlänge AD — EF durch b,, bie Höhe HL ber Bafis durch A und 

die Rüdenhöhe HK — AF durch @ bezeichnet wird: 

Gt 5 tb), +25 
2 — 2 + 


ü 
V=6h= "z 


=G+29% as 19). 


Bi. 186. 





Big. 188. 


A 


3) Für einen Keil ADE, $ig.188, mit Halbkveisförmiger Grund» 
flähe ABD ift, wenn der Hulbmeffer CA — CD der Iegteren duch r 
und die Höhe DE des Körpers durch A bezeichnet wird: 

_ıar — _ar 08 _ıar 4h_ J 
1-7 83-5 7 PEST ν 
Unmerfung 1. Das ſchiefabgeſchnitiene Prisma ACE, Fig. 186, befteht: 
1) auß der breifeitigen Pyramide ABCF vom Inhalt 9, = % Ch, und 

dem Boment 9, = Y, Chr, 

2) auß der breifeitigen Pyramide BEFC vom Inhalt 9, = Y% Gh, und 


dem Moment 9, (UHR) = y, Gm + hy), 
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8) auß der dreifeitigen Pyramide CDEF vom Anhalt 9%, — 1% Ah, und 
dem Moment 9, — (tAatb) = Guam th) 


folglich ift da8 Moment des ganzen Körpers in Hinfiht auf die Bafis ABC—= GE 
M=Y, Gh +++ ht + hie t hakı), 
und der Abftand feines Schwerpunttes S von derjelben 
SSs— »— M 1 Ar+he+hs+ hie + Alla + halı 
ıS= 


„ms un — 
Ebenſo find die Abſtände LS, = x und MS, — y des Schwerpunktes S 
von den Seitenflähen AD und AE des Prismas, wenn a und d die Abſtände 
BH un OK der Eeitenfanten BE und CD von eben dieſen Seitenflächen 
bezeichnen, durch die dormen 


NItRT ? +nG — Me, 
zy 


Zul N\yt hatt 
2b 
NZHNGHNT »t+A,t 02h, 
van nn Sr Mi 


zu beitimmen. 
Fuür ein gemöhnliches dreijeitiges Prisma it z.B. A, = uy—h—h, 
a 
daher — nn y=zwms=on 


Anmerkung 2. Das Moment des Keils ABE, Fig. 187, in Hinſicht auf 
die vertifale Enpfläde AZ (den Rüden) ift 


M = Moment 2* 4 eines dreiſeitigen Prismas 


+ Moment a (db, — 2) + -7 einer vierjeitigen Pyramide, und zwar 


M = Yıaa?h (b, + bs), 
folgli der Horizontalabſtand jeines ne S, von diefer Endflädye 
— a Ei bʒꝛ 
AN=:=y=3oaM 
Ebenſo folgt der Vertikalabſtand dieſes Punltes von der Horizontalebene A C, 
da hier das Moment 
b,h? hr (b, — b 
ur N + 
. ı —_ u — Mı _ Ab, + 3b,) 
AIEI SH) 
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Drittes Capitel 
Gleichgewicht feftgehaltener und unterflügter MWörper. 


Befestigungsarten. Die im erften Gapitel biejes Abſchnittes ent- 
widelten Regeln über das Gleichgewicht fefter Kräftefyfteme finden ihre An- 
wendung aud) auf fefte, von Kräften ergriffene Körper, wenn man das 
Gewicht des Körpers als eine im Schwerpunkte befjelben an- 
greifende und vertical abwärts wirkende Kraft behandelt. 

Die durch Kräfte im Gleichgewicht erhaltenen Körper find entweder frei 
beweglich, d. 5. fie fönnen der Einwirkung der Kräfte folgen, oder fie find 
in einem ober mehreten Punkten feftgehalten, ober fie werden von 
anderen Körpern unterftügt. 

Wird nur ein Punkt C, Fig. 189, eines feften Körpers AB feftgehalten, 
fo kann jeder andere P defielben eine Beregung annehmen, deren Weg in 

Big. 19. die Oberfläche KR einer Kugel 
fältt, die ſich aus dem feftgehalte- 
nem Puunkte mit der Entfernung 
CP des anderen Punktes, als 
Halbmeſſer, befchreiben läßt; Hält 
man hingegen einen Körper in 
zwei Punkten C und D feft, fo 
find bei jeder noch möglichen Be— 
wegung die Wege von den übri⸗ 
gen Punkten P, Pı Kreife, die 
fich als die Durchſchnitte O.PQ, 
O,PıQı .. von je zweien, aus 
den feftgehaltenen Punkten C und 
D befcjriebenen Kugeloberflächen 
herausſtellen. Dieſe Kreiſe ſind 

unter ſich parallel und winkelrecht auf der geraden Linie, welche die feſten 
Bunkte mit einander verbindet. Die Punkte M, M, .. ber letzten Linie blei⸗ 
ben unbeweglich; e8 dreht fich alfo der Körper um dieſe Linie CD, die man 
deshalb au Umbdrehungsare (franz. axe de rotation; engl. axis of 
rotation) des Körpers nennt. Die auf diefer Are winkelrecht ftehenden 
Ebenen, in welden bie verſchiedenen Punkte umlaufen, heißen die Um» 
Welspad's Lehrbuch der Medanit. L 16 


$. 132. 


$. 133. 


242 Dritter Abſchnitt. Drittes Capitel. [8. 133. 


drehungsebenen (franz. plans de rotation; engl. planes of rotation) 
des Körpers. 

Man findet den Halbmeffer MP des Kreiſes OPQ, in welchem fid) ein 
Punft P bewegt, wenn man von demfelben ein Perpendifel gegen die Um- 
brehungsare OD fällt. Je größer dieſes Perpenditel ausfällt, defto größer 
ift auch der Kreis, in welchem der Punkt um die Are herumgeht, und daher 
auch die Umdrehungsgefhwindigfeit des Punktes. | 

Merden von einem Körper drei nicht in eine gerade Linie fallende Punfte 
feftgehalten, jo kann ber Körper in feiner Beziehung eine Bewegung anneh- 


“men, weil ſich die drei Kugeloberflächen, in welchen ſich ein vierter Punkt 


beivegen müßte, nur in einem Punkte fchneiden. 


Gleichgewicht unterstützter Körper. Jede Kraft, welche durch 
den feftgehaltenen Punkt eines Körpers, 3. B. durch den Mittelpunkt eines 
Kugelgelentes geht, wird von der Stüge des Körpers aufgenommen, und hat 
daher auf den Gleichgewichtszuftand Teinen Einfluß. Ebenfo, wenn ein 
Körper in zwei Punkten ober Zapfen ımterftügtift, jo wird jede Kraft, 
deren Richtung die Are fchneidet, welche fich durch dieſe feitgehaltenen Punkte 
legen läßt, von den beiden Stütpunften aufgenommen werben, ohne daß 
eine andere Wirkung auf den Körper übrig bleibt. Auch wird ein Kräfte- 
paar von den Stüßpunkten eines Körpers aufgenommen, wenn deſſen Ebene 
die durch diefe Punkte beftimmte Drehungsare enthält oder mit dieſer Linie 
parallel läuft. Jedes andere Kräftepaar, 3.8. (P, — P) in Fig. 190, 
bringt dagegen eine Drehung des Körper ACB um die Drehungsare C 

Fig. 190, Fig. 191. 





‚hervor, wenn es nicht durch ein anderes Kräftepaar (ſ. $. 97 und 99) im 


Gleichgewicht erhalten wird. Behält das Kräftepaar bei ber Drehung feine 
Richtung bei, fo ift der Hebeların und folglich aud) da8 Moment deſſelben 
veränderlich, und e8 fallen beide bei einer gewillen Stellung des Körpers 
fogar Null aus. Wenn bei dem Körper ACB, Fig. 190, welcher in einem 
Bunfte C feftgehalten wird, die Kraftrichtung um den Winfel BAP —= « 
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von der Linie AB durch beide Angriffspunfte A und B abweidjt, fo ift eine 
Drehung von ACA, = BOB, = ß’ = 180% — « nöthig, um das 
Moment des Kräftepaares (P, — P) zu annulliren, und ebenfo ift e8 bei 
einem in zwei Punkten oder einer Are feitgehaltenen Körper, welcher von 
einem Sräftepaare ergriffen wird, deſſen Ebene winkelrecht zur Are fteht. 
Wird ein in einem Punkte C feftgehaltener Körper AC, Big. 191, von 
einer Kraft P ergriffen, deren Richtung nicht durch C geht, fo fann man 
durch Hinzufligung zweier Gegenträfte, + P und — P, dieſe Kraft in ein 
Kräftepaar (P, — P) und in eine in C angreifende und vom Stützpunkte 
aufzunehmende Kraft + P zerlegen. Ebenfo ift e8, wenn ein Körper in 
einer Are feitgehalten wird, und die Kraft in einer Umdrehungsebene wirkt. 
Hier vertheilt fi aber der Drud + P auf beide Stützpunkte. Iſt a die 
Entfernung CA des Angriffepunftes A der Kraft von der Are C, und « ber 
Winkel ACA, um welden die Linie CA von der Kraftrichtung abweicht, 
fo hat man den Hebelarm bes Kräftepaares (P,— P), AK = asin.a, 
und das Moment, mit welchem baffelbe den Körper um C umzudrehen ſucht: 
M == Pasin.o. 


Bleibt während der Drehung bie Richtung der Kraft P unverändert, fo 


ändert fih M ınit @ und ift für & —= 90° ein Marimum (Pa), jowie für 
& — 0 oder 180°, — Null. Die mechanische Arbeit, welche bei Drehung 
des Körpers um ACA,— 0, die Kraft P, oder das Kräftepaar (P, 2 
verrichtet, ift 

A=P.KA=Pa(l-— oo.e). 


Stabilität eines aufgehangenen Körpers. Beſteht die Kraft eines 
in einem Punkte oder einer Linie wnterftügten Körpers nur im Ger 
wichte deflelben, fo erfordert das Gleichgewicht diefes Körpers, daß fein 
Schwerpunft unterftägt fei, d. i. daß die verticale Schwerlinie deſſelben 
durch den feſten Punkt oder durd; die feſte Linie gehe. 

Fällt der Schwerpuntt mit dem feftgehaltenen oder fogenannten Auf⸗ 
hängepunfte zufanmen, fo hat man ein indifferentes Gleichgewicht 

Fig. 192, (franz. &quilibre indifferent; engl. indifferent 


bleibt, man mag ihn um ben feiten Punkt drehen wie 
man will. Wird hingegen ein Körper AB, Fig. 192, 
in einem über dem Schwerpunkte S Tiegenden Punfte 
C feitgehalten oder unterftügt, fo befindet fich der 
Körper in einem ficheren oder ftabilen Gleich— 
gewichte (franz. und engl. stable), weil, wenn man 
diefen Körper in eine andere Yage bringt, aus dem 
Gewichte G deſſelben eine Seitenkraft N hervorgeht, 
16* 





equilibrium), weil der Körper im Gleichgewichte 
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die den Körper in die erfte Lage zurüdführt, während die andere Seitenfraft 
P der feite Punkt C aufnimmt. Wird endlid) der Körper AB, Fig. 193, 

Fig. 193. in einem Punkte O feftgehalten, der unter dem Schwer⸗ 
punfte S liegt, fo ift der Körper in einem unſiche⸗ 
ren oder labilen Gleichgewichte (franz. &quilibre 
instable, engl. unstable equilibrium); denn wenn 
man den Schwerpunkt von der Berticalen durch C 
entfernt, fo geht aus dem Gewichte G des Körpers 
eine Seitenfraft N hervor, die den Körper in feine 
erſte Lage nicht nur nicht zurückführt, fondern denſel⸗ 
ben davon noch mehr abzieht und ihn fo weit um- 
dreht, biß der Schwerpunft unter den feften Punkt zu 
liegen kommt. 

Diefelben Beziehungen finden auc bei einem in zwei Punkten oder in 
einer Are feftgehaltenen Körper ftatt; derfelbe ift im indifferenten, ftabilen 
oder labilen Gleichgewichte, je nachdem der Schwerpunft in, vertical unter 
oder vertical über der feiten Are befindlich ift. 

Wenn der Körper in einem Punkte, oder in einer horizontalen Are unter« 
ftügt wird, fo ift das Moment, mit welchem ſich der Körper in der ftabilen 
Gleichgewichtslage zurückzudrehen ſucht, M =, G@asin.a, wobei G das Ger 
wicht, a den Abftand OS, des Schwerpunftes S, von der Axe C, und « den 

 Drehungswintel SCS, bezeichnet. Die mechanische Arbeit, welche hierbei 
das Gewicht 6 verrichtet, ift 


A=Ga(1—.cos. a). 





$. 135. Druck auf die Stützpunkte eines Körpers. Wenn ein in zwei 
Punften C und D oder einer Are CD feftgehaltener Körper CAD. Fig. 194, 
bon einem Kräfteſyſteme ergriffen wird, fo führt man, um die Bedingungen 
feines Gleichgewichtes zu ermitteln, nad) $. 99, das ganze Syftem auf zwei 
Kräfte zurüd, und zwar auf eine Kraft parallel zur Are und auf eine Kraft, 
deren Richtung in einer Normalebene zu diefer Linie liegt. Es fei EN—=N 
die erftere, mit der durch die feften Punkte C und D gehenden Are X x 
parallel wirfende Kraft, und AP — P die zweite Kraft, welche in einer 


auf XX normalftehenden Ebene YZY wirft. Aus der erfteren refultirt -- 
eine Kraft + N, weldye die Are CD in ihrer eigenen Richtung fortzufchieben 
ſucht, und ein Kräftepaar (N, — N), welches ſich als ein anderes Kräfte: 
paar (N), — N,) auf die feften Punkte C und D fortpflanzt, deſſen Com⸗ 
ponenten 


N=Iymw—-MN=-{N 
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find, wenn d den Abftand O E der Parallelfraft N von der Are CD und I 
die Entfernung OD der beiden Stützpunkte C und D von einander bezeichnen. 


Fig. 19. 





Ebenſo zerlege man bie Kraft P in eine Kraft + P und in ein Kräfte⸗ 
paar (P, — P), fowte die erftere wieder in die Seitenfräfte P, und P,, wo- 
von die eine in C und die andere in D angreift. DBezeichnen wir wieder die 
Abftände CO und DO des Angriffspunftes O von den beiden Stütpunften 
C und D durch 4, und %, fo haben wir: 

B=2PmPB- 4 pP, 
und e8 laßt ſich nun leicht aus N, und P, der Mitteldruck S, in O, ſowie 
aus — N, und P, ber Mitteldruck 8, in D durch Anwendung des Kräfte: 
parallelogrammes beitimmen. 

Bezeichnen wir den Winfel YO (-+ P), unter welchem die Ebene NOX 
von der Richtung der Kraft P oder + P geſchnitten wird, durd) «, fo iſt 
auch der Winfel N\CP, = «a, fowie N,DP, = 180° — «, und es 
ergeben fich daher die rejultivenden Drüde in C und D: 


S =YN? + PD? + 2N,P,cos.«a und 
N? + P2 — 2N, P, cos. c. 

Bezeichnet endlich a das Loth OL auf die Richtung der Kraft P, fo ift 
das Moment des Umdrehungsfräftepaares (P, — P), M = Pa. 

Im Gleichgewichtözuftande muß natürlich a — Null fein, und daher P 
durch die Are CD bindurchgehen. 

Beiſpiel. Es fei das ganze Kräftefyftem eines in der Are XX feftgehal- 
tenen Körper auf die Normalkraft P = 36 Kilogramm und auf die Parallel: 


Iraft N = 20 Kilogramm zurüdgeführt; es ſei der Abftand der legteren Kraft 
von der Are OE, d = 60 Gentimeter, und der Abftand C.D zwiſchen den feft- 
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gehaltenen Punkten, Z = 160 Eentimeter; man ſucht die von der Are oder von 
den jeften Puntten C und D aufzunehmenden Kräfte, vorausgejegt, daß die Rich⸗ 
tung der Kraft P um den Winkel « — 65 Grad von der Brundebene X Y ab: 
weiche und ihr Angriffspunftt O um CO = 1, = 40 Eentimeter von dem feften 
Buntte C abjitehe. 
Die Kraft N 20 Kilogramm ertheilt der Are in ihrer eigenen Richtung 

den Shub N = 20 Kilogramm, außerdem erzeugt fie noch die Kräfte: 
N, = — N= nr -20 = 7,5 Silogramm und — N, = — 7,5 Rilogramm, 
welche die feften Punkte C und D aufnehmen. Aus der Kraft P entipringen 
die Kräfte: 
pP, = a P= Zn 36 = 97 Rilogr. und = P= Y,.36= 9Rilogr., 
aus welchen endlich durch Bereinigung mit den erfteren Kräften die Mitielkräfte: 

Ss, = V7,52 + 272 + 2.7,5.27.008.65° = V56,25 + 729 + 171,160 

— Y956,410 = 30,926 Rilogr. und 
S, = V75% + 92 — 2.7,5.9.c08.65° = V56,25 + 81 — 57,054 
— V80,196 — 8,955 Silogr. 

hervorgehen. 


MWird ein in zwei Punften C und. D feftgehaftener Körper CAD, Fig. 195, 
nur von einer Kraft R ergriffen, deren Richtung um den Winfel PAR—P 
Gig. 195. 





von der Umdrehungsebene FOZ abweicht, fo zerlege man dieſelbe in die 
Geitenfräfte: Br 
AP=P=Rcos.ß und 
AN=N=Rsn.$ß, 
wovon die erftere in der Umdrehungsebene und die zweite parallel zur Are 
wirkt, und behandele dieſe genau jo wie die refultivenden Sträfte P und N 
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eines ganzen Syſtemes in vorigen Paragraphen. Es ift hiernad) die Kraft, 
weiche die Are in ihrer Richtung aufzunehmen hat, und weshalb das eine 
Arenlager ein befonderes Widerlager erhalten muß: 

N=Rsnß, 
ſowie jeder der Componenten des Kräftepaares (N, — N,), welder in C 
und D nad) entgegengefegten Richtungen winfelecht gegen CD wirft, 

N, = N={Rsinß und — N, =— I Reinß, 
wofern wieder J die Entfernung CD ber beiden Stügpuntte C umd D von 
einander, fo wie d ben Abftand 0A de Angriffspunftes A der Kraft I 
vom Arpunkt O bezeichnet. 

Ebenſo ift die Kraft, welche in O winkelrecht auf CD wirt: 
+ P=Rooe.ß, 
und ber Component derjelben in C: 
l; 


P=®2P=% Roh, 


fowie der in D: 


B=AP—=4Ronß, 


wenn wieder Z, und 2, die Abftände CO und DO ber Punkte C und D von 
der Umdrehungsebene Y ZY bezeichnen. 
Führt man diefe Werthe von N,, Pı und P, in die Formeln: 
Ss =VN?+ P? +2N,Pıcos.a und 
5 = VN + BI em Den“ 
fir die Normaldrlide in C und D ein, wobei man wieder mit & ben Winfel 


YAP bezeichnet, um welchen die Richtung der Seitenkraft P von der Ebene 
ACD abweidıt, fo erhält man: 


Ss, = 2 V(dsin. B)? + (12 cos.ß)? + 2dlysin.ß cos. B cos. und « 
5 = * V(dsin. B)? + (lı cos. ß) — 2dl, sin. ß cos. ß cos. a. 


Das noch freibleibende Umdrehungsfräftepaar (P, — P) hat das Moment 
P.OL—=Pa— Rädsin.a cos. ß. 

Diefe Formeln finden ihre Anwendung auf die Stabilität eines um eine 

geneigte Are OD drehbaren Kärpers OA, Dig. 196 (a. f. ©.). 


Es ift Hier R das Gewicht G des Körpers, d der Abltand OS = OS, 
feines Schwerpunttes von der Umdrehungsare, & der Elongationswinfel 
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808, =OS,L, um welden der Schwerpunft S; von feiner Gleichgewichts 
lage S durch Drehung in der auf OD rechtwinlelig ftehenden Ebene vYsY 
Big. 196. verrüctift, und ß der Winkel @ 5, P, 
welchen die Umdrehungsebene YSY 
mit der Verticalen, folglich, auch die 
Drehungsare CD mit der Horizon 

talen DH einſchließt. 

Das Umdrehungsmoment, mit 
welchem der Körper durch fein Ge- 
wicht in die Gleichgewichtslage und Sı 
nad S zurüicdgeführt wird, ift 

Pa —= @d sin. cos. ß, 
und die entſprechende mechaniſche 
— Arbeit 
A=G.KSco.ß —= @dcos.ß (1 — cos. a). 

Gleichgewicht von Kräften um eine Axe. Die Mittelfraft P 
reſultirt aus allen denjenigen Seitenkräften, deren Richtungen in einer oder 
mehreren Normalebenen zur Age liegen. Nun ift aber in diefem Falle, nach 
$. 91, das ſtatiſche Moment Pa ber Mitteltraft gleich der Summe Pa, 
+ Pza3 + +++ der ftatifchen Momente der Seitenfräfte, und fir den Gleich» 
gewichtszuſtand bes feftgehaltenen Körpers, ber Hebelarm a der Mittelkraft 
— Null, weil diefe durch die Are felbft geht; es ift daher auch die Summe 

Pa+PRa +-=0 


d. h. ein in einer Are feftgehaltener Körper ift im Zuftande des 
Gleichgewichtes, bleibt alfo ohne Umdrehung, wenn die Summe 
der ſtatiſchen Momente feiner Kräfte hinſichtlich diefer Are 
— Null, oder bie Summe der Momente der nad) der einen Um— 
drehungsrichtung wirkenden Kräfte eben fo groß ift als bie 


" Summe ber Momente von den nad ber entgegengejegten 


Richtung wirkenden Kräften. 


Mit Hulfe der legten Formel läßt ſich ein Element bes im Gleichgewicht 
befinbfichen Kräftefyftemes, entweder eine Kraft, oder ein Hebeların finden, fo 
wie eine Umdrehungskraft von einem Hebelarme auf einen andern reduciren. 

Kommt e8 darauf an, einen um eine fefte Are drehbaren Körper, defien 
Umbdrejungsmoment Pa ift, ins Gleichgewicht zu fegen, jo hat man nur 
nod) nöthig, entweder eine Umdrehungskraft Q, oder ein Umdrehungskräfte- 


‚paar mit dem Moment 9b = Pa hinzuzufügen, wobei nur ber Unterfchied 


ſtatthat, daß durch Hinzufügung eines Kräftepaares (Q, — Q) der Azen- 
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druck nicht verändert wird, dagegen durch Anfchließen einer Kraft Q, zum 
Arendrud noch die Kraft + Q hinzutritt. 
Je nachdem man die Kraft Q ober den Hebelarm b derfelben giebt, läßt fich 
b= TG oder Q = = | 
berechnen. 

Man nennt im letteren Falle Q die vom Hebelarn a auf den He- 
belarm d veducirte Kraft P, und kann hiernach die gegebene Umdre⸗ 
hungskraft P auf jeden beliebigen Hebelarm reduciren, alfo aud) durch eine 
andere, an jedem beliebigen Hebelarm wirkende Kraft erjegen, oder ins 
Gleichgewicht bringen. 

Auch kann man durch die Formel Q — zZatamt ein ganzes 
Syſtem von Umdrefungskräften auf einen und denfelben Hebelarm rebuciren. 


Beilpiel. An einem um eine Age drehbaren Körper wirken die Umdrehungs⸗ 
fräfte P, = 50 Pfund und P. = — 35 Pfund an den Armen a, = 1Y, Fuß 
und a; — 24, Fuß; man ſucht die Kraft P,, welche an einem Hebelarme a, = 4 
Fuß wirken fol, um Gleichgewicht herzuftellen, oder eine Umdrehung um die Are 
zu verhindern. Es ift: 

50.125 — 35.25 +4P, = 0, daher: 


BD = ER — 6,25 Pfund. 


Hebel. Ein um eine fefte Are drehbarer und von Kräften ergriffener 8. 138. 
Körper hat den Namen Hebel (franz. levier; engl. lever) erhalten. Denkt 
man fid) denjelben gewichtslos, jo heißt er ein mathematifcher Hebel, 
außerdem aber ein materieller oder phyſiſcher. 

In der Regel nimmt man an, daß bie Kräfte eines Hebels in einer win⸗ 
felvecht zur Are ftehenden Ebene wirken, und erjegt die Are durd) einen feiten 
Punkt, den man den Ruhe», Dreh- oder Stutzpunkt (franz. point 
d’appui; engli fulerum, hypomochlion) nennt. Die von diefem Punfte 
nad) den Hichtungen der Kräfte gefällten Perpendikel heißen ($. 91) Hebel: 
arme. Sind die Richtungen der Kräfte eines Hebels unter ſich parallel, fo 
bilden die Hebelarme eine einzige gerade Linie, und der Hebel heißt dann ein 
gerabliniger oder gerader Hebel (franz. levier droit; engl. straight 
lever); ftoßen aber die Hebelarme unter Winkeln zufammen, fo heißt ber 
Hebel ein Wintelhebel (franz. levier courb&; engl. bent lever), ‘Der 
geradlinige evon nur zwei Kräften ergriffene Hebel ift entweder einarmig 
oder doppelarınig, je nachdem die Angriffspunkte auf einerlei oder auf 
entgegengejegten Seiten des Stügpunftes Tiegen. Man unterfcheidet aud) 
wohl Hebel der erſten, zweiten ımd dritten Art von einander, indem man den 
doppelarmigen Hebel, Hebel der erften Art, den einarmigen Hebel aber ent- 
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weber Hebel der zweiten ober Hebel der dritten Art nennt, je nadjdem die 
vertical abwärts wirkende Kraft (Yaft), oder die vertical aufwärts wirkende 
‚Kraft (Kraft) dem Stützpunkte näher liegt. 


8. 139. Die Theorie des Öleihgewidhtes am Hebel ift im Borhergehenden 
vollftändig begriindet, wir haben daher nur noch eine Specialifirung ders 
jelben nöthig. 

Bei dem doppelarmigen Hebel ACB, Fig. 197, ift, wenn man den 
Hebelarm CA der Kraft P durd) a und den Hebelarm CB der anderen 
Kraft Q, die man gewöhnlich Laſt nennt, mit b bezeichnet, nad) der allge 
meinen Theorie: Pa — Qb, d. i. Moment der Kraft glei Mo— 
ment der Laft, der ud: P:Q—=b:a,d.i. die Kraft verhält 
fih zur Laſt, wie der Hebelarm der legteren zu dem Hebel- 
arme der erfteren. Der Trud im Stügpunfte ft R=P+Q. 


Tig. 198, 


fig. 197. 


a“ —— 
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Bei den einarmigen Hebeln ABC, Fig. 198, und BAG, Fig. 199, 
findet diefelbe Beziehung zwifchen Kraft (P) und Laft (Q) ftatt, es ift hier 
aber die Kraft der Laſt entgegengejegt gerichtet, und deshalb der Drud im 
Stützpunkte gleich dev Differenz beider, und zwar im erften Yalle: 

R=0Q — P, und im zweiten Falle: R= P — Q. 

Auch bein Winkelgebel ACB mit den Hebelarmen CN = a und 
CO = b,' Fig. 200, bleibt P:Q — b:a, nur ift hier der Trud im 
Stützpunkte gleid) der Diagonale 7% desjenigen Parallelogrammes UP, ROı, 
welches jid) aus der Kraft P und Laſt Q und dem Winkel PA, CQ,L, = PDQ=u, 
unter welchen die Richtungen derjelben zuſammenſtoßen, couftruiren läßt. 

Iſt G das Gewicht des Hebeld und CE = e, Fig. 201, der Abitand 
des Drehpunktes C von der Berticallinie SG durd) den Schwerpunft deſſel⸗ 
ben, fo hat man Pa + Ge = Qb zu fegen und das Pluszeichen von G 
zu nehmen, wenn der Schwerpunkt auf der Ceite der Kraft P liegt, das 
Minuszeichen aber, wenn er auf der Seite der Lat Q fid) befindet. 
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Die Theorie des Hebels findet bei vielen Werkzeugen und Maſchinen ihre 
Anwendung. Der Kniehebel ABCD, Fig. 202, welcher zuweilen als 


Tig. 200. 
Gig. 199. 
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ein befonderer Hebel aufgeführt wird, ift ein bloßer Winkelhebel. Der um 
die Are C drehbare Arm wird. an feinem Enbe A von einer Kraft P er- 


Fig. 202. 


dig. 208. 





griffen und wirft mittels einer Stange BD auf die in .D angreifende Laſt Q, 
weiche den Arm unter einem fpigen Wintel ABD = CBE a ſchneidet. 
Bezeichnet a die Armlänge CA und b die Armlänge CB, fo hat man den 
Hebelarm von ©: 

CE=bsin.«, daher: 

Pa = Ob sin. u, oder: 


P= > Q sin.e, und umgekehrt: - 


=: 


b sin. & 
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Dan wendet diefen Hebel oft zum Zufammenpreffen von Stoffen an. 
Die Prefkraft Q wächſt hiernach direct wie P und Er dagegen umgekehrt . 
wie sin.a. Durch Berfleinern des Winkels « läßt ſich alſo diefe Kraft Q 


beliebig vergrößern. 
Beifpiele. 


1) Wenn man das Ende A einer Brehflange A C.B, Fig. 208, 


mit einer Kraft P von 60 Pfund niederbrüdt, und es ift der Hebelarm CA der 
Fig. 208. 





Fig. 204. 
P 


P.BA=Q9.BC+G.BS,». 


pi 


Kraft 12mal jo groß ais der 
Hebelarm CB der Xaft, fo wird 
Diefe, oder vielmehr die in B 
auögeübte Kraft Q, 12mal jo 
groß als P fein, aljo 

9 = 12.60 = 720 Pfund 
betragen. 

2) Wird eine an einer Stange 
hängende Saft 9, Fig. 204, von 
Awei Arbeitern fortgetragen, vom 
denen der eine in A und ber 
andere in B angreift, jo fann 
man ermitteln, wie viel Drud 
jeder ber beiden Arbeiter außzus 
Halten hat. Es jei die Lak 
g = 0 Kilogramm, das Ger 
wicht der Stange, G — 6 Kilo» 
gramm, die Entfernung A B der 
beiden Angriffspuntte von eins 
ander, — 240 Eentimeter, die 
Entfernung der Kaft von einem 


« diefer Puntte B, BC = 100 


Gentimeter, und die Entfernung 
des Schwerpunftes S der Stange 
von eben demfelben: 

BS = 140 Gentimeter. 
Sehen wir B als Etiitpunft 
an, fo hat die Rraft P, in A 
den Laften Q und G das Gleis 
gewicht zu halten; es if alfo: 





240 P, = 100.60 + 140.6 = 6000 + 840 6840, daher: 
D= = — 28,5 Kilogramm. 


Bird Hingegen A als Stiltpunft angejehen, fo ift zu fegen: 
P.4B=9.40+0.18 


. aljo in Zahlen: 


240 P, = 140.60 + 10 . 6 = 8400 + 600 = 4000, 
daher ift bie Kraft des zweiten Arbeiters: 


F. 


2000 = 37,5 Kilogramm; 


240 
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auch if, jehr richtig, die Summe der nad oben wirlenden Kräfte 
P, + P = 2385 + 37,5 —= 66 Kilogramm 
jo groß wie die Summe der nach unten wirfenden Kräfte 
+G=6 -+ 6 = 66 Rilogramm. 

3) Bei einem 150 Pfund jchweren Wintelhebel AC B, Fig. 205, iſt die vertical 
äiehende Laſt Q — 650 Bund und ihr Hebelarm CB — 4 Fuß, dagegen der 
Fig. 203. Hebelarm der Kraft PP CA =6 Fuß und 

der Hebelarm des Gewichtes, CE = 1 uk. 
Wie groß ift die zur Herftellung des Gleich⸗ 
gewichtes nöthige Kraft P und der Drud R 
im Zapfen? Es ift: | 
CA.P=CB.Q+CE.G».i.: 
6P=4.65% + 1. 150 = 27650, 
folglich ift die Kraft: 

P= au — 458), Pfund; 

der Zapfendrud befteht auß der Berticalfraft 
Q + G = 650 + 150 = 800 Pfund und 
die Horizontalgewalt P beträgt 468!/, Pfund, 
folglid ift der Bapfendrud: 
.‚R=V(Q+ 0% + A 

= V (e0n)a + (453798 

— Y 850070 — 922 Pfund. 





Es können an einem Hebel aud) mehr als zwei Kräfte P und Q wir- 
fen; auch it es nicht nöthig, daß die Kräfte eines Hebels in einer und der⸗ 
felben Umbdrehungsebene wirkten. Sind Qı, Or, Qs die Falten eines Hebels 
ACB,, Fig. 206, fo wie b,, de, bʒ die Hebelarme OB, CB, CB, ders 
felben, während die Kraft P am Hebelarne CA= a wirft, fo hat man 


Pa = Qbı + Abs + Qs ba, 
und wenn der Hebel ein gerabliniger ift, den Drud im Stützpunkte: 


R=P+q +9 + %- 


Fig. 206. Gig. 207. 
D 
0, 
A 
2 d BR 
B, 
p c | Q 
‘ Q 





Wirken die Kräfte eines Hebel in verjchiedenen Umdrehungsebenen des 
Hebels ACDB,B,, Fig. 207, jo ändert fich deshalb die Momentenforniel 
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Pa=Qb + Orb; + --- nicht, nur findet hier eine befondere Bertheilung 
des gefammten Arendrucks 
R=P+4+% + % 

Sig. 208. auf die beiden. Stügpunfte oder fogenannten 
Zapfenlager C und D ftatt. Bezeichnet wieder 
I die Länge der Hebelare CD oder die Ent- 
fernung ihrer Stützpunkte von einandet, und 
find Zg,21,lg ... die Abftände C0,CO,,CO;,... 
der Umdrehungsebenen der Kräfte vom Stüg- 
punfte C, jo hat ınan für die Japfendrüde R, 
und R, in D und C folgende Formeln: 

PR + Al + Ql ++ 
I 





R= 


‚und 
R=R-R= Pl—k) + Qı —* CI.). 
Bei einem Winkelhebel, wo die Kräfte nicht parallel wirken, bleibt zwar 


der Ausdruck 
Pa = (Ob + Qi + --- 


unverändert, nur wirken dann die auf die Stützpunkte reducirten Arendrüde, 
wie 3.2. Ze ‚a h j Dig E «, in verfchiedenen Richtungen und lafien fich 
daher nicht mehr durch Addition vereinigen, fondern müſſen wie die in einem 
umd demſelben Punkte angreifenden und in einer Ebene wirkenden Kräfte 
vereinigt werden (ſ. $. 81 und $. 82). 


Beilpiel. Wenn der Hebel in Fig. 208 in den Abſtänden CO, = I, = 12 
Zoll und CO, = % = 24 Zoll vom Zapfen C die an den Hebelarmen O,B, 
— di = 186 Zoll und 0,B, = db, = 10 30H wirkenden Laften Q, = 310 Pfund 
und Q, = 480 Pfund trägt, wie groß ift die zur Herftellung des Gleichgewichts 
nötbige und an dem Hebelarm OA = a = 60 Zoll wirtende Kraft P, und wie 
groß find die Zapfendrüde in C und D, voraußgefegt, daß die Kraft im Abftande 
c0O = = 18 Zoll vom Zapfen C wirkt, und die ganze Axenlänge CD —= I 
— 82 Zoll mift? 

Es ift die Größe der erforderlien Kraft: . 

P- 9,5, + E Osba _ 300.16. E 480.10 _M.IE FI _ 90-+80=160 PR. 
und es find die Baptendrüde 


Rs — zen. 18 Han Em." — 562,5 Pfund, und 
R=R- R, = 300 4400 + 100 — 862,5 = 377,5 Pfund. 
Die Wirkung der Schwere am Hebel läßt ſich mit Bortheil aud) anwenden, 


um den Schwerpimft S und das Gewicht G eines Körpers AB, Fig. 209, 
zu ermitteln. Man unterftüge den Körper erſt in einen Punkte C und dann 


2 .. w 
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in einem Punfte C,, weldyer um CC, = d von erften abfteht, und bringe 
den Körper beide Dial durd eine in ben Abftänden CA = a und GA 


Fig. 209. — 4 = a — d wirfende Kraft ins Gleich⸗ 

pa Se gewicht. Iſt nun der Werth dieſer Krajt das 

* erſte Mal = P und das zweite Mal derſelbe 
— Pı, ferner das Gewicht bes Körpers — G 

und der Abftand feines Schwerpunffes 8 von A, 


AB=z, fo hat man: 
Pa = Ge — a) und Pa, = @(r — a,), woraus 
(P— P,) aa 
Pa — Pıa 

G= —— fofgt. 
a — ® 
Bei Anwendung einer leiharmigen Wage HK L, dig. 210, I und II, 

und eines auf einer Schneide C ruhenden einarmigen Hebels CR kann man 


= ſowie 


Fig. 210 1. 





auf demfelben Wege das Gewicht CF und ben Schwerpunkt S eines Körpers 
MN ebenfalls beftimmen. Man legt denfelben auf den Hebel CF, weicher 
dur) ein Seil oder eine Kette FL mit dem Armende L. des Wagebalfeng 
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HKL verbunden ift, und bringt ihn mit einem auf die Wagſchale aufzu- 
legenden Gewichte P ins Gleichgewicht. Bezeichnet a den, Hebelarm CF, 
b den Abſtand CD (T) eines markirten Punktes D des Körpers von dem 
Stügpunfte C und x den Horizontalabftand DE der verticalen Schwerlinie 
86 von D, jo läßt ſich fegen 
Ta=G( +2), 
jowie aud ° 
° Pa — G (b, + x), 
wenn zur Herſtellung des Gleichgewichts das Gewicht P, auf die Wag- 
ſchale zu legen ift, nadjdem man den Körper MN um bi — b auf feiner 
Unterlage CF verfchoben hat. 
Aus beiden Gleichungen folgt 


_ Pb — Pb 
e 1) sep m 
(P — Pı)a 
2 = — —. 
6 b—b 


Bezeichnet in einer anderen Lage des Körpers MN (f. II) c den Abftand 
CD des markirten Punktes D von der Stitge C, fowie y den Abftand DE, 
der verticalen Schwerlinie SG von D, und P, die Größe des zur Herftellung 
des Gleichgewichts aufzulegenden Gewichts, jo hat man wieder 

P,a —= G(e + y), daher 
Pa 


. 3) Ja, 


Iſt num der Körper in Beziehung auf die Verticalebene dur CF ſym⸗ 
metriſch, fo beſtimmen die Koordinaten x und y den Schwerpunkt defielben . 
vollftändig, außerdem Hat nıan aber bei einer dritten Tage des Körpers auf 
CF auf demfelben Wege noch eine dritte Coordinate e des Schwerpunftes zu 
ermitteln. 

Um die Gewichte der Wagen, Wagfchalen u. f. w. unbeachtet laſſen zu 
fünmen, bringt man die leere Wage vor dem Gebrauche durch ein foge- 
nanntes Tarirgewidht 7 zum Einfpielen. 


Druck der Körper auf einander. Das in.$. 67 ausgeſprochene 
Erfahrungsgejeg: „Wirkung und Öegenwirkung find einandergleicy,“ 
ift die Bafis der Bau⸗ und Maſchinenmechanik. Es ift an diefem Orte nöthig, 
die Bedeutung deſſelben noch näher auseinanderzufegen. Wirken zwei Körper 
M und M\, Fig. 211, mit ben Kräften P und P, auf einander, deren Rich— 
tungen von der gemeinfchaftlichen Normale X X zu den in Berührung be» 
findlichen Oberflächentheilen beider Körper abweichen, fo tritt ſtets eine Zer⸗ 
legung der Kräfte ein; es geht nur biejenige Seitenfraft N oder N, 
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von einem Körper auf ben anderen Über, welche die Richtung der 
Normale hat, die andere Seitenkraft S oder S, Hingegen bleibt im Körper 
zuruck und muß durch eine andere Kraft oder ein anderes Hinderniß auf 
gig. aıı. genommen werden, um die Körper 

x im Gleichgewichte zu erhalten. Zwi⸗ 

hen den normalen Seitenkräften N 

and N, aber findet, dem angeführten 


Principe zufolge, vollkommene Gleiche 


heit ftatt. 

Weicht die Richtung ber Kraft P 
um den Wintel NAP = a vonder 
Normale AX und um den Winkel 
SAP—=ß von ber Richtung der 
weiten Seitenfraft S ab, fo Bat 


man (f. $: 80): 
nF mB 
x sin. + N" 
go me 
sin. HB)" 


Bezeichnet man ebenfo N, A, Pı durch &, und Si A, Pı durch Pı, fo hat 
man auch: 


__P sin.ßı __Dsnc | 
N u ä — V 
endlich wegen der Gleichheit N — N: 
P sin.B 


h 
sin.(« + ß) sin. + Bı) 
Beifpiel. Welde Kraftzerlegungen treten ein, wenn der durch ein Hinderniß 
DE aufgehaltene Körper My, Fig. 212, durch einen anderen, um eine Are C 
Sig. 212. drehbaren Körper M mit einer Kraft P 
= 250 Rilogramm gefrüdt wird, und bie 
x Rigptungswintel folgende find: 





Aus der erften Formel beftimmt fi der 
Normaldrud zwijhen den beiden Körpern: 


_m __Penß 
P N=EN=Sna@tn 
250 sin. 480 R 
- = mn = 187,18 Rilogr.; 
aus der zweiten folgt ferner der Drud gegen 
- die Are oder den Zapfen O: 
Beisdac's Behrbud der Mehanit. L_ 17 
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gs Pre 2 _ Man _ 4447 Rilogr.; 


endlich auß der Verbindung der dritten und vierten Gleichung ergiebt fi der Geis 
tendrud gegen das Hindernik DE: 


2 = Musi EEE — aarus Mitogr. 

Vergleichung des Gleichgewichts unterstützter oder theil- 

weise festgehaltener Körper mit dem Gleichgewicht freier 

Körper. Wegen der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung wird das 

Gleichgewicht eines unterftügten Körpers nicht geftört, wenn man ftatt der 

Stüge eine Kraft anbringt, welche den auf die Stige übergehenden Drud 

oder Zug aufnimmt, umd daher demfelben an Größe gleich und der Richtung 

nad) entgegengefegt if. Nach Einführung diefer Kräfte läßt ſich daher 

jeder irgendwie unterftüßter ober theilweiſe feſtgehaltener Körper auch als ein 

völlig freier Körper anfehen, und folglich auch der Gleichgewichtszuſtand 

deffelben wie ber eines freien Körpers oder eines freien Krafteſytemes ber 
Handeln. 

Wenn z. B. bei dem um bie Are C drehbaren Körper M, Fig 213, die 

Kraft N auf einen zweiten Körper MM, übergeht, und bie Kraft S von ber 

Are C aufgenommen wird, 

Bi. 218. fo kann man auch anneh⸗ 

N _ men, baß derfelbe ganz frei 

fei und außer ber Kraft P 

noch von zwei Kräften — N 

und — S ergriffen werde. 

» Wenn ebenfo der Körper 

M, mit der Kraft N, auf 

M und mit der Kraft 8, 

gegen die fefte Ebene DE 

drudt, fo wird deshalb das 

x, Gleichgewicht nicht geftört, 

wenn man flatt dieſer 

Stigen zwei Gegenfräfte 

—N, und —S, einführt, und diefelben mit den Kräften, welche überdies noch 

auf diefen Körper wirken, z. ®. mit P,, vereinigt. Im Gleichgewichtszuſtande 

muß natürlich ſowohl die Mitteltraft des einen Körpers, als aud) die des 

anderen — Null fein, daher ſowohl die Mittelftaft aus —N und — 8 

durch P, als aud) die aus — N, und — S, durch P, aufgehoben werden. 

Da fid) die Kräfte N und N, mit welchen bie beiden KRörpkt auf ein- 

ander wirten, das Gleichgewicht halten, fo werben folglich auch im Gleiche 

gewichtözuftande ‘der Körperverbindung (M, Mı) die Kräfte P, — S, Pı 
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und — 5, im Gleichgewicht fein. Man nennt jene Kräfte N, N, innere, 
und die Kräfte P, —S, P, und — 8, äußere Kräfte der Körperver- 
Dig. 214. bindung ober des SKräftefftenes 
(M, M,) und kann hiernad) behaupten, 
daß im Gleichgewichtszuſtande des 
Iegteren, ſich nicht allein die inneren 
Kräfte das Gleihgewidt hal— 
ten, fondern aud) die äußeren 
Kräfte im Gleichgewicht find, 
wenn man biefelben, wie Fig. 214 
darſtellt, beiunveränderterÖröße 
und Richtung, in irgend einem 
Punkte O angreifend annimmt. 


-8, 





Stabilität. Wenn ein ſich auf eine Horigontalebene ftügender Körper $. 144. 
außer der Schwerkraft von feiner anberen Kraft getrieben wird, fo befigt der- 
felbe fein Beftreben zur fortfchreitenden Bewegung, weil das vertical abwärts 
wirtende Gewicht von dieſer Ebene vollftändig aufgenommen wird; wohl aber 
iſt eine Drehung des Körpers möglich. Ruht der Körper ADBF, Fig. 
215, mit einem Puukte D auf der Horigontalebene AR, fo bleibt derſelbe 
in Ruhe, wenn fein Schwerpunft 8 unterftägt ift, d. h. in der durch den 
Stügpumft _D gehenden Berticallinie (verticalen Schwerlinie) liegt. Stigt 
ſich aber ein Körper in zwei Punkten gegen die Horizontale Oberfläche eines 
anderen, fo erfordert das Gleichgewicht beffelben, daß bie verticale Schwer- 
Imie die die beiden Stilgpunkte verbindende Gerade durchſchneide. Ruht 
endlich ein Körper in drei oder mehreren Punkten auf einer Horizontalepene 
auf, jo befteht Gleichgewicht, wenn die verticale Schwerlinie durch das Dreied 
ber Polhgon hiudurchgeht, welches entſteht, wenn man bie Stigpunfte durch 
gerade Linien mit einander verbindet. ö 

Big. 216. Big. 216, 





Uebrigen® find auch bei den unterftügten Körpern ftabiles und Tabiles 
Gleichgewicht von einander zu unterſcheiden. Das Gewicht G eines Kör- 
pers AB, Sig. 216, zieht ben Schwerpunkt 8 beffeben abwärts; ftellt ſich 

17* 
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nun biefer Kraft fein Hinderniß entgegen, fo bringt fie in bem Körper eine 
Drehung hervor, die fo weit fortgeht, bis der Schwerpunkt feinen tiefften 

Sig. 217. Ort einnimmt und der Körper ins Gleich⸗ 
gewicht fommt. Es läßt ſich nun bes 
haupten, daß das. Gleichgewicht ftabil 
ift, wenn der Schwerpunkt die möglich 
tieffte Lage, Fig. 217, daß es nur labil 
ift, wenn er die höchſte Lage einnimmt 
(Fig. 218), und daß 8 endlich, ein in= 
differentes Steihgewict ift, wenn der Schmwerpunft bei -; ‚ieder Stellung 
des Körpers auf einerlei Höhe bleibt (Fig. 219). 


Sig. 218. 





Big. 219. 


Beifpiele. 1) Der homogene, aus einer halbtugel und einem Cylinder befter 
hende Körper ADB F, Fig. 220, ruht auf einer Horigontalebene HR. Welihe 
. göhe SF = h muß der cplindrifche Tpeil defr 
Big. 220. felben haben, damit diefer Körper Bleihgewigt 
annehme? Der Halbmeffer einer Kugel ſteht auf 
der entſprechenden Berührungsebene winlelrecht; 
nun {ft aber die Horigonfalebene eine joldhe 
Ebene, folglih muß auf der Kalbmefer SD 
auf der Horigontalebene rechtmintelig ſtehen und 
in ihm zugleich der Schwerpunit des Körpers 
liegen. Diedurd) den Rugelmittelpuntt gehende 
Are FSL des Rörpers iſt eine zweite Swers 
linie deffelben; e& ifl daher der Mittelpunft 5, 
al Durgjanitt beider Schwerlinien, Schwer - 
punft des Körpers. Gehen wir den Kugel- und Gplinderhalbmeiler SA = SB 
= SL=r und die Eplinderföfe SF = BE= h, fo haben wir für das 
Volumen der Halbtugel: F, = m rs, für das Bolumen deb Eylinders: Va = mrth, 
für den Abftand des Kugeljämwerpunfteß 5,, 88, — Ygr, und fr den des Eylinder- 
frerpunttes S,, 85, = Yyh. Damit nun der Schwerpunft de ganzen Kr: 
pers nach 5 falle, ift das Moment Yun r®.Yyr der Qalbfugel yleiizufegen dem 
Moment mr?h.Yyh des Gplinbers; hieraus aber ergiebt fi: 
Bz=yrdihmr V% = 0rl.r. 


H R 
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IR der Körper wicht homogen, ſondern hat ber Halbfugelförmige Theil deſſelben 
das fpecifiiche Gemigt yı und der cplinbrifcpe Theil Das fpecififcge Gewicht ſo 
Find die Momente diejer Xheile, Yyrr®.yı Yyr und mröhyy.Ysh, und es folgt 
durch Gleiäjfegung berjelben mit einander: 


2yM=yrı,diher 2 = omm Ya.r. 
— Er n 


2) Der Drud, welthen jedeß der drei Beine A, B,C, Big. 221, eines belichig 
belafteten Tiſches auczuhaiten hat, beftimmt fi) auf folgende Weile. Cs ſei 8 
ir. 2aı Scwerpuntt des belafteten Tiſches und e& 
ia *i. feien SE, OD Perpenditel auf AB. Bes 
geiiänen wir mın das Gewicht des ganzen 
Tifches durd) G und den Drud in C durd.R, 
fo fönnen wir, AB als Age behandeind, 
fegen: Moment von R= Moment von 
@,d.i: 
R.CD=G.55, 
und erhalten nun: 





_SE AABS 
Ben trance © 
ebenfo aud) den Drud in B: 
Q= 2455: @, und den in A: 
_ABCS 
P=asc 9 


Beſchaftigen wir uns mit dem Falle, wenn ein Körper mit einer ebenen 
Bafis auf einer horizontalen Ebene ruht, etwas fpecieller. Ein folder 
Körper befigt Stabilität ober ift im ftabilen Gleichgewichte, wenn jein 
Schwerpunkt unterftügt ift, d. h. wenn das den Schwerpunft enthaltende Loth 
durch die Bafis des Körpers hindurchgeht, weil in diefem Falle die durch das 
Gewicht des Körpers angeregte Drehung durch die Feſtigkeit deffelben verhin- 
dert wird. Geht das Loth durch den Umfang der Bafis, fo befindet ſich der 
Körper im labilen Gleihgewichte, und geht endlich dafjelbe gar nicht durch 
die Bafis, fo findet gar fein Gleichgewicht ftatt, der Körper dreht ſich 

Big. 222. um eine Seite des Umfanges feiner Bafis 
und ſtürzt um. Das dreifeitige Prisma 
ABC, Fig. 222, ift hiernach ftabil, weil 
das Loth 86 durch einen Punkt N der 
Bafis BC Hindurchgeht; das Parallefepipeb 
ABCD, $ig. 223 (a.f.©.), ift im labilen 
Gleichgewichte, weil das Loth S@ eine 
Seite D der Bafis CD durchſchneidet; der 
Eylinder ABCD, ig. 224 (a. f. ©), ift 

“ endlich ohne Stabilität, weil das Loth SE 
deſſen Bafis CD nicht durchſchneidet. 
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Stabilität oder Standfähigkeit (franz. stabilits; engl. stability) 
ift das Vermögen eines Körpers, durch fein Gewicht allein feine Stellung 
Fig. 223. Big. 224. 
A B A ® . 


N 


Mi 


G 
zu behaupten und einer Umdrehungsurſache Widerſtaud entgegenzufegen. 
Kommt es darauf an, ein Maß fir die Stabilität eines Körpers auszu⸗ 
wählen, fo muß unterfcieden werden, ob nur auf eine Berriidung oder ob 
auf ein wirkliches Umſtürzen Niücicht genommen werben fol. Ziehen wir 
zunächft nur das erfte Verhältniß in Betracht. 


$&146. Stebilitätsformeln. Cine nidjt vertical gerichtete Kraft P ſucht einen 
Körper ABCD, Fig. 225, nicht allein umzuftürzen, fondern aud) fortzu- 

Big. 238. ſchieben; nehmen wir indefien an, daß 

diefem Fortſchieben, oder nach Befinden 
Fortziehen, ein Hinderniß entgegengeſetzt 
fei, berücfichtigen wir alfo mır das Um- 
drehen um eine Bafisfante CO. Fällen 
wir von biefer Kante ein Perpenbitel 
CE a gegen die Kraftrichtung und 
ein anderes Perpenbifel ON = e gegen 
die verticafe Schwerlinie SE des Kor⸗ 
pers, fo haben wir e3 mit einem Winkelhebel ZCN zu thun, für welchen 


gilt: Pa = Ge, al P= r 6; ift folglich die äußere Kraft P wenig 





größer als :E, fo nimmt der Körper eine Drehung um C an und verliert 


alfo feine Stabilität. Es hängt hiernach feine Stabilität von dem Producte 
(Ge) aus dem Gewichte des Körpers und aus dem kitrzeften Abftande zwi⸗ 
fchen einer Seite des Umfanges der Bafis und dem Lothe durch den Schwer« 
punkt ab, und es Täßt fid daher Ge als Maß der Stabilität anfehen 
und deshalb auch ſchlechtweg Stabilität felbft nennen. 

Dan erfieht Hieraus, daß die Stabilität mit dem Gewichte G und dem 
Abftande e gleichmäßig wächtt, und ſchließt hiernach, daß unter übrigens glei» 
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hen Umftänden eine doppelte, dreimal fo ſchwere Mauer u. ſ. w. nicht mehr 
Stanbfähigfeit befigt, als eine Mauer vom einfachen Gewichte und dem dop- 
pelten, dreifachen Abſtande oder Hebelarme e u. f. w. 


1) Ein Parallelepiped ABCD, Fig. 226, von der Länge 7, Breite $. 147. 
AB=CD=b un Höhe AD— BC=% hat das Gewicht = Vy 
= bhly, und die Stabilität 
St=6.DN= 6.1, 0D= = yon, 


inſofern Y das fpecifiiche Gewicht ber Maffe des Parallelepipedes bezeichnet. 
Gig. 226. . Big. 227. 
A B 


2) Bei einem aus zwei Parallelepipeden beftehenden Körper BDE, 
Fig. 227, find die Stabilitäten in Hinficht auf die beiden Bafistanten C und 
F verfcjieden von einander. Sind bie Höhen BO und EF beziehungsweife, 
— hund h, und die Breiten OD und DF beziehungsweife — b und bi, 
fo hat bei ber Länge — I man bie Gewichte der Theile @ und Gr bejies 
hungsweiſe = bhly und di hıly; fowie die Hebelarme in Beziehung auf 
CGCN= bu CO—=b-+ !/ybı, und in Beziehung auf F, FO=!/,b, 
mb FN=b+ !ybı; es ift demnach die Stabilität: erſtens für eine 
Umdrehung um C: 

S=Yab+ 04 Yb)=/b?h+ bh + Yabih)ly, 
dagegen zweitens, in Beziehung auf F ’ 

h=6b +) + =lhabihh + bbih+ Yab°h)iy. 

Die letztere Stabilität ift um St, — St — (h— hı) bbıly größer als 
die erftere; will man die Stabilität einer Mauer 40 durch Banquet® DE 
vergrößern, fo find dieſe demnach auf derjenigen Seite der Mauer anzubrin- 
gen, wohin die Umdrehungskraft (Wind:, Waffer-, Erddruck u. ſ. w.) wirkt. 

Bon einer auf einer Seite geböfchten Mauer ABCE, Fig. 228 (a. f.©.), 
ergiebt ſich folgende Stabilität. Es fei die Länge diefer Dauer = 1, die 
‚obere Breite derfelben, AB b, ihre Höhe BC A, ferner bie Böſchung —», 

“d.h. auf AK —1Meter Höhe, KL = v Ausladung, alfo auf h Meter: 
DE = vh. Das Gewicht des Parallelepipedes A C ift GE = bihly, das 
8 
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des breifeitigen Prisma ADE = Cı — !/;vh.hly, bie Hebelarme für 
eine Umdrehung um Z find 
Big. 28. EN=ED+'!b=vh + Yıbunb 
Eo /;, ED — !hvh; 
es ift folglich die Stabilität; 
t=G@(wh +Yb) + 2,Gıvh 
= (gb? + vhb + Yyvrh)hly. 

Eine parallefepipebifche Mauer von glei- 
chem Volumen hat die Breite b + Ysvh, 

: daher die Stabilität: 

Sh='(b + Y/avh)ihly 
6 =(hb + /avhb + Yavıh’)hly; 
ihre Stabilität ift daher um SE— St, — (b + "ısvh)./svhrly Heiner 
als die der geböfchten Dauer. 
Für eine auf der entgegengejegten Seite geböſchte Mauer ift die Stabilität: 
Sta = (b? + vhb + !yvah?).Y, hly, 
demnach auch Heiner als St, und zwar um 
Ss — St. ⸗ E + Yvh).Y/vhaly, 
wiewohl um St; — St, — U V2RIy größer als die Stabilität der paral⸗ 
lelepipediſchen Mauer. 

Beifpiel. Wie groß if die Stabilität einer Bruchſteinmauer von 3 Meter 
Höhe und 0,4 Meter oberer Breite für jedes Meter Känge, bei Y, Völjung an 
der Rüdfeite? Die Dichtigfeit der Mauermaffe ($. 63) — 2,4 angenommen, folgt 
das fpecififche Getsicht derfelben y = 1000,2,4 = 2400 Rilogr., nun in 7 1, 
h=3, b=04u»—=Y, — 02; e folgt daher die gefuchte Stabilität: 
St = [14.04 + 0,2.04.3 + Y, (0,2)%.3%] 8.1.2400 

= (0,08 + 0,24 + 0,12) . 7200 = 0,44.7200 = 3168 Rilogrammmeter. 

Bei derſelben Menge an Material und unter übrigens gleichen Umftänden wäre 
die Stabilität einer parallelepipediigen Mauer: 
Sh = [1A (0,4)? + %.0,2.0,4.3 + Yg.0,2%.32].7200 
= (0,08 + 0,12 + 0,045) .7200 — 0,245 .7200 — 1764 Rilogrammineter. 
Endlich hätte diefelbe Mauer mit gebdſchter Vorderjeite die Stabilität: 
St; = [Ya (04)? + Y4.0,2.04.8 + %g. (0,2)?.32]. 7200 

= (0,08 + 0,12 + 0,06...). 7200 = 0,26. 7200 = 1872 Rilogrammmeter. 

Anmerkung. Ban erfieht aus bem Vorhergehenden, daß es eine Erfparung 
an Material gewährt, die Mauern zu böfcen, oder mit Pfeilern zu veriehen, ihnen 
Banquets zu geben, fie auf Plinten zu fegen u. |. w. Cine weitere Ausführung 


dieſes Gegenflandes giebt ber zweite Theil, wo vom Erbbrud, von ben. @emölben, 
Brüden u. |. im. gehandelt wird. 





4 B 








8.148. Arbeitsstebilität. Bon bem im legten Paragraphen abgehandelten 


Maße der Stabilität eines Körpers ift ein anderes Maß berfelben zu 
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unterfcheiden, wobei wir ‚die zum Umftürzen eines Körpers erforberliche 
mechaniſche Arbeit in Betracht ziehen. Es ift bie Leiftung ober Arbeit 
einer. Kraft gleich dem Producte aus Kraft und Weg, ferner die Kraft eines 
ſchweren Körpers’ ift das Gewicht E und der Weg beffelben die Vertical» 
projection des vom Schwerpunkte durchlaufenen Weges, folglich kann aud) 
im letzteren Sinne zum Mafe der Stabilität eines Körpers das Product @s 
dienen, wenn 8 die ſenkrechte Höhe, ift; auf welche der Schwerpunft des Kor⸗ 
pers fleigen muß, um ben Körper aus feinen: ftabilen Gleichgewichtszuſtande 
in einen labilen zu bringen. 

Es fei O die Drehungsare und 8 ber Schwerpunft eines Körpers ABCD, 
Fig. 229, deſſen dynamifche Stabilität wir angeben wollen. Drehen wir 
den Körper, fo daß fein Schwerpunft S nad) S,, d. 5. fenkrecht über O 

Fig. 229. kommt, fo ift der Körper im labilen 

Gleichgewichte, denn wenn er nur noch 

wenig weiter gebreht wird, fo gelangt er 

zum Umfturz. Ziehen wir die Horizontale 

SN, fo ſchneidet diefe bie Höhe NS, —s 

ab, auf welche der Schwerpunft geftiegen 

ift, und aus welcher ſich die Stabilität 
" Gs ergiebt. I num 

0S=(0S=r OM=NS=e 
und die Höhe ON = Ms =a fo 
folgt der Weg: 
Ns =s=r—a=Va rea—a 
und die Stabilität im letzteren Sinne: 
s=6(Ya + ea). 

Der Factor s = Ya? + e — a giebt für a — 0,5 — o, fra—e, 
s=e(V2 —1)=0,414e, fonie fir a—nes=(Vm Fi—n)e 
annähernd — (nr + _ n)e= Zub fr a=1us= 





20 
m fta— o,s—= z =0; es ift alfo die Arbeits-Stabilität um fo 
größer, je tiefer der Schwerpunkt liegt, und fie nähert fih immer mehr und 
mehr der Null, je höher ſich der Schwerpunkt über der Vaſis befindet. 
Schlitten, Wagen, Schiffe u. |. w. find deshalb fo zu beladen, daß ber 
Schwerpuntt des Ganzen nicht nur möglichft tief, fondern auch nahe über die 
Mitte der Bafis zu liegen kommt. 


IM der Körper ein Prisma mit ſynimetriſch trapezoidalem Querſchnitte, 
wie Fig. 229 im Durchſchnitt vorftellt, und find die Dimenfionen folgende: 
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Länge = 1, Hehe MO — h, untere Breite OD = b; und obere Breite 
AB — by fo hat man: 
_.ht+t24,h 
Wze—rn 5 
CM= e= , bi, daher: 


2 4 + 2b, h 
= VON: 
-VO+Gr 
und die Arbeitöftabilität oder bie zum Umſturzen biefes Körpers nöthige 
mechanische Arbeit: 
=s[V@) + ta ern + - db +2 +2]. 
+ 3 u +b 3 
Beifpiel. Wie groß ift die Arbeitsftabilität oder die mechaniſche Arbeit zum 
Umſturzen bes Obelisten ABCD, ig. 230, aus Granit, wenn defien Höhe 
= 50 Zuß, obere Ränge und Breite 4 — 11, und 
Fig. 290. db, =1 Fuß fowie defien untere Länge und Breite ,—4 
Fuß und d, — 31%, Yuk beträgt? Das Volumen dieſes 
— ift (8. 129): 
= (eb, +2 + bt u) 
= 9.1424 A+1. —* Ya) · 
= 405.5 = 201,25 Eubiffuß; 
wiegt um 1 Gubiffuß Granit, y = 3.61,74 — 186,22 
Pfund, fo ift das ganze Gewicht diefes Körpers: 
G = 201,85. 185,2 = 37275 Pfund, 
Die u feines Schwerpunfteß über der Bei beträgt: 
+ 3b,l, + bah + di 
= +++ 3 
HEN FIFR N, m 
= * A 
275.16 _ 
= gi = 1092 Suf, 
Eine Umdrehung um die längere Bafistante vorausgeſetzt, ift der Korizontalabs 
Rand des Schwerpunttes von dieſer Rantı, e= Y,y = Y.%= 7 Buß 
daher die Entfernung des Schwerpunfteß von der Age: 
cs=r=Va! + ei = V(1,75)? + (10,342)? — V110,002 = 10,489; 
und die Höhe, auf welche der Schwerpunkt zu heben ift, um ein Umftürzen her⸗ 


izuführen: 
Beisufüh s=r— a = 10,489 — 10,342 = 0,147 Fuß, 


fowie endlich die entfpredjende mechaniſche Arbeit oder Stabilität: 
St= Gs = 37275..0,147 = 5479 Fußpfund. 


= ($. 118) und 





Arbeit beim Fortschaffen eines schweren Körpers. lm bie 
mechaniſche Arbeit zu finden, welche nöthig ift, um den Ort eines ſchweren 
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Körpers durch Drehung zu verändern, hat man einen ähnlichen Weg einzu 
ſchlagen, wie bei der Berechnung ber Arbeitsftabilität deffelben. Dreht man 
einen ſchweren Körper AC, Fig. 231, um eine horigontale Are C fo viel, 
daß ſich die Neigung AOS — a der Schwerlinie OS = r in MCSH — m 
umändert, fo legt hierbei der Schwerpunft 8 
in verticaler Richtung den Weg 

HS —=M 4 — MS=s=r (sin.a, — sin.a) 
zurlick, und es ift daher, wenn G das Gewicht 
bes Körpers bezeichnet, die hierzu nöthige mecha⸗ 
niſche Arbeit: 

4ı = Ga = Gr (sin. — sin.a). 

Wäre die Drehungsare nicht Horizontal, ſon⸗ 
dern um den Winkel 4 gegen den Horizont ges 
neigt, fo wilde 

4 =rcos.ß (sin.a, — sin.) und 
Aı = @r cos.ß (sin.c, — sin.a) fein. (Bergl. $. 136.) 

Wird der Körper außerdem noch fo fortbetvegt, daß er feine Lage gegen 
die Richtung der Schwere nicht ändert, aber fein Schwerpunkt ſowie alle 
feine Theile einen und denſelben Weg durchlaufen, deſſen Verticalprojection 
— 8; ift, fo erfordert die Verruckung oder Fortbewegung bes Körpers, bie 
mechanifche Arbeit, noch den Zufag As — @s, und «8 ift daher bie ge» 
fammte mechaniſche Arbeit: 

A=A + 4A =G[rcs.ß (sin. — sin.a) + 3]. 

Der Weg des Körpers in horizontaler Richtung kommt natikrlich ganz 
“außer Betracht, wenn man eine ſehr langſame Bervegung vorausfegt, wobei 
die Arbeit der Trägheit Null zu fegen ift. 

Bei dem Körper AC, ig. 232, welcher auf einer horizontalen Ebene BC 

Fig. 232. J aufruht, und auf eine andere 

Horizontalebene CD; geſtellt 

p· werben foll, hat man B— 0%, 
alfo cos. 8 = 1; ferner wenn 
a unb e bie verticalen und 
horizontalen Coorbinaten vom 
Schwerpunkt S, des Körpers 
in aufgerichteter Stellung be» 
zeichnen, den Radius OS, —r 
= Va? + e*, und die Höhe 
ES =a=rsin.a. Iſt 
@ der Neigungswintel BOS 
der Seitenflädhe BC bes Kör- 
pers gegen die Schwerlinie U, 


Fig. 381. 
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fo ergiebt ſich die anfängliche Höhe bes Schwerpunftes 8 über der Auf 
Tagerungsfläche: 
KS= 08 sin. BOB — r sin.u — Var + e.sin.e, 
Fig. 238. 
A 





und es folgt die Höhe, auf welde der Schwerpunft S des Ra beim 
Aufrichten fteigt: 
Hs =a4=EH A HH=a_ Verena 

Iſt num noch 8, die jenkrechte Höhe der Standebene C,.D, über ber erften 
Lagerebene BC, fo hat man die ganze mechanifche Arbeit zum Aufheben des 
Körpers von BC auf CyDy: 

=G(a — Va? + e.sin.a + 5). 

Diefe Beſtimmung der Arbeit zum Fortſchaffen eines Körpers hat nur 
dann ihre volle Richtigkeit, wenn der Schwerpunkt ftetig von S nad) Sz ge: 
hoben wird; in bem Falle hingegen, wo der Körper erft aufgerichtet und 
dann emporgehoben wird, ift die erforderliche mechanische Arbeit: 
4=6(FO+s)=6(CO—KS+s)=G[Var+e!(1—sin.@)+ 55), 


weil die Arbeit @. ON — @ (Va? + et — a), welche ber Körper beim 
Niederfinken des Schwerpuntes von O nad) S, verrichtet, verloren geht. 








$. 150. Stabilität eines Körpers auf der geneigten Ebene. Cin flör- 
per AC, ig. 234, auf einer ſchiefen, d. h. gegen den Horizont geneigten 
&bene (franz. plan inclins; engl. inclined plane) kann zwei Bewegungen 
annehmen, ex kann von ber fhiefen Ebene herabgleiten, er kann ſich auch um 
eine feiner Bafisfanten umdrehen und umftürzen. Iſt der Körper ſich ſelbſt 
überlaffen, fo zerlegt fi) das Gewicht GE des Körpers in eine Kraft N nor 
mal und eine Kraft P parallel zur Bafis; die erftere nimmt die ſchiefe 
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Ebene volfommen auf, bie letztere aber treibt den Körper auf der Ebene ab- 
wärte. Segen wir den Neigungswinkel FFIR der ſchiefen Ebene gegen den 
Fig. 234. Horigont = a, fo haben wir aud) 
B r den Winkel GSN «, und daher 
den Normaldrud: 
N=Gos.e, 
fowie die Kraftzum Herabgleiten: 
P=G@sin.a. 
Geht die verticale Schwerlinie SG 
durch die Bafis CD, wie Fig. 234 
zeigt, fo kann nur eine gleitende Ber 
wegung entftchen, geht aber, wie in fig. 235, dieſe Schwerlinie außerhalb 
der Bafis vorbei, fo tritt aud) noch ein Umftürzen ein, e8 ift aljo der Körper 
Big. 236. Gig. 286. 
B 
B 


ohne Stabilität. Uebrigens hat ein Körper AC auf der fdjiefen Ebene FH, 
Fig. 236, eine andere Stabilität als auf der Horizontalebene HR. Sind 
DM=ewb MS — a bie rehtwinteligen Coorbinaten des Schwer 
punftes S, jo hat man den Hebelarm der Stabilität: 
DE=DO— MN=eco«a—asin.e, 

während er — e if, wenn der Körper auf der Horizontalebene fteht. Da 
e>e c0s.a— a sin.« ift, fo fällt auf der fchiefen Ebene die Stabilität 
in Beziehung auf die untere Kante D Feiner aus, als auf der horizontalen 


Ebene; fie ift ſogar Null für ecos.x — a sin. a, d. i. flr tang.« = 2 


Wenn alfo der anfangs auf einer Horizontalebene mit der Stobifität Ge 
ſtehende Körperipäter auf eine ſchiefe Ebene zu ftehen kommt, deren Neigungs« 
wintel a dem Aucdruce tang.a = 4, entipriht, fo verliert berfelbe feine 
Stabilität. Auf der anderen Seite kann aber aud) ein Körper auf der fchiefen 
Ebene zur Stabilität gelangen, die ihm mangelt, wenn er auf der Horigontals 
ebene fteht. Für eine Drehung um bie obere Kante C ift der Hebelarm 

CH=(C0, +HMN=acos.a + asin., 


$. 181. 
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während er beim Stande auf der Horigontalebene, S OM — e, ausfällt. 
Iſt nun e, negativ, fo hat der Körper feine Stabilität, jo lange er auf der 
Horigontalebene fteht; ruht er aber auf einer geneigten Ebene, für deren 
Neigungswintel a, tang. a > a ift, fo gelangt der Körper in eine ftabile 
Gleichgewichtslage. 

Wirkt außer der Schwerkraft noch eine andere Kraft P auf den Körper 
ABCD, $ig. 226, fo behält derſelbe feine Stabilität, wenn die Mitteltraft 
N aus dem Gewichte G des Körpers und aus der Kraft P eine Richtung 
Hat, welche bie Bafis CD des Körpers durchſchneidet. 

Beiſpiel. Bei dem Obelisten im Beifpiele des Paragraphen 148 ift 
e= 7 Buß und a — 10,842 Fu, es verliert folglid) derfelbe feine Stabilität, 
wenn er auf eine ſchiefe Ebene zu ftehen kommt, für deren Reigungswintel if: 
tang. = m = nd = 0,16922, deren Reigung folglich « = 988’ beträgt. 

Theorie der schiefen Ebene. Da bie fdiefe Ebene nur ben- 
jenigen Drud in ſich aufnimmt, welcher winkelrecht gegen fie gerichtet ift, fo 

Si. 297. beftimmt ſich die Kraft P, welche nöthig 
ift, um einen übrigens vor dem Umftür- 
® zen geſchutzten Körper auf ber ſchiefen 
- Ebene zu erhalten, indem man bie Bes 
dingung feftjegt, daf die aus P und @ 
hervorgehenbe Mitteltraft N, Fig. 237, 
winkelrecht zur ſchiefen Ebene ftehe. Der 
Theorie des Parallelogrammes der Kräfte 
zufolge hat man: 
pP sin. PNO 
G  sinPON' 
nun ift aber der Winkel PNO — Binfl GON= FHR=a, mb 
der Winkel PON—= POK+ KON—=ß + 90%, infofern man ben 
Winkel FEP —= KOP, um welden die Kraftrichtung von der  foefen 
Ebene abweicht, mit, 4 bezeichnet; man erhält daher: 











pP sin. bi 3 _ Sin. 
G sin. (90 +)’ — 0.B® 
alfo die Kraft, weld;e den Körper auf der —* Ebene erhält: 
P= Gsin.a 
= 
Für den Normaldrud N ift 
N _sin. 0@N 


@ sm. ON’ 
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aber Winkel O@EN = 90’ — (a + PB) und ONG = PON—=90+P, 
daher folgt 
N __sin. [90° — (@ + ß)] _ cos. (& + P) 
ar m. +) [oh 
und der Normaldrud gegen die fchiefe Ebene: 
N @ cos.(e + P). 
cos. B 
Iſt « + B> 90 Grad, alfo B> 90 — «, fo fällt N negativ auß, 
und es ift dann, wie Fig. 238 darftellt, die fchiefe Ebene HF über den von 
der Kraft P ergriffenen Körper O zu legen. 
Fig. 238, Geht die Kraft P mit der fchiefen Ebene parallel, 
fo it A = 0 und cos.ß — 1, daher 
P=Gsin.aund N—=G cos.ü. 
Wirkt die Kraft P vertical, fo it « + B = 90°, 
daher 
c0s.ß = sin.«, ferner cos.(@ + P) = 0, 
und P —@ fowie N = 0; dann hat alfo die ſchiefe 
Ebene feinen Einfluß auf den Körper. 
Wirkt endlich die Kraft horizontal, ſo iſt A= — « 
und c08.ß — cos. «, daher 
G sin. — @ tang. a, fowie N — G cos. 0 — 6 
cos. & 603. & 008. & 


Beiipiel. Um: einen Körper von 500 Pfund auf einer ſchiefen Ebene von 
509 Neigung gegen den Horizont zu erhalten, wird eine Kraft aufgewendet, deren 
Richtung 75° mit dem Horizonte einſchließt; wie groß ift dieſe Kraft und wie ſtark 
drädt der Körper gegen die ſchiefe Ebene? Die Kraft ift: 

500 sin.500° __ 500 sin. 50° 





.P— 








P= c08.(75—50) cos. 260 = 41236 Pfund, 
und der Drud gegen die Ebene: | 
600 .cos. 75° 


N= — 142,8 Pfund. 


cos. 250 

Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Bringt man das $. 152. 
in $. 142 näher auseinandergefegte Princip von der Gleichheit der Wirkung 
und Gegenwirkung mit dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten ($. 85 
and 8.100) in Berbindung, fo ftellt fich folgende Regel heraus: Halten zwei 
Körper, Mı unb M,, ig. 239 (a. f. ©.), einander das Gleichgewicht, fo 
tft für eine endliche geradlinige und auch für eine unendlich Kleine 
Irummfinige Bewegung des Drud- oder Berührungspunktes A, 
nicht allein die Summe ber mehanifchen Arbeiten von den Kräf— 
ten jedes einzelnen Körpers, fondern auch die Summe der mecdhani- 
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ſchen Arbeiten von den äußeren Kräften beider Körper, zufam- 
mengenommen, glei Null. Sind P, und S, bie Kräfte des einen 
Körpers, P, und S, die des anderen, fo entfprechen benfelben bei einer Ver⸗ 
ruckung des Berlüihrungspunftes von A nad) B die Wege AD), AH), AD; 
und AE,, und es ift nad) dem oben ausgeſprochenen Gefege: 
P.AD+S.AH +BAD+S.An=0, 
oder ohne Kückficht auf die Richtung: 
2).AD+9.45=D.AD +8&.AH. 

Die Richtigkeit dieſes Sages läßt ſich auf folgende Weiſe darthun. Da 
die Normaldrüde N, und N, einander gleich find, fo findet auch Gleichheit 
zwiſchen ihren Arbeiten N, . AC und N; . AC flatt, nur mit dem Untere 
ſchiede, daß die Arbeit der einen Kraft pofitiv und die der anderen negativ 
ift. Nun hat man aber nach dem Früheren, die Arheit N; . AO der Mittels 
kraft N} gleich der Summe P, „AD; + 5. AZ, der rbeiten ihrer 
Componenten P; und S,, und ebenfo N. AC—= BR. AD + %.AEs; 
es ift daher auch: 

P.AD +98.A5=PR.AD +%&.An. 
Big. 239. Big. 240. 





4 

Die Anwendung des fo allgemeiner gemachten Princips der virtuellen Ge 
ſchwindigkeiten gewährt bei flatifchen Unterfuhungen oft große Vortheile, in- 
dem durch fie die Entwidelung der Gleichgewichtsformeln ehr vereinfacht 
wird. BVerrüdt man z. B. einen Körper A auf ber ſchiefen Ebene FH, 
Dig. 240, um den Weg AB, foift ber entſprechende Weg feines Gewichtes G, 

=AC=AB.sin. ABC—= AB.sin. FHR= AB.sina, 
dagegen der: Weg der Kraft, —= AD—= AB.cos. BAD—= AB.cos.ß 
und endlic) der Weg der Normalkraft N, — 0; nun ift aber bie Arbeit von 
N gleid) der Arbeit von @ plus der Arbeit von P, man | hat daher zu fegen: 

N.o=—G.40+P.AD, 
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und findet auf diefe Weife die Kraft, welche den Körper auf der ſchiefen 
Ebene im Gleichgewicht erhält: 





AC ,„_Geine 
?=7:9= c.ß ’ 
Big. 41. ganz in Uebereinftimmung mit dem 


vorigen Paragraphen. 

Um dagegen den Normaldrud 
N zu finden, rüden wir dieſe ſchiefe 
Ebene HF, Fig 241, um einen bes 
liebigen Weg AB rechtwinkelig gegen 
die Rraftrichtung AP fort, beftimmen 
die entfprechenden Wege der äußeren 
Kräfte und fegen die Arbeit des Ge⸗ 
wichtes G und bie der Kraft P des 
Körpers A gleich der Arbeit der 
Kraft N der ſchiefen Ebene ober des 
Drudes zwiſchen beiden Körpern. 





Der Weg von N ift: 
AD— AB 00. BAD— AB cos. f, 





AC= AB 00. BAC—= AB cos.(@a + ß) 
und der Weg von P ift — 0, daher Arbeit: 
N.AD=6.4AC+P.0, 
G.AC__ 4. c08.(@ + ß) 
AD cos.ß 
wie im vorigen Paragraphen ebenfalls gefunden worden ift. 





und N= 





Theorie des Keiles. Sehr einfad entwidelt ſich hiernach die Theorie $. 153. 
des Keiles. Der Keil (franz. coin; engl. wedge) ift eine durch ein dreiſei⸗ 
Fig. 242. tiges Prisma FH, Big. 
242, gebildete, bewegliche 
ſchiefe Ebene. In der Regel 
wirkt die Kraft KP— P 
rechtwinlelig auf den Ru⸗ 
den F@ des Keiles und 
Hält einer anderen Kraft 
oder Laft AQ— Q, welche 
gegen bie eine Seitenfläche 
FH deſſelben drüdt, das Gleichgewicht. If ber die Schärfe des Keiles 
mefiende Wintel FHG — 0, ferner der Winkel, um welchen bie Kraft 
Belsvad's Lehrbud der Reganit, L 18 
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richtung KP ober AD von ber Geitenflähe GH abweiht, alſo GEK 
= BAD, = 8, und endlich der Winfel LAH, um den bie Richtung der 
Big. 248. Laſt Q von der Seitenfläche 
FH abweidit, — ß, fo er⸗ 
geben fid) die Wege, welche 
beim Verrucken des Keiles 
aus der age FAG in die 
Lage Fi HıG, zurüdgelegt 
werben, auf folgende Weife. 
Der Weg bes Keiles ift: 
AB=FF = HH, 
ferner der Weg der Kraft iſt: 
AD= AB cos. BAD—= AB cos.d, 
und der Weg der Stange AL oder Laft Q mißt: 
AB sin. ABC __4ABsin.a _ABsin.a 


Dagegen ift ber Weg ber dem Drude auf die Grundfläche EG entjpre- 
enden Reaction R, jo wie der Weg von ber dem Drude gegen die Leitung 
der Stange A0 entgegengefegten Reaction Ri, — Null, Sept man nun die 
Summe der Arbeiten der äußeren Kräfte P, Q, R und R, — Null, alfo: 

P.AD—-Q.4C+R.0+R.0=0 
for erhält man die Beftimmungsgleihung: 
p— 2:40 Q.AB sin.a Q sin.a 
AD AB cos. sin.ß sin.B co.6’ 
wie ſich allerdings auf dem Wege der Kraftzerlegung ebenfalls finden läßt. 
Benn bie Kraftrichtung KE durd) die Kante H des Keiles geht, und bie 


Schärfe FH@ halbirt, fo hat man d — 5 und daher 











* 
Q sin.a” 2, 
sin. ß cos. 3 cos. ß 
Geht die Kraftrichtung parallel zur Baſis ober Seitenflähe GH, fo iſt 
ö — 0, daher: 


2Q sin 
P= = 


_gQsin.e 
sind" 
und ift noch die Laftrichtung winkelrecht zur Geitenfläche FH, aljo  — 90°, 
fo folgt: J 
P=8Qsin.a. 


8. 153.] Gleichgewicht feftgehaltener und unterftüßter Körper. 275 


Beiſpiel. Die Schärfe FHG = « eines Keiles betrage 25°, die Kraft ſei 
parallel zur Bafis HG gerichtet, es ſei alſo d — 0, und die Laft Q wirte mins 
lelrecht zur Seitenflähe FH, aljo 4 ſei = 90%, in weldem Berhältnifie ſtehen 
Kraft und Laſt zu einander? Es if: 

P= deine, al 5 = sin.200 = 0420. 
Für eine Kaft Q von 180 Rilogramm ftellt fi hiernach die Kraft: 
P= 18 . 0,4226 — 54,988 Kilogramm heraus. 
Um die Laft oder Stange ein Meter fortzujcieben, muß der Keil den Weg 


aB= ÄO — 1 — 2,3662 Meer 


sin.a 0,4226 
gurüdiegen. 


Anmerkung 1. Durd) Anwendung des Rräfteparallelogrammes beftimmt ſich 
das Berhältnik awihen Kraft P und Laft Q des Meile FH, Fig. 244, 
J wie folgt. Die Stangenlaſt, 
Big. aM. AG = Q serlegt fi, in eine 
Eeitentraft AN = N normal 
auf die Geitenflähe FH des 
Keiles, und in eine Seitenkraft 
Z8 = 8 normal auf die Stan- 
genage LA. Während S von 
der Leitung der Stange aufge 
nommen wird, geht AN —= N 
auf den Reil über und bereinigt 
fi Hier als 4,N, mit der 
Ro © Ruft KP= AP = Pie 
Keiles zu einer Mittelfraft 
A,R= R, deren Richtung winkelrecht auf der Grundfläße GH des Reiles ftehen 
map, damit fie vollftändig auf die Unterftügung des Keiles übergeht. Das Kräfte 
parallelogramm A, PRN, giebt: 
P _ sin RAN, _sin FHG _ sin.a 
N snA,RN, sinPA,R  co.d’ 
und den Beöfeperalogunme, ANQS zufolge ift: 
N Ei _ 














Q * a 
da nun N — N if, fo A fich hiernach dur Multiplication diejer Pros 
Portionen: 

PN_P sin.a 


NOTTT RnB le: 
p- Leine 
— sin. cos.d’ 


wie aud) im Kaupttert gefunden worden ifl. 


Anmerkung 2. Die Theorien bes Hebels, der ſchiefen Ebene und des Reiles 
finden eine weitere Entwidelung im fünften Capitel, wo nod der Einfluß der 
Reibung in Betrasit gezogen wird. 


18* 
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Viertes Capitel. 


Gleichgewicht an den Seilmaſchinen. 


8.154. Seilmaschine. Wir haben ſeither die feſten Körper als vollkommen 
ftarre oder fteife Körper (franz. corps rigides; engl. rigid, stiff bodies), 
d.i. als ſolche angefehen, welche durch die Einwirkung äußerer Kräfte weder in 
Form noch im Volumen verändert werden; bei manchen Körpern und im 
vielen Fällen der Anwendung der Mechanik auf die Praris ift jedoch die 
Annahme der vollkommenen Starrheit fefter Körper nicht mehr zuläffig, und 
deshalb nöthig, diefe Körper insbefondere noch in zwei anderen Zuftänden zu 
betrachten. Diefe Zuftände find die volllonunene Biegſamkeit und die Elaſti⸗ 
cität, umd wir unterfcheiden hiernad) nod) die biegfamen Körper (fram. 
corps flexibles; engl. flexible bodies), und die elaftifhen Körper 
(franz. corps @lastiques; engl. elastic bodies) von einander. Die bieg- 
famen Körper nehmen nur Kräfte von einer gewiffen Richtung ohne Form⸗ 
veränderung auf, folgen dagegen den Kräften, welche nad) anderen Richtungen 
hinwirfen, vollftändig; die elaftifchen Körper hingegen geben bis zu einer 
gewifien Grenze jeder auf fie wirkenden Kraft nad). 

Ein ftarrer Körper AB, Fig. 245, I, widerfteht einer Kraft P vollftän- 
dig, ein biegfamer Körper AB, Fig. 245, II, folgt dagegen der auf ihn 
wirkenden Kraft P, wobei feine Are die Richtung der Kraft anninunt, und ein 

Fig. 245. 





elaftifher Körper AB, Fig. 245, III, widerfteht der Kraft P nur bis zu 
einem gewiſſen Grabe, wobei feine Are eine gewiſſe Biegung erleidet. Schnüre, 
Seile, Riemen, und in gewifler Beziehung auch Ketten, find die Repräſen⸗ 
tanten der biegfamen Körper, wiewohl fie eine vollfonımene Biegfanfeit nicht 
befigen. Diefe Körper find der Gegenftand diefes Capitels; von den elaftifchen 
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Körpern, ober vielmehr von der Elafticität der feften Körper wird dagegen 


erft im vierten Abfchnitt gehandelt. 

Wir verftehen in der Folge unter einer Seilmafchine (franz. machine 
funiculaire; engl. machine of strings) ein Seil oder eine Verbindung von 
Seilen (das Wort Seil im allgemeinen Sinne genommen), welche von Kräften 
angeſpannt wird, und befchäftigen uns in diefem Capitel mit der Theorie des 
Gleichgewichtes diefer Maſchinen. Derjenige Punkt einer Seilmaſchine, wo 
eine Kraft angreift und deshalb das Geil einen Winkel bildet oder eine 
Richtungsveränderung erleidet, heißt ein Knoten (franz. noeud; engl. knot). 
Derſelbe ift entweder feft (franz. fixe; engl. fixed), oder beweglich; (franz. 
coulant; engl. moveable). Spannung (franz. und engl. tension) ift die 
Kraft, melde ein geipanntes Seil in der Richtung feiner Are fortpflanzt. 
Die Spannungen an den Enden eines geraden Seiles oder Seilftüdes find 
gleich und entgegengejegt ($. 88); auch kann das gerade Seil andere Kräfte 
als die in der Arenrichtung wirkende Spannung nicht fortpflanzen, weil e8 
ſich fonft biegen müßte, alfo nicht gerade bleiben könnte. 


Gleichgewicht in einem Knoten. Gleichgewicht einer Seilmafchine 
findet ftatt, wenn in jedem Snoten berjelben Gleichgewicht vorhanden ift. Es 
find daher zunächſt die Verhältniſſe bes Gleichgewichts an einem Knoten 
kennen zu lernen. 

In einem Knoten K, welchen ein Seilſtuck AKB, Fig. 246, bildet, fin- 
det Gleichgewicht ftatt, wenn die ſich aus den Seilfpannımgen KSı — Sı 
und KS, — S, ergebende Mitteltraft XS — 8 gleich und entgegengefegt 

gerichtet ift der im Knoten angreifenden 
dig. 248. Kraft P, denn die Seilfpannungen S, 
und S; bringen im Knoten K dicjelben 
Wirkungen hervor wie zwei ihnen gleiche 
und gleichgerichtete Kräfte, und drei Kräfte 
halten ſich das Gleichgewicht, wenn die 
eine von ihnen gleid) ift und entgegen- 
gejegt wirft der Mittelfraft aus den bei- 
den anderen (8. 89). Ebenſo ift aber 
auch die Mittelkraft 2 aus der Kraft P 
und der einen Spannung S, gleich und 
entgegengeſetzt gerichtet der zweiten Seil- 
fpannung 5 u. ſ. w. ebenfalls läßt 
fi) diefe Gleichheit dazu benugen, zwei 
Beitimmimgsftüde, 3. B. die Spannung und Richtung des einen Geiles, zu 
ermitteln. Iſt z. B. die Kraft P, fowie die Spannung S, und ber von 
beiden eingejchloflene Wintel 
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AKP— 180 — AKS = 180° — a 
gegeben, fo hat man für die zweite Spannung 
Pt + S? — 2PS, cos.« 

md für ihre Richtung oder Abweichung BES — Pf, von K'S: 
5, sin. a 

Da 

Beilpiel. Wenn das Seil AKB, Fig. 246, am Ende B aufgehangen, am 
Ende A aber burd ein Gewicht @ = 135 Pfund und in der Mitte durch eine 
Kraft P = 109 Pfund, welche unter einem Neigungswintel von 25 Grad auf- 


wärts zieht, angelpannt wird, jo ift die Frage nad der Richtung und Spannung 
des Seilftüdes KB. Die Größe der gejuchten Spannung ift: 


5, = V109% + 1352 — 23. 109 . 135 cos. (90° — 25°) 
— Vı18sl + 18225 — 29430 . cos. 66° — V17668,3 — 182,92 Pfund. 
Für den Winkel 8 bat man: 


S, sin.«a _ 135 . sin. 65° I 
u = in Log. sın. 4 = 0,96401 — 1, 


daher ift # = 6790, und die Neigung des Seilflüdes KB gegen den Horizont: 
Ao — 235° — 67%, ! — 39,0 = 429,0, 


sin.B = 


sin. = 


Wenn ein Seil AKB, Fig. 247, dadurch einen feften Knoten K bildet, 
daß ſich das eine Seilftüd BK gegen eine feſte Stüge M anlegt, während 
das andere Seilſtück AK durch) eine Kraft XS = S geſpannt wird, deren 

Fig. 247. Richtung um einen gewiſſen Win- 
fl SES, = « von der Richtung 
des erfteren abweicht, fo tft bie 
Spannung des Seilftüdes KB: 

KS, = 81 = S cos.a, 
weil ber zweite Component KN —= N = S sin.a der Spannung S von 
der Stüge M aufgenommen wird. 

Uebrigens ift auch 

Ss = 8 VI — (sin. o)%, 


und daher für einen Heinen Ablenkungswintel «: 
3 
5 = (1 — (sin. «)23) 8 = ( — 5) S, dagegen 
Sı 








— (1 + =) S, zu jegen. 


a 


8— — 
1 


Wenn fi ein Seil AB, Fig. 248, um einen prismatiſchen Körper M 
legt, und dabei in feiner Richtung um bie Winkel &,, &, & abgelenkt wird, 
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jo wiederholt fi) die vorige Kraftzerlegung, fo daß im Knoten K, die 
Spannung S in: 


5, = 8 cos. 0, 
Tig. 248. 





im Knoten K, die Spannung $, in 
8, = Sı 208.08 — 8 008.0, 008. &%, 
und im Knoten K, die Spannung S, in: 
53 = 5% 008.05 —= $ 008.0, cos. , C08.0% übergeht. 
Sind die Winkel &,, 0%, & —= ©, alfo einander gleich, fo hat man: 
Ss = 8 (cos. «)?, oder allgemein, bei n Ablenkungen: 
S, = 8 (cos. «)". j 
Geht das Prisma M in einen Cylinder über, fo ift & unendlich Hein, 
und ns unendlich groß, daher: 


.=(1-5)s=(1-"2)5 
oder wenn man den ae Ablenfungswintel n« durch B bezeichnet: 
= (1-% s, d. in | 


8. = 5, weil « und folglid) auch ef unendlich Fein gegen 1 ift. 


Benn alfo ein Seil AB, Fig. 249, jo um einen glatten Körper DEF 
gelegt ift, daß es einen Theil vom Umfang feines Querjchnittes bededt, fo 


Fig. 249. 






B 
ge D —R 
wird dadurch feine Spannung nicht geändert, es find alſo auch im Gleich⸗ 


gewichtszuftande, die Spannungen P und Q an den beiden Enden A 
und B deffelben einander gleid). 


Gleichgewicht eines losen Knotens, it der Knoten X ein lofer $. 157. 
oder beweglicher, wirkt z. B. die Kraft P mittels eines Ringes auf das 
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durchgezogene Seil AKB, ig. 250, fo ift zwar wieder die Mittelfraft S 
aus den Seilfpannungen S, und S, gleich und entgegengefett gerichtet der 
Kraft P am Ringe: außerden find aber noch die Seilfpannungen unter 
fich gleich. Dieſe Gleichheit folgt zwar ſchon aus $. 156, Läßt ſich aber auch 
feicht auf folgende Weife nachweifen. Zieht man das Seil um einen gewiſſen 
Weg s in dem Ringe fort, fo legt die eine Spannung S, den Weg s und 
die andere Spannung 5, den Weg — s, die Kraft P aber den Weg Null 
zurüd; es ift folglich, vollfommene Biegſamkeit vorausgeſetzt, bie Arbeit: 
Po0o=-S.3s— 9.8193 = Ss und 81 = 8. 

Aus diefer Gleihung der Spannungen folgt wieder die Gleichheit der 
Winkel AKS und BKS, unter welchen die Richtung der Mittelfraft S 
von den Seilrichtungen abweicht; ſetzen wir diefe Winkel — «, jo giebt die 
Auflöfung des Rhombus K SS S:: 

S=P=2S, cos.a, und umgekehrt: 





Sind A und B, Fig. 251, feſte Punkte eines Seiles AKB von gege- 





bener Fänge (2-4) mit einem beweglichen Knoten X, fo findet man den Ort 
dieſes Knotens durch Konftruction einer Ellipfe aus deren Brennpuntte 
A und B und deren der Seillänge 2a gleichen großen Are, wenn man eine 
Zangente an diefe Curve winfelrecht zur gegebenen Kraftrichtung Iegt: der 
fich ergebende Berührungspunkt ift der Ort des Knotens, weil bei der Ellipfe 
die Normale XS mit ben Fahrftrahlen KA und KB gleiche Winkel ein 
jhließt, gerade fo wie bie Mitteltraft S mit den Seiffpannungen Sı und S,. 

Zieht man AD parallel zur gegebenen Kraftrihtung, macht BD gleich 
ber gegebenen Seillänge, halbirt AD in M und errichtet hierauf das Pers 
pendifel MK, fo erhält man den Ort bes Knotens K auch ohne eine 
Ellipfenconftruction, denn da dann Winkel AKM — Wintel DKM und 
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AK= DRK it, ſo folgt auch Winfell AXS —= Winkel BKS und 
AK+KB=DK+KB=-DB=2a. 


Beiſpiel. Zwiſchen ven Bunlien A und B, fig. 252, ift ein Seil von 9 Meter 
Zänge durch ein mittels eines Ringes angehängtes Gewicht G von 170 Kilogramm 
Fig. 252. ausgeſpannt; die Horizontalentfernung AC bei⸗ 
der Punkte ift 61, Meter und der Berticalabs 
ftand CB = 2 Meter; man ſucht den Ort des 
Knotens ſowie die Seiljpannungen und Seil- 
rihtungen. Aus der Länge AD = 9 Meter 
ala Hypotenuje und der Horizontalen AC 
= 614, Meter folgt die Berticale: . 
CD = Va — si - Ya DS 
— V38,75 — 6,225 Meter; 
und hieraus die Baſis des gleichichenkligen 
Dreieds BDK: 
& D BD=CD-CB=6,225 - 2=4,22 Meter. 
Die Achnlichkeit der Dreiede DKM und DAC giebt nun: 


DK=-BK-PH.pu= > — 3054 Meer; 


DC 2.6225 6,225 
Bieraus folgt: 
AK=9 — 3,054 = 5,946 Meter, 
und für den Winkel «, um welden die Seilftüde von der Berticalen abweichen: 





_BM _ 21125 _ __ ap 140 
8..=7—E = 308 7 0,6917, daher « = 46° 14', 
und endlid die Spannung der Seile: 
Ss == —— = an — 122,9 Kilogramm. 


Gleichgewicht des ganzen Seilpolygons. Die Berhältniffe des 
Gleihgewichtes an einem Seilpolygone, d. i. an einem angefpannten 
ig. 253. Geile, welches an verfchie- 
denen Punkten von Kräften 
ergriffen wird, find im 
Uebereinftimmung mit den 
Berhältnifien des Gleichge⸗ 
wichtes von Kräften, welche 
in einem Punkte angreifen. 
Es ſei AKB, fig. 253 I, 
ein von den Kräften 
Pi, Ps, P5, Pu P; 
angejpanntes Seil, P, und 
P, greifenin AP, in K 
und P, und P, in B an. 
Setzen wir die Spannung 
des Seilftüdes AK, — $ı 
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und bie des GStüdes BK, — S, fo erhalten wir 81 als Mittelfraft von 
den in A augreifenben Kräften P, und P,, und tragen wir den Angriffe- 

Big. 254. punft A diefer Spannung 
von Aauf X, fo ergiebt ſich 
wieder & als Mittelfraft 
von 81 und P, oder von 
Pi, Pa und P,; transpor= 
tiren wir endlich den An⸗ 
griffspunft der Kraft Ss 
von K nad) B, fo erhalten 
wir in Sg, P, und P,, oder, 
da 8; Mittelfraft von PL, 
P, und P; ift, aud) in Pı 
Ps, P3, Pı, Ps ein fi) 
das Gleichgewicht haltendes 
Kräfteſyſtem. Wir können 
hiernach behaupten: wenn 
gewiffe Kräfte Pi, Pr 
P, u. ſ. w. ein Seilpolygon im Gleichgewichte erhalten, fo werben 
jte ſich auch ſelbſt das Gleichgewicht halten, wenn man fie bei 
unveränderter Richtung und Größe, in einem einzigen Punkte, 
3. 2. in C (D.), angreifen läßt. 

Wird das Seil AR, Kz... B, Fig. 255, in den Knoten Ki, Ka... durch 
Gewichte Gy, Ga... angefpannt, und werden die Endpunfte A und B durch 
die Berticalfräfte V und P, und die Horizontalfräfte ZZ und ZI, feftgehalten, 
fo ift die Summe der Berticalfräfte: 

VAV. - (+++) 

und die Summe der Horizontallräfte: Z — H, Der Gleichgewichts- 
zuftand fordert aber, daß beide Summen — Null find; es ift daher 

) v1+1,=-a + ++. und 

2) H= H,d.Jh. 
bei einem durdy Gewichte angefpannten Seilpolygone ift bie 
Summe der Berticalfräfte oder Berticalfpannungen in den End» 
oder Aufhängepunftten gleich der Summe ber angehängten Ge: 
wichte, und e8 ift die Horigontalfpannung des einen Endes gleid) 
und entgegengefept gerichtet der Horizontalfpannung im anderen 
Endpunkte. 

Verlängert man die Richtungen der Spannungen Si und S, in ben 
Endpunften A und B bis zu ihrem Durchſchnitte C und verlegt man die 
Angriffspunfte jener Spannungen nad) diefem Punkte, fo erhält man eine 
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einzige Kraft P = V + V,, weil fi die Horigontaffräfte Z und H, 
aufbeben. Da diefe Kraft der Summe Gı + @s + G@3 + --- von den 
angehängten Gewichten das Gleichgewicht hält, fo muß der Angriffs oder 
Schwerpunkt diefer Gewichte in der Richtung berfelben, d. i. in der dur 
C gehenden Berticallinie, enthalten jein. 


Aus der Spannung S, des erften Seilftiides AK, und deſſen Neigungs- $. 159. 
"oder Fallwinkel SAH — a, folgt die Berticalfpannung 9 = Sı sin. &ı 


Dig. 256. 
SI__.__.. V 
* 
* NA Vn.------. Sn 
-. ---1Yı N 
1 
f on: 
n a Kı Hn 
8; 
—B 
Hs 





und die Horizontalipannung A — Sı cos.c,. Transportirt man nun den 
Angriffspunkt diefer Kräfte von. A nad) dem erjten Knoten K,, jo kommt 
zu diefen Spannungen das vertical abwärts ziehende Gewicht CH, und es 
ft num fiir das folgende Seilftüd K, Kz die Verticaljpannung 

V — V— G, — $ı sin. 0% — Ci. 
wogegen die Horizontalſpannung unverändert H, = H bleibt, Beide Kräfte 
geben vereinigt die Ayenfpannung des zweiten Seilſtückes: 


s=Vr/+B 
und die Neigung es beffelben durch die Formel: 


— V, — 8 sin. 0 — er 
ang. 0a = 7 = 5, 008.0, ‚bi 
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Gi 
tang. a; = tang.iı — Hy 


Trägt man den Angriffspunft der Kräfte 9, und H von X, nad Kr 
fo erhält man in dem hinzufonmenden Gewichte GC; noch eine neue Berti- 
calfraft, und es entfteht jo die Verticalkraft des dritten Seilftüdes: 

Y; = Vi — G — V — (61 4 C.) — 8 sin. ıı — (Gı + G2) 

Fig. 256. 


. 
— nn m mm 


je =} 
2 
* 
Ü 
on 
5 





„ während die Horizontalfraft 73 — H bleibt. Die Gefamntfpannung diefes 
* dritten Seilftüdes ift mithin: 
Sg — J r?.+ 3, 
und für den Neigungemintet c; deſſelben hat man: 
8 sin. — (Gı + 9), 
Sı 608.0 


G+ 6, 
H 


tang. 3 = 2= 
lang. & = lang. — 


Für den Neigungswinfel bes vierten Seilſtückes ift ferner: 
++ 6 
H 


> tang.a, oder Gi + GG + &>V aus, 


tang. co, = lang. — 
G+%+ 
H 


u. |. w. 


Fällt 
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fo wird tang.o, und folglich auch a, negativ, fo daß die entjprechende Poly | 
gonfeite X, K, nicht mehr abwärts gerichtet ift, fondern auffteigt. Daſſelbe 


Verhältniß tritt natürlich auch in jedem anderen Punkte ein, fir welchen 
Gi G. +&+-->Vril. 

Uebrigens laſſen ſich die Spannungen Si, Se, 5 u. ſ. w., ſowie bie 
Neigungswinkel ci, a, & u. ſ. w. der einzelnen Seiltrümer leicht geome⸗ 
triſch darſtellen. Machen wir die Horizontale CH, Fig. 257, — ber 

Fig. 37. Horigontalfpannung H und die Verticale HA — ber 
Berticalfpannung P im Aufhängepunfte A, fo giebt 
die Hypotenuſe CA die Totalſpannung Sı des erjten 
Geilftüces und der Winkel ICA die Neigung «; deifel- 
ben gegen den Horizont an; tragen wir num nod) die 
Gewichte Gi, Gr G, u. !. w. als Theile AS, 55 85, 
85, u. ſ. w. auf die Vertical AB= V + 7, 
auf und ziehen die Transverfalen OS, CS, CS 
u. f. w., fo erhalten wir in ihnen die Spannungen 
der folgenden Seilftüde und durch die Winkel IC, 
HCS, HCS, u. f. w. aud) die Neigungswinkel &s, 
&g u. f. w. diefer Seilftüde gegen den Horizont. 





Aus den Unterfuchungen im vorigen Paragraphen ftellt ſich als Gejeg für 8. 


das Gleichgewicht der durch Gewichte geſpaunten Seile heraus: 

1) bie Horigontalfpannung ift an allen Stellen des Seiles eine 
und diejelbe, nämlich: 

H=Sı cos. = $, 008. 0,; 

2) die Berticalfpannung an irgend einer Stelle ift gleidy der 
Verticalfpannung am darüber befindlichen Ende minus der 
Eumme ber darüberhängenden Gewichte, aljo: 

M=NVN —(ı + + Om-ı) 

Allgemeiner läßt ſich diefer Satz auch fo ausdrüden: Die Vertical 
fpannung an irgend einer Stelle ift gleich der Berticaljpannung an irgend 
einer tieferen ober höheren Stelle plus oder minus der Summe yon ben 
zwiſchen beiden PBunften hängenden Gewichten. 

Kennt man außer den Gerichten den Winfel x, und die Horigontalfpan- 
nung H, jo erhält man die Verticalfpannung am Ende A: 

V=H.tang.a, 
und demnad) die am Ende B: 
V. ⸗ (G4 6. 44 6) — P. 

Sind Hingegen die Neigungswinkel &, und &, an beiden Aufhängepunkten 
A und B belannt, fo ergeben fich die Horizontal» und Berticalfpannungen 
zugleich; es ift nämlid): 
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V.__ tang.o, 


V — tang. 191 ’ 
und daher: 
Vtang.a, 
v. — tang. 0 


Da man noch VY+H-YV, — Oi + G +--,bi 
tang.aı + tang.«, — un 
( tang. 0 ) n=Ahr% 

bat, jo folgt: 

_(&ı + Gs +--)tang.aı __ sin. 005.4, 
’r= tang.cı + tanı.c, (tt) sin. (ao + a 

_(dı+Gs tang. .. Ein. q. 008.0, 
= tang.cı + tung. .. Art) sin.(a, + @)' 
und hieraus: 


H=Vodtı.ca =V,ete.a,—=(dı + +) —— Head. 


sin.(a, + &,) 

Haben die beiden Seilenden einerlei Neigung, ift alfo «, — «a;, fo hat 
nun V=V, = En ——— dann trägt alſo das eine Ende 
A eben fo viel wie das andere Ende B. 

Diefe Formeln gelten natürlid) auch für jedes beliebige Paar Punkte 
oder Knoten des Seilpolygons, wenn man nur ftatt &ı + Gr + -- die 
Sunme der zwifchenhängenden Gewichte u. f. w. einfegt. Für die Vertical- 
ipannımgen der Seile, welche ein und daflelbe Gewicht y Wwiſchen ſich 
halten und die Neigungswinkel a und & 4 ı haben, iſt z. B _- 


SÄN. Ara 008. m+ı __ Gn 


„= — Gm sin. (& + mr) 1 + cotg. Um tang. Om+1 


und 
SÄN. Om + 1 008. A Em 
V. +17 Gm ————— ee — — . 

sin. (Om + Am+ı) 1 -+ tang. m cotꝗq. m +1 

Uebrigens gelten diefe Geſetze auch für durch Parallelfräfte angefpannte 
Seilpolygone überhaupt, wenn man ftatt der Berticalen die Kraftricätungen 
einführt. 

Beijpiel 1. Das Seilpolygon AK, K, Ks, B, Fig. 258, iſt durch drei Ges 
wichte G, = 20, GC, = 80 und G, = 16 Kilogramm, jowie durch die Horigons 
talfraft Z_ = 25 Kilogramm geipannt, man jucht die Arenfpannungen und 
Neigungswinkel der Seiten unter der Borausfegung, daß die Seilenden in A 
und B einerlei Neigung haben. Die Berticalfpannungen in beiden Enden find 
hier gleich, nämlid: 

v=-„-AtGt 0 FO TIE_ 33 Kilogramm, 


my 
= 
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die Berticalijpannung des zweiten Seilftüdes ift Dagegen: 
V. — V — 4 =33 — %0 = 13 Rilogramm, 
und die des dritten: 
Va — V. — Ge (oder G + G, — ) = 38 — 16 = 17 Kilogr.; 
Fig. 258. 





bie der zweiten und dritten Seilftüde aber durch: 


tang. a, = tang.a, — 2 = 1,52 — 20 = 0,52 und 


25 
G 16 
tang. a; = tang.a, — 7 = 182 — 5 = 0,68; 


e3 ift hiernach: 
a —= a, = 52051’, ag = 27028’ und «, —= 34° 13’; 
endlid find die Arenjpannungen: 
Ss =S,=VV7+ mM = V332 + 25° = Virli = 41,40 Rilogramm. 
S,=VYVY:+ M= V132 + 259? — V794 — 18,18 Kilogramm, und 
SS = Vvr+ m = Yı73 + 263 — 30,23 Kilogramm. 


Beiſpiel 2. Um eine geftohlene Kifte Q, Fig. 259 (a. f. S.), aufzubreden, 
befeftigt der Räuber Janos die Enden A und B eine Seile AKK,B an 
den Wehen zweier ſtarken Bäume, verbindet durch ein anderes Seil K,C den 
Deckel der Kifte mit demjelben und zieht, indem er ſich an dem erften Seil auf: 
hängt, daffelbe durch fein eigenes Gewicht & vertical abwärts. Iſt « der Nei- 
gungswintel de3 Seilttum® AK gegen den Horizont, fowie 4 die Abweichung 
BEK,P= SK,P ver Richtung des Seiltrums BK, von der Berticalen, jo hat 
man die Spannung des Seilflüds AK, 


KR=R=G cootg.a, 
und die Kraft, mit weldder das Gewicht F indirect den Dedel der Kifte zu heben 
fucht: — 
P=K,P=KR, cotꝗ. = KR cotg.ß = G cotg.a cotg.P. 


8. 161. 
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Bäre a = 4 — 10 Grad, jo würde hiernach 
P= (612 G = 322 6, 
alſo bei einem Gewichte des Räubers von G = 80 Kilogramm, 
P = 2576 Kilogramm betragen. - 


Big. 259. 


Die Parabel als Kettenlinie. Segen wir jegt voraus, daß das Seil 
ACB, ig. 260, durd) lauter gleiche, in gleichen Horizontalabftänden aufe 
gehängte Gewichte Ei, Gy, Gs u. f. w. gefpannt fei. Bezeichnen wir den 
Horigontalabftand AM zwiſchen dem Aufhängepunkte A und dem tiefften 
Bunfte C durd) d, fowie den Berticalabftand CM durch a; fegen wir ferner 
für einen anderen Punkt O des Seilpolygons die gleichliegenden Coordinaten 
oOoN=ywCN=z Iſt nun die Verticalfpannung in 4 — V, 


fo folgt die n O= 4 * 9, und daher für den Neigungswintel NOT 
= ROQ = 9 des Seilſtuckes OQ gegen den Horizont: 
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v 
um.9=7%.H 


wo H bie conftante Horizontalfpannung ausdrlidt. 


Es ift hiernach 
—= OR 95.3.7 
OR=0OR lang. p — R vw Ho 
Sig. 260. der Höhenabftand zweier benach⸗ 


Seen wir y der Reihe nad) OR, 
20 R, 30 Ru.f.w., fo giebt nun 
die legte Gleichung die entſprechen⸗ 
den Höhenabftände bes erften, zweis 
ten, dritten Eckpunktes u. |. w., von 
unten nach oben gezäßlt; und ads 
diren wir endlich alle diefe Werthe, 
deren Anzahl — m fein möge, jo 
erhalten wir die Höhe ON des Punktes O über dem Fußpunkte C. Es 
ift nämlich: — 
VOR — — — — 
2. . . —α.. Om 
7, ar rsretmen ia — 
der Theorie der aritimetifchen Reihen zufolge. 


Endlich OR— 2 gefegt, erhält man: 





ober, wen man filr den Neigungswinfel & des Seilendes A, 
tang. = 5 einfekt: 
rm + 1) y? tang.a 
— 2m3b 


Iſt die Zahl der Gewichte fehr groß, ſo kann m 4 1 == m angenoms 
menu werben, weshalb man erhält: | 


_V y) __ y? 
2*7 a 2009 % 


Für 2 = a iſt y = b, daher hat man aud): 





SWeilsbach' Lehrbub der Mechanit. J. 19 


barten Eckpunkte des Seilpolygons. 
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und hiernach einfacher: 

x __y? 

a »# 
welche Gleichung nur der Parabel zukommt. 

Wird alfo ein Übrigens gewichtslofes Seil durch unendlich viele gleiche, in 
gleichen Horizontalabftänden angreifende Gewichte gejpannt, jo geht das Seil» 
polygon in eine gemeine Parabel ber. 

Für den Neigungswinfel ꝙ hat man hiernad): 


ung 9 =. =ıy a=2y =, fie 


tan —— 
9. — b 


Die Subtangente für den Punkt O ift: 
NT=0ONtan.go—y == 22 —=2CN. 


Wären die Ketten und Hängeifen einer Kettenbrüde ABDF, fig. 261, 
gewichtslos, oder jehr leicht in Binficht auf das deshalb nur zu berüchſich⸗ 









Big. 261. 
| — M r 
| Al | Bel; 9 





— — 
— - — 





— — —— 2 — — — 


a, 
a: ET aa " 


tigende Gewicht der belafteten Brücke DEF, fo wiirde bie Kette ACB eine 
Barabel bilden. 


Anmerkung. Mit Hülfe der Momente gelangt man zur obigen Bleihung 
eines ſtark geipannten Kettenſtücks CM O, Fig. 262, auf folgende Weile. Man 
hat in Beziehung auf den Scheitel C defielben das Moment der Berticallraft 7 

Fig. 262 gleich dem der Horizontaltraft ZZ plus 
8. IR dem bes Gewichtes G von COMO, d. i. 
V.CD=H.CN+4G.CH, 
oder | 
Yy=Hxzx-+G.CM. 
Nun ift aber die Berticallraft Y gleich 
dem Gewichte G, und der Angriffa- 
punkt des legteren nahe der Mitte M 
von CO, aljo der Hebelarm von G, 
%ON= Yy au jegen, daher hat 
man auch 
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Gy = Hz + Y,Gy, ber Gy=2He. 
Wird das Gewiht G proportional der Ordinate y wachſend angenommen, 


jo ergiebt fich 


alſo & = yy gelegt, wobei y die Belaftung pro Rängeneinpeit von y bezeichnet, . 


yy?3 = 2He, daher x = yy 


2H 
Führt man endlich CB = a für x und BA =D für y en " erhält man 
‘= en und daher dur Divifion die obige Gleigung — — — =. ber Parabel. 


Beijpiel, Es fei die ganze Belaftung der Kettenbrüde in IR 21,G=2V 
— 320000 Pfund, die Spannweite AB, = 2b —= 150 Fuß, die Bogenhöhe, 
CM, = a = 186 Fuß; man fuht die Spannungen und übrigen Berhältnifie der 
Kette. Die Neigung a der Kettenenden gegen den Horizont ift beſtimmt durch die 
Hormel: 

2a 530 2 


I _ I 2 i — 21049. ° 
tang.a = _ nn”; > 0,4, e8 ift alfo dieſelbe « —= 21948, 


Die Verticaipannung an jedem Aufhängepunlte iſt: 
—= Gewicht = 160000 Pfund; 
Die Snrigontalipamun. und aljo au die im Scheitel C: 


H = 7 cotg.« ⸗ 16000 . em = 400000 Pfund, 
— die Geſammtſpannung an einem Ende: 


— v Vi F eotg.at = 16000 - Yı + ) 
— 160000 2 — 80000 ‚»= 450818 Pfund. 


Die Kettenlinie. Wirb ein an zwei Punkten aufgehängtes volllommen 
biegjames und unausdehnbares Seil, oder eine aus kurzen Gliedern beftehende 
Kette, durch das eigene Gewicht gejpannt, fo bildet die Are derjelben eine 
krumme Linie, die den Namen Kettenlinie (franz. chainette; engl. catenary) 
erhalten hat. Die unvolltommen elaftifchen und ausdehnbaren Schnitte, Seile, 
Bänder, Ketten u. |. w., wie fie um praftifchen Leben vorkommen, geben 
krumme Linien, welche ſich der Kettenlinie nıy annähern, meift aber als ſolche 
behandelt werden können. Nach dem Vorhergehenden ift die Horizontalfpannung 
der Kettenlinie an allen Punkten gleich ftark, dagegen die Berticaljpannung 
in einem Punkte gleich der Berticaljpannung im darüber befindlichen Auf 
hängepunkte minus Gewicht des darliber befindlichen Kettenſtückes. Da die 
Berticalfpannung im Scheitel, wo die Kettenlinie horizontal ift, ſich vernultt, 
alſo die Verticalfpannung im Aufhängepunfte gleich ift dem Gewichte der 
Kette vom Aufhängepunkte bis zum Scheitel, jo ift die Verticalfpannung an 
jeder Stelle auch gleich dem Gewichte des darunter befindlichen Seil- ober 
Kettenſtückes. 

Sind gleich lange Stücke der Kette gleich ſchwer, ſo entſteht die ſogenannte 
gemeine Kettenlinie, von welcher hier nur die Rede iſt. Wiegt ein Seil- 

19* 


8. 162. 
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oder Kettenftitd von 1 Dieter Ränge, y, und ift der den Coorbinaten CM— a 
And MA=b, Fig. 263, entiprefjenbe Bogen AOC = 1, jo hat man 
Sig. 268. das Gewicht des Kettenſtückes 


Ss ___G AOC, 






G= iv; 
ift dagegen bie Länge bes den 
B Goordinaten CN = x und 
NO = y angehörigen Bogens 
— 8, fo hat man filr das Ges 
wicht dieſes Bogens, V = 8Y. 
Setzen wir endlich die Länge 
eines gleichartigen Ketten⸗ 
T ſtuckes, deffen Gewicht gleich ift 
der Horigontalfpannung ZI, — e, fo haben wir noch H — ey, unb daher 
fiir die Neigungswinkel & und ꝙ in ben Punkten A und O: 


>} 


— ⸗ —612 
tang. « = tang. SAH = 7 ==; und 
tang.p = tang. NOT= 7 = == 


8. 169. Construction der Kettenlinie. Macht man die Horizontale CH, 
| Tig. 264, gleich ber Länge c des die Horizontalipannung meſſenden Kettens 
ſtückes und CE gleich der Länge I des Kettenbogens von ber einen Seite, fo 
befommt man, in Uebereinſtimmung mit 8. 159, in der Hypotenuſe GH bie 
Größe und die Richtung der Seilfpannung im Aufhängepunkte A, denn es ift: 

00 
tan. CHG = TyT zw 
—- Vc@ + CHR! — Vi? + c#, ober 
— —Ve + @.y=GH.y. 


Theilt man nun CE in glethe Theile und zieht von A nad) den Theil 
punkten 1, 2, 3 u. f. w. gerade Linien, jo geben diefe die Maße und Ric 
tungen der Spannungen derjenigen Punkte in der Kettenlinie an, welche man 
erhält, indem man die Länge des Settenbogens AC in ebenſo viel gleiche 
Theile teilt. So giebt 3. B. die Linie HK die Größe und Richtung der 
Spannung ober die Tangente im XTheilpunkte (P) des Bogen? APC an, 
weil in biefem Punkte die Berticalfpannung = CK. y ift, während bie 
Horizontaljpannung unverändert = c . y bleibt, alfo für diefen Punkt 
CK. __CK 

ev c0H 
ift, wie die Yigur auch wirklich giebt. 


tang.p = 
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Diefe Eigenthümlichkeit der Kettenlinie läßt ſich benugen, um biefe Curve 
annähernd zichtig mechanifch zu conftruiren. Nachdem man die gegebene 
Länge CE des zu conflruirenden Ketten 
finienbogens in ſehr viele gleiche Theile ge> 
theilt, die bie Horizontalfpannung mefjende 
Linie CH = c aufgetragen und die Trand« 
verjalen 71, 92, H3 u. ſ. w. gezogen hat, 
trage man auf CH einen Theil O1 als 
Ca des Kettenbogens auf, ziehe nım durch 
den erhaltenen Theilpunft (a) mit der Trans⸗ 
verfalen 71 eine Parallele und ſchneide von 
ihr wieber einen Theil ab — C1 ab, eben- 
jo ziehe man durch den erhaltenen Eckpunkt 
(d) eine Parallele zur Transverfalen 72 
und fehneide von ihr be —= C1 gleich einem 
Dogentheile ab; jest ziehe man durch ben 
neuen Endpunkt e eine Parallele zu 73, 
mache cd wieder gleich eınem Bogenftüd und fahre auf diefe Weiſe fort, bis 
man das Bolygon Cabedef erhält. Nun conftruire man ein anderes Polygon 
Caßydsp dadurch, daß man Ca parallel HI, @ß parallel H2, By 
parallel s u. ſ. w. lg und Cco=aß—=Byı.w,=(01=12 
— 23 n. ſ. w. macht. Führt man endlich durch die Mittelpunkte von am, 
bP,cy... Sp einen Zug CPA, fo erhält man in demſelben annähernd 
die gefuchte Kettenlinie. 

Durch Aufhängen einer feingeglieberten Kette an einer fenkrechten Wand 
laßt ſich für praktifche Bebitrfniffe oft genau genug eine Kettenlinie ebenfalls 
finden, welche gewiljen Bedingungen, 3. B. einer gegebenen Bogenweite umd 
Bogenhöhe, oder einer gegebenen Bogenweite und Bogenlänge u. |. w. entſpricht. 





Angenäherte Gleichung der Kettenlinie. In vielen Fällen; und 8. 164. 
namentlich auch bei Anwendungen in der Architektur und in dem Mafchinen- 
weien, ift die Horizontaljpannung der Kettenlinie fehr groß und deshalb ihre 
Bogenhöhe Klein gegen die Spannweite derfelben. Unter dieſer Borausfegung 
ermittelt fich eine Gleichung diefer Curve auf folgende Weiſe. 

Bezeichnet s die Länge, = die Abfciffe CN und y die Orbinate NO eines 
ſehr gebrlicten Bogens CO, Fig. 265 (a. f. ©.), fo können wir der beiges 
fügten Anmerkung zufolge, annähernd 


—— 
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baber bie Berticalfpannung in einem Punkte O eines niedrigen Kettenlinien- 


bogens: 
| z\ 
v= R + % (2) ] yY: 

und für den Tangentenwinfel TON — @ deſſelben: 

— io 2], 

bang. p == I: + 2/; () | c ſetzen. 
Fig. 265. 
A 


M B 
arm — 
Ö SEE 
16] 


T 


Theilen wir die Oxbinate y in m gleiche Theile, fo finden wir das einem 
ſolchen Theile OR entjprechende Stüd RQ = NUT ber Abfciffe x, indem 
wir ſetzen: 


— — BE, y 2\3 
RO = OR.tng. = OR-2lı+ 7%, @)] 
Da x Hein fein fol gegen 9, fo ift annähernd 2RQ = OR 2. Setzt 


man nun OR—= und ſucceſſiv für y die Werthe 2 >, 4 u. ſ. w., 
ſo belommi man nad) und nach fünmtliche Theile von =, deren Summe num 
=, ur+2434. m I = 


ift und wieder ber Gleichung ber Parabel entprict 
Gehen wir aber noch einen Schritt genauer, fegen wir in 


ml] 


ftatt © den letztgefundenen Werth 5 z ein, fo erhalten wir: 


— 5 .? — y’ 
mem. tl! = (yry.®). 
Nehmen wir nun wieder nad) einander y — E4 vn >y —u. ſ. w. an, und 


ſehen wir ſtatt OR ebenfalls I, fo finden wir nach und nad; ſammtliche 
Theile von © und hierans die Summe felbft: 


Aura mtl) artarst +] 
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Für eine fehr große Anzahl von Gliedern ift aber die Summe der natür- 
lichen Zahlen von 1 bis m, — = und die Summe ihrer Euben, — * 


4 
(j. „Ingenieur“, Seite 88); man hat demnach: 
—Y(4ı 1. 9 
655 4 ‚bi 
_ııy —_ ! .(! ] 
) =, ta” E + m. (2) ’ 
die Gleichung einer ſtark gefpannten Kettenlinie. 


Durch Umkehrung folgt: 


y* 4022? x3 
2 —  — — — — — — — | 
y? = 2c% 13a 72er a5 er 5°’ 


2 
2) y = \ 2c0 — 7. oder annähernd, 


x 
„= Vie (1-5; . 


Das Maß der Horizontalfpannung ergiebt fich ferner: 


— * —4. 
575 25 2a ya ıt 





daher: 





nett 
Der Tangentenwintel 9 wird beftimmt durch bie Formel | 
_ Il, 22, (eV ofı+%rG)] 
tang.p = c I + ?% (2) | = ef ri, —— 
BERG — 
0 mn — 
Hierzu ift endlich noch die Rectificationsformel: 
6) s—=y I: + 2%; ()] =y b + Ys (#)] zu ſetzen. 


Beiſpiele. 1) Füreine Spannweite 25 —= 16 Fuß und Bogenhöße a = 2% 
Fuß iſt die Länge der Kettenlinie: 


23=2[1+ 3 ($)]= 16 .[ı +3 (@)] 
= 16 + 16. 0,065 = 17,04 Fuß, 





rw 
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ferner die Länge des die Horizontalipannung mefienden Kettenſtückes: 
d2 a_ 64,5 — 
die Tengen des Aufhängewintelß: 
5.1 2258 

sang e= 11436) =: I+3@)]=-" 7 = 08. 
biernad) er Aufhängewintel jelbfl, « = 320 50°, 

2) Eine Kette von 10 Fuß Länge und 91/4, Fuß Spannweite bat die Bogenhöhe: 


_1/3 1/3 1-9) 94% _1/3 19 _ 1/57 
o= Vz 0-n3= V3 5R®R A=Y} 5=Va 


1,7812 = 1,835 Yuß, 
und dag Maß der Korigontafipannung: 
4,763 1,885 
=..43= St = 8678 Bub 


8) Wenn eine 80 Fuß lange und 8 Pfund ſchwere Schnur mit einer Kraft 


von 20 Pfund fo viel wie möglich Horizontal ausgejpannt wird, jo iſt die Ver⸗ 


ticalipannung: V=YG—4 Pfund 
die Horizontalkraft: an l 


H = VS? — Vi = V202 — 42 — 7884 — 19,596 Pfund, 
die Tangente des Aufhängewintels: 


v 4 
tang.p = HT 19,596 = 0,20412, 
der Wintel 9 ſelbſt = 11082’; ferner das Maß der Horizontalipannung: 
H 8 80 
e =; = H:9=75 # = 78,485 Buß, 


die Spannmeite: 


»=21[1-3-(2) ]=w.[ı-4- (18 5) | 9-00 = 20,702 545 
und die Bogenhöhe: 


= V330-9=V73 an er — V29,792..0,078 — 1,524 $uf. 


Anmerkung 1. Man findet aus dem Halbmeſſer CA=0B=(0D=r 
und der Ordinate AM = y eines Rreisbogens AB, Fig. 266, die Ordinate 
AN=BN = y, de halben Bogens AD = B D, wenn man jekt: 


TR 


ABB = AM Bm — AMi + (0B— CM! 
— AM +(05B- VO 20) —2C0Ai_304V 041 IMS 
d. i.: un ar — 
Es iR hiernach: 


Ve te=r y. 
Yyı = 2 L 


oder annähernd, wenn y Hein ift gegen r: 


[4 
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4IP=6-F- 2) 


= Ver) =3(+B) 


Durch wiederholte Anwendung diefer Formel findet man die Ordinate des 
Biertelbogens: 


Atı+ K)shlı+ Z)lırn-): 
mc Die des Aqhtelbogens: 


—4 60 + * — 2 2 (1 + &) (1 +Y- 2) (1+ or) 


= y Iı zn +4 +15): 
Da die Ordinaten jehr Heiner Bögen den Bögen gleichges 





Gig. 266, jet werden können, fo erhalten wir hiernad) den Bogen AB 
c annähernd: 
=syeylitl+ytn HH): 
oder genauer: 
=y(i + +4 +W ++) 
aber 14 HOW HH iſt (nal — 
4 M nieur“ Seite 82) = — 7, = "ar daher folgt: 


D 
.=(1+ 5 
oder wenn man flatt r die Abfciffe BHMH= x enführt, und ra = — y? jest: 
:=[1+9 (2) ] »- 
Diefe Formel ift nit bloß auf Kreisbögen, fondern auf auf alle gebrüdte 
Eurvenbögen anzuwenden. 


Unmertung 2. Vergleicht man die gefundene Gleichung 


Big. 267. a3 
D X B . 8 - 
mit der Gleichung 
y= 2 VY2axz — a? 


einer Ellipſe (j. ngenien® Geite 169), jo findet man: 


VE7 B -=cm I = Yr folglid 
C use m ba = eVE 


Es läßt RG alſo eine ſtark geipannte Keitenlinie ala ein Bogen ACB, 
Big. 267, einer Ellipfe anjehen, deren große Halbaren KO = a = Be und 


Kine halbare KD=KE=b=cV3 = aV% = 0877« if. 
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8. (165.) Gleichung der Kettenlinie. Die vollftändige Gleichung einer ge 


meinen Settenlinie läßt fich mitteld des Höheren Calculs auf folgende 


Weiſe finden. 
Nach 8. 162 ift fiir den Aufhängenintel TON = 9, 2, Fig. 268, welchen 
die Berührungslinie OT eines Punktes O der Kettenlinie ACB wit der 
Sig. 268. horizontalen Ordinate O_ N einfchließt, 
wenn der Bogen CO burdy s bes 
zeichnet und die Horizontalfpannung 
H = cy gelegt wird: 


tang.p — 


Nim ift aber ꝙ * glei dem 
Wintel OPR, welden ein Bogen- 
element OP = Os mit einem Ele 
mente PR = 9y der Orbinate 
NO = y einfdließt, und 





OR 0x 
tang. OPR= PR = dy’ 
da OR als ein Element 9x der Abfciffe CN — x anzufehen ift; demnach 
folgt: 
2 
02 _ =, ober I o, 


oy c' 02° =5 
Auch it 98? —= 9x? + Oy?, alfo Oy? —= 95? — 9x2, und baher: 
02 — 0 ee 
08° a 
Durch weitere Umformung ergiebt fidh: 
022 (s? + c?) = 3?9 32, oder 9x —= 
Setzt man s? + c? = uw, fo erhält man: 


2808 = Ode, und Or = ae = U, whQu; 


und durch Integration folgt nun $. 18 der analyt. Hülfslehren): 
= / whau—m1- "4 Const.— Va + Const. 


308 





* 
‚= Vs? + 02 + Const. y 
endlich, da z und 8 zugleich Null find, alfo 0 —= Ve? + Const, b. i. 
Const. = — c ift: 


) a=Ve+0@—o 


ſowie umgelehrt, 
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s—=V(iz + )? — a = V2cz + 9, md 


83 — 3 
e· 
Beiſpiel. Wenn eine 5 Meter lange und 15 Kilogramm ſchwere Kette ACB 
fo aufgehangen wird, daB die Bogenhöhe GM — 2 Meter beträgt, jo hat man 
y=%/ —= 3 Kilogramm, 





„IR BP -RM_, 
e= 777,077 8 
und daher die Horizontalſpannung: 


AÆ m cYy = 8 . 9% = 88/, Kilogramm. 


Sowie wir im vorigen Paragraphen durch Entfernung von 9y auf eine ($. 166.) 


Gleichung zwischen dem Bogen 3 und der Abfciffe geftoßen find, ebenfo kön⸗ 
nen wir num durch Eliminirung von 9x eine Gleichung zwifchen dem Bogen 
s und der Orbinate y ſuden Man ſetzt zu dieſem Zwecke in der Gleichung: 
— e a — 2 
= GE 08° — Oyı 
und erhält fo die Gleichung: 
se _ 0 — dp der Oy2 (92 N — 02982, al 
IT er 293  + A) oꝛdss alſo 
cos 


Neyara 


Dividirt man im Zähler und Nenner durch c und fekt r = v, [0 
erhält man: | 
ed (2 2) cv 


09= V+$ Yıra' 


und es fiefert num bie Formel XII. in $. 26 der analytiichen Hülfslehren 
das entfprechende Integral: 


me [me Tat (e + ViH met 
2) y—= ce. Log. nal. s tV® + ete), 


Setzt man in dieſer Formel s—= V2ca + z*, fo erhält man bie 
eigentlie Coorbinatengleihung der gemeinen Kettenlinie: 


‚fe+ 2 + YV2cx + « 
8) yo. Iog. nal. tet Vleete), 


800 . Dritter Abſchnitt. Biertes Capiel 8. 166. 
auch ift: 


4) y=c Log. nat. Et Im. nat. (12 =) 


Endlich folgt aber durch Umkehrung von 2. und 3.: 
5) s = u) . > und 


0 =[u (+) 1]. 


und es bezeichnet e die Grundzahl 2,71828 ... des natürlichen Logarith- 
menſyſtemes (ſ. $. 19 der analyt. Hülfslehren). 








Beilpiel. Zwei zufammengehörige Eoordinaten einer Kettenlinie find 2==2 
Buß und y = 3 Fuß, man fudt die Horizontaljpannung c diejer Curve? 
Annähernd ift nah Nro. 3 des Jeragzaphen 164: 


2 
= +:= 2743 = 28. 
Nah Nro. 8 dieſeß Paragraphen (166) ift aber genau: 
y= c In. (tet Beste ‚dt: 


8 = ein (+2 + Met +a+Me+t) 


Hierin c = 2,58 gelegt, befommt man den Fehler: 
f=3— 258 In. ae + BYE) _ 5 _ 238 Im. ce 
— 3 — 8,085 = — 0,085; 
nimmt man aber ce = 2,58 an, jo erhält man den fehler: 


4,53 + 2V 3,53 
. 8 — 253 In. (eat) 


= 8 — 3,002 = — 0,002. 
Um nun den wahren Werth von c zu finden, fegen wir nad einer belannten 
Regel (j. „Ingenieur”, Seite 76): 
e— 258 _f _ 2 


8,2876 


c— 2,53 A” * 17,6, 
auf dieſe Weiſe folgt: 165 ..c = 175. N 8. — 2,58 == 41,69, daher: 
41,69 __ 
c= 65 = 2,527 Fuß. 


Anmerkung 1. Verſchiebt man den Coordinatenanfangspunkt in der Axe 
CX, ig. 269, um CD = c zurüd, jo geht die Abfciffe CN = In: 
DN=KVO=s, =c+a 
über und die Bleihung: 
- ch 


u 
% 
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ſowie die Bleihung: 


y=e Log. nat. (tet Meets LIER:ER FF 
y= e Log. nat. (atta = Zi) übe | 


Auch ift das Flächenelement OK LP 

&dy=Va+cldy=cds, 
und daher der Flächenraum 

CDKO= F=/m2y =es, 
d. 1. glei einem Rechtecke CDQOR, deſſen 
Höbe DC = QB den fogenannten Baras 
meter ce und defien Länge CR= DQ 
die Länge 8 des Kettenbogens CO mißt. 
Es wird folglih das Ketten: oder Seils 
Rud CO vom Querjänitt A durd fein 
Gewicht E = Asy genau fo gebogen, 
wie durch daß Gewicht 

G=Fey= cesy 

einer Platte CD KO von der Dide 





Unmertung 2. Sehr einfach laſſen ih für die gemeine Rettenlinie s, 
&@ und y durch den Aufhängewinkel 9 ausbrüden; es ift nämlich nad) dem Bors 
Rebenden: 
s= c tang. Pe 8, ferner: 





c08. ꝙ 
ee (V — F 
y= c Log.nat. (tang.p + Vi + tang.g%) = c Log.nat. (ie tee), 


Mittels diefer Formeln kann man die Bogen und Eoordinatenlängen fir vers 
ſchiedene Neigungs- oder Aufhängewintel berechnen, und es läßt ſich hierzu Leicht 
eine swedmäßige Tabelle, wie im „Ingenieur S. 353, anfertigen. Hierbei hat 
man nur eine einzige Kettenlinie, am beften diejenige, bei welcher das Maß c der 
Sorigontaljpannung = Lift, zu Grunde zu legen; für eine andere Kettenlinie, 
welche der Horizontalipannung c entipriät, findet man dann s, x und y, indem 
man die durch Die Tabelle angegebenen Werthe von &, = und y mitc multiplicirt. 


Bäre tang.yp nit = =, fondern = 7 , jo hätte man eb mi der gemeinen 
Parabel zu thun, für mi 
s—= 2 |"? 4 In.tang. sc)! 


2 Lcos. F- 





_e _ € (sin. 9\? 
e=ztmg.g'=; c08. 9 


e sin. ꝙ 
ag 





y=ectmy.yp= 
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Gleichgewicht der Rolle. Geile, Riemen u. |. w. find aud die 
gewöhnlichften Mittel, wodurch Kräfte auf Rollen und Radwellen über 
tragen werben. Bon ben Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
hier noch das Allgemeinfte, jo viel es ohne Berldfihtigung der Reibung und 
Steifigfeit möglid) ift, entwidelt werben. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are drehbare 
treisförmige Scheibe ABC, Fig. 270 und Fig. 271, um deren Umfang 

Fig. 270. Sig. 271. 


A 
\ 


R — 


ein Seil liegt, deſſen Enden durch Kräfte P und Q angeſpannt werden. 
Bei einer feſten Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) iſt das Gehäufe oder 
Lager (franz. chape; engl. block), worin ihre Aren ober Zapfen ruhen, 
unbeweglich, bei einer loſen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) 
hingegen ift das Zapfengehäufe beweglich. 

Im Gfeichgewichtszuftande einer jeden Rolle find die Kräfte P und Q an 
den Seilenden gleich groß, denn jede Rolle ift ein gleiharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wenn man von der Are C Perpenditel CA und CB auf 
die Kräfte- oder Seilrichtungen DP und DQ fült. Auch ift Mar, daß die 
Kräfte P und Q bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nänilich vB, 
zurüdlegen, wenn r den Halbmefjer CA — CB und ß® den Umbrehungss 
winkel bezeichnet, und daß ſich auch hieraus auf bie Gleichheit zwifchen P 
und ſchließen läßt. Aus den Kräften P und Q entfpringt noch eine vom 
Zapfenlager aufzunehmende Mittelfraft OR — R, die von dem Winkel 
ADB= a, unter welchem die Seilrichtungen zuſammenſtoßen, abhängig 
ift und fi) als Diagonale des aus P und & zu conftruirenden Rhombus 
CP, RQıu 


R=2P 00. ergiebt 
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Dei der feiten Rolle, Fig. 270, wirkt bie zu bebende Laft oder der. zu $. 168. 


überwindende Wiberftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; es 
ift daher hier Kraft gleich Laft, und es bewirkt die Anwendung dieſer 
Rolle nichts weiter als eine Richtungsveränderung, weshalb man fie auch 
eine Zeitrolle (franz. poulie de renvoi, engl. guide pulley) nennt. Bei 
der lofen Rolle, Fig. 271, hingegen wirkt die Laſt RZ an dem hafenfürmigen 
Ende des Zapfenlagers, während das eine Seilende an einem unbeweglichen 
Gegenftande befeftigt ift; Hier ift alfo die Kraft 


r-— 





& 
2 cos. 3 


zu fegen. Bezeichnen wir die Sehne AMB, welche dem mit Seil bedeckten 
Bogen entipricht, durch a und den Halbmefler OA == CB, wie vorhin, 
durch r, fo ift: 

a—=23 AM—=2.CAc0s. CAM —=2CA c08. ADM — 2rcos,. 2, 





es läßt ſich daher - —_ | und ebenfo 
2 cos. 2 
P_r 
R a 


fegen. Diefem nach verhält ſich alfo bei der loſen Rolle die Kraft zur 
Laſt, wie der Halbmeffer der Rolle zur Sehne des Seilbogeng. 
HM 4 2r, bebedt aljo das Seil einen Halbfreis, Fig. 272, fo fällt 
Sig. 273. die Kraft am kleinſten, nämlich P = !/, R aus; 
ft a= r, alfo 60% von ber Rolle mit Seil bes 
deckt, fo hat man P = R. Je kleiner nun a aus⸗ 
fällt, defto größer wird P, und für ein unendlich 
Heines a, d. h. für eine umendlich Feine Seilbe⸗ 
deckung ift die Kraft P unendlich groß. Bei den 
Wegen tritt ein umgefehrtes Verhältniß ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege von R 
entipricht, jo bat man Ps = Rh, daher: 
s a 


Die loſe Rolle ift alfo ein Mittel zur Kraftver- 
änderung, weshalb fie aud) die Kraftrolle genanft 
wird; es läßt fich durch diefelbe 3.9. eine gegebene 
Laft durch eine Fleinere Kraft heben; in dem Vers 
hältniffe aber, in welchem man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 
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Um das Berhältniß 2 der Kraft zur Laſt auf ein Drittel herabzuziehen, 


führt man das Seil einer Iofen Rolle AB, Fig. 273, über eine Leitrolle F 

Fig. 274. und befeftigt das eine 
Ende deffelben an dem 
Bügel oder Kloben DE, 
woran auch bie Laft R 
hängt. Es wird dann 
die Laft R fammt dem 
Gewichte Eder armirten 
Rolle dur drei Seile 
getragen, wovon jedes 
mit der- Kraft 

= R @ 


gefpannt ift. Führt man 
das Seil noch über eine 
zweite Leittolle HI, fo 
Tann bie belaftete loſe 
Rolle auch durch eine 
abwärts ziehende Kraft 
?P=g-& 4 4 
‚gehoben werben. 


Beifpiel Die Kraft 
EP =D, mit weder 
ein Mann an einem über 
eine Zeitrole AB, Big. 
274, weggeführten Seile 
abwärtszieht, wird durch 
die Rolle in eine aufs 
wörtögericitete Kraft P, 
verwandelt, welde das 
Tritibrett FH empors 
sieht. Da nun dem Prins 
cipe der Gleichheit der Wir« 
fung und Gegenwirfung 
sufolge, der Mann durch eine Gegenkraft P emporgegogen wird, fo ift die aus 
P, und P= P, hervorgehende Mitieltraft R, welde dem Gewichte G des 
Mannes das Gleichgewicht Hält. 

Bezeiäänet « ben Winkel CE A= CEB, um welchen die Richtungen der Seile 
enden bon der verticalen Schwerlinie OS des Mannes abweichen, fo läßt fich jegen: 
G=R=2P.cos. eo, 
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daher umgekehrt die Muslelkraft, durch welche fi der Menſch mittels dieſes 
Medanismus emporhebt, P= Zoosa’ oder nahe = Y,@, d.1. gleich der Hälfte 


feines eigenen Gewichts, wenn « Hein ift, alſo die Seilrichtungen von ber Bers 
ticalen nur wenig abweiden. 





Anmerkung. Bon der Zufammenfegung der Rollen zu Rollens und Flaſchen⸗ 
zügen, ſowie von dem Einfluffe der Reibung und des Steifigleitswiderſtandes auf 
das Gleichgewicht der Rollen iſt im dritten Bande hie Rebe. 


Radwelle. Die Radwelle (franz. roue sur l’arbre; engl. wheeland $. 169. 


axle) ift eine fefte, um eine gemeinfchaftliche Are drehbare Verbindung, 

8a. 27. ABFE, Fig 275, von 

zwei feften Rollen ober Ru- 

bern. Das Meinere von dies 

fen Rädern heißt Welle 

(franz. arbre; engl. axle), 

das größere aber Rab 

(franz. roue; engl. wheel). 

Die rımden Enden E und 

F, womit dieſe Mafchine 

aufruht, heißen Zapfen 

(franz. tourillons; engl. 

trunnions). Die Umbre- 

hungsare einer Radwelle ift 

entweber Horizontal, oder 

vertical, ober fhief. Hier 

fol zunädft nur von der⸗ 

jenigen Radwelle bie Rebe fein, weldje fid um eine horizontale Are dreht; 

auch wollen wir hier vorausfegen, daß bie Kräfte P und Q ober die Kraft 

P und bie Laft Q am den Enden vollkommen biegfamer Geile wirken, 

welche umz die Umfänge des Rades und der Welle gelegt find. Die zu 

beantwortenden Fragen find: in welchem Berhältniffe ſtehen Kraft P und 

Laſt Q zu einander, und welche Drüde Haben bie Zapfenlager- bei Z unb 
F aufpmehmen? 

Denkt man fi in dem Punkte C, wo bie Umbrehungsebene der Kraft P 
die Age EF der Maſchine ſchneidet, noch zwei Gegenkräfte + P und — P 
wirffem, welde der in A angreifenden Umdrehungskraft gleich und ihr 
parallel gerichtet find, fo erhält man aus der Zuſammenſetzung biefer 
drei Kräfte eine Apenkraft OP — P und ein Stäftepaar (P, — P), 
defien Moment = P. CA = Pa ifl, wenn a ben Hebelarm der Kraft 
AP — P, ober den Halbmeſſer CA des Rabes bezeichnet; und denfen wir 

Seiebaqs Lehrdud der Redanit. L 20 


1 
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uns gleihfalls im Punkte D, wo bie Umbrehungsebene der Laſt Q von der 

Ue EF geinitten wird, bie Gegenkräfte Q und — Q angebradit, fo er» 

halten wir auch noch eine Arenkraft DR- Q und ein Kräftepaar (Q, —Q), 

deffen Moment = Q . DB — Qb ift, wenn d den Hebelarm der in B 
angreifenden Laft Q ober den Halbmeſſer DB der Welle bezeichnet. 

Da die Agenkräfte OP — P und DI — Q von ber Are aufgenommen 

werden, und folglich gar Teinen Einfluß auf bie Umdrehung der Maſchine 

Big. 276 ausüben, fo ift zur Herftel- 

Eu mg des Gleichgewichts 

nöthig, daß bie beiben in 

‚parallelen Ebenen wirkenden 

Kräftepaare (P, — P) und 

(@, — Q) (vergl. $. 96) 


gleiche Momente haben, daß 
alfo 
Pa=gb, 
ober 
2_» 
Ta 
iſt 


Es iſt alſo bei jeder 

beliebig langen Rad» 

” welle, wie bei jedem 

Hebel, im Gleichge—⸗ 

widtszuftande, das Moment Pa der Kraft glei) dem Momente 

Qb der Laſt, oder das Berhältnig der Kraft zur Laſt glei dem 
des Laftarmes zu dem Kraftarme. 

Wirken mehr als zwei Kräfte an einer Radwelle, fo ift natürlich auch die 
Summe der Momente der Kräfte, welche nad} der einen Umdrehungsrichtung 
twirfen, gleich, der Summe der Momente der Kräfte in der anderen Umbres 
Sungsrichtung zu fegen. 


8.170. Die Arenfräfte OP — P und DO — laſſen ſich nur noch in die 
Verticalkeäfte OP, = Pı und DI, — Q,, und in die Horigontalkrufte 
CP, = P, und DO, — Qs zerlegen; es geben nun bie erfteren Kräfte 
in Bereinigung mit dem im Schwerpunkte S ber Mafchine angreifenden 
Gewichte & der Mafchine den gefammten verticalen Zapfendbrud, d. i: 

NY+Rr=PA+aA+G 
während aus den Horigontalfräften P, und Q; feitliche Zapfendrüde ZI, und 
By hervorgehen. Bezeichnet a den Neigungswintel POP, der Richtung ber 





zT) 
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Kraft P gegen den Horizont, und 4 den Neigungswinfel QDQs ber Laſt, fo 
hat man: 
Pı=Psin.a und P, = P cos. «, fowie 


= tn und C.3 cos. ßB. 
Iſt ferner 7 die ganze Arenlänge EF, d der Abſtand CE, e ber Abſtand 
DE und s der Abftand SE der Arenpunkte CO, D und 8 von dem einen 
Arenende E, fo hat man ber Theorie bes Hebel ($. 139) zufolge: 
1) Wenn man E als Stutzpunkt des von den Kräften P,, Qı und @ 
ergriffenen Hebels Z.F anfieht: 
».EF=P.EC++QA.ED+G.ES» i: 
VyYl!=Pd+tQe+Gs 
wonach ſich der Berticaldrud: 
Pıd+ Qe+Gs 
n = —_—7 


ergiebt, und 
2) wenn man F als Stügpumft des gebachten Hebels behandelt: 
.FE=P.FCHQA.FD+G.FS bi: 
N!=ACl—-— AR -d+aAU— 9), 
jo daß der Berticaldrud: 
—Al-9trat-9r qÜ— 3 


folgt. | 

Die Horizontaldrüde ZU, umb F, ergeben ſich aus den Horizontalfräften 
Ps und Qs wie folgt. | 

1) Wenn man E als Stüutzpunkt des von P, und Q, ergriffenen Hebels 
EF annimmt, und hiernach 

H,.EF=Q.ED—PB.EG».i.: 
| B;! = Q, e — P,d 

fest, folgt der Horigontaldrud: 


2) wenn man F als Stitgpunft behandelt: 
H.FE=PDB.FC—Q.FD».t: 
HtY=PBRÜ—d)— Q(l — e) 

ergiebt fich der Horigontaldrud: 
m Al-D-a0-ı. 


‚und 
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Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes erhält man nun die ges 
ſammten Dritde R, und R, an den Zapfen E und F, ımd zwar: 


- VR+EmR=Vr+ HE 
Sind endlich noch d, und d, die Winkel AREH, md R,FH, um 
welche diefe Drücke von dem Horizonte abweichen, fo hat man: 


bang. = tan =D 
2 


Beifpiel. Die Laft Q einer Radiwelle AB, Fig. 276, zieht mit 865 Pfund 
fentrecht nieder; der Halbmeſſer des Rades ift a — 1%, Buß: der Halbmefler der 
Welle, d == %, Fuß; daß Gewicht der leeren Radwelle beträgt 200 Pfund; der 
Schwerpunkt derjelben fteht von dem Zapfenlager E um a = 1%, Buß ab, das 
Radmittel if um d = %/, Fuß von diefem Zapfen Z und die Berticalebene, in 
welcher die Laft wirkt, ift um e = 2 Fuß von demjelben entfernt, während die 
ganze Arenlänge EF — I = 4Zuß beiträgt; wenn nun die zur Herftellung des 
Gleichgewichts nöthige Kraft Pam Rade, unter einem Winkel « von 50 Grad vom 
Horizonte abweichend, nieberzieht, wie groß wird diefelbe ausfallen und welches werden 
die Zapfendrücke jein? Es it Q = 365, 4 = MP, folglich Q, = Q in. =Q 
und Os = Q cos. 8 = 0, ferner P unbelannt und « = 50°, daher Pk, = P 
sin.a —= 0,7660. P und P, = P cos.a = 0,6428.P. Mittels der Hebelarme 
«= 1%, =, ud db= %,, beftimntt fi die Kraft: 


P= 2 g=%,. 365 = 156,4 Pf, P, = 1198 und P, = 100,5 Pb. 


Weil ferner I=4,d=Y, e — 2 we =d% iſt, ſo folgt —d= 1), 
Ii—e=2ımdI — s—= 5%. Run ergiebt fi 

1) Sür den Zapfen F': 
der Berticaldrud 


. 8 8 
1198. JH 805.240. "a — 980,0 Pfund, 


und der Hortzontaldrud: 
H= 100,5 . AZ 0.2 _ 18,8 Pfund, 
folglih der Mitteldrud: 
 Ra= VV5 + H5 = V2802 + 18,89 = 280,6 Pfund, 
und für defien Neigung d, gegen den Horizont: | 
tang.d, = Ta Log.tang.dg = 1,17800, aljo d, = 869,5. 
2) Für den Zapfen E: 


18 B 
198. 4306. 2 +20. a — 4048 Bund, 


H = 
folglich F Mitteldruck: 


—= YV: + HS = V49482 + 81,93 = 413,0 Pfund, 
und für *7 Neigung d, gegen den Horizont: 


100,5. 1%, — 0 
De. a — 81,7 Pfund, 


8.171.] Die Wiberflände der Reibung und Steifigkeit zc. 809 
tang.d, = ar m 
Uebrigens ift jehr richtig: 
9, +9, = 280 + 4048 = 648 = P, + Qı + 6, und ebenſo 
A +, =8,7+18=105=P, + Q.- 


Log. tang. d, = 0,69502, d, = 7808. 


Tünftes Capitel, 


Die Widerftände der Reibung und Steifigkeit 
der Seile, 


Widerstand der . Reibung. Wir haben feither angenommen (8.142), 8. 17 1. 
daß zwei Körper nur durch Kräfte auf einander wirken können, welche win⸗ 
kelrecht gegen ihre gemeinfchaftliche Berlihrungsebene gerichtet find. Wären 
dieſe Körper volllommen ftarr und ihre Oberflächen an den Stellen der Berith- 
rung volltommen mathematifche, d. 5. auch nicht von den Heinften ungeſetz⸗ 
“ mäßigen Erhabenheiten und Vertiefungen unterbrochen, fo wurde diefes Geſetz 
auch durch die Erfahrung volllommen beftätigt werden; weil aber jeder mate- 
rielle Körper einen gewiſſen Grad von Elafticität, oder nach Befinden Weichheit, 
befist, und weil die Oberfläche eines jeden Körpers, felbft wenn diefelbe polirt 
oder in hohem Grade geglättet ift, noch Heine Erhöhungen und Vertiefungen 
hat und in Folge der Porofität der Materie kein Continuum bildet, fo findet 
bei der gegenfeitigen Wirkung zweier ſich berührenden Körper aud) immer ein 
gegenfeitiges Eindrücken und Eingreifen der Theile an der Berührungsſtelle 
ftatt, wodurch fi) ein Zuſammenhang zwifchen beiden Körpern bildet, der 
nur durch eine befondere Kraft, deren Richtung in die Berihrungsebene felbft 
fällt, aufgehoben werden kann. 

Diefer, durch) das Eindringen und Ineinandergreifen der fich berührenden 
Körper hervorgebrachte Zuſammenhang und der daraus entfpringende, in der 
Berührungsebene wirkende Widerfland ift es, welcher den Namen Reibung 
(franz. frottement; engl. frietion) erhalten hat. Die Reibung tritt bei ber 
Bewegung der Körper als eine paffive Kraft ober ald Widerſtand (Rei⸗ 
bungswiderjtand) auf, weil fie nur Bewegungen verhindert oder hemmt, die 
felben aber nie erzeugt ober befördert. Sie läßt ſich bei Unterfuchungen in 
der Mechanik als eine Kraft einführen, die jeder Bewegung, deren Richtung 
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in die Ebene der Berührung beider Körper fällt, entgegenwirkt. Im welcher 
Richtung man auch einen auf einer horizontalen oder geneigten Ebene ruhen⸗ 
den Körper fortbetvegt, immer wird die Heibung in der Richtung der Bewe⸗ 
gung entgegenwirken, fie wird 3. DB. dem Hinabfinfen auf der fchiefen Ebene 
ebenjo viel hinderlich fein ald dem Hinaufgleiten auf berjelben. Bei einem 
im Öfeichgewichtszuftande befindlichen Kräftefufteme erzeugt der Heinfte Zuſatz 
an Kraft Bewegung, fo lange die Reibung außer Spiel bleibt; influirt aber 
diefelbe, fo ift zur Störung des Gleichgewichtes ein größerer, von der Reis 
bung abhängiger. Zuſatz an Kraft nöthig. 


Während ber Ueberwindung der Reibung werben die in Berührung gekom⸗ 
menen Theile zufammengedrücdt, die vorftehenden Theile umgebogen, nad) Bes 
finden abgeriffen, abgebrochen u. |. w. Es hängt deshalb die Keibung nicht 
nur von der Rauhigkeit oder Glätte der reibenben Flächen, fondern auch von 
der materiellen Bejchaffenheit der Körper jelbft ab. Härtere Metalle geben 
3. B. meift weniger Reibung als weichere. Uebrigens Iaffen fich über bie 
Abhängigkeit der Reibung von den natitrlichen Eigenfchaften der Körper 
a priori feine allgemeinen Regeln aufftellen; es ift vielmehr nöthig, mit Kör⸗ 
pern von verjchiedenen Materien Keibungsverfuche anzuftellen, um hiernad) die 
unter anderen Berhältniffen ftattfindenden Reibungen zwiſchen Körpern von 
denſelben Materien ermitteln zu können. 

Einen beſonderen Einfluß auf die Reibung und auf das daraus hervorge⸗ 
hende Abreiben und Abnutzen der ſich berührenden Körper üben die Schmie— 
ren (franz. les enduits; engl. the ungents) aus, mit denen man die ſich 
treibenden Flächen beftreicht. Durch die ganz= oder Halbflüffigen Schmiermit- 
tel, wie Del, Unfchlitt, Wett, Seife u. |. w., werden bie Poren der Körper 
ausgefüllt und andere Kaupeiten vermindert, und wirb überhaupt das tiefere 
Eindringen ber Körper in einander verhindert, weshalb fie meift eine bedeu⸗ 
tende Verminderung der dteibung berbeiflihren. 

Uebrigens iſt die Reibung nicht mit der Adhäſion, d. h. mit demjenigen 
Zuſammenhängen zweier Körper zu verwechſeln, welches eintritt, wenn Kör⸗ 
per in vielen Punkten in Berührung kommen, ohne daß ein gegenſeitiger Druck 
ftattfindet. Die Adhäſion wächſt mit der Größe der Berlihrungsfläche und 
ift vom Drude unabhängig, während bei der Reibung das Gegentheil ftatt 
hat. Bei Heinen Preffungen tritt fie in Beziehung auf die Reibung bedeu- 
tend hervor; find aber die Preffungen groß, fo ift fie nur ein Kleiner Theil 
der Reibung und in der Hegel ganz zu vernadhläffigen. Schmieren, wie über⸗ 
haupt alle flüffigen Körper, vermehren die Adhäfion, weil fie eine größere 
Anzahl von Berührungspunften herftellen. 


8. 173. Beibungsarten. Man unterjcheidet zwei Arten der Reibung von ein 


ander, nämlich die gleitende und rollende oderwälzende. Die gleitende 
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Reibung (fram. f. de glissement; engl. f. of sliding) ift derjenige Rei⸗ 
bungswiderftand, welcher fich herausftellt, wenn ſich ein Körper gleitend, d. h. 
fo bewegt, daß alle Punkte defielben parallele . Linien befchreiben. “Die 
rollende oder wälzende Reibung (franz. f. de roulement; engl. f. of 
rolling) Hingegen ift derjenige Widerftand, welcher beim Wälzen, d. h. bei 
derjenigen Bewegung eines Körpers entfteht, wo fich jeder Punkt progreſſiv 
und drehend zugleich bewegt und der Berührungspunkt auf dem bewegten 
Körper einen eben ſo großen Weg zurücklegt als auf dem ruhenden Körper. 
Ein gegen die Ebene HR ſich ftügender Körper M, Fig 277, geht z. B. 


Gig. 277. Gig. 278. 





gleitend über bie Ebene hin und hat fomit gleitende Reibung zu Uberwinden, 
wenn alle Punkte deffelben, wie A, B, C u. ſ. w., die parallelen Wege AA,, 
BB, CC, u.f.w. zurücklegen und deshalb immer nur diefelben Punkte des 
bewegten Körpers mit anderen ber Unterlage in Berlihrung kommen. Der 
Körper M, Fig. 278, rollt ober wälzt fi) dagegen auf der Ebene HR und 
bat dabei wälzende Reibung zu überwinden, wenn fich die Bunfte A, Bu.f. w. 
feiner Oberfläche in Trochoiden, d. t. fo bewegen, daß der Weg AEB, 
— dem Wege ADB — Ai Di Bı, ebenfo der Weg AE —= = bem Wege 
AD, dr Weg BE= Bi Di u. |. w. if. 

Eine befonbere Art der gleitenden Reibung ift die Aren- oder Zapfen- 
reibung, weldye entfteht, wenn ſich ein chlindrifcher Zapfen in feinem 
Lager herumdreht. Dan unterfcheivet aber zweierlei Zapfen, liegende und 
ftehende. Der liegende Zapfen (franz. tourillon; engl. axle, auch 
gudgeon) reibt fih an feinem Umfange oder Mantel, indem nad) und nad) 
gewiffe Punkte defielben immer mit benjelben Punkten des Lagers oder ber 
Pfanne in Berührung kommen. Der flehende Zapfen (franz. und engl. 
pivot) Hingegen drückt mit feiner Freisförmigen Baſis gegen das Lager, wäh⸗ 
end die Punkte der legteren in concentrifchen Kreifen herumgehen. 

Defondere Reibungen entftehen noch, wenn ein Körper iiber einer Schneibe 
ofeillirt, wie 3. B. beim Wagebalken, oder wenn ein fchrwingender Körper in 
einer Spite aufliegt, wie 3. B. die Magnetnadel. 

Ferner ift die Reibung einzutheilen in unmittelbare Reibung (franz. 
f. immediat; engl. immediate f.) und in mittelbare Reibung (franz. 
f. mediat; engl. mediate £.). Dei jener find bie fich reibenden Körper in 
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unmittelbarer Berührung; bei diefer find fie Hingegen durch Schmieren, 3.2. 
durch eine dünne Delichicht .u. |. w. von einander getrennt. ' 
Endlich unterfcheidet man noch die Reibung der Ruhe (franz. f. de 
répos; engl. f. of quiescence), welche zu überwinden ift, wenn ein ruhender 
Körper in Bewegung gefegt wird, von Reibung der Bewegung (franz. f. 
de mouvement; engl. £.of motion), welche fich der Fortſetzung einer Bewe⸗ 
gung entgegenjeht. 


Reibungsgesetze. Die allgemeinen Geſetze, welchen die Reibung unter» 
worfen ift, find folgende: 

1) Die Reibung ift proportional dem Normaldrude zwiſchen den 
fich reibenden Körpern. Wenn man einen Körper jegt noch einmal jo ftarf 
gegen feine Unterlage drüdt als vorher, fo fällt die Reibung aud) noch eins 
mal fo groß aus; der dreifache Drud giebt auch eine dreifache Reibung u. |. w. 
Wenn diefes Geſetz hei Heinen Drüden Abweichungen von den Beobadjtun- 
gen giebt, jo hat man diefe dem hier verhältnigmäßig größeren Einflufje der 
Abhäfion beizumefien. 

2) Die Reibung ift unabhängig von der Größe der Reibungs- ober 
Derührungsfläkhen. Je größer die Reibungsflächen find, defto größer ift 
zwar bie Zahl der fich reibenden Theile, allein defto Heiner ift auch der Drud 
und deshalb auch die Reibung eines jeden Theiles; die Summe der Reibun- 


‚gen aller Theile ift deshalb bei einer größeren Fläche biefelbe wie bei einer 


Heineren, infofern der Drud und die übrigen Verhältniffe diefelben find. 
Sind die Seitenflächen eines parallelepipedifhen Ziegelfteines von gleicher 
materieller Befchaffenheit, fo ift die Kraft zum Fortſchieben deſſelben auf 
einer horizontalen Ebene diefelbe, man mag ihn mit ber Heinften ober mit der 
mittleren oder mit ber größten Seitenfläche aufruhen laſſen. Nur bei fehr 
großen Seitenflächen und Kleinen Drücden fcheint diefe Regel in Folge des 
Einfluffes der Adhäſion eine Ausnahme zu erleiden. 


3) Die Reibung der Ruhe ift zwar meift größer al die ber Bewegung, 
fegtere aber ift von ber Gefchwindigfeit nicht abhängig; fie ift bei großen Ge⸗ 
ſchwindigkeiten diefelbe wie bei Heinen Gefchwindigfeiten. 

4) Die Reibung eingejchmierter Flächen (mittelbare Reibung) ift in ber 
Negel Heiner als bie uneingefchmierter Flächen (unmittelbare Reibung), 
und hängt weniger von den ſich reibenden Körpern als von der Schmiere 
jelbft ab. 

5) Die brehende oder Zapfenreibung ift Kleiner als die gemeine gleitende 
oder fchiebende Reibung; die wälzende Reibung zwiſchen glatten Flächen ift 
in den meiften Fällen jo Hein, daß fie in Rüdficht auf die gleitende Reibung 
nicht in Betracht zu ziehen ift. 
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Anmertung. Die vorſtehenden Regeln gelten ſtreng nur dann, wenn ber 
Bapfendrud auf die Flächeneinheit ein mittlerer ift, und wenn die Umfangsgeſchwin⸗ 
digkeit des Zapfens gewiſſe Grenzen nicht überſchreitet. Dieſer mittlere Druck auf 
den Quadratzoll iſt etwa 250 bis 500 Pfund, und die mittlere Umfangsgeſchwin⸗ 
digkeit 2 bis 10 Zoll. Bei viel kleineren Drücken bildet die Adhäſion einen anſehn⸗ 
lichen Theil des Widerſtandes, welcher dann auch bon der Größe der Reibungsfläde 
mit abhängt, und bei jeher großen Drüden und Geſchwindigkeiten findet eine fo 
große Wärmeentwidelung flatt, daß die Schmiere ſchnell verdampft, und der Zapfen 
fowie dag Lager defielben der Zerftörung entgegeneilt. Lafien fi große Geſchwin⸗ 
digleiten nicht umgehen, wie 3. B. bei Eifenbahnwagen, XZurbinen u. f. w., jo 
muß man der Erhigung der Zapfen durch Vergrößerung der Reibungsfläde, d. i. 
durch größere Stärke und Länge der Zapfen, entgegenwirken. 


* Der Reibungscoeffient. Ein auf einer horizontalen Ebene HR, $. 175. 
Fig. 279, ruhender Körper 40 werde durch eine ganz oder nahe in bie 
Fig. 279. Berührungsflihe AR zwiſchen 

beiden Körpern fallende Kraft P 
gleihförmig oder jo langſam fort» 
getrieben, daß hierbei nicht allein 
das Gewicht, fondern auch bie 
Trägheit des Körpers außer Acht 
gelaffen werden Tann. Derſelbe 
drüde gegen feine Unterlage ein 
Mal mit der Kraft N und er 
fordere zum ortziehen, d. h. zur 
Ueberwindung feiner Reibung F’ 
die Kraft P, fowie ein zweites Mal mit der Kraft N}, wobei zur Herftellung 
des Gleichgewichts mit der Reibung F, dann die Kraft P, nothwendig if. 
Nach dem Borigen ift nım: 

P_F_N 

PR AM N 





und daher 
F=_—.N. 
Hat man durd) einen Verſuch die einem gewiſſen Drude N, entiprechende 
Reibung Fi, gefunden, jo findet man hiernady, wenn die fich reibenden Kör⸗ 


per und die übrigen Umftände biefelben find, die einem anderen Drude 
N entfprechende Reibung F, indem man diefen Drud durch das 


Berhältniß (7) zwifchenben der erſten Beobachtung entſprechen⸗ 
| 


den Werthen Fi und N, multiplicirt. 
Diefes Verhältnig der Reibung zum Drude ober die Reibung flir den 
Drud — Eins, 3. B. 1 Kilogramm oder Pfund, Heißt der Reibungs- 
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coefficient (franz. coöfficient du frottement; engl. coefficient of frietion) 

und fol in der Folge immer vu p ausgebriidt werben, weshalb ra allgemein 
=9.N 

fegen Laßt. 

Der Neibimgscoefficient R bei verſchiedenen Materien und verſchie⸗ 
denen Zuſtänden der Reibung verſchieden und inuß deshalb durch 
beſonders hierzu angeſtellte Verſuche ermittelt werden. 

Wenn die der Reibung das Gleichgewicht zu haltende Kraft P nicht in 
der Berührungsebene felbft, fondern in einem gewiſſen Abftande von derfelben 
wirkt, fo vereinigt fich diefe Kraft mit dem Normalbrude N zu einer Mittels 
kraft R, welde nur dann den Körper 40 auf der Unterlage, gleitend fort« 
bewegt, wenn fie durch einen Punkt Z, Fig. 280, innerhalb der Baſis oder 

. gemeiaſchaftlichen Berührungss 

Big. 200. fläche CD beider Körper hin⸗ 

durchgeht. Bezeichnet a den Ab⸗ 

ftand CK der Kraft P, fowie 

e den Abftand CH der Kraft N 

von ber äuferften Kante C des 

Körpers, fo bedingt dieſe For⸗ 

derung, daß das Moment Pa 

Heiner als das Moment Ne fei 

N (vergl. 8. 146). Wäre Pa—Ne, 

fo würde die Mittelfraft A durd) 

die gedachte Kante C gehen und der Körper bie Grenze feiner Stabilität 
erreicht Haben, fiele endlich Pa> Ne aus, fo wilde die Mittelfraft R 
außerhalb C fallen, folglich der Körper ohne Stabilität fein. Im erften Falle 
Täßt ſich annehmen, daß der Körper A C im Punkte Emit der Kraft N —=N 
auf die Unterlage drüde und daß der Reibung durch die Kraft P, — P das 
Gleichgewicht zu Halten und folglich ebenfalls P— F— PN zu fegen fei. 

Wird der Körper AC um den Weg s auf ber. Unterlage fortgezogen, fo 
hat man die Arbeit F’s zu verrichten; es ift alfo die von der Reibung bes 
anſpruchte mehanifhe Arbeit P Ns gleich dem Producte aus Reibungs- 
coefficient, Normaldrud und Weg auf der Berlihrungsebene. Iſt die Unterlage 
ebenfalls beweglich, jo hat man unter s — sı — 3, ben relativen Weg des 
Körpers zu verftehen und es ift dann Fs — P Ns die Arbeit der Reibung 
fite beide Körper zufammengenommen. Der ſchneller gehende Körper nimmt 
beim Durdjlaufen des Weges 5 die Arbeit 9 Ns, in Anſpruch und der lange 
famer gehende Körper gewinnt bei Zurüdiegung des Weges s, durch die Reis 
bung die Arbeit 9 Ns,; es ift alfo der durch die Reibung zwiſchen beiden 
Körpern entftehende Arbeitsverluft: 

PMS. -YNs=YyN (4 —a)=pNe 
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Beifpiele. 1) Wenn bei einem Drude von 260 Kilogramm die Reibung 
91 Kilogramm beträgt, jo ift der eniſprechende Reibungscoefficient 9 — ago 
= 7% = 0,85. 2) Um einen 500 Pfund ſchweren Schlitten auf einer horizon⸗ 
talen und jehr glatten Schneebahn fortzugiehen, ift bei dem Reibungscoefficienten 
9 = 0% die nöthige Kraft F = 0,94 . 500 = 20 Pfund. 8) Menn der 
Neibungscoefficient einer auf dem Straßenpflafter fortgegogenen Schleife 0,45 und 
die Belaftung dieſer Schleife 300 Kilogramm beträgt, fo ift, um dieſe Schleife 280 
Meter fortzugiehen, die mechaniſche Arbeit yNs — 0,45 . 300 . 230 = 37800 
Meterkilogramm erforderlid. 


Der Reibungswinkel und Reibungskegel. Liegt ein Körper A C, $. 176. 
Fig. 281, auf einer fehiefen Ebene FH, deren Neigungswinfel FHR — « 
iſt, fo läßt ſich deflen Gewicht & in den Normaldrud N — @ cos.a und 
in die Parallelkraft P—= G sin.w zerlegen. Aus ber erfteren Kraft ent- 
fpringt nım die Reibung F = 9 @ cos. c, welde jeder Bewegung auf ber 
Ebene entgegenwirkt, weshalb die Kraft zum Hinauffchieben auf der Ebene: 

APA=F+P=9Gcosa+ Gsina= (sin.« + 9.cos.a) GC, 
dagegen die Kraft zum Hinabjchieben: 
PR=F-—P=(9c0.0 — sin.e) @ 
Big. 281. Big. 282. 
. Dei. 





ausfällt. Die letztere Kraft fällt Null aus, d. h. der Körper erhält ſich durch 
feine Reibung auf der ſchiefen Ebene, wenn sin. — 9@ cos.a, d. i. wenn 
tang.& — 9 ift. So lange die ſchiefe Ebene einen Neigungswintel « hat, 
defien Tarıgente Heiner als P ift, fo lange bleibt der Körper auf ber ſchiefen 
Ebene im Ruhe; ift aber die Tangente des Neigungswinkels wenig größer 
als 9, fo gleitet der Körper auf der fchiefen Ebene herab. Man nennt 
diefen Winkel, d. i. denjenigen, defien Tangente dem Reibungscoeffi- 
cienten glei) if, Reibungs-,"aud Ruhewinfel (franz. angle du 
frottement; engl. angle of friction, angle of repose). Es ergiebt fi) 
hiernach durch Beobachtung des Neibungswinfel® o, der Reibungscoefficient 
(fir die Reibung der Ruhe), wenn man jegt: 
pP = tang.o. 
Im Folge der Reibung nimmt die Oberfläche FH, Fig. 282, eines Kör- 
pers nicht nur den Normaldrud N eines anderen Körpers AB, fondern aud) 
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befien fchiefen Drud P auf, wenn nur die Abweiching NBP = « ber 
Richtung diefes Druckes von der Normale BN nicht den Reibungswinkel 
Fig. 283. überfchreitet; denn ba die Kraft P den Nors 

Fr maldrud: ’ 

Dr 24 BN = P cos. 
FON amd ben Seiten- ober Tangentialdruck: 
BS=S= Psin.a 

giebt und aus dem Normaldrude P cos. bie 
jeder Bewegung in der Ebene FH entgegen» 
wirkende Reibung @ Pcos.& entfteht, jo wird 
S eine Bewegung nicht hervorbringen können, 
alfo im Gleichgewicht bleiben, fo lange 
p Pcos.© > Psin.a oder ꝙ cos.a > sin.a, d. i. 


tang. a <p oder a <E 
if. Dreht man den Ruhewinfel C BD 0 um die Normale CB, fo 
befchreibt er einen Kegel, den man Reibungstegel (franz. cone de fr.; 
engl. cone of repose) nennen Tann. Der Reibungsfegel umfchließt alle 
diejenigen Kraftrichtungen, bei welchen eine vollftändige Aufnahme des fchies 
fen Drudes ftattfindet. ® 


Beifpiel. Um einen gefüllten und 200 Pfund ſchweren Kübel auf einer unter 
50 Grad anfleigenden Holzbahn Hinaufzuziehen, ift bei einem Reibungscoefficienten 
9 = 0,48 die nöthige Kraft: 
P, = (9c08.« + sin.a) G = (0,48 cos. 50° + sin. 50°) . 200 
= (0,3808 + 0,766) . 200 = 215 Pfund; 
um ihn hinunterzulafien, oder fein Hinuntergehen zu verhindern, ift dagegen die 
erforderliche Kraft: 
P, = (908.0 — in.a) G = — (sin. 500 — 0,48 . cos. 50°) . 200 
= — (0,766 — 0,808) . 200 = — 91,5 Pfund. 





8.177. Beibungsversuche. Verfuche über die Reibung find von Vielen anges 
ftellt worden; am ausgedehnteften und im größten Maßſtabe ausgeführt find 
aber die Berfuche von Coulomb und Morin. Beide wendeten zur Erfor- 
{hung der Keibungscoefficienten für die gleitende Bewegung einen auf einer 
horizontalen Bahn "fortgleitenden Schlitten an, der durch ein über eine fefte 
Rolle weggelegtes und durch Gewichte angefpanntes Seil fortgezogen wurde, 
wie in Fig. 284, wo AB die Bahn, OD den Schlitten, E die Rolle und 
F das finfende Gewicht vorftellt, zu erjehen ift. Um die Reibungscoefficienten 
für verſchiedene Materien zu erhalten, wurden nicht nur die Schlittenläufe, 
fondern die die Unterlage bildenden Balken mit möglichſt abgeglätteten Schie- 
nen aus den zu unterfuchenden Subftanzgen, wie Holz, Eifen u. |. w., befleidet. 
Die Coefficienten für die Keibung der Ruhe ergaben ſich aus dem Gewichte, 
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welches nöthig war, um den Schlitten aus der Ruhe in Bewegung zu fegen; 
und die Coefficienten flir die Reibung ber Bewegung Liegen ſich mit Hülfe 

Fig. 284. der Zeit t berechnen, welche 
der Schlitten brauchte, um 
einen gewiſſen Weg s zu 
durchlaufen. Iſt @ das 
Gewicht des Schlittens und 
P das Gewicht zum Forts 
ziehen defjelben, fo hat man 
die Reibung S p @, die be⸗ 
wegende Kraft —= P—pG 


und bie Mafle M — — 68 folgt daher nad} 8. 70 bie Acceleration 


ber entftehenden gleichförmig bejchleunigten Bewegung: 


_? 98 


und, durch Umkehrung, der Reibungscoefficient: 





Ä @G G gi 
Laßt man den Schlitten von einer fehiefen Ebene herabgleiten, fo tft die 
bewegende Kraft = (sin. « — pcos.a), und die bejchleunigte Maſſe 


= r daher bie Beſchleunigung 
v 7 TI lin — ꝙ cos. &) 
3 — sin.« — @cos.a, und daher ber Coefficient der glei- 
tenden Reibung 


oder 


28 
g12 cos. 

Bezeichnet h die Höhe, I bie Länge und a die Baſis der geneigten Ebene, 
fo hat man auch | 


9 = tang. « — 


— —z — — 
— e 


Die Kraft, mit welcher ein auf einer Unterlage AB ruhender Körper CD, 
Gig. 285 (a. f. ©.), fortgegogen wird, geht in Folge ber Reibung zwifchen 
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beiden Körpern and) auf die Unterlage über; es ift daher zur Erhaltung des 
Gleichgewichts nöthig, daß dieſe mit einer entgegengefegten Kraft zurück 


Sig. 285. 


gehalten werde. Ebenſo ift auch der Körper CD mit einer gewiſſen Kraft — P 
zurückzuhalten, wenn ſich die Unterlage AB fortbewegt. Hiernad) kann man 
die Reibung zwiſchen zwei Körpern aud auf die Weife ermitteln, daß man 
die Unterlage AB unter dem aufliegenden Körper CD fortzieht und bie 
Kraft mißt, mit welcher biefelbe hierbei den Körper C.D mit fortzunehmen ſucht. 
Iſt @ das Gewicht des Körpers CD und P die Kraft, mit welder AB 
denfelben mitzunehmen fucht, jo hat man 


P=96 
und baher den gefuchten Reibungscoefficienten 
pP 
9=g 


Der zur Ausführung dieſer Reibungsverjud;e dienende Apparat befteht 
1) aus einem feftftehenden ſtarken Tiih HRST und zwei an den Enden 
deſſelben befeftigten Seiltrommeln E und E, mit Handkurbeln K und Kı, 
womit ſich die Unterlage AB auf der eingetalgten Tifchfläche AR hin» und 
zurüdbewegen läßt, und 2) aus einem Schlitten LM, welder durch auf⸗ 
gelegte Gewichte G beliebig belaftet, fowie mittels Schnüre oder Seile LN 
und MO, welche durd die Arme N und O mit dem Tifchgeftelle verbunden 
find, an ber Fortbewegung mit AB verhindert wird. Zur Angabe ber 
Kräfte P und Pi, womit dieſe Schnitte in der einen ober anderen Rich. 
tung buch, bie Reibung gefpannt werden, dienen eingejeßte Waagen oder 
Dymamometer p und q, und um bie Reibungseoefficienten fir verſchiedene 
Körper beftimmen zulönmen, find nicht allein bie Schlittenfohlen Im, fondern 
auch die Deden ab der Unterlage AB zum Auswechſeln eingerichtet. 
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Bei Anwendung dieſes Apparates kann man fehr leicht den Reibungsweg 
beliebig ausdehnen und durch Anwendung des arithmetifchen Mittels aus 
den Zugfräften nad) der einen und der anderen Wichtung die genaueren 
mittleren Werthe der Keibungscoefficienten beftimmen. 

-  — Zur Ausmittelung der Reibungscoefficienten für die Zapfenreibung 
wurde eine feite Rolle ACB, Fig. 286, mit einem umgelegten und durch 
Gewichte P und Q angefpannten Seile angewendet. Aus der Summe 
P + Q der Gewichte ergab fich der Drud R, und aus ber Differenz P— Q 
die Kraft am Umfang der Rolle, welche der Reibung F=gp(P + Q) 
am Umfang des Zapfens das Gleichgewicht hält; if nun CA — a der 
Rollenhalbmefler und OD = r der Zapfenhalbmeiler, jo hat man wegen 
ber Gleichheit der ftatifchen Momente: 
F—-Vı=Fr=py(P+ Mr, 
und daher für die Keibung der Ruhe: 
_?—Q a 
9 * + Q u r’ 
bagegen für die der Bewegung, wenn das Gewicht P in der Zeit & um s 
finft und Q eben fo viel fleigt: 
_{[P—Q 25\ a 
(lg mr 





Zu den neueften Berfuchen über die Japfenreibung hat der Ingenieur 
Hirn den in Fig. 287 abgebildeten Apparat, welchen er eine Reibungswage 
(balance de frottement) nennt, angewendet. Es ift hier C der durch irgend 
eine Mafchine, 3. B. durch ein Wafferrad, in fletige Umdrehung zu ſetzende 
Zapfen, D das Zapfenlager und ADB ein gleicharmiger Hebel, welcher 
mittels ber Gewichte P und Q diefes Lager auf den Zapfen aufdrückt. Der 
Zapfendruck BR = P -+ Q erzeugt bie Reibung 
’ F=o9R=o9(P-+90Q) 
zwifchen bem Zapfen und feinem Lager. Mit dieſer Kraft fucht der in ber 
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Kichtung des Pfeiles umlaufende Zapfen das Lager ſammt dem mit ihm feit 
verbundenen Hebel ADB umzubrehen, und es tft daher, um denfelben in 
horizontaler Rage zu erhalten, auf der einen Seite A deſſelben das Gewicht 
P fo viel größer zu nehmen, als da8 Gewicht Q auf der anderen Seite, bis 
P — Q der Reibung F das Gleichgewicht Hält. Nun wirkt aber die Rei- 
bung Fan dem dem Bapfenhalbmeiler gleichen Hebelarme CD — r, und 
bie Gewichtsdifferen; P— Q an dem Arme CA = a, weldye dem Horis 
zontalabftande der Are C des Zapfens von der Berticalen durch den Aufhänges 
punkt A gleich ift; daher hat man: 
Fr=9Rkr=9og(P +9) r=(P—-Q)« 

und ben gejuchten Reibungscoefficienten wieder 

_P—-Q a 

»7767 
Anmerkung. Bor Coulomb hatten ih ſhon Amontons, Camus, Bülf- 
finger, Muſchenbroek, Ferguſon, Vince u. A. mit der Reibung beichäftigt 
und Verſuche über die Reibung angeftellt. Die Ergebniſſe aller diejer Unterſuchun⸗ 
gen baben jedoch für die Praris wenig Werth, weil fie in zu Meinem Maßftabe 
angeftellt worden find. Denſelben Mangel haben ſelbſt noch die Verſuche von 
Ximenes, welde mit denen von Coulomb fat gleichzeitig angeftellt wurden. 
Die Ergebniffe des Zimenes findet man in dem Werke „Teoria e Pratica delle 
resistenze de’ solidi ne’ loro attriti, Pisa 1782“. Die Berfuße Coulomb's 
find ausführlich beichrieben in dem Werte: „Theorie des machines simplos etc. 
par Coulomb. Nouv. Edit. 1821“. Einen Auszug hiervon findet man in der 
Preisihrift von Metternih „vom Widerftande der Reibung, Frankfurt und 
Mainz 1789". Die neueren Verſuche über die Reibung wurden. von Rennie und 
Morin angeftelt. Rennie wendete bei feinen Verſuchen theils einen Schlitten 
auf horizontaler Bahn, theild au eine fchiefe Ebene an, von welcher er die Kör⸗ 
per herabgleiten ließ und wobei er auß dem Neibungswintel auf die Größe der 
Reibung ſchloß. Die Verſuche Rennie's erfireden fi auf mannigfaltige in der 
Technik vorlommende Stoffe, als Eis, Tuch, Leder, Holz, Steine und Metalle; fie 
liefern auch wichtige Ergebniffe über die Abnugung der Körper, allein der Apparat 
und die Art der Ausführung diefer Verſuche laſſen eine hinreichende Sicherheit, wie 
fie zumal die Berfuhe Morin's erreicht zu haben ſcheinen, nicht erwarten. Eine 
deutſche Bearbeitung der Rennie'ſchen Berfuche Liefert der 17. Band (1832) der 
Wiener Kahrbücher des K. K. polytechniſchen Inſtitutes, auch der 34. Band (1829) 
von Dingler's polytehniihem Journal. Die ausgebehnteften und einen hoben 
Grad von Sicherheit verſprechenden Verſuche find von Morin zur Ausführung 
gebracht worden, obgleich nicht abgeleugnet werden kann, daß fie einige Zweifel und 
Unficherheiten, und noch dies und jenes zu wünjchen übrig laffen. Es ift hier nicht 
der Ort, die Methoden -und Apparate bei diejen Berfuchen zu bejchreiben, wir Lön- 
nen bier nur auf Morin's Schriften: „Nouvelles Exp£eriences sur le frotte- 
ment“ u. ſ. w. verweilen. Eine vortrefflide Bearbeitung des Artilels Reibung“ 
und eine ziemlid ausführliche Beichreibung aller Verſuche über die Reibung, na⸗ 
mentlih auch der Morin'ſchen, giebt Brig in den Verhandlungen bes Vereins 
zur Befördetung des Gemwerbfleißes in Preußen, 16. und 17. Jahrgang, Berlin 
1837 und 1838. Neuere Verſuche Über die mittelbare Reibung, namentli mit 
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Beruckſichtigung der verſchiedenen Schmiermittel, von M. ©. Ad. Hirn, find 
beſchrieben im Bulletin de la societ& industrielle de Mulhouse, Ro. 128 und 
129, 1855, unter dem Titel: „Etudes sür les principaux phénomènes que 
presentent les frottements mödiats eto.“; im Auszuge: „polytechnifches Gen- 
tralblatt, 1855. Lieferung 10°. Die neueften Verſuche über die Reibung von 
Bochet find unter ber Ueberſchrift: „Nouv. Recherches exp&rimentales sur le 
frottement de glissement, par M. Bochet“ in den Annales des Mines, 
Cinq. Serie, Tome XIX, Paris 1861, bejchrieben. Waltjen’ 8 Reibungsiwage 
ift zuerſt vom Herrn Brof. Rühlmann beſchrieben worden im Jahrgang 1861 
bes Gewerbevereins für das Königreich Hannover. 

Ueber die Exrgebnifie der vom Herrn Dr. Zunge mit berjelben angeftellten 
Berjude if nachzuſehen in der Zeitſchrift des Vereins deuticher Ingenieure Band V 
(1861) und Band VIII (1864). 


Reibungstafeln. Folgende Tabellen enthalten eine gebrängte Zuſam⸗ 
menftellung der im Praftifchen rorzuglich brauchbaren Coefficienten der 
gleitenden Reibung. 


Siehe Seite 322 und 323. 


Die neuesten Reibungsversuche. Durch Bochet's Verſuche über 
die gleitende Reibung erhalten die im Vorftehenden enthaltenen Ergebniffe älterer 
Berfuche von Coulomb und Morin noch einige weientliche Ergänzungen. 
Diefe wurden auf einer föhligen Eifenbahnftrede mit Eifenbahnmwagen von 6 bis 
10 Zonnen Gewicht angeftellt, welche entweder mittels ihrer feſtgekeilten Räder, 
ober mittels bejonderer Schuhe (patins) auf der Schienenbahn fortglitten. 
Diefe Schuhe waren vor, hinter und zwijchen den Rädern an dem Wagen- 
geftelle befeftigt und bei verjchiedenen Verfuchsreihen mit verjchiedenen Sohlen 
von Holz, Leber, Eifen u. f. mw. befleidet, wobei der Drud pro Quadrate 
centimeter nad) Belieben auf 2, 4, 6, 10 und 15 Kilogramm gebracht werden 
tonnte. Die Bewegung -diefes zu einem Schlitten umgeſchaffenen Behikels 
erfolgte durch einen vorgejpannten Dampfwagen, und ein zwiſchen beiden 
eingejchaltetes Federdynamometer gab mittels eines Zeichnenapparates die 
ber gleitenden Reibung des Schlitten gleichzufegende Zugkraft an. Um den 
Widerftand der Luft jo viel wie möglich zu befeitigen, gab man dem Wagen, 
welcher dem Schlitten vorauslief, einen Duerfchnitt, welcher ben des letzteren 
noch übertraf. 

Durch diefe Berfuche wird bie Richtigen der Formel P pN, wonad) 
bie Reibung F' dem Drud proportional ift, von Neuem betätigt; was aber 
den Reibungscoefficienten betrifft, fo ift derfelbe nicht allein von der Art und 
den Zuftande ber Keibungsflächen, fondern aud von anderen Verhältniffen, 
namentlich auch von der Geſchwindigkeit des Gleitens und näcftbem von 

Weisbach's Lehrbud der Mechanik. J. 21 
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L 
en ber Ruhe. 





Zuftand der Flachen und Natur der 


Schwarze Kederriemen ſ von Yol; . [0,47 
über Trommeln . . | don Metall . [0,54 
Steine oder Ziegel 

auf Steinen oder | Tleinfter Werth |0,67 
Biegen, glatt ber | größter „ 0,76) 
arbeitet... . 

Steine auf Sqchmie⸗ [ Meinfter Werth [0,12 
deeiſen . ... Loröbter „ [oas 


Dirnholz auf Steinen . . + 10,64 


Schmieren. 


III 
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Tofelm 


Reibungscoefficienten ber Bewegung. 












Zuftand der Flächen und Art der Schmieren. 


- 


Namen 
der fi} reibenden Körper. 


Troden. 





tleinſter Werth — | — [0,06[0,08] — | — |0,14|0,08 

Holz auf Holz | mittterer „ |0,36|0,25] — 6,07Io07| — | — lo.1sloa 
gößte ſoas — | — ſoor ſoos — | — lo,.1eloıs 
Heinfter Werth |0,16| — |0,08|0,07/0,07/0,08lo,12] — Jo,ıı 

Fear u mittterer „ |0,18[0,51 0,07 0,09|0,08|0,08]0,1510,2010,18 

tt (gehe „ ſoza — joo8lo,ılo,1looslo,rz| — lo,ız 

Heinfter Werth |0,20| — |0,05/0,07/o,08| — | — | — |0,10 

rl auf Mer | ittierer \«  [042]0.2410,0810,07/0.08|0,08|0,10|0,20/0,14 
größter „ Jo,e2] — looslooslo1o] — | — | — Jo. 

Kanffele, Zbpfe * Sch . . [0450,58 

um... laufen „| | 0151 — Jo19 

Eohlenleder, flach / roh . . - - |0,84J0360,16| — 10,20 

auf den ober I geflopft . . [030] — 

Meat ... Üfettig » . .|— [026 

Desgleiden hos⸗ (am... [0,4/0,81]0,14| — l,14 

Kantig, für Rol- 

Bender. ſcis > + >| jo 


\ 


Anmerkung. Die Reibungscoefficienten Ioderer Maſſen u. f. w. werben im 
awelien —— bei der Theorie des Erddrudes, mitgetheilt. Ebenſo wird über 
die mit der Keibung verbundene Bärmeentwidelung erh im zweiten Theile 
gehandelt. 

21* 
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bem fpecifiichen Drude, d. i. dem Drude pro Flächeneinheit, abhängig. 
Herr Bochet fekt: 


Pit 


wobei o die Gefchtwindigfeit der Bewegung, x den Werth von @ fur eine 
unendlich langjame und dagegen 9 den Werth von 9 für eine ſehr fchnelle 
Bewegung bezeichnet. Hiernach nimmt alfo der Reibungscoefficient mit dem . 
Wachſen der Geſchwindigkeit allmälig von x auf 9 ab. Der Eoefficient « 
ift im Mittel S 0,3 zu fegen, wenn man v in Meter ausdrüdt, dagegen 
— 0,094, wenn man v in Fußen giebt. Man kann hiernach nur bei Ges 
ſchwindigkeiten von O bis höchſtens 1 Fuß ber Reibungscoefficienten bei übri⸗ 
gens gleichen Berhältniffen als conftant annehmen. Die Coefficienten x und 
y find verfchieden bei verfchiebenen Stoffen, und abhängig von bem Grabe 
ber Glätte der Reibungsflächen, von der Schmiere, von dem fpecififchen 
Drucke u. ſ. w. | 

Den größten Werth hat der Heibungscoefficient« beim Gfleiten von Holz, 
zumal weichem, ſowie von Feder und Öuttapercha auf trodenen und unges 
ſchmierten Eifenfchienen. Allgemein ift x — 0,40 bi6 0,70; im Mittel für 
weiches Holz, x = 0,60 und für hartes, x = 0,55. 

Für die Reibung von Eifen auf Eifen ift x ebenfalls fehr verfchieden 
ausgefallen, find die Reibungsflächen nicht polirt, fo hat man: x — 0,25 
-bi8 0,60, dagegen bei polirten Reibungsflächen: x — 0,12 bis 0,40. Die 
Reibung von Eifen auf Eifen wird durch das Benetzen mit Waſſer nicht 
vermindert, dagegen fällt die Reibung von Holz, Feder und Guttapercha auf 
naſſen Eifenfchienen beträchtlich Kleiner aus als auf trodenen Eifenfchienen. 
Bei eingeölten Flächen finft x bis auf 0,05 bis 0,20. 

Der Eoefficient Y ift flet3 Heiner als x; bei großen Geſchwindigkeiten, 
großer Glätte der Flächen, gehörig angewendeter Schmiere und mäßigem 
fpecififchen Drucke nähert fich für alle Stoffe y einem und demſelben Werthe. 

Die Reibung der Ruhe ift nur in ben Fällen größer und zwar boppelt jo 
groß, als die der Bewegung, wenn Holz ober Leder auf benetzten oder einge⸗ 
ſchmierten Eiſenſchienen gleitet. 

Nach dieſen Verſuchen iſt: 

1) fie trodenes weiches Holz, bei mindeſtens 10 Rilogranın” 
Drud pro Ouadratcentimeter, ober 137 Pfund pro Quadratzoll: 


0,30 


I= Tot 0,80; 
2) für trodenes hartes Holz, bei demfelben Drude: 
0,30; 
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3) für Halbpolirtes Eifen, troden oder naß, bei mehr ala 800 
Kilogramm Drud pro Ouadratcentimeter ober 4103 Pfund pro 
Quadratzoll: 

0,15 
irrt 

.9 für daffelbe, entweber troden unter bem Drude von menigftens 
100 Kilogramm pro Quabratcentimeter, ober polirt und geſchmiert, 
bei einem ſpecifiſchen Drude von mindeftens 20 Kilogramm, fo 
wie für. nicht Harziges Holz beim Schmieren mit reinem offer, 
unter bemfelben Drude: 

0,175 
9=T} 08 + 0,075; 

5) fir Hotz mit fetigem Wafler oder Fett geichmiert, bei geftriger 
Politur und unter bem Drude von minbeftens 20 Kilogramm pro 
Duabratcentimeter (274 Pfund pro Ouabratzoll): 

0,10 
Zu wer) 
St 0 in Fußen gegeben, fo muß man im Nenner ftatt 0,80, 0,0940 
fegen. 
Anmertung. Es if jehr zu wunſchen, daß diefe in ſehr großem Maßſtabe 
ausgeführten Verſuche, welde zum größten Theil von dem jeither Belannten ganz 
abweichende Refultate gegeben haben, noch von Anderen wiederholt werben. 


Schiefe Ebene. Die Theorie ber gleitenden Reibung findet ihre vor- $. 180, 
zuglichſte Anwendung bei der Unterfuchung des Gleichgewichtes von einem 
Körper AO auf der fhiefen Ebene FH, Fig. 288. Iſt, in Ueberein» 

Dig. 288. ſtimmung mit $. 161, FHR= « 
- der Neigungäwintel ber fchiefen Ebene, 
mb POS, — ß, der Winkel, wel- 
hen die Kraft P mit ber fchiefen 
Ebene einſchließt, fo Kat man bie 
aus bem Gewichte G des Körpers 
entpringende Normalkraft 
N = G@ 008.0, 
dagegen bie Kraft zum Herabgleiten 
= 8 = @ sin.a, ferner bie Kraft 
@ N,, mit welcher P den Körper von 
der Ebene abzuziehen fudht,— Psin.ß, 
unb die Kraft 8,, mit welcher fie ben Körper auf der Ebene hinaufzieht, 
= P c08.ß. Der übrig bleibende Normalbrud ift: 
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N=N—M=Geosa— P sin. ß, 
folglich die Reibung: ö 
F=9(@co.a— Psin.ß). 
Kommt es darauf an, bie Kraft P zum Hinaufziehen des Körpers auf der 
ſchiefen Ebene zu finden, fo ift die Reibung zu überwinden, es muß alſo fein: 
AB=85+FbiPcos.ß=Gsina + 9 (Geos.a — Psin.ß). 
Sol hingegen die Kraft beftimmt werden, welche den Körper am Herab⸗ 
gleiten verhindert, fo kommt die Reibung der Kraft zu Hülfe, dann ift alfo: 
S+HF=8biPcosß+ 9p(Goos.a — Psin.ß) = Gsin.a, 
Hiernach beftimmt ſich die Kraft fir den erften Fall: 
Gig. 289. p_ mat gene, 
- cros. ; + psin.ß 
und für den zweiten: 
sin. — Pcos.@ 
co.ß — psin.ß 
Führt man den Reibungswintel E 


% 


P= @. 


ein, indem man 
— — ine 
⸗ tang. o ⸗ * 
@ fest, fo erhält man: 


sin. . 008.0 4 c08.@ . 8in.Q. 
P= = 2” . 
608.ß . c0s.0 + sin.ß .sin.g 
‚ober, nad} befannten Sägen ber Trigonometrie: 
sin. (a + 0) 
cos. (B +9) 
und es gelten bie oberen Zeichen, wenn e8 barauf anfomımt, Bewegung her⸗ 
vorzubringen, bagegen bie unteren, wenn Bewegung zu verhindern ift. 
So Lange 


6. 


P= 6; 


"sin. —— 
— cos. G + 0) 
sin. ¶ 
<a 
Tann natürlich der Körper weder aufs noch abwärts gleiten. 
ta Do— fo erfordert das Herabſchieben bie Kraft: 
Gsin @— a), 
os. +) 


@ und 


P= 
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Bei dem in Fig. 290 bargeftellten Fall ift 4 negativ, und daher die Kraft 
zum Herabfcjieben bes Körpers O auf ber ſchiefen Ebene FE 
P= Gsin. (@ — a), 
0. (0 — P) 
Big. 31. 
Big. 290. 


Die vorſtehenden Formeln findet man auch durch eine einfache Anwendung 
des Kräfteparallelogrammes O PQG, Fig. 291. Da ein Körper noch dies 
jenige Kraft eines anderen Körpers aufnimmt, welche um ben Reibungs- 
twintel 9 von der Normale einer Oberfläche abweicht ($. 176), fo findet in 
dem vorliegenden Falle Gleichgersicht ftatt, wenn die Mitteltraft O9 = Q 
aus den Kräften P und G mit der Normale ON den Winkl NOq 0 
einſchließt. Segt man nun in der allgemeinen Bormel: 

P _8in.G0Q 
@sin.POQ’ 
GOQR=GON+NRQR=a+g und 
POQ=POS+809=B +9" — 0. 
fo erhält man: 
P___sin.(e +0) sin. (@ + 0), 
G sin. —E +90) cs. — eg) 

Wenn bie Kraft P, das Herabgleiten von der ſchiefen Ebene verhindern 
foQ, fo fäNt die Mittelfraft Q, auf die untere Seite der Normale ON, und 
es ift der Reibungswinlel @ negativ in Rechnung zu bringen, wonach 
dann folgt: 








a- ein. (© — 0) 
.B+e' 
ganz in Uebereinftimmung mit dem Obigen. 
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Ruht der Körper auf ber Horizontalebene, fo ift « = 0, daher 
bie Kraft zum Fortfchieben: 
P— 94 __G@Gsineg 
"00.ß + gpsin.ß cos.(ß — 0) 

Wirkt die Kraft parallel zur fchiefen Ebene, d. 5. in der Richtung 
ihrer Yalllinie, fo Hat man B = 0, und daher: 

P=(sinat 9cos.0) G = mei 6 (vergl. $. 176). 
Wirkt endlich die Kraft Horizontal, fo hat man: 

B= — a; cos.ß —= 008.8 und sin.B —= — sin.a, baher: 

_ 8in.a + 9cos. a .6=- tang.a + op bi 
0.0 psin.a 1 9Qtang.o 

P=tang.(@ + 0) G, wie auch die Auflöfung des Parallelogrammes 
. OPQG unmittelbar angiebt. 

Uebrigens fällt die Kraft zum Hinauffchieben am Feinften aus, wenn der 
Nenner cos.(ß — 0) am größten, nämlich = 1, alſo 6 — E = 0, d. i. 
B= 0 iſt. Wenn aljo die Kraftrihtung um den Reibungswinkel von 
ber fchiefen Ebene abweicht, jo ift die Kraft felbft am kleinſten, und zwar: 

P= sin.(a + 0). G. 

Beiſpiel. Welchen Arendrud hat die Spreize AE, Fig. 292, auszuhalten, 
wenn biejelbe einen Yeldblod (eine Wand) ABCD vom Gewichte & = 5000 
Pfund von dem Herabgleiten von einer jchiefen Ebene CD (dem SLiegenven) ab» 
halten fol, vorausgeſetzt, daß die Neigung der Spreize gegen ben Horizont 85°, 
die der ſchiefen Ebene CD aber 50° und der Reibungscoefficient 9 = 0,75 bes 


trägt? Es iſt bier: 
G = 5000, « = 50°, ß = 85% — 500 = — 15° und 9 = 0,75, 
baber giebt die Formel: 





— Sin. — pcos.a sin. 500 — 0,75 cos. 50° . 5000 
cos. B — psin. A —— 08. 15° £ 0,75 sin. 150 
_ 0766 — 0, 482 1420 
0,966 + 0,194 = 70 — 1224 Pfund. 
Wäre die Spreize horizontal, jo hätte man 
Gig. 292. B=—50°, und tang. e=0,75, daher: e = 86052, 
endlich: 


P= G tang.(«e — eo) 
= 5000 tang. (50° — 869 52'.) 
= 5000 tang. 180 8 
— 5000 . 0,2883 —= 1166 Pfund, 
Um diefelbe Wand durch eine horizontale Kraft 
auf dem Liegenden binaufzufchieben, wäre unter 
übrigens gleihen Umſtänden die Kraft: 
P= @tang.(« + 0) 
= 5000 tang. 86° 52’ 
== 5000 . 18,2676 = 91338 Pfund 
nötig. 
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Druck gegen die schiefo Ebene. Der Normaldrud, welden $. 181. 
der Körper AC auf der fchiefen Ebene FH, Fig. 293, ausübt, ift beim 


Hinauffieben: 
N=00 sin.OPQ sin. (90 — a—P) „, 
= Erg TB tg” 
— @es.(@ + P) e0s.0 
oO) ' 
und dagegen in ben Fällen, wenn ber Körper am Herabgleiten verhin- 
dert wird: 

. (a cos. 
= 9 00. 10 = Or mg = Fe EA me. 
Iſt die Richtung der Kraft- parallel zur Falllinie der Ebene, fo Hat 

man ß —= 0, und N G c0s..; ift dagegen die Richtung derfelben 


horizontal, fo hat man ß = — « und daher 
__@080 5, 
N= («to zu fegen. 
Big. 298. J Big. 294. 


Der Normaldrud füllt — Null aus, wenn cos. (@ + B) = 0, alfo 
«+ 8 — 90 Grad ift, und wird negativ, wenn æ + B > 90°, oder 
B> 90 — iſt. Im letzteren Falle ift naturlich die fchiefe Ebene nicht 
unter, fonbern, wie Fig. 294 darftellt, über den Körper zu legen. Es 
finden natürlich auch Hier wieder die beiden ertremen Fülle des Gleichgewichtes 
ftatt, wobei die Richtung der auf die ſchiefe Ebene FH übergehenden Mittel» 
traft Q oder Q, entweder auf der oberen ober auf der unteren Seite von 
der Normalen um den Reibungswintel NOQ — N0Q, = E abweidht. 

Bei den vorftehenden Entwidelungen der Formeln fir das Gleichgewicht 
eines Körpers auf der fchiefen Ebene ift noch vorauszufegen, daß die Mittel» 
kraft Q vollkommen vom Körper AC auf die eine fchiefe Ebene bildende 
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Stüge FHR übergehen könne; dies ift jedoch (nad) $. 160) nur dann mög« 
lich, wenn bie Richtung diefer Kraft die Auflagersflihe CD des Körpers 
Big. 296. AC ſelbſt durchſchneidet. Außerdem 
hat der Körper, wie z. B. AG, 
Big. 295, in Folge der Kraft @ 
ein Beftreben zum Umbrehen oder 
Kippen um die äußerfte Kante O, 
deihes um fo größer ausfällt, je 
größer der Abftand CK = e dieler 
Kante von der Richtung OQ ber 
Mitteltraft Q ift. 
Bezeichnet a den Abftand CZ, ber 
Kraftrihtung OP, und d den Abſtand 
@ O CE ber verticalen Schwerlinie O@ 
des Körpers von ber Auferften Kante 
O deſſelben, fo ift da8 Moment, mit welchem fid der. Körper von links nad 
rechts um C zu drehen ſucht: 
Qe=Pa— Gb. 
Wäre nım Pa — Gb, oder € = 2 fo ginge bie Mittelkraft Q gerade 


durch C, wobei fie eben noch von der ſchiefen Ebene aufgenommen wilrde; wäre 
aber Pa < Gb, fo wurde ſich der Körper um C von rechts nad) links zu 
drehen fuchen, woran ihn aber die Undurchdringlichkeit feiner Maſſe verhindert. 

If dagegen Pa > @b, fo muß der Körper noch eine zweite Unter» 
ftügung erhalten, 3. B. noch von einer zweiten geeigneten Ebene F} Fi ge 
leitet werden. Wenn biefe zweite Ebene in A einen Drud N und die bar» 
aus erwachjende Reibung PN aufnimmt, alfo bie geeignete Ebene F, H, mit 
den Gegenkräften — N und — PN auf ben Körper in A zurudwirkt, 
welde die Umdrehung des Körpers um ¶ verhindern, fo muß die Summe 
der Momente biefer Kräfte gleid) fein dem Umdrehumgsmomente von 9, alfo: 

Ni+9Nd=ge=Pa— Gb, ober 
DNd+9)=Pa— a, , 
wobei 7 und d bie Abftände OD und CB ber Kante A von O in den Rich- 
tungen parallel und winlelrecht zur geneigten Ebene bezeichnen. 

It überdies noch N, der Drud des Körpers auf bie geneigte Ebene 
FH in (, fo wie p N, die demfelben entſprechende Reibung, fo kann man 
fi 2) Pcs.ß=Gsina + pP(N+N)wmb 

3) Penß=Gos.a + N— N. 

Eliminirt man aus den letzten beiden Gleichungen N, fo erhält man bie 

Beftimmungsgleihung: 


8. 182.] Die Widerflände der Reibung und Steifigleit ꝛc. 331 
P (cos.ß + 9 sin.) = G (sin.a + pcos.a) +2pPN, 


und wenn man hierein den Werth N = ——— Gleichung (1) ein⸗ 
ſetzt, ſo folgt die Gleichung: 

2p9(Pa — Gb) 
P (cs.ß + psin.ß) = G (sin.a + 9 cos. ) + — 755 
oder: 





P( I (eos. ß + 9sin.ß) — 9.) 


—6 Gr (sin. + Pcos.c) — p2), 
woraus ſich endlich ergiebt: 
_ (+ 9d) (sin.a + Pcos.c) — 2pb 
+ 9d) (cos.ß + ps.) — 294 
_(Ü+9d sin. (a +_) — 29bcos.o 
+ pa). (BE —g) — 29a c0.Q 
Sol N = Null fein, fo hat man Pa = Gb und 
sin. (a +0) __ 
co. (B—g) 
baber, wie auch oben gefunden worben iR. 
pP MC+o0g 
—e.(—o 


Zurückführung der Theorie des Gleichgewichtes unter- s 182. 
stützter Körper auf die des Gleichgewichtes freier Körper. 
Bei ber Unterfuchung des Gleichgewichtes eines Körpers mit Berückſichti⸗ 
gung der Reibung gelangt man auch ficher zum Ziele, wenn man ſich ben 
Körper ganz frei denkt, und annimmt, daß jeder andere Körper, mit welchen 
er in Berührung ift, zwei Kräfte auf ihn ausübt, und zwar eine Kraft N, 
normal von der Berührungsfläche beffelben ausgehend, und eine andere Kraft 
N, ber vorausgefegten Bewegung des Berührungspunktes in diefer Fläche 
entgegengefettt und der Reibung zwifchen beiben Körpern entfprechend. Da⸗ 
durch erhält ınan ein feites Syftem von Kräften, deſſen Gleichgewichtszuſtand 
nach den Regeln in $.93 u. |. w. zu beurtheilen ift, wie im folgenden fpeciellen 
Halle gezeigt werben fol. 

Eine prismatifche Stange AB, Fig 296 (a. f. ©.), ftägt fi} unten auf 
einen horizontalen Boden CH und lehnt fich oben gegen eine verticale Wand 
CV; bei welcher Neigung BA C—= « verliert diefelbe ihre Gleichgemwichtslage? 
Hier lönnen wir die Rückwirkung des Bodens auf den Körper durch eine Ber- 
ticaltraft 2 und durch die horizontal wirkende Reibung p.R, und dagegen bie 
Ruckwirkung der Wand durch eine Horizontaltraft N und durch eine von unten 


6 
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nad) oben wirkende Reibung PN ausdrüden. Iſt folglich & das im 
Schwerpunkte S nieberziehendbe Gewicht der Stange, jo haben wir es mit 
Fig. 296. einem Syfteme von den Verticalfräften @, R, ꝙ N 
und einem folchen von den Horizontalträften N 
und @R zu thun. 
Der Gleichgewichtszuſtand unter diefen Kräften 
fordert nun, daß 
D)@G=R-+HopN, 
2)ygR=Nw 
3)G.AE—=N.AD+YN.ACjE 
Nun ift aber der Hebelarm AE 
—= AS cos.a = !/; AB cos. a, 
ferner der Hebelarm AD 
— AB sin.«, 
unb ber Hebelarm AC, —= AB cos. a, daher ift bie dritte Gleichung einfach); 
1/, @ cos.@ —=N (sin.a + 9 cos. œ) 
zu fchreiben. 
Aus den beiden erften Gleichungen folgt: 
G=R+gYp’R=(l + 9°) R, daher 
| G @G 
R= Iirg und N = IF oi 
und fegt man diefen Werth von N in die Gleichung (3) ein, fo exgiebt ſich: 





G 


1, @ cos. a — 5 (sin. 4 @ cos. e), oder 


—— ⸗ tang. © 4 9, 


1+ 9? — 29° _1— 9°? _ 1 — tang.o? 


lang. a = — 5, 29 2 tang._ 
_ 008.0? — sin.g? _ cos.2Q 
2 sin.o c8.0 Bin.2O cot. 20 


— tang. (900 — 20); daher ift 
{/_BAC=e = — 20, und 4BO 320. 


8. 183. Theorie des Keiles. Auch bei dem Keile (ſ. $.153) hat bie Reibung 
einen großen Einfluß auf die Gleichgewichtsverhältnifle. Segen wir voraus, daß 
ber Querſchnitt deffelben ein gleichfchenkliges Dreied ABS, Fig. 297, mit ber 
Schärfe ASB=« bilde, daß die Kraft P in der Mitte M des Keilrlidens AB 
und wintelvecht gegen beufelben wirkte, und daß ebenjo der Körper OHK 
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mit einer gewiſſen Kraft N redjtwinklig gegen die Keilfläche BS brilde, 
während ber Keil mit der Fläche AS auf einer horizontalen Ebene aufruht. 
Big. 297. Uebrigens foll der Kör⸗ 
per CHK von zwei 
Boden G und K um⸗ 
geben fein, welche ihn 
nöthigen, ſammt ber 
Laſt Q beim Forts 
fchieben des Keiles auf 
der Horizontalebene, in 
der gegen bie Seil 
flähe BS rechtwinklig 
ſtehenden Richtung EC 
aufzufteigen. 

Da die Richtung ber Kraft P von den Keilflähen AS und BS gleich» 
viel abweicht, fo find die Normaldrüde N, N gegen beide Flächen und folg- 
lich auch die aus denfelben entjpringenden Reibungen PN, PN in benfelben 
einander glei, und es muſſen daher auch die Kräfte P,N, N, PN und 
PN einander das Gleichgewicht halten. Zerlegt man bie legten vier Kräfte 
parallel und rechtwinklig zur Richtung der Kraft P in je zwei Geitenträfte, 
fo muß folglich) auch die Summe derjenigen diefer Kräfte, welde mit P 
gleich gerichtet find, mit P allein im Gleichgewichte fein. Nun weichen aber 
bie Richtungen von N, N um 90° — 5 und die von PN, PN um 5 
von ber Richtung MS der Kraft P ab, daher find die Componenten von N, N 


in der Richtung MS, N sin. 3 und N sin. Fr fowie die von PN und 


PN, PN cos. 3 und ꝙ N cos. 5 und es ift zu fegen: 
<= an(sin. + pen. 3) 

Im Folge der Reibung PN zwifhen der Keilflähe BS und der Grund» 
fläche des Körpers CHK wird diefer Körper noch mit einer gleichen Gegen- 
kraft — HN gegen ben Leitbaden GH gebrüldt, woraus eine Reibung 
F=9 .9N= p9pıN entfteht, welche dem Auffdjieben des Körpers 
CHE entgegemwirtt, und weshalb 

N—- Fi — G oder N(I — pp) alſo 


—e 
N= 1-99 zu fegen ift. 


Führt man mun diefen Ausbrud für N in die obigen Formeln ein, fo 
erhält man bie zum Aufheben der Laft Q nöthige Kraft: 





P=2NsnS +2pN co. 
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— 22— m.2 & 
?= 7%. (ein 3 +9 cos. 5). annähernd 


=2Q0u + om) (m +95) 


B @ . @ 
=20Q0 + pm + pmend), 


oder wenn man ben Coefficienten P, ber Reibung längs GH gleich dem 
Coefficienten ꝙ ber Reibung an ben Seitenflähen AS und BS jegt: 


Ps (eng + 900 Z), unten 


—20(0 4 min gr ym5)- 

Fig. 298. Bei einem Seile ABO, Fig. 298, wie er zum 
Zerſpalten und Zerdrüden der Körper gebraucht 
wird, ift die dem Normaldruck Q gegen bie Sei⸗ 
tenflächen 40 und BC entfpredjende Kraft auf 

q den Rliden AB: 


P=20 (mg +pmd)- 


Beifpiel. Es ſei die Saft des in fig. 297 ab 
gebilbeten Reiles: Q = 650 Pfund, die Schärfe 
de Reiles: a — 26%, und der Reibungseoefficient: 

9= pı = 0,86; man ſucht die mechaniſche Arbeit, welche erforberlid) it, um 
ft 











die Lat Q in ihrer Leitung um Y, duß fortzubewegen. 
Die Kraft if: \ 
2.650 n 
P =; —opayı lin. 1209 + 0,86 cos. 12149) 
1300 
= om (81 + 0,88 . 09788) 
1300 79897 _ 
= Gros OR + 08818) = og = 8482 Pfund, 
Dem Laftwege EE, = 8, = "/ Buß entipriht der Kraftweg: 
Lo « _EE “__ı___0 
BL=s=BBı cos. . = zung °8 ma m 1 
* sin. 3 


0,25 
= aaa = \165 Buß, 
demnach ift die geſuchte mechaniſche Arbeit: 
Ps = 8482 . 1,165 = 979,6 $ußpfund. 
Ohne Rüdfiht auf Reibung wäre Ps = Qs, = Y,.. 650 — 825 Zußpfund, 
es a Fa in Bolge der Reibung der Urbeitsaufwand beim Heben von Q nahe 
verdreifacht. 
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Auf gleiche Weife läßt fich bie Kraft P eines Keiles ABO, Fig. 299, 8. 184. 
beſtimmen, durch welchen eine Laſt Q emporgehoben wird, während der Keil 
fi) auf der horizontalen Ebene ZZO fortichiebt. Nehmen wir an, baf der 
Normalbrud zwiichen dem Keile ABC unb dem Blode D, weldyer durch bie 
Loft Q vertical abwärts gedrüidt wird, —= N fei, baf ferner der Normaldrud 
des Keiles auf die Unterlage HO, — R und ber Normaldrud des Blockes 

| Sin. 299 auf die Seitenführung EEE, — 5 betrage. 

Le Daun muß P den Kräften BR, pı B, 

— N und — N, und ebenfo Q den 

Kräften 8, 9: 8, N und p N bas Gleich⸗ 
gewicht halten. 

Iſt nun noch & der Neigungswinkel 
ABC der Keilflähe AB gegen den 
Horizont, fo läßt fi) N in die Vertical⸗ 
kraft Ncos.« und Horizontalfraft Nsin.e, 
und @ N in die Berticalfcaft ꝙ .N sin. & 
und Horizontalfraft ꝙ N cos. & zerlegen, 
und daher jegen:. ' 
1) P=9,R+Nsin.a-+9YNcos.e, 
2) R=Ncos.a— pNsin.c, 

8) Q=Ncos.a—gpNsin.a— gs, B 
fowie 
4) 8=Nsina + 9 N cos.a. 
Aus - beiden erſten Gleichungen refultirt: 
= [(l — pyı) ma + (9 + 91) cos.a] N, 
und aus be beiben letzteren: 
Qg=[(l — P9s) cos. — ( + 92) ein.a] N; 
und es ſich durch Diviſion biefer Formeln: 
—_ 1-99) sine + (pP + 9ı) 008.0 
5 — (1-99) cs.a — (P + 9) sin.a 
Ware @ = 9ı = 95, ſo hätte man, da P = tang.g und 


2 9° . 
— 3 = tang.2o iſt, 


F . -cos. c tong. 2ꝰ tang. « 4 tang.20 
oa” eon.a — ein.atang. 320 1 —tangatang2e 
= tang. (@ + 2p). 
Sieht man von ben ceibungen an den Unterftügunggpunften ab, fo kaum 
man pı und 9a — Null fegen, und es folgt: ' 
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? sin. + pcos.a 
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rn =tang.(® + g). (Bergl.$.180) 


97 00.0— psin.a 
Wenn die Laft Q rechtwinklig gegen bie Keitfläche wirkt, fo find die Glei⸗ 
Hungen (3) und (4) durch folgende zu erfegen: 


Q=N— pSmd 


S=pN. 
Es folgt dann Q = (1 — 995) N, daher umgefehrt: 
= — I —_ m 
1-99 


—_ 1-99) sine + (pP + pı)cosa, 


1-99 


Bäre 9 = 9 = 9%, ſo wilrde dann 


ausfallen. 
Die Formel P= 


== sin.a + cos. .tang.2_0 


Q tang. (@ + 20) findet ihre Antvendung bei Beur⸗ 


theilung der Befeftigung zweier Körper M und N durch einen Keil AB, 


Fig. 300, I. und IL. Aus der 


Big. 500. Kraft P gegen ben Rüden des 
aTT Keile folgt die Spannung, mit 


welcher die beiden Körper gegen 
einander gezogen werben: 

Q=P. eotg. (a + 20). 

Dagegen ift die Kraft, melde 
auf den Fuß 2 bes Keiles drucen 
muß, um ben Keil zu löfen, d. i. 
in der Richtung BA zurüdzutreis 
ben, weil hier & negativ ift: 

Pı = Qtang. (29 — eo), 
ober wenn man ben legten Werth 
für Q einfegt: 


DB pen. @e-e), 


tang.(2e Fe) 


Damit ber Keil nicht von ſelbſt zurüdgehe, muß natirlih @ D20 fein. 


8.185. Zapfenreibungscoefflicienten. Bei Zapfen ift nur die Reibung der 
Bewegung von Wichtgtenn weshalb auch nur iiber dieſe Beobachtungsreſultate 


vorliegen. 


8.186.) Die Wiberflänbe der Reibung und Steifigleit zc. 337 


Tafel m 


Eoefficienten der Zapfenreibung, nah Morin. 


HURAND ver Kerdungsnagen und Wartung 





der Schmieren. 
Angabe ii 
der fi) reibenden Körper. |' 
1 
Glodengut auf Blodengut .| — | — | — ws -— I — 1-1 — 
Glodengut auf Gußeiſen. — | — | — — loonl - | - | — 
Schmie deeiſen auf Gloden- . 
[DE [0,251]0,189| — |0,0750,054/0,090|0,111] — 
Schmiedeeiſen auf Gußeifen | — | — | — 10,07510084| — | — | — 
Gußeifen auf Gußeiſen. . | — [0,187)0,079|0,075|0,054] — | — lo,ı87 


Gußeiſen auf Glodengut . . |o,188|o,161) — |0,075|0,05410,066| — lo,ıse 
Schmiedeeiſen auf Buajak 


holz ......... o,1s8| — | — sl -— I - | —- | - 
Sußeifen auf Gucjatholz.. [0,185] — | — o,100loose] — 0,109|0,1410 
Saat auf @ufeifen . . | — | — | — lonıel — | — | — Jo1s 
Suajat auf Gujat.... | —- | —- | - m] -—| - | — 


Ans dieſer Tabelle ift folgendes für die Praris fehr wichtige Verhältnig 
zu entnehmen: bei Zapfen aus Schmiebes oder Gußeiſen, laufend in Lagern 
aus Gußeifen oder Glockengut (Meffing), geſchmiert mit Del, Talg oder 
Schweineichmalz, ift der Reibungscoefficient: 

bei ununterbrochener guter Unterhaltung, = 0,054, 
. bei gewöhnlicher Abtwartung, — 0,070 biß 0,080. 

Die von Coulomb gefundenen Werthe weichen Hiervon zum Theil ab. 

Anmerkung. Durch die Verſuche über bie mittelbare Zapfenreibung mit 
Külfe der Reibungswage find vom Herrn Hirn mehrere, zum Theil von dem bis 
dahin Belannten abweichende Refultate erlangt worden. Der Zapfen, welden er 

Beispad’s Lehrbud der Mechanit. J. 22 
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hierzu anwendete, beſtand in einer hohlen gußeiſernen Trommel von 0,28 Meter. 
Durchmeſſer und 0,22 Meter Länge, und wurde von außen durch Eintauchen in 
Del gejchmiert, ſowie von innen mittels durchfließenden Waſſers abgelühlt. Das 
bronzene Zapfenlager (8 Kupfer, 1 Zinn) wurde mittel eines 11, Meter langen 
Hebels von 50 Kilogramm Gewicht aufgevrüdt, während der Zapfen 50 bis 100 
Umdrehungen pro Minute machte. &8 ift leicht zu ermeflen, daß bei den mit die 
ſem Apparate angeftellten Verſuchen die Flüffigkeit und Aohäfion der als Schmiere 
dienenden Dele eine große Rolle fpielen mußten, da bier nicht allein die Umfangs» 
geſchwindigleit, fondern auch die Reibungsfläe in Hinficht auf den Drud eine 
ſehr große war. 

Die Umfangsgeſchwindigkeit der Trommel betrug, da die letere einen Umfang 
von 72 Gentimeter hatte, und in ber Secunde 5, big 1%, mal umlief, 60 bis 120 
Gentimeter = 23 biß 46 Zoll, während fie bei den gewöhnlichen Mafchinen nur 
2 bis 6 Zoll mißt. Werner der horizontale Arenjchnitt der Trommel betrug 22.23 
— 506 Quabdratcentimeter, folgli fam auf ein QDuadratcentimeter diefes Schnitteg 
nur ein Drud von = —= 0,1 Kilogramm, d. i. auf einen Quadratzoll 6,84. 0,3 
— 1,37 Pfund, während diefer Drud bei gewöhnlichen Arbeitgmajchinen mehrere 
hundert Pfund beträgt. Die Verhältniſſe der Berjudde des Herrn Hirn waren 
daher zum großen Theil abweichen von den Neibungsverhältnifien, wie fie bei 
großen und ſtarken Maſchinen vorlommen und wie fie auch bei anderen Verſuchen, 
3.8. bei denen von Morin, ftattfanden, und es find folglich die fi bei denſelben 
herausgeftellten Abweichungen vollftändig erflärlih. Die Hauptergebniffe der 
Hirn’schen Verſuche beftehen ungefähr in Folgendem. 

Die mittelbare Reibung hängt nicht allein von dem Drude und der Natur und 
Beſchaffenheit der fih reibenden Körper und des Schmiermittels, fondern aud von 
der Geſchwindigkeit und von der Temperatur der Reibungsfläden und der Umge⸗ 
bung, jowie auch von der Größe diefer Flächen ab. Es ift bei conftanter Tempe⸗ 
ratur die Reibung der Geſchwindigkeit direct proportional, und es wächſt dagegen 
diefelbe nur wie die Duadratwurzel aus der Gejchwindigkeit, wenn die Temperatu- 
ren unbeadhtet gelafjen werden. Aus anderen Verfuchen folgert endlich auch noch 
Herr Hirn, daß die mittelbare Reibung der Quadratwurzel auß ber Reibungs⸗ 
fläche, ſowie auch der Quadratwurzel aus dem Drude proportional if. 

Was indbefondere den Einfluß der Temperatur anlangt, jo ließ fih aus den 
angeführten Verſuchen die Formel: 

Fo 


f= 1,0492: 
folgern, in welcher & die Temperatur der Reibungsfläche, Fo die Reibung bei 00 
und F die bet & Grab Temperatur bezeichnen. 
Ein Hauptergebniß dieſer Verſuche ift noch die Ermittelung des Arbeitsvermö⸗ 
gens der Wärme. Hiervon wird erft weiter unten, und zwar bei der Theorie der 
Wärme gehandelt. 


Neuere Berfuche über Zapfenteibung find mitteld einer ftarfen Reibungs⸗ 
wage vom Herrn Mafchinendirector Kirchweger an Eifenbahnwagenaren 
von 2r — 28/, bis 81/, Zoll Dide angeftellt worden. (Siehe die Mitthei⸗ 
Inngen des Gewerbe-Bereins in Hannover, Jahrg. 1862.) Diefer Verſuchs⸗ 
apparat bilbet einen doppelarmigen Hebel ACB, Fig. 301, von 2.3 —= 6 


$.186.] Die Wiberflände ber Reibung und Steifigleit zc. 839 
Zuß Länge, welcher mittels bes Lagerdedels D und durch auf die Wag- 
ſchalen 9 und W aufgelegten Gewichte auf den umlaufenden Zapfen Z 
aufgebrüct wurde; bie Umbrefung biefes Zapfens erfolgte mittels einer durch 


Big. 801. 


Dampffraft in Umdrehung gefegten Riemenſcheibe R. Die Belaftung einer 
Wagichale betrug 2000 bis 8000 Pfund, wobei ber Zapfen entweder 180 
oder 360 Umdrehungen pr. Minute machte. Bei einigen Berfuchen ließ man 
die Welle jedod; nur 10 Umdrehungen pr. Minute machen, um den Unter- 
ſchied der Reibung bei verſchiedenen Geſchwindigleiten kennen zu lernen. 
Uebrigens wurden wegen Ausgleichung von Gewichten und Fehlern ſämmt ⸗ 
liche Berfuche bei umgelehrten Umdrehungsrichtungen wiederholt. 

Während die Verſuchsaxen aus Schmiebeeifen, fowie aus Gußſtahl be» 
ftanden, war das gewöhnliche Lagermetall der Arbüchſen eine Compofition 
von Kupfer, Zinn und Antimon, ober aud) eine aus Kupfer, Zint, Zinn 
und Blei beftehende Bronze. Aus den Seite 233 umd 234 des angezeigten 
Werles zufammengeftellten Tabellen ift zu erjehen, daß der Reibungscoefficient 
der Ruhe umd bei Schmiere von Eohäfionsöl im Mittel $ = 0,0912 ifl, 
wogegen ber Coefficient der Bewegung bei Anwendung verſchiedener Schmier- 
mittel, als Rüböl, Eohäfionsdl, Baumöl, Talg u. ſ. w, mit Ausnahme der 
Bronzelager, im Mittel 0,0093, alfo circa ðmal fo klein ausfällt als ge» 
wohnlich angenommen wird. Diefer Meine Werth bes Reibungscoefficienten ꝙ 
hat vorzüglich in bem großen Zapfenbrud von 500 bis 1000 Pfund pr. 
Quadratzoll feinen Grund; mit der Abnahme des Zapfendruds, z. ®. bis 
auf 26,6 Pfund, fteigert ſich z. B. ꝙ auf 0,0245. Auch ift bei einer Zapfen- 
färfe 2r von 3 Zoll und ber Umbrefungszahl u —=.180 pr. Minute bie 
Umfongsgeichtwinbigfeit des Zapfens v — Fe — 28,27 Zoll, während 
dieſelbe gewöhnlich nicht 3 Zoll übertrifft. 


29* 
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Die Reibungswage von Waltjen ft in der Hauptfache eine mit ihrem 
Auge auf einen umlaufenden Zapfen aufgelegte und mit einem befonderen 
Metalllager verfehene Scheibe, welche durch angehangene Gewichte den er⸗ 
forderlihen Zapfendrud erhält, und zur Ausgleichung der ungleichen Kräfte 
mit einem befonderen Gegengewichte an der einen Seite der Scheibe verfehen ift. 

Bei den Berfuchen von den Herren Waltjen und Rühlmann, fowie bei 
den in fpäterer Zeit vom Heren Dr. Lunge angeftellten Berfuchen mit einer 
großen Anzahl von Schmiermitteln tft der Heibungscoefficient allerdings ſehr 
verfchieden, jedoch größtentheils innerhalb 0,02 und 0,03, alfo ebenfalls viel 
Heiner ausgefallen als bei ben älteren Verſuchen. 


8. 1857. Mechanische Arbeit der Zapfenreibung. Kennt man den 
Druck R zwifchen einem Zapfen und feinem Lager, und ift noch der Halb» 
Fig. 302. mefjer r des Zapfens, Fig. 302, gegeben, fo 
läßt fi die Arbeit, welche die Zapfenreibung bei 
jeder Umdrehung bes Zapfens in Anſpruch nimmt, 
leicht ermitteln. Die Reibung Fit=gpR, 
unb der ihr entiprechende Weg der Umfang 2xr 
de8 Zapfen; e8 folgt baher die bei einer Um⸗ 
brehung durch die Keibung verloren gehende me: 
hanifche keiltunG A= YR.22r—=2ng_Rr. 
Macht der Zapfen in einer Minute « Umdrehun- 
I gen, fo ift die in jeder Secunde verbrauchte Arbeit 
u __aupRr 
co 30 

Die Arbeit der Reibung wächſt alfo mit dem BZapfenbrude, dem 
BZapfenhalbmeffer und der Umdrehungszahl gleichmäßig. Es ift da- 
her eine praftifche Regel, bei rotirenden Mafchinen den Zapfendrud nicht 
unnöthig durch große Gewichte zu erhöhen, die Zapfen nur fo ftark zu machen, 
als die Feſtigkeit auf die Dauer e8 verlangt, und endlich auch nicht fehr viel 
Umbrehungen in einer Minute zuzulaſſen, wenigftens dann nicht, wenn e8 
nicht andere Verhältniſſe erfordern. 

Durd) Anwendimg von Frictionsräbern, welche man ftatt der Zapfen- 
lager anmwendet, wird die Arbeit der Reibung vermindert. In Fig. 303 ift 
AB eine Welle, die mit ihrem Zapfen CEE, auf den Umfängen ZH, 
E, H, dicht Hinten einander Tiegender ımd um D und D, drehbarer Räder 
(Srietionsräder) ruht. Aus dem gegebenen Drude R ber Welle folgen bie 
Prefiungen: 








L=2ngoRr.- —= 0,105. upRr. 
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wofern & ben Wintel DCD, bezeichnet, welchen die Central» oder Drud- 
finien CD und CD, zwiſchen fid einfließen. Vermöge der wälzenden 
Reibung zwifchen dem Zapfen C und den Radumfängen laufen die Räder 
mit diefem Zapfen um, unb es entftehen in den Lagern von D und Di bie 
Neibungen 9 N und PN}, welche zufammen 

Fa) 


; 


betragen. Werden nun die Radhalbmeſſer DE— D,E, durch m und 
bie Zapfenhalbmeſſer DK Di Kı durch rı bezeichnet, fo erhalten wir die 
Kraft am Umfange der Räder oder auch am Umfange des auf dieſen Liegen 
den Zapfens C, welche zur Ueberwindung von F nöthig ift: 





R="r-n.9R 
1 ur — 
2 

Big. 308. dis. 804. 


wäßrend biefelbe = PR beträgt, wenn der Zapfen O unmittelbar in einer 
Pfanne ruht. 

Wenn man die Gewichte der Frictionsräber umberüdfichtigt läßt, fo ift 
folglich die Arbeit ber Reibung bei Anwendung von diefen Rädern, 


9 —ı 





ar cos. & 
u 3. 


mal fo groß, als ohne biejelben. 
Stellt man dem Zapfendruck R ein einziges Frictionsrad @.H, Fig. 804, 
entgegen unb verhindert man die zufälligen, übrigens nicht zu beachtenden 


Seitenkruſte durch fefte Baden K und Z, fo falt & = 0, con. 5 = 1 und 
obiges Verhaltniß v — a aus. 
49 
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Beiſpiel. Ein Kunſtrad wiegt 15000 Kilogramm, der Halbmeſſer a feines Um⸗ 
fanges ift 5 Meter und fein Zapfenhalbmefier r — 13 Eentimeter, wie groß iR die 
Kraft am Umfange des Rabes, um die Zapfenreibung zu überwinden, um biejes Rab 
alfo Ieer in einer gleigförmigen Bewegung zu erhalten, und wie groß ift der ent» 
ſprechende Arbeitgaufwand, wenn es in einer Minute 5 Umdrehungen madt? Den 
Neibungscoefficienten 9 können wir bier — 0,075 annehmen, weshalb vie Reibung 
9R = 0,075.15000 = 1125 Kilogramm beträgt. Da der Radhalbmefier —— Dr 
= 38,46 mal fo groß ift, als der Zapfenhalbmefjer oder Hebelarm ber Reibung, 
fo ift die auf den Radumfang reducirte Bapfenreibung: 


50" 58” 29,25 Kilogramm. 
Der Sapfenumfang {ft 0,26 . = 0,8168 Meter; folglich der Weg der Reibung 
in einer Secunde: 

- rn = 0,06807 Meter, 
und die Arbeit der Reibung während einer Secunde: 

L = 0,0687 . 9R = 0,06807 . 1125 — 76,57 Rilogrammmeter. 

Lagen die Zapfen dieſes Rades auf Frictionsrädern, deren Halbmefjer nur 5mal 
fo groß find als die Galbmeffer ihrer Zapfen, wäre alſo a = Y, ſo würde bie 


Kraft am Radumfange nur Y, . 29,25 — 5,85 Kilogramm und die von der Reis 


bung eomfumicte Arbeit nur 7307 S 16,81 Rilogrammmeler beiragen. les 


dings würde aber dann auch vos Rad weit unſicherer aufliegen. 


8.188. Reibung in ausgelaufenen Zepfenlagern. Die Reibung eines 
Zapfens ACB, Fig. 305, ineinem ausgelaufenen Zapfenlager, welches 

Big. 506, nur in einem Punkte A aufliegt, ift klei⸗ 

[ ner als bie bei einem neuen, mod im 

allen Punkten des Lagers aufruhenden 
Zapfen. Findet feine Umdrehung ftatt, 
fo drückt der Zapfen in dem Punkte B, 
wo die Richtung des Mittelbrudes R 
hindurchgeht; tritt aber Umdrehung nad) 
der Richtung AB ein, fo wird der Zapfen 
vermöge feiner Reibung im Zapfenlager 

, To weit in die Höhe fteigen, bis ſich die 
Kraft S zum Herabgleiten mit ber Reis 
bung F ins Gleichgewicht fegt. Der 
Mitteldrud R zerlegt ſich in eine Normalkraft N und im eine Tangential- 
kraft S, N geht auf das Lager über und erzeugt die tangential wirkende 
Reibung F—= YN, S aber jegt ſich mit F ins Gleichgewicht; es ift alfo 
auch 8— 9M. Nun ift aber auch SR sin.a und N = R 008.0, 
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wenn a ben Wintel BOA — RON bezeichnet, um welden der Drudpuntt 
in Folge der Reibung zur Seite fortgerüdt ift, daher folgt: 
Rena pR co.a, b.i. tang.a = p = tang.p, 
daher ift & der fogenannte Reibungswintel @ und N —= R c08. 9, fowie 
=9pN=Rs5in.g, ud 
Rtang.o Y9R 


F= = . 
Vitrine Yırg 
Fande das Fortrüden des Zapfens nicht ftatt, fo wäre 
_ _ _EBsin.o, 
F=9R=Rtn.e= 008.0 
es iſt folglich die Reibung nad) dem Fortrucken cos. g mal fo groß, als 
die vor dem Fortrucken. Im der Pegel ift ꝙ — tang.g noch nicht Y/ıo 
und 008.0 > 0,995, alfo die Differenz noch nicht %ıooo = Yaoo; man hat 
Fig. 306. daher in den gewöhnlichen Fällen der Anwendung auf 
den Einfluß diefes Fortrüidens nicht Rüdficht zu nehmen, 
Läuft das Rad AB mit einer Nabe ober einem 
Auge, Fig. 306, um eine fefte Are AC, fo ift die 
Reibung dieſelbe, ald wenn ſich die Axen in Pfannen 
bewegen, nur ift bei einem ausgelaufenen Auge ber 
Hebelarm der Reibung nicht der Halbmefier des feften 
Zapfens, fondern der des Auges. 


Reibung in einem dreiseitigen Lager. Legt man ben Zapfen 8.189. ” 
in prismatifche Lager, fo erhält man größere Drüde und deshalb auch " 
mehr Reibung als bei einem runden Lager. Iſt das Lager ADB, Fig. 307, 

Fig. 807. breifeitig, fo liegt der Zapfen in zwei Punkten 

A und B auf, und es ift an jedem ber- 

felben Reibung zu überwinden. Der Mit- 

teldruck R zerlegt fich in zwei Seitenträfte Q 

und Q,, und jebe berfelben giebt einen Nor- 

maldrud N und N, und eine der Reibung 

F=9N un F, = YN,ı gleiche Tangen⸗ 

tialkraft. Dem vorigen Paragraphen zu⸗ 

folge laſſen ſich aber dieſe Reibungen auch 

= Qsin.g und Qı sin.g ſetzen; man hat daher fir die Gefammtreibung, 

F+RA=(Q+ Wing. 

Die Kräfte Q und Qı ergeben ſich durch Auflöfung eines aus Q und Q, 

gebildeten Kräfteparallelogrammes mit Hilfe des Mitteldruckes R, des Rei— 

bungswinkels g und des Winkels ACB — 2«, welcher dem im Lager lie« 
genden Bogen AB entſpricht. Es ift: 
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QOR=ACD— CA =a—gmb 
QOR=BCD+ CBO=« + 9; folglid: 
90a =e—etare=2a. 


Fig. 808, Die Unwendung ber Formeln in $. 80 
giebt nun: 
sin. (e — 0) 
a= Pe 


sin. (@ + 0) 
= sin.2. "Ri 


daher folgt die gefuchte Reibung: 
F+R=(04+ Wim g= lin. ſa - o) time + DERE. 


Aber sin. (a — g) + sin. (@ + 0) ift, der analytiſchen Trigonometrie 
zufolge, = 2 sin. cos. und sin.2a — 2sin.a cos.c, es ergiebt ſich 
daher: 

F+m— 2 me Being cog_ Rsin.20 


28in. 008.0 "Zeos.a ” 





wofür ſich wegen ber Kleinheit von g auch = zum fegen läßt. Die Reis 
bung bei Anwendung des breifeitigen Zapfenlagers ift hiernach Fe mal 


fo groß, als die beim cylinbrifchen Lager. Iſt 3. ®. ADB — 60°, alfo 
ACB = 180° — 60° = 120% und ACD—= « — 60%, fo hat man 
1 . 4 oh 
35.605 mal — 2 mal fo viel Reibung, als bei einem runden Lager. 
Reibung in einem neuen Lager. Mit Hülfe der legten Formel 
Täßt ſich nun auch die Reibung in einem neuen runden Zapfenlager finden, 
worin der Zapfen an allen Stellen noch aufliegt. Es fei ADB in ig. 309 
Fig. 309. ein ſolches Lager. Theilen wir den Bogen ADB, 
in welchem fi) Zapfen und Lager berühren, in 
viele Theile, wie AN, NO u. f. w, weldje glei», 
hen Projectionen in der Sehne AB entſprechen, 
und nehmen wir an, baß jeder biefer Theile gleich 
viel vom ganzen Drude R, nämlich — 2, Wobei 


n bie Anzahl der Theile bezeichnet, vom Zapfen 

auf das Lager Übertrage. Nach dem vorigen 
Paragraphen ift die Reibung fr zwei gegenüberliegende Theile NO und 
N, 0: 


8. 191.} Die Widerflände der Reibung und Steifigfeit zc. 845 


Aber cos. NCD it ud = cs. ONP = nn wofern NP die Pros 


jection des ‘Cheiles NO auf AB repräfentirt, und 


vr — Cine AB. 


e3 folgt daher jene den Theilen NO und N, O, .entfprechende Reibung: 


Rsin.20 n. NO Rsin.2e Yo 


— o —— 
— — 0) — — — 


n Sehne Sehne 
Um nun die Reibung für den ganzen Bogen ADB zu finden, bat man 
ftatt NO den Bogen AI — * ‚ADB einzuführen, weil die Summe 


aller Reibungen gleich in F im ® mal Summe aller Bogentheile; es folgt 
aljo die Keibung in einem neuen Yapfenlager: 


F= Rsin.20- 








ober, wenn wir den Centriwinkel ACB, weldyer dem im Lager liegenden 
Dogen entſpricht, —= 2 0°, alfo Sehne AB = 2AC. sin. «a fegen: 
Rsin.20 ‚„_@ 





F= 5 Eine’ oder sin. 2 e = 28in.g 
angenommen, annähernd: 
F = Rsin.g - — 


N. 

Hiernad) ift die anfängfide Keibung um fo größer, je tiefer ber Zapfen 
in feinem Lager Tiegt. Umfaßt 3. B. das Zapfenlager den halben Zapfen- 
umfang, ft alo «= = BL x und ſonach sin. — 1, fo hat man 
F=-.Rsin.e, alfo Z — 1,57 mal fo groß, als beim ausgelaufenen 
Bapfenfager. Bei einem Zapfen, welcher nicht tief im Lager ruht, iſt c 


Hein, daher sin. = a — a — a (1 — 5) zu jegen, weshalb folgt 


F= (1 + 5) R sin. o, oder = Rsin.o, wenn « jehr Hein ift. 


Poncelet’s Theorem. Der Zapfendrud R ergiebt ſich in ber Kegel (8. 191.). 


als Mittelfraft von zwei rechtwinkelig gegen einander gerichteten SPräften P 
und Q, ift alfjo = YP? + Q°. Inſofern man ihn nur zur Beſtimmung 


der Reibung 
F=g9R=g9YP +9: 
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bedarf, kann man ſich mit einem Näherungswerth beffelben begnügen, theils 
weil fchon der Eoefficient ꝙ niemals fo ficher beftimmt werden Tann und 
von fo ſehr vielen Zufälligfeiten mit abhängt, theils auch, weil das ganze 
Product oder die Reibung PR meift nur ein Heiner Theil ift von den 
übrigen Kräften an der in Zapfenlagern ruhenden Maſchine, wie Hebel, 
Kolle, Radwelle u. f. w. Der Lehrfag, welcher einen Näherungsausdrud 
von VP?2 + 03 zu finden Iehrt, ift unter dem Namen „das Poncelet'ſche 
Theorem“ bekannt, und läßt ſich auf folgende Weiſe entwideln: 


vr + @=PVı +(&) =PYır =, 
wobei x = 8, und voransgefegt wird, daß Q die Kleinere Kraft, alfo = 
ein achter Bond if. Segen wir nım: 


Vvırz=uHtvn 


und beftinmmen wir die Coefficienten u und » gewiſſen Forderungen ent⸗ 
ſprechend. Der relative Fehler iſt: 


_Vıit®—- ev _,_ arvs 
= Vı+z? ra + 2’ 

Diefer Gleichung entipricht eine Curve OS P, Fig. 310, welche für die 
Abfciffe z = 0, die Ordinate AO = y=1— u, und für bie Abfcifie 
AB= 1, bie Odimte BP=y=1— te bat, welche ferner in 
zwei Punkten K und N duch die Abjcifienare geht, und bei S ihren größten 

Fig. 810. Abftand CS von diefer Are erreicht. 
p Seben wir y = 0, alfo: 


o 
we x VıH2=u+vz 

Ä B und Löfen wir diefe Gleichung in 

s Beziehung auf = auf, fo erhalten 


wir in 
_wzVe+r—1 
1 
bie Abſeiſſen AK und AN der Durchſchnittspunkte K und N, und alfo 
auch diejenigen Werthe, bei welchen der Fehler Null ausfällt. 
Um aber die Abfcifie 40 des größten negativen Fehlers CS zu finden, 
Ion ! wir das Differenzialverhältniß: 
_ +) + Nr — vll Ha _ — Null 
2 ı-+ 27 
(f. 8. 13 der analytiſchen Hulfslehren). 


8. 191.] Die Widerflände der Reibung und Steifigkeit zc. 847 
Diefer Forderung wird entfprochen, indem man 
tr) tm) —rv(l + ae, oder 
tra =er(ili ta). io =, It 


Hiernach giebt alfo die Abſciſſe AC — m die größte negative Ordinate: 


v 


k+V-7 
— 1 — e—— air vl — — — V — 1) 
COS=1 7 Vertv 1) pa? + v2 1) 


Um nun weder einen großen pofttiven noch einen großen negativen 
Sehler zu begehen, fegen wir die brei Ordinaten AO —= 1 — u, 


BP=1— en und OS —= Yu? + v2 — 1 einander glei, und 
beſtimmen biernad) die Coefficienten u und v. Es if: 


ei (VEN) — oa m 


2 — u—=Vw + v,0i2 u (1 +Yı + 0,414°), folglic 


u = — (0,96 und v —= 0,414 . 0,96 —= 0,40. 





2 
1 + Yı,ı71a 
Wir Können alfo annähernd Yı + x? = 0,96 + 0,40 . =, und ebenfo " 
die Mittelkraft 
R = 096 P+ 0409 
fegen, und wiflen, daß wir hierbei höchſtens den Yehler 
y=1-—-e=1 — 0,96 = 0,04 4 Proc. des wahren Werthes 
begehen. 
Diele Beftimmung fett voraus, daß wir willen, welche von den Kräften 
die größere ift; iſt uns dies nicht befannt, fo können wir 
Vi+t==es(l+9 
annehmen und befommen jo 
el +D 
Vı + + 7° 
Hier giebt nicht nur bie Grenze 2 — 0 den Fehler = 1 — u, fondern 


y-1-— 


auch die Grenze = = © benfelßen = 1 — = = 1 — u; jegen wir 


aber z = m — 1, fo befommen wir den größten negativen Yehler: 





— — — — —— — — — 
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—“ VS-V- 


und es ergiebt ſich durch Gleichſetzen dieſer Fehler: 

Va 5— 
wofile 0,83 geſetzt wird. In dem Falle alſo, wo man nicht weiß, welche 
von ben Sträften die größere ift, Täßt fich fegen: 

R= 083 (P+Q), 
und man erhält dabei den größten Fehler: 

91— 083 = 0,17 Procent —= 1/, des wahren Werthes. 

Weiß man, daß 2 nicht über 0,2 ift, fo läßt man richtiger = ganz 
außer Acht, und fchreibt YP® + Q? =D, fällt aber © über 0,2 auß, 
fo ift ebenfalls richtiger 


Vr: + 9: —= 0,888 P +.0,490 . 9; 
in beiden Fällen ift nämlich der größte Fehler ungefähr zwei Procent*). 


Der Hebel. Die im Obigen entwidelte Theorie ber Reibung findet beim 
materiellen Hebel, bei der Radwelle und anderen Maſchinen ihre Anwen- 
dung. Handeln wir zunächſt vom Hebel, und nehmen wir im Winfelhebel 
ACB, Fig 311, glei, den allgemeinften Fall vor. DBezeichnen wir wie 
früher (8. 139) den Hebelarm CA ber Kraft P durch a, den Hebelarm 


. CB der Laſt Q durch d, und den Zapfenhalbmefler CH durd r, fegen wir 


gig. su. da8 Gewicht des Hebeld — @, den 
Hebelarm CE deſſelben = 3 und die 
Winkel APK und BQK, um welche 
die Kraftrichtungen vom Horizonte ab- 
weichen, = & und 6. Die Kraft P 
giebt den Berticaldrud Psin. c, und 
bie Laſt Q denfelben = Q sin. ß; es 
ift daher der geſammte Berticaldrud: 

„=@G+ Psina + Qsin.P. 
Die Kraft P giebt auch noch den Horizontaldruck Pcos.& und die Laſt einen 
Gegendrud Qcos.ß; «8 bleibt daher als Horizontaldrud 

H = Pcos. « — Q cos.ß 

übrig, und es läßt fi nun der Totaldrud im Zapfen: 





R=uV+vH=u(@G+ Psin.a-+Qsin.ß) -+v(Pcos. «— Q cos. B) 


ſetzen, wobei aber der zweite Theil v (Pcos.a — Qcos.ß) nie negativ zu 


*) Polytechniſche Mittheilungen, Band I. 
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nehmen, und deshalb in dem Falle, wenn Qcos.ß > Pcos.« iſt, das Zei⸗ 
chen zu ändern ober vielmehr Pcos. a von Qcos.ß zu fubtrahiren ifl. Um 
nun denjenigen Werth der Kraft zu finden, welcher dem Iabilen &leich« 
gewichte entfpricht, jo baß beim Fleinften Zuſatz Bewegung eintritt, fegen 
wir ftatifches Kraftmoment gleich ftatifches Laftmoment, plus oder minus 
Moment des Gewichtes ber Mafchine ($. 139), fowie plus Moment der 
Reibung, alfo: 
Pa=00+Gs + pRr 
— 0b+Gs + 9(uV + vH)r, woraus folgt 
_ +4: + pIe(@ +Qsin.B) FvQcos.Plr, 
a — pr sin. « T vor cos. 
Wirken P und Q vertical, fo ift einfach 
R=P-+0Q +.@, daher 
Po= Qt +PP+EH+ Nr. 
Iſt der Hebel einarmig, fo wirfen P und Q einander entgegen, dann ift alfo 
R=P— 0 + @ und beshalb aud die Reibung Heiner. Uebrigens 
muß BR ſtets pofitio in Rechnung fommen, weil bie Reibung ꝙ Renur Bes 
wegung verhindert, aber nicht erzeugt. Man fieht auch hiernach, daß ein 
einarmiger Hebel mechanifch volllommener ift, als ein doppelarmiger Hebel. 
Beifpiel. Sind die Hebelarme bei dem in Fig. 311 abgebildeten Wintelhebel: 
a — 6 Fuß, d4Fuß, = Fuß und r = 14, Boll, die Neigungswintel 
« —= 70°, 8 = 50°, ift ferner die Laft Q = 5600 Pfund und das Gewicht G des 
Hebels, = 900 Pfund, jo beftimmt fi die Kraft P zur Herftellung des Iabilen 
ie wie folgt. Ohne Rüdfiht auf Reibung ft Pa-t-Gs= 9b, 
daher: 
P-— Se — Er 0.2 0 = 9888 Bund. 
Segen wir 4 = 0,96 und » = 0,40, jo belommen mir: 
au (@ + Qsin. ß) = 0,96 (900 + 5600 sin. 50°) = 4982 Pfund, 
„Ocos.$ = 0,40 . 5600 c08.60° — 1440 Pfund; 
u sin.a = 0,% . sin. 700 = 0,902, 
v .cos.a = 0,40 .. c08.70% = 0,137. 
Es if} leicht einzufehen, da& hier Pcos.« Heiner als Qcos. 8 ift, denn da annäs 
bernd P —= 3658 ausfällt, jo hat man Pcos. « = 1251 Pfund, wogegen Q cos. B 
— 8600 Pfund beträgt; deshalb nehmen wir hier für » Q oos. ß und » pr cos. a 
das untere Beiden und ſetzen: 
p — 560.4 — %0 . Y + pr (4982 + 1440), 
6 — por (0,902 — 0,173) 
Nehmen wir nun noch den Reibungscoefficienten 9 = 0,075 an, jo erhalten wir 
or = 0,075 . %, = 0,009875 jowie 6422 pr = 60, 
und die gefuchte Kraft: 


_ Io == 8673 Pfund. 
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Uebrigens if hier der Verticaldruk, wenn man die ohne Küdficht auf Reibung 
beftimmte Kraft P = 3658 Pfund einführt: 
V = 3658 sin. 70° + 5600 sin. 50° -+ 900 = 8487 + 4290 + 900 
= 8627 Pfund, 
dagegen der Horigontalbrud: 
H = 5600 cos. boo — 8658 c08.70% — 8600 — 1251 = 2349 Pfund. 
Hier hat man H> 0,2 V, daher ift richtiger: 
R= 0888. H + 0,490 7 = 0,888 . 8627 -+ 0,490 . 2849 = 8811 
zu fegen, und es folgt fo das Moment der Reibung: 
= porR = 0,009875 . 8811 = 82,6 Yußpfund, 
und enblid die Kraft: 


P = 8672 Pfund, 
welder Werth vom obigen allerdings nur wenig abweicht. 





2240 — 450 + 826 
KT 


Beibung an stehenden Zapfen. Findet bei einer Rabwelle ein 
Drud in der Richtung der Are ftatt, wie e8 5. B. bei ftehenden Wellen 
in Folge bes Gewichtes derfelben jedesmal der Fall ift, fo giebt es noch eine 
Reibung auf der Bafis des einen Zapfens. Weil Hier in allen Punkten 
Drud zwiſchen dem Zapfen umd der Pfanne vorhanden ift, fo ſteht diefe 
Reibung der einfachen gleitenden näher, als der feither betrachteten Zapfen- 
reibung amd man hat deshalb fir dieſe die in Tab. I. (©. 323) aufge 
führten Neibungscoefficienten einzuführen. Um bie Arbeit diefer Reibung zu 
finden, muß man ben mittleren Weg kennen, ben bie Baſis AB, Fig. 312, 

Sig. 512, eines folchen ftehenden Zapfens bei einer Umdrehung 
zurüdiegt. Nehmen wir an, daß der Drud R auf 
der ganzen Flache gleichförmig vertheift fei, fegen 
wir alfo voraus, baf glei großen Theilen ber Baſis 
gleiche Reibungen zulommen. Theilen wir nun bie 
Vaſis durch Halbneffer OD, CE u. ſ. w. in lauter 

| gleiche Sectoren oder Dreiede, wie DOE, fo ent 

\ [2 } fpredjen diefen nicht nur gleiche Reibungen, fondern 
® 5 auch gleiche Momente, es tft daher nur das Reibungs⸗ 

f\ moment von einem biefer Dreiede zu finden. Die 
Neibungen eines folden Dreieds laſſen ſich aber als 

Parallelkräfte anfehen, da fie alle tangential, d. i. 

winfefrecht zum Radius CD wirken; und da nım der Schwerpunkt eines 
Körpers ober einer Fläche nichts weiter als der Angriffspunkt der Mittelkraft 
von in biefem Körper oder in biefer Flache gleichmäßig vertheilten Parallel» 
traften ift, fo läßt fid) demnach aud) hier der Schwerpunkt 8 des Gectons 
oder Dreiedd DCE als Angriffspunkt von der aus ſämmtlichen Reibungen 
beffelben entfpringenben Mittellraft anfehen. Iſt num der Drud auf diefen 
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Sector, = = und der, Halbmeffer OD — CE ber Bafis = r, fo folgt 
(nad) $. 115) das flatifche Moment der Reibung diefes Sectors: 
= cs. * = hr . gr 


und endlich das ftatifche Moment ber vollftändigen Zapfenreibung: 
M=n.?,r ve 2, Q@Rr. 


Zumeilen ift die fich reibende Fläche ein Ring ABED, Fig. 813. 
Sind bie Halbmeſſer deſſelben OA=—=r, und CD=r, fo hat man es 
Sig. 818 mit der Beſtimmung des Schwerpunttes 8 von einem 
g. 818. Ringſtucke zu thun, und erhält deshalb nach $. 116 

den Hebelarm: - 


r 
08 u 2); Pr _ A 
daher das Moment der Reibung: 
2 — 
M 2/ R —5. 
Ar? — 


13 





Führt man den mittleren Halbmefler arn_ r 


und bie Breite des Ringes rn — 13 = b ein, fo 
erhält man dieſes Moment der Keibung auch 


db? 
M=oR r+ 277; . 


Die Arbeit der Reibung für eine Umdrehung des Zapfens ift im erſten Falle 
A=2z.%, a — 1, spRr, und im Amel: 


= !hzpR (- —A)= 2292 (r + — * 


Hiernach iſt auch die A an ben aus einem oder mehreren Ringen 
beftehenden Hals⸗ oder Kammzapfen zu berechnen, wenn die ftehende 
Welle an demfelben aufgehangen ift. 

Man fieht auch hier Leicht ein, daß wegen Verminderung dieſes Arbeits- 
verluftes die ſtehenden Zapfen oder Stifte möglichft ſchwach zu machen find, 
und daß mehr Arbeitsverluft entfteht, wenn unter übrigens gleichen Verhält⸗ 
niffen, bie Reibung in einem Ringe als in einem vollen Kreife ftatthat. 

Beifpiel. Bei einer 1800 Kilogramm ſchweren Turbine, weldhe in der Minute 
100 Umdrehungen madt, iſt die Stärke des Stiftes an der Bafis 2"/, Eentimeter, 
wie viel Arbeit confumirt die Reibung dieſes Stiftes in einer Secunde? Den 
Reibungscoefficienten = 0,100 angenommen, erhält man die Reibung: 

9B = 0,10 . 1800 = 180 Kilogramm; 
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der Weg. pro Umdrehung iſt: 

=Yar=%.814. 1,25 = 5,28 Gentimeter, 
daher die Arbeit pro Umbrehung: 

= 180 . 0,0823 — 9,414 Rilogrammmeter. 
Run macht aber diefe Maſchine in der Secunde 19%, = %, Umbrefungen; folgt 
daher der gefuchte Arbeitsverluſt: 

9,414 


= sn = 156,9 RMeterlilogramm. 


8.194. Reibung an Spitzsapfen. Iſt der Zapfen ABD, Fig. 814, co» 

niſch zugefpigt, fo fält die Reibung größer aus als bei einem unten 
Fig. 314. ebenen Zapfen, weil fih der Axendruck R in 

die die Reibung erzeugenden Normaltcäfte, wie 

N,N, u. f. w. zerlegt, die zufanmen größer 

als R allein find. Wird der halbe Convergenz ⸗ 

winlel ADC —= BDO durch @ bezeichnet, fo 





hat man: 
en, 
N 1 « 
une die Neun dieſes Spitzzapfens: 
| 
| =9 * au ſetzen. 


Iſt nun rı der Halbmeſſer CA — OB des Zapfens an ber Stelle bes 
- Eintritt in bie Pfanne, fo hei man nach dem Obigen das ſtatiſche Reibunge- 





moment: 
SR, — Rn, 
Y= sin.a Ihn’ sin.a’ 
on, da = 24 ber Repelfeite DA — a ifl, daſſelbe auch: 
M=!,pRa 


Laßt man biefen Zapfen nur wenig im bie Pfanne eintand)en, fo wird bie 
Arbeit feiner Reibung Meiner als bei einem Zapfen mit ebener Baſis unb 
deshalb die Anwendung des Eyitgapfent dennoch; von Nugen fein. Iſt 4.8.: 

= = F, alſo r = Yrsin.o, 
ſo giebt der Spitzzapfen mit u Halbmefjer 7, nur Halb fo viel Arbeitsver⸗ 
luſt durch die Reibung als der eben abgeftumpfte Zapfen mit dem Halb- 
mefler r. 

Bildet der Stift einen abgefürzten Kegel, Fig. 315, fo findet Reibung 
an dem Mantel und an der Abftumpfungsfläche ftatt und es ſtellt ſich das 
ſtatiſche Reibungsmoment 
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-(rı tn PR 

(+ ni 

heraus, wenn r den Halbmeffer CA an ber Stelle des Eintrittes in bie 

Pfanne, r; den Halbmeſſer DE an der Baſis und ° den halben Conver⸗ 

genzwinfel bezeichnet. In Folge des großen Seitendrudes N wird die Pfanne 

bald fo ſtark abgerieben, daß endlich um Drud auf der Bafis EF übrig 
bleibt und das Moment ber Reibung M — ?/, pRrı ausfällt. 

Sehr oft find endlich noch die ftehenden Zapfen ober Stifte, Fig. 316 

und Fig. 317, abgerundet. Wenn auch durch diefe Abrundung bie Reis 


fig. 816. Sig. 816. "Sig. 317. 


bung jelbft leineswegs vermindert wird, jo Läßt ſich doch dadurch eine Vermin⸗ 
derung des Reibungsmomentes erzielen, daß man bie Tiefe des Eintauchens 
in bie Pfanne herabzieht. Setzt man eine Tugelförmige Abrundung voraus, 
fo erhält man mit Hüffe des Höheren Calciil8 für eine halbkugelförmige 
Pfanne das Moment der Reibung: 
u=#%.Rr 
fowie fir die ein niedriges Segment bildende Pfanne annähernd: 
#= [1 +03 (2)/] ar. 
term r ben Kugelhalbmeſſer MA = MB, und r, den Pfannenhalbmeſſer 
CA = OB begeihnet. 
Anmerkung. Bei den Körnerjpigen ADB, fig. 818, an den Drehbant 
windeln zerlegt fi) der Drud BR redptwintelig gegen bie Axenrichtung DX in 
Big. 818. einen Rormaldrud N und einen Seitens 
but drudt 8 parallel zur Mge. Gelten biefelben 
Bezeichnungen wie oben bei dem Spigzapfen 
Rehender Wellen, jo hat man: 
num 8= Rtang.e. 
Das Moment der Reibung, melde aus 
N entfpringt, if: 


R 
MEIN Nahe a 





ne_... 
R oder da 


"Beltdag's Beprbud der Nehanil. L 3 
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n=04=D4Asn.ADC=asina 
iR, wenn a die Länge OD Pi eingelegten Zapfenftüdes bezeichnet, 
= % pRatang.a. 


Die Seitenkraft S wird um oder zum Theil durch eine Gegenkraft 8. an der 
anderen Spitze aufgehoben. 


Beifpiel Wenn das Gewicht der armirten Welle eines Pferdegöpels, R 6000 
Pid., der Halbmeffer feines conifch geipigten Stiftes, = r — 1.Zoll und der Con⸗ 
dergenziwintel 3a des lekteren, = 90° ift, jo beträgt das Patihe Moment der 
Reibung an dieſem Stifte: 

Br 600 1 
ae EEE ae EEE a5 7A Bubfun, 

Macht diefe Welle während des Ausförderns einer Tonne auß der Grube 
= u = M Umbrefungen, fo ift die Arbeit, welche die Reibung .am Stifte in 
dieſer Zeit aufzehrt: 

Amann. Yo = 20.2. 471 = 7108 Bubpfund. 


8.195. Der sogenannte Antifriotionssspfen. Unter ber Borausfegumg, 
daß ber aziale Drud eines ftehenden Zapfens ABBA, Fig. 319, der 
Fig. 519, Duerfäjnittefläche proportional ift, 

Unnen wir den Berticaldrud pro 

Fläceneinfeit Ouerfnit, ı = & 

fegen, wofern K ben ganzen Bertical- 

oder Axendruck, und GE den Inhalt 

der verticalen Projection ADDA 

der ganzen Reibungsfläche ABBA 

N pegeichnet. Iſt nun © der Neigunge- 

wintel OTO des Flächenelementes 

O gegen bie Age OT bes Bapfens, 

fo folgt der Normaldrud, welchen ber 

Zapfen pro Fläcjeneinheit, z. B. pro Oundrateentimeter Querſchnitt gegen 


daß Lager aububt, N, = — deher bie entſprechende Reibung 





und wenn noch y den Abſtand ober Reibungshalbmeſſer MO bezeichnet, das 
Moment diefer Reibung: 


R 
. Ay=97 y 


Ain.a’ 
ober, da = — ber Tangente OT ifl, auch 
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R — 
Fy=9 G oT. 


Soll, um ein gleihmäßiges Abführen des Zapfens und feiner Pfanne 

zu erlangen, das Moment F,y an allen Stellen des Zapfens bafjelbe fein, 

fo muß folglich die Tangente O T längs der ganzen Erzeugungscurve 40 B 

bes Zapfens eine und biejelbe Größe a haben, und es ift daher dann das 
Moment der Reibung ded ganzen Zapfens: 

M=F y.&=9Ra. 

Die Curve AO Bmit conflanter Tangente OT, vom Berlihrungspunfte 

O bis zur Are COX gemeſſen, ift eine Tractorie oder Zuglinie, und entfteht, 

wenn ein auf einer horizontalen Ebene Tiegender ſchwerer Punkt A, Fig. 320, 

Sig. 320. duch einen Faden 40 in Bewegung 


den Linie OX fortrüdt. . Diefer Faden 
bildet bier die conftante Zangentenlinie 
‚A=el=ß2=y3uf.mw. 
— a. Um diefe Curve zu conftruiren, 
errihte man CA a rechtwinkelig 
auf die Are CX, nehme in CA, & 
nahe bei A an, trage al = a auf, 
nehme ß in «1, nahe bei @ an, trage 
ß2 = a auf, nehme wieder in diejer 
Linie y nahe bei ß an, trage y3 —= a 
auf u. |. w.; enblich führe man einen 
die Seiten Aa, aß, By, yd...u.f.w. 
berührenden Zug. Derfelbe giebt die Zug⸗ 
linie um fo vollfommener an, je Kleiner 
die Stüde Au, aß, By, yd...u.f.w. 
find. Herr Schiele nennt diefe Linie die Antifrictionscurve (f. The 
Practical-Mechanics Journal, Juniheft 1849, überfegt int polyt. Central 
blatt, Jahrgang 1849). 

Läßt man, wie Fig. 319 darftellt, die Antifrictionscurve am Umfange der 
Welle rechtwinkelig auslaufen, jo ift der größte Keibungshalbmefler CA=r 
zugleich die conftante Tangente a, und daher das Reibungsinoment M—=o@Rr, 
ganz unabhängig von der Länge des Zapfens. Bei der ebenen Reibungs- 
fläche A A von demfelben Halbmefler ift das Heibungsmoment Mı = ?/; ꝙ Rr, 





X 


aljo um ein Drittel Heiner, und vermindert ſich im Laufe der Zeit noch mehr, 


da Hier der äußere Umfang mehr abgeführt wird als der innere, und bie 
Berührungsfläche noch Kleiner ausfällt. 
Man conftruirt auch Hähne und Hahngehäufe nach der Antifrictions- 
curve, da hier diefelben Verhältniſſe vorkommen, wie bei den Stehzapfen. . 
23* 


geſetzt wird, deſſen Ende Cauf einer gera⸗ 
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Anmerkung. Wenn fi der Zapfendrud ZB jo vertheilt, daß die Grdße der 
Abnutzung, in der Richtung diefes. Drudes gemeffen, an allen Stellen des Zapfens 
unfanges glei) groß ausfällt, jo ift 
N, Yı — N, Ya — N .. 
sin. a sin. Og sin. Gg 
alſo für den coniſchen Spikzapfen, wo 
== a..=a; NY = Nay = Nyı 
Bejeichnen ferner O,, Oy Og-: die Oberflädhentheile, in welden die Rormals 
drüde N,, Na Na» wirken, jo hat man: 
R = N, 0, sin. a, + Ne Os Sin. Ag + N; O, SIN. Gig + ..o 
alſo für den coniſchen Spitzapfen: 
RB=(NI +N9%+ 1,0, +...) sin.a zu fegen. 
Die Flachentheile O,, O,, Og-- - lafien fi als Ringe von einer und derſelben 
Höhe — —, der Breite —— * una! und den Halbmeſſern Yyı, Yo, Y, u. |. w. anſehen; 
es iſt daher: j 


h h 
O, = any Rsın.a’ Os = 2nYg — Q = 2% 


n. ſ. w. und 





nsin.a 
0,.* v0, 0,=%0, u. f. w., fowie 
1 Yı 
N, 0, = N; Os = N; O, “., und BR zn.» N, 0, sin.a. 
Es find aljo unter der gemachten Borausjegung die Normaldrücke in glei 
hohen Ringen des Zapfenumfangs gleich groß. 
Umgekehrt folet N, O0, = 2 ana und daher das Moment der Zapfenreibung: 
M=9(N, O,yı + N303 ut Oy+.)= yN, Oo, WYıt9+ +9) 
=. Mtnt + Y.). 
Hat man e8 mit einem abgeftumpften Kegelzapfen zu thun, deſſen beiden 
Halbmeſſer din id, pfy Hat ty = ED) ſchen, 
ſo daß iM gr ti) ergiebt. 


Fur den Vofändigen Srimapien, wor, = 0 ift, folgt daher M = 


während wir oben ($. 194), M = %9 * gefunden haben. 


©. den Aufſatz von Herrn Reye zur Kheorie der Zapfenreibung in Band 6 
des Givil-Ingenieur, jowie den betreffenden YAuflag vom Herrn Director Grashof 
in Band 5 der Zeitjchrift des Vereines deutſcher Angenieure. 


yRr, 
2sin.a 





8.196. Reibung an Spitzen und Schneiden. Um die Arenreibung dres 
bender Körper möglichft zu vermeiden, unterftügt man diefe durch zugefpigte 
Stifte, fharfe Schneiden u. |. w. Hätte man e8 hierbei mit volllom« 
men ftarren und ımelaftifchen Körpern zu thun, fo würde bei diefer Methode 
bes Aufhängens ober Unterftügens gar Tein Arbeitsverluft in Folge der Rei⸗ 
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bung eutftehen Können, weil hier von ber Reibung kein meßbarer Weg zurüd» 
gelegt wirb; allein ba jeber Körper eine gewiffe Elafticität beftgt, fo wird 
beim Aufliegen eines ſolchen auf einer Spige oder Schneide ein Heines Ein- 
drüden derfelben eintreten und ſich dadurch eine reibenbe Flache Herausftellen, 
auf welder von der Reibung Wege befcjrieben werben, die allerbings zu 
einem, wenn auch nur ſehr Heinen Arbeitverlufte Beranlaffung geben. Bei 
lange anhaltenden Drehungen und Schwingungen ber auf biefe Weife unter» 
fügten Körper ftellen fich ſolche Reibungsflächen ohnebies noch ein in Folge 
des Abreibens der Spitze ober ſcharfen Kante, und es iſt dann die Reibung 
nad) dem Früheren zu beurtheilen. Man wendet aus diefem Grunde biefe 
Unterftügungsmethoden auch nur bei Inſttumenten, wie bei der Bouffole, 
Wage u. |. iv. an, wo es auf bie Herabziehung der Reibung wefentlich an- 
Tommt und nur von Zeit zu Zeit Bewegungen zugelafien werben. 


Verſuche über Reibung eines auf einer harten Stahlfpige ruhenden und 
um biefe dreibaren Körpers hat Eoulomb angeftellt. Nach diefen Verſu⸗ 
hen wächft dieſe Reibung etwas ſtärker als der Drud und verlinbert fid mit 
der Stärke der Zufpigung bes unterftügenden Stiftes. Sie ift bei einer 
Granatfläche am Hleinften, größer bei einer Achatflache, größer bei einer Fläche 
von Bergkryſtall, noch größer bei einer Glasfläche, am größten aber bei 
Stahlflächen. Bei ſehr Meinem Drude, wie bei der Magnetnadel, Tann ber 
Stift bis auf 10° bis 120 Convergenz zugefpigt werben. Iſt ber Drud 
aber groß, fo muß man weit größere Convergenzwinkel (80% bis 45%) an» 
wenben. Die Reibung ift Heiner, werm ber Körper mit einer ebenen Fläche 
auf einer Spige ruht, als wenn er mit einer coniſchen ober ſphäriſchen Höh- 
fung auffigt. Bei einer ſchatfen Schneide, wie fie bei Wageballen vorkommt, 
finden jedenfalls ähnliche Beziehungen ftatt. Schwer zu belaftende Wage- 
balfen befommen ſchneidige Aren von 90° Convergenz, leichte Wagen Können 
eine Schärfung von 80° vertragen. 

Nimmt man an, daß die Nadel AB, Fig. 321, am Stifte FOG die 
Spige DCE von der Höhe COM = h und dem Halbmeſſer DM=r 

eingedrückt Habe, und fegt man vor- 

Gig. 821. aus, daß das Volumen 1/, 27? A dem 
Drude R proportional fei, fo läßt 
ſich das Maß der Reibung auf fol- 
gende Weife finden Gegen wir 
ı,arıh= pR, wo p eine Ei 
fahrungszahl ift, und führen wir den 
Eonvergenzwintel DOE = 2a ein, 
fegen alfjoh = r.cotg. a, fo erhalten 
wir den Halbmefler der Baſis: 
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— — 
= Veektann.e und 
= 


’/3w R'tang. ’/3 
pr = pe Fang _ „Er. Yarımgn. 


Hiernach ift alfo anzunehmen, daß bie Reibung auf einem Stifte mit der 
Cubilwurzel aus ber vierten Potenz des Drudes und der Cubilkwurzel aus 
Sig. 322. der Tangente des halben Convergenz- 
winfels gleichmäßig wächft. 
Ebenſo läßt fi) das Maß der Reis 
bung eine Baltens AB, Fig. 322, 
finden, welcher über einer ſcharfen Kante 
C ofeillirt. I a der halbe Conver⸗ 
genzwintel DOM, 3 die Länge ber 
Schneide und R der Druck, fo ergiebt ſich das Maß des Reibung 
momentes: 






oRr=u 





ĩ 


8.197. Wälzende Reibung. Die Theorie der wälzenden Reibung iſt noch 
keineswegs feſt begrundet, man weiß, daß dieſe Reibung zunimmit mit dem 

Drude und daß fie bei einem kleineren Durchmeſſer der Walze größer iſt als 

bei einem größeren Durchmeſſer; in welcher algebraifchen Abhängigkeit diefe 
Reibung aber zum Drude und Durchmeſſer des ſich wälenden Körpers fteht, 

tann noch nicht als ausgemacht angejehen werden. Coulomb machte nur 

Sig. 828. einige Verſuche mit 2 bis 12 Zoll 

biden Walzen aus Guajae (Boden-) 
oder Franzoſenholz und aus Ulmen 
holz, die er auf Unterlagen von 
Eichenholz wälzen ließ, indem er die 
Enden eines dünnen, um die Walze 
AB gelegten Fadens durch ungleiche 
Gewichte P und Q, Fig. 323, an⸗ 
fpannte. Nach den Ergebniffen die 
fer Verſuche ſcheint die wälzende Reis 
bung dem Drude direct umd dem 
Durchmeſſer der Walze umgelehrt proportional zu wachen, jo daß die Kraft 


ae Ueberwinbung ber wälgenben Keibung buch P— . = ausgubriden 
ift, wenn R ben Drud, den Halbmeffer der Wale und f den durch Ber 
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fuche zu ermittelnden Reibungscoefficienten bezeichnet. Giebt man r in 
preuß. Zollen, jo ift nach diefen Berfuchen 
für die Walzen aus Pockenholz f = 0,0184, 
für die aus Ulmenholz f = 0,0311. 
Für gußeiferne Räder von 20 Zoll Durchmeſſer, welche auf gußeifernen 
Schienen laufen, fand der Berfaffer: 
f = 0,0178, und Herr Sectionsrath Rittinger 
F = 0,0187. 
Nah Bambour ift für Eifenbahnräder von ungeführ 38 Zoll Höhe: 
= 0019 sie 0,021. 


Die Formel F—= r# — fest voraus, daß bie But F jur lieber 


windung der Reibung an einem dem Walzenhalbmefler gleichen Hebeların 
HC=HL=r wire, und daher mit der Walze einerlei Weg zurück⸗ 
lege; wirkt diefelbe aber an einem Hebelarm HK = 2r, fo ift aud ber 
Weg derfelben doppelt fo groß als ber der Walze auf der Bahn, unb daher 
die Reibung: 


A=!Y r= 2 


Die Gfleichgewichtsverhältniffe ber wälzenden Reibung find auf. folgende 
Weiſe zu beurtheilen. Im Bolge des Drudes Q der Wale ACB anf bie 
Baſis AO, Fig. 324, drüdt ſich die legtere etwas zufammen, und e8 ruht 
beshalb die Walze nicht im tiefften Punkte A, fondern in einem etwas vors 

wärts gelegenen Punkte O auf. Berlegt man 
nun die Angriffspunfte A und B der Kräfte 

Q und F, wovon F die zur Üeberwindung 

ber Reibung nöthige Umdrehungskraft bes 
zeichnet, nach dem Durchſchnitte D, und con 
ſtruirt man aus Q und F das Kräfte 
parallelogramm, fo erhält man durch deſſen 
Diagonale DR die Kraft R, mit welcher 
bie Walze in O auf ihre Unterſtützung 
drückt, und es ift daher zur Erhaltung bes 
Gleichgewichts nöthig, daß die Kraftmomente 
eines Winkelhebels AON einander gleich 
find. Sett man nun ben Abftand ON des Stützpunktes O von ber Richtung 
der Kraft, = a, und die Entfernung OM befielben Punktes von ber ver» 
ticalen Schwerlinie des Körpers — /, fo hat man folglich: 
Fa= Q/f, 
und daher bie gejuchte Reibung: 


J 


Gig. 924. 
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Der Hebelarm F ift eine Erfahrungsgröße und fo Hein, daß ftatt a auch 
der Abftand des Fußpunktes A von der Richtung der Kraft F, fowie ftatt 
Q der Gefammtbrud R eingefett werden Fann. 


Hiernad) it P— £ R, und folglich in dem Falle, wenn bie Kraft Hori- 
zontal wirft und durch den Mittelpunkt C geht, alfo a = r ift: 
-{n 
und dagegen dann, wenn biefe Kraft im Scheitel K der Walze tangential 
wirft, a = 2r, und daher: 


-£ 
F=ZR 


Der fogenannte Reibungscoefficient f ber wälzenden Reibung ift 
folglich feine unbenannte Zahl, fondern eine Linie, und muß daher mit a in 
gleichem Maße ausgebrüdt werben. 

Wird ein über Walzen C und D, Fig. 325, Tiegender Körper ASB 
fortgegogen, fo füllt bie erforderliche Kraft P ſehr Hein aus, weil nur zwei 

Tig. 326. wälzende Reibungen, nämlich die 
zwiſchen AB und den Walzen und 
bie zwiſchen den Walzen und der 

ı Bahn HK, zu überwinden find. 

Uebrigens ift der progreffive Weg 

der Walzen nur Halb fo groß als 

der Weg der Laft R, und es find 

deshalb beim ferneren Fortgehen im⸗ 

mer wieber neue Walzen vorn unter» 

zufcjieben, weil die Berlührungspunkte A und B zivifden den Walzen und 

dem Körper AB vermöge des Wälzens ebenfo viel rüchwärts gehen, als bie 

Are der Walze vorwärts. Hat ſich die Walze AH um den Bogen AO 

gedreht, fo ift fie auch um einen diefem Bogen gleichen Weg AA, vorwärts 

gegangen und O mit O, in Berührung gefommen, der neue Berührungs- 

puntt O, alfo um AO, —= AO hinter dem vorigen (A) zurückgegangen. 

Bezeichnet man die Coefficienten der Reibung auf HK und AB durch⸗ und 
Fir fo Hat man die Kraft zum Fortziehen der Au R: 


P=44n2 


Unmerkung. Die von Morin in großer Ausdehnung angeftellten Verſuche 
über den Wiberftand der Wagen auf Straßen ſtimmen mit dem Geſetze, wonach 
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diefer Widerftand mit dem Drude gleijmäßig und mit der Dide der Walze umges 
lehrt wächſt, überein. Ein anderer franzdſiſcher Ingenieur, Dupuit, Hingegen leis 
tet auß feinen Verſuchen ab, daß die wälgende Reibung zwar dem Drude direct, 
aber übrigens nur der Quadratwurzel auß dem Walzenhalbmefjer umgekehrt pros 
portional wachſe. Die neueren Berfude von Poirse und Sauvage mittelft Eis 
ſenbahnwagen führen ebenfalls darauf, daß die rollende Reibung umgelehrt wie die 
Duadratwurzel des Rabhalbmefers wägft. ©. Comptes rendus de la societs 
des ingenieurs civils ä Paris, 5. et 6. anne. Beſondere iheoreliſche Anfiche 
ten über wälzende Reibung findet man in v. Gerfiner’s Mechanik, Bd. J. 8.687, 
und in Brig’ Abhandlung über die Reibung, Urt. 6, entwidelt. Ausführlicher 
wird hierüber im dritten Theile bei der Förderung auf Straßen und Schienen» 
wegen gehandelt, 


Seilreibung. Wir haben nun die Reibung eines biegfamen Kör- 8, 198, 

pers fennen zu lernen. Wird ein Übrigens volllommen biegfames, durch 
Sig. 826. eine Kraft Q angefpanntes Seil um 

die Kante O eines feften Körpers ABE, 

” Fig. 326, gelegt und dadurch um einen 
Winkel DCB — a® von feiner ans 

fänglichen Richtung abgelenkt, fo ent⸗ 

fteht in diefer Kante ein Drud R, aus 

dem wieder eine Reibung F hervor 

geht, welche verurſacht, daß die Kraft 

P zur Herftellung eines labilen Gleich-⸗ 

gewichtes größer oder Heiner als Q ift. 

— Der Drud ift ($. 79): 


R=YP + 9 —2PQ co.a, 
folglich die Reibung: 
F=gVYP + Q’—2PQ cos.a. 


Segen wirmm noch P=Q + Fund Pramnähernd = Q? +2 QF, 
fo erhalten wir: 


F=gVQ? + 29F + Q° — 20? 000.0 — 2FQ cos.a 
= Val — m.) (@ + QM = 2g0n. Vet or 
wofür wieder — 2 psin. 3 (Q + Y/s F) anzunehmen ift, wenn man von 
der Duabratwurrzel nur bie erflen zwei Glieder berüdfichtigt. Jetzt ergiebt ſich: 
F= pFain. SZ + 2 Qsin. 5 
folglich die geſuchte Keibung: 





— — — — 
L 
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2@Q sin. 
F—= 
1—p sin. 


vIrlw|e 


woflir meift geniigend genau 

F=290sn.7 (1 +9 sin. 2), 
und fogar fehr oft 

F=2 pQsin. 3 


gefetgt werden Tann, wenn der Ablenkungswinkel & Hein if. Um alſo das 


. Seil über die Kante C wegzuziehen, ift eine Kraft 


2psin. — 1459 sin. 
P=-Q0+F=|1+ —— 0* 


1—psin. — 1— psin. 


Q 


w|Rlw|R 


nöthig, und um umgefehrt, durch das Seil das Niedergehen der Laſt Q zu 
verhindern, ift eine Kraft 


1—psin. 


= 


w|rR|m|R 


1+9sin. 
erforderlich; annähernd läßt ſich 

P= E + 2psin. 5 (1 + 9sin. =)| 0 
oder noch einfacher; 

P= (1 + 29 sin. =) Q, fowie 


P 
m 7 TTS oder: 
1 + 2 pain. z (1 + 960.5) 
Q — — — ( — 29sin. :) P ſetzen. 
. @& 2 
1 + 29 8sin. 2 


Geht das Seil über mehrere Kanten, fo laſſen fich durch wiederholte 
Anwendung diefer Yormeln die Kräfte P und P, am anderen Seilende 
ebenfalls berechnen. Nehmen wir den einfachen Fall an, daß das Seil 
ABC, Fig. 327, um einen Körper mit n Kanten gelegt fei und an jeder 
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Kante um denfelben Kleinen Winkel & abgelenkt werde. Die Spannung im 
erften Seilſtücke ift: Ä 


Sig. 827. = (1 + 29 sin. 5) Q, 


wenn bie des Endes — Q beträgt; bie 
des zweiten: 


Q, = (1 +29 sin. =) Qı- 
— (1 + 29 sin. =) Q 

die des britten: 
Q; = (1 +29 sin. 2) %: 





& 3 
= (i + 29 sin. 5.) Q, 
daher allgemein, die Kraft am legten Ende: | 
P= (i + 29 sin. 5) 
infofern es auf eine Bewegung in ber Richtung ber Kraft P anlommt. 
Bertaufcht man P durch Q, fo erhält man dagegen die nöthigg Kraft: 
P— — — | 


wofern nur eine Bewegung in der Richtung von Q zu verhindern iſt. 
Die Reibung ift im erjten alle: 


F=P—-9Q9= [( + 29 sin.5) — | Q, 
ud im zweiten: 


F=-0—-Pp = [(: +29 sin.z) — ijp 


— r — 425 5)7] Q. 


Diefelben. Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem um einen 
Cylinder gewidelten, geglieverten Körper, 3. B. bei einer fette ABE, 
Fig. 328 (a. f. ©.), wo dann n die Zahl der aufliegenden Glieder angiebt. 
Iſt die Länge AB eines Kettengliedes — 1 und die Entfernung CA der Axe 
A eines Gliedes von dem Mittelpunfte C des bededten Kreisbogens, — r, fo 


hat man für den Ablenkungswintel DBL—= ACB = a, sin. = * 
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Beiſpiel. Wie groß ift die Reibung am Umfange eines 4 Fuß hohen Rabes, 
wenn daffelbe von zwanzig 5 Zoll langen und T-Zoll diden @liebern einer Kette 
bebedt wird, deren eine$ Ende felgehalten und beren anderes Ende mit 50 Pfund 
Kraft angeſpannt wird? Hier ift: 5 5 

P, = 50 Pfund, "Eng egrı=n 
fegen wir nun noch für 9 den mittleren Werth 0,55 ein, fo erhalten wir bie Reis 
bung, mit der die Rette dem Rabe in feiner Umdrehung entgegenwirt: 
5,2% 85 \2° 
7=[+2:08- 3°] 0=[6+2)"- 1] 


= (@)° 1]. 50 = 2974 . 00 = 149 Stun, 





8.199. Liegt ein gefpauntes Seil AB, Fig. 329, um einen feftliegenden, 
eylindrifch abgerundeten Körper ACB, fo läßt ſich die Reibung durch 
Big. 328. dis. 829. 





— Q 


die im vorigen Paragraphen gefundene Regel ebenfalls finden. Es iſt hier 
der Ablenkungswinkei ZDB = ad — dem Centriwintel ACB des Seil- 
bogens AB; theilt man benfelben in n gleiche Theile und fieht man ben 
Bogen AB als aus n geraden Linien beftehend an, fo erhält man auch 


m Earn, jee mit der Ablentung ®, und debhals die Gleicung zwiſchen 
Kraft und Laſt wie im vorigen Paragraphen: 
P= (1 +29 sine) Q- 
Wegen bei Meinfeit des Bogens 5. lußt fi} aber sin = fen, 
weshalb ſich . 
p =(1 + ZEN 0 Herausfelt. 


Bedient man ſich nun noch der binomifchen Reihe ($. 15, analytifde 
Hulfslehren), fo erhält man: 
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P=(1 era te 
ober, ba m fehr groß iſt, aſo à -I—=n -2—=n— 8. =n 


vi. werden kann: 
P= (149045 5 (Po)? + -- — 733 - (90)? ++» )0 


23 
Nun iſt aber 1 +x + 5 4 a5 +... er, wo e bie Grund⸗ 


zahl 2,71828 ... des natürlichen Logarithmenſyſtemes bezeichnet (f. analyt. 
Hulfslehren, Art. 19), es läßt ſich daher auch fegen: 
P= Q, ſowi⸗ Q = PeP«, und umgekehrt: 
2 2,3026 
a — „Los. nat = ——— (Log. P.— Log. Q). 
Giebt man ben Seilbogen nicht in heilen von x, fondern in Graben, fo 
bat man a = 7 2 x zu fubftituicen, bricht man ihn endlich durch die 


Zahl « der Umschläge aus, fo hat man « = 2zu zu ſetzen. 

Die Formel P = eP«,Q giebt an, daß die Seifreibung = P— Q 
auf einem’ feftliegenden Cylinder gar nicht vom Durchmeſſer deffelben, fons 
dern nur von ber Anzahl der Seilumfchläge abhängt, zeigt aber auch, daß 
fie leicht außerordentlich vergrößert und faſt bis ind Unendliche gefteigert 
werden kann. Setzen wir ꝙ — 1/,, jo bekommen wir: 

fir ı/, Umwidelung, P= 1,890 
2 1) 2 ” P=2 ‚85 Q 


„ı1 n P=812Q 
„2 n P = 65,94 Q 
„4 v P = 4348,56 Q u. ſ. w. 


(Unmerkung.) Aus der Gleichung P =(1 + 29 sin. 90 in 8.198 folgt: 


P—-Q=29 8.50, 
oder, wenn man flatt a daß Bogenelement da, und ftatt P — Q den entſprechen⸗ 
den Zuwachs 3 P ber veränberlichen Eeilipannung P einführt und Q = P fett: 

PP = 29% P, oder S= pda, 
und man erhält durch Integration ſogleich: 
In.P= ga + Con. 
Anfangs it « = 0 und P = Q, daher: 
In.Q=0+ Oo. und In.P— InQ= In.(5)= pa, 
woraus ſich durch Umkehrung die obige Gleichung: 
5 = eP*, oder P= eP"Q ebenfalls ergiebt. 


| 
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Beifpiel. Um eine große untheilbare Laſt P von 1200 Rilogramin von einer 
gewiffen Qöhe, 3.8. in einem Schachle, Herabzulafien, midelt man dab Seil, woran 
Sig. 330. diefe Saft hängt, um einen feftgellammers 

ten runden Stamm AB, Big. 330, 1%, 

mal herum und Hält bag übrig bleibende 

Seilende in der Hand. Mit welder 

Rraft in nun dieſes Seilende anzuſpan 

nen, damit die Laft lanoſam und gleiche 

förmig nieberfinte? Gegen wir aud) hier 

9= 08, fo erhalten wir dieſe Kraft: 


u 
- lan 
Q=Ppe "=. ° 
F 
Er 
=120.e ® , 
alfo: Fr 
Log.nat. Q = Log nat. i200 = 
= 7,0901 — 2,5918 
= 4,4988, oder 
Log. Q. = 1,9586, 


daher Q= 89,9 Kilogramm. 

$. 200. Steifigkeit der Ketten. Legen ſich Seile oder gegliederte Kör— 

per u. f. w. um eine Rolle oder um ben Umfang eines um eine Are dreh- 

baren Eylinders, fo hört die im vorigen Paragraphen betradjtete Seil- 

oder Kettenreibung auf, weil nun der Radumfang mit dem Seile einerlei 

Geſchwindigkeit annimmt, dafür ift num aber eine Kraft zum Umbiegen 

beim Auflegen auf bie Rolle, und nad) Befinden auch eine foldje zum Aufs 
biegen beim Abwideln von der Rolle, aufzuwenden nöthig. 

It es eine Kette, die fi um eine Trommel widelt, fo befteht der 

Widerſtand des Auf und Abwidelns in einer Reibung der Kettenbolzen, 

Fig. 331. indem legtere in ihren Lagern 

um gewiſſe Winfel gedreht wer» 

den. Iſt AB, Fig. 331, das 

eine und B@ das nädjftfol- 

gende Kettenglied, ift ferner C 

die Drehungsare ber Rolle, 

worauf fid) die durch bie Laſt 

Q ausgefpannte Kette auf 

widelt, find endlich CM und 

ON Berpenditel, gegen bie 

Längenagen der Glieder AB 

und B@ gefällt, fo iſt MCN 

=. der Winkel, un welchen 

ſich die Rolle dreht, während 
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fi) ein neues Glied auflegt, und auch zugleich der Winkel X BG = 180° 
— ABG, um welchen fich bei diefem Auflegen das Glied BG mit feinem 
Bolzen BD in dem Gliede AB umdreht. Bei dem Halbmefir BD 
= BE=r, be Bolzend durchläuft der Drud- oder Reibungspunkt D, 
während fich ein Kettenglied auflegt, einen Bogen DE —= rıa; und es 
ift folglich die Hierbei verrichtete Arbeit der Reibung 9, Q im Punkte 
D,=9Q.r« Fir die Kraft P, zur Ueberwindung dieſer Reibung, 
in der Richtung der LTängenare BG wirkend angenommen, erhält man 
den gleichzeitigen Weg s —= CN mal Bogen des Winkels MON —CN.a 
und daher die Arbeit — Pı-ON.o; «8 ergiebt ſich daher durch Gleichſetzen 
beiber Arbeiten Pꝛ. CN.& = 9ı .Qrı@ und die gefuchte Kraft, wenn 
man noch den um die halbe Kettenſtärke vergrößerten Halbmeſſer CN ber 
Zrommel durch a bezeichnet: 


Pı=9P%- 7 
Ohne Rucſicht auf alle Reibungen wäre die Kraft zum Umdrehen der Rolle: 
pP — 


mit Rüdficht der Reibung beim Aufwideln ber Kette ift fie aber: 
P=g0+A=(1+m2)Q 


Widelt ſich die Kette von der Trommel ab, fo findet ein gleicher Wider⸗ 
ftand ftatt; wenn alfo, wie bei den fogenannten Leitrollen, ein Auflegen 
“in einen Seite und ein Abwideln auf der anderen ftatthat, fo ift die Kraft: 


= P=(1 + 9ı =) Q, ober annähernd = (1 + 29ı 7) d. 


Iſt endlich noch der Zapfendrud —= R, und der Zapfenhalbmefjer = r, 
fo folgt die Zugkraft bei Berlidfichtigung aller Hindernifle: 


P=(1+2mp2)Q0+9&R 


Beilpiel. ae ao it die Kraft P am Ende einer um eine Rolle ACB, 

gi ig. 8 Sig. 332, gejchlagenen Kette, wenn die vertical nieber: 

— ziehende Laft Q = 110 Pfund, das Gewicht der Rolle 

fammt Kette, 50 Pfund beträgt, der bis zur Mitte der 

Kette gemeſſene Halbmefier a der Rolle, = 7 Zoll, der 

Halbmeſſer des Zapfen: C, — 5 Zoll und der Halb: 

mefler der Kettenbolgen, = 34, Zoll mißt? Segen wir 

die ReibungScoefficienten 9 = 0,075 und 9, =0,15, 
jo erhalten wir nad der legten Yormel die Kraft: 


P=(1}2. 0,15- 57) 11040, 075-57(110-450+P), | 
oder, wenn wir recht? P= 110 annähernd annehmen: 
P = 1,016 . 110 + 0,0067 . 270 = 111,76 + 1,81 = 118,6 Bfund. 





8. al. 
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Steifigkeit der Seile. Beim Umbiegen eines Seiles um eine Rolle, 
ober beim Aufwideln deffelben auf eine Welle, tritt die Steifigkeit (franz. 
roideur; engl. rigidity) deflelben al8 ein der Bewegung beflelben entgegen- 
gejegtes Hinderniß hervor. Diefer Widerftand hängt nicht allein von dem 
Stoffe ab, aus dem das Seil gefertigt ift, fondern auch von der Zufammen- 
jegungsweife und von der Stärfe des Seiles, und Läßt fich, deshalb nur auf 
experimentellem Wege ermitteln. 

Verſuche zu dieſem Zwecke find vorzüglich von Conlomb, und in der 
neueren Zeit von dem Verfaſſer felbft angeftellt worden. Während ſich 
Coulomb nur mit ſchwachen Hanffeilen von 1/, bis höchftens 11/, Zoll 
Stärke befchäftigte und diefelben aud nur auf Rollen von 1 bis höchſtens 
6 Zoll Durchmeſſer aufwideln ließ, hat ber Verfaſſer Hanfleile von 2 Zoll 
ut und Drahtſeile von 1/, bi8 1 Zoll Stärfe über Kollen von 2 bis 

Y Buß Durchmeſſer laufen laſſen. 

** oulomb hat ſeine Verſuche auf zweierlei Weiſe ausgeführt. Ein Mal, 
nach Amontons, mit einem in Fig. 333 abgebildeten Apparate, mp AB 

Sig. 883, eine von zwei Seilen umfchlumgene Walze ift, die 
2 | Spannung duch ein Gewicht Q hervorgebracht 
und das Herabrollen der Walze durch ein zweites 
Gewicht P, welches mittels eines dünnen Fabens 
an diefer Walze zieht, bewirkt wird. in zweites 
Mal hat er die Seile um auf einer horizontalen 
Bahn ſich wälzende Chlinder gelegt, und aus ber 
Differenz der an beiden Seilen hängenden unb 
ein langſames Fortrollen bewirkenden Gewichte, 
nach Abzug der rollenden Reibung, auf ben Stei- 
figkeitswiderſtand gejchloffen. 

Aus den Verſuchen Coulomb's geht hervor, 
daß der Steifigkeitswiderſtand mit der Stärke der Spannumg des ſich auf- 
widelnden Seiles ziemlich gleichmäßig wächſt, daß er aber auch noch aus 
einem conftanten Gliede X beiteht, wie fich allerdings nicht anders erwarten 
läßt, weil fchon eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um ein imangefpanntes Geil 
umzubiegen. Auch ftellt fich heraus, daß diefer Widerftand im umgefehrten 
Berhältniffe der Rollendurchmeſſer zunimmt, daß er aljo bei dem doppelten 
Durchmefier der Rolle nur halb fo groß ift, beim dreifachen ein Drittel u. |.w. 
Endlich läßt fich die Beziehung zwifchen der Seildide und der Seilfteifigfeit 
nad) diefen Berfuchen nur annähernd angeben, wie e8 auch faum anders zu 
erwarten ift, da die Steifigkeit auch noch von ber materiellen Beichaffenheit 
und von der Stärke ber Drehung der Tyäden und Ligen mit abhängt. Bei 
neuen Seilen fand ſich die Steifigkeit ungefähr proportional der Potenz 





‚AT, hei alten aber mehr dI*, wenn d ben Durchmefier des Seiles bezeich- 
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net. Es ift alfo nur fehr ungefähr, wenn Einige diefen Wiberftand der 
einfachen, Andere dem Duadrate der Seilſtärke proportional wachſend an- 
nehmen. 


Prony’s Formel für den Steifigkeitswiderstand der Hanfseile. 
Dem Borftehenden zufolge läßt fich der Steifigfeitswiderftand der Hanffeile 
durch die Formel: 


d* 
sS= a (K + vQ), 
wo d die Seilftärte, a der Rollenhalbmefler, bis Are des Seiles gemeflen, 
Q die Spannung des fid) aufwidelnden Seile, n, K und v aber Erfah: 


rungszahlen bezeichnen. Prony hat aus den Berfuchen Coulomb's gefun- 
den, daß flir neue Seile 


du? 
und für alte: 


dit 
gejegt werden kann, wenn a und d in Linien, Q, S in Pfunden ausgedrückt 
find. Diefe Ausdrücke beziehen ſich aber auf Parifer Maß, in preußifchen 
Zollen und Neupfunden ausgedrüdt, ändern fie fi) in folgende um: 


di.7 dis 
S=— (1331 + 0,295 Q) md S. = — (6,39 + 0,141 Q), 


und wenn d und a in Metern, S und Q in Kilogrammen genommen wer- 
ben, fo ift: 


di? dir 
S= — (85,2 + 3,780) m = (13,74 + 0,605 Q). 


Da felbft diefe complicirteren Formeln nicht immer die erwünſchte Ueber- 
einftimmung mit ben Berfuchörefultaten geben, fo Tann man, jo lange nicht 
neue Berfuche zu Grunde gelegt werden können, mit Eytelwein: 

— . 0 — 
=» a = 55000 
fegen, wobei vorausgefegt ift, daß a in preußifchen Fußen und d in preußi- 
fchen Linien, dagegen Q und S in willfürlichem, jedoch gleichem Gewichtsmaße 
auszudrüden find. Wenn d und a in Metern genommen werden, fo ift: 


2 
SS = 18,6 u 
a 


Diefe Formel giebt natürlich nur bei größeren Spannungen, wie fie aller- 
dings meift in der praftiichen Anwendung vorfommen, genligende Annähe⸗ 
rungsrefultate. 

Weisbach's Lehrbudh der Mechanik. I. 24 
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Die Steifigkeit getheerter Seile ift ungefähr um ein Sechstel größer als 
die ungetheerter Seile gefunden worden, und nafle Seile hat man ungefähr 
ein Ziwölftel fteifer gefunden als trodene. 


Beijpiel. Bei einer Seiljpannung von 200 Kilogramm, und einem Rollen- 
balbmefier von 0,08 Meter ift für ein 0,02 Meter dides neues Seil der Steifig- 
feitswiderftand nah Prony: 





S= 8 (85,2 + 3,78 . 200) = 0,00129 . 10615 = 13,75 Kilogramm; 
nach Eytelwein: 
0,022 . 200 _ 
9 = 18,6 = 18,6 Kilogramm. 


Wäre die Spannung Q nur 60 Kilogramm, fo hätte man nad Prony: 
S = 0,00129 . 3900 = 5,08 Silogramm, 
nah Eytelmwein: 

0,022 . 60 
0,08 
aljo bier eine befjere Uebereinſtimmung. Man fieht aus dieſen Beifpielen, wie 

wenig Sicherheit diefe Formeln gewähren. 


S= - 18,6 = 5,58 Rilogramm, 


Anmerlung. Xabelle zur Erleichterung der Berechnung des Steifigkeitswider⸗ 
ftandes der Seile theilt der „Ingenieur” Seite 365 mit. Nah Morin (fiehe dei- 
ſen Lecons de Mecanique pratique) ift, wenn n die Anzahl der Seilfäden be⸗ 
zeichnet, und der Rollenhalbmefjer a in Gentimetern ausgedrückt wird, für unge- 
theerte Seile: 


4 —= V0,1338 n Eentimeter und 
S- 35 (0,0297 + 0,0245 n + 0,0363 Q) Kilogr. 


8 
— (0,1110 4 0,6843 d2 + 0,1357 Q) Rilogr., 
und für getheerte: 
d = V0,186n Gentimeter, und 


S= 3 (0,14575 -+ 0,0346 + 0,0418 Q) Rilogr. 


2 
— < (0,8918 4 0,5001 da + 0,1124 Q) Rilogr. 


Drüdt man aber d und a in Zollen und S und Q in Neupfunden aus, fo 
ſtellt ſich für ungetheerte Seile: 


2 
9* (0.580 4 24,47 da + 0,8548 0) 
und für getheerte Seile: 
2 
8— (2,049 4 17,8042 + 0,2989 0) 


heraus. Z. B. iſt bei einem ungetheerten Seile, für d —= 2 Centimeter, a = 8 
Gentimeter und Q = 200 Kilogramm: 


2 
S= = (0,111 + 0,6848 . 22 + 0,1357 . 200) Kilogramm — 15 Kilogramm. 
Die Prony'ſche Formel gab im legten Beiſpiele S — 13,75 Kilogramm. 
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Versuche über die Steifigkeit starker Seile. Der Verfafler Hat $. 203. 
fid bei feinen Verſuchen über die Steifigkeit der Seile eines in Fig. 334 
abgebildeten Apparates bedient, Die Scheibe oder Rolle B.DE, auf welche ſich 
das zu unterfuchende Seil ABDEF auflegte, war mit einem Paar eiferner 

Fig. 334. Räder, wie CLM, auf einer Welle C’be- 
feftigt, und diefes Räderpaar ftand auf 
einer horizontalen Schienenbahn HR. 
Nachdem man das eine Seilende Fdurch 
ein angehängtes Gewicht G gefpannt hatte, 
hing man an das Kreuz K, welches am 
anderen Seilende A befeftigt war, fo viel 

u R Gewichte, bis das Räderpaar fammt ber 

Scheibe und ihren Gewichten langſam 
fortzurollen anfing. Um ſich von den 
Unvolltommenheiten des Apparate mög- 
lichſt unabhängig zu machen, wurde nad)- 
her auf der Seite bei F fo viel Gewicht 
zugelegt, bis auch das Fortrollen des ar: 
mirten Raderpaares nad) der entgegen- 
gelegten Richtung eintrat. Das arith- 
metifche Mittel von den Zulagen gab 
nun, nachdem man hiervon noch bie 
wälgende Reibung abgezogen hatte, die 
Kraft zur Uebertvindung der Seilfteifigteit. 

Den Eoefficienten der in Abzug zu dringenden vollenden Reibung ermit- 
tete man auf dieſelbe Weife, indem man ftatt des Geiles einen ſchwachen 
Bindfaden, deffen Steifigfeitswiderftand vernadjläffigt werden fonnte, auflegte. 
Der mittlere Werth dieſes Coefficienten ift oben, $. 197, mitgetheilt worden. 

Der Steifigkeitswiderftand befteht nad) des Verfaſſers Anficht weni- 
ger aus ber Steifigkeit, als aus ber Reibung ber einzelnen Fäden oder Drähte, 
die natürlich beim Auflegen auf die Rolle ihre gegenfeitige Tage ändern 
möüffen. Der erfte Theil diefes Widerftandes fällt beim Umlegen eines 
Drahtſeiles um eine Leitrolle ganz aus, weil biefes Seil vermöge feiner 
Elafticität beim Abtwideln zum Wiebergerabeftreden genau fo viel Arbeit 
ausgiebt, als e8 beim Auftideln zum Krummen in Anſpruch genommen hat. 
‚Hier befteht alfo der Steifigfeitswiberftand lediglich in der Reibung der ein- 
zelnen Drähte unter einander, und daß dem fo fei, zeigen aud) die Verſuche 
des Verfaſſers, durch welche fich ergeben hat, daß diefer Widerſtand bei ein- 
geöften oder frifch getheerten Drahtfeilen um 40 Procent Meiner ift als bei 
trodenen. Bei Hanffeilen ift das Verhältniß ein anderes, denn da diefe, zu⸗ 
mal nad) längerem Gebrauche, faft gar feine Elafticität befigen, fo erfordern 

. 24* 
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die einzelnen Fäden und Ligen derfelben nicht allein Kraft zum Krümmen, 
fondern aud) Kraft zum Wiedergeradeftreden. 


Neue Formel für den Steifigkeitswiderstand. Da die Steifig- 
feit eines Geiles nicht allein von der Geilftärke, jondern auch von der 
Stärke der Drehung und von der Zuſammenſetzungsweiſe defjelben abhängt, 
jo hält es der Berfafler fiir angemefjen, diefelbe durch die einfachere Formel: 


s-X+re 
a 
auszudriiden und die Conſtanten K und v fr jede Seilart beſonders zu be⸗ 
ftimmen. Auch hat fi) aus den Verfuchen des Verfaſſers ergeben, daß ſich, 
zumal für die Drahtjeile, angemefjener ftatt 5. bloß K, und demnach 


S—=KH 3 jegen läßt. 
1. Für ein getheertes Hanffeil von 1,6 Zoll Stärke, gelegt um 
Scheiben von 4 bis 6 Fuß Höhe, ergab fich der Steifigfeitswiderftand: 
8 — 15 + 0,00565 x Kilogramm, 
wobei der Rollenhalbmefjer a in Metern auszudrliden ift, oder 
S= 30 + 0,216 x Pfund, 


wo a in Zollen gegeben fein muß. 
2. Tür ein neues ungetheertes Hanffeil von 3/, Zoll Stärfe und 
eine Rolle von 21 Zoll Durchmeſſer ergab ſich: 


S = 0,086 + 0,00164 — — Kilogrm. — 0,17 + 0,0625 — fund 


3. Für ein Drahtſeil von 8 Linien Dide, welches aus 16 Dräbten 
von je 11/, Linien Diele beftand, und wovon jeder laufende Fuß 0,64 Pfund 
wog, wurde bei Rollen von 4 bis 6 Fuß Höhe, 


S —= 0,49 + 0,00238 x Kilogrm. — 0,98 + 0,0910 2 Pfund 


gefunden. 

4. Für ein frifch getheertes Drahtfeil mit Hanffeelen in den 
Litzen und im Seile, von 7 Yinien Dice, beftehend aus 4. 4 — 16 Dräh⸗ 
ten von je 11/, Yinien Dide, und pr. Fuß 0,63 Pfund wiegend, ftellte fich 
bei einer Rolle von 21 Zoll Durchmeſſer, 


S = 0,57 + 0,000694 x Kilogrm. — 1,14 + 0,0264 ° Pfund 


heraus. 
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Anmerlung. Eine ausführliche Beichreibung der Berfuche des Berfaflers fin: 
det man in ber Zeitihrift für das gefammte Ingenieurwejen (dem Ingenieur) von 
Bornemann, Brüdmann und Röting, Band I. Freiberg 1848. 

Die Hanfjeile unter 1. wurden in Freiberg zum Fördern dur) Waflergöpel an: 
gewendet, find aber in den neueren Zeiten durch die Drahtjeile unter 3. und 4. 
erjegt worden. Beiderlei Seile haben bei ſechsfacher Sicherheit eine Tragkraft von 
circa 30 Eentnern. Es ift aus dem Borftehenden zu erſehen, daß bei gleicher Trag⸗ 
fraft der Steifigfeitswiderftand bei Drahtſeilen viel Lleiner ift als bei Hanfjeilen. 
Nimmt man 3. B. die Seilfpannung Q = 2000 Pfund und den Rollenhalbmefjer 
a — 40 Zoll an, fo erhält man den Steifigfeitswiderftand für ein Hanfſeil: 

S—= 30 + 0216 . 2%Y,, = 138 Pfund, 
und dagegen für ein Drahtjeil: 
S = 0,98 + 0,0910 . 290%), , = 5,5 Pfund. 


Theorie der Leitrolle. Wenden wir nun die im Vorftehenden mitge- 
theilten Formeln für den SteifigfeitSwiberftand der Seile auf die Theorie der 
feften Rollen an. Es ſei ACB, Fig. 335 oder Fig. 336, die Rolle, a 

Big. 336. 
Tig. 335. 





der Halbmefier CA = CB, r ber Zapfenhalbmeſſer und G das Gewicht der- 
jelden, ferner d die Seilſtärke, Q die an einem Geilende angehängte Laſt, S 
der Steifigkeitswiderftand, F die auf den Rollenumfang reducirte Zapfen- 
reibung, und folglich Q + F + S die ganze Kraft P. 

Die Steifigkeit des Seiles äußert ſich dadurch, daß das Seil beim Auf- 
wideln nicht plöglich die Krlimmung des Rollenumfanges annimmt und ſich 
ebenjo beim Abwideln nicht plöglich gerade ftredt, fondern in einem Bogen 
mit wachjender Krümmung fi) auf die Rolle auflegt, und ſich in einem 
Bogen mit abnehmender Krümmung von derſelben wieder abwidelt. Zwi⸗ 
fchen den elaftiichen Drahtſeilen und den unelaftifchen Hanffeilen findet der 
Unterfchied ftatt, daß fich jene beim Abwideln etwas cher, und diefe etwas 
fpäter von dem Rollenumfange ablöfen, folglic) der Hebelarm CD der 
Kraft im erften alle (Fig. 335) etwas größer, und im zweiten alle 
(Fig. 336) etwas Meiner als der Halbmefler CA—a der Rolle ift, wogegen 
der Laſtarm CE in beiden Fällen den Rollenhalbmeffer a übertrifft. Wenn 
man von der Zapfenreibung F' abfieht, alſo P= Q + S fegt, fo hat man 
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(@+9.0D=gQ.CH, 
daher den Steifigfeitswiberftand: 


= )e= (5-18 


und das Hebelarmverhältniß: 

CE 8 

5514 9 
was fi) num durd) Einfegen eines der oben angegebenen Werthe für S Leicht 
berechnen läßt. 

Wir können Übrigens auch ohne weitere Berüdfichtigung diefes Hebelarm⸗ 

verhältniffes die Kraft P—= Q) + S + F beftimmen, wenn wir in diefem 
Ausdrude für ſchwache Hanffeile nad) Brony 


s-T a4, 

dagegen für Draht: und ftarle Hanfjeile nach dem Verfaſſer 
s=#+”%, 

und die auf den Rollenumfang reducirte Zapfenreibung 


F=pg - (Q+G + D) oder annähernd F—= (29 + G)jegen. 
Es folgt fo im erjten alle: 
P=Q+TK4vQ+9Zlag+ G) 


und im zweiten: . 
vQ r 
P=Q+EK+ +90 +0), 

Bei einer Radwelle ift natürlich, noch eine Reduction der Kraft vom Wel- 
fenumfange auf den Radumfang nöthig (ſ. $. 169). 

Beilpiel. Wenn fih ein Drahtjeil von ungefähr 8 Linien Dide um eine 
Reitrolle von 5 Fuß Höhe, 3 Zoll Zapfenftärke und 1500 Pfund Gewicht legt, und 
die Spannung des Seile 1200 Pfund beträgt, jo hat man bei dem ReibungS- 
coefficienten 9 = 0,075, die nöthige Kraft: . 

P — 1200 + 0,98 + 0,091 . 1200, + 0,075 . %4, (2400 4 1500) 
—= 1200 + 0,98 + 8,64 + 14,62 = 1219 Pfund; 
es geht aljo durch das Umlegen um dieſe Leitrolle I%,, —= 1,6 Procent an Kraft 
verloren. 

Wenn ftatt des Drahtjeiles ein Hanffeil von 1,6 Zoll Stärke in Anwendung 

gekommen wäre, jo hätte man: 
P = 1200 + 3,0 + 0,216 . 1200/,, + 14,62 — 1226,83 Pfund 
und daher den Kraftverluft: 983 
P— Q9 = 236,3 Pfund, d. i. pr. Pfund Spannung 1560 — 0,022 Pfund 
— 22 PBrocent. 


Bierter Abſchnitt. 


Die Anwendung der Statif auf die Elaſti— 
cität und Feftigfeit der Körper. 


Erftes Capitel. 
Die Zug- und Drud-Claftieität und Feſtigkeit. 


Elasticität. In dem vorigen Abſchnitte wurden die feiten Körper als $. 206. 
vollfommen ftarre angejehen, d. h. ald Syſteme materieller Punkte, die in 
vollftändig unveränderlichen Abftänden feft mit einander verbunden 
find. Diefe Borausfegung trifft in der Wirklichkeit aber nicht zu, infofern 
alle befannten Körper unter der Einwirkung äußerer Kräfte gewifle Form⸗ 
änderungen erleiden, welche aus beftimmten Berfchiebungen der einzelnen 
Moleküle gegen einander hervorgehen. Jeder folchen Verſchiebung zweier 
materiellen Punkte gegen einander wirkt eine zwischen diefen Punkten auf- 
tretende innere Kraft entgegen, die fogenannte Cohäfjion (franz. cohésion; 
engl. cohesion), welche, als paffive Kraft, nur dann zur Wirkung kommt, 
wenn durch äußere Kräfte eine Berjchiebung der Maffentheilchen angeftrebt 
wird, und welche jofort verjchwinbet, jobald jene äußeren Kräfte aufhören zu 
wirken. Die Intenfität der Cohäfionsfraft zwiſchen zwei beliebigen mate- 
riellen Punkten ift wejentlid, abhängig von der Größe der Veränderung, 
welche der Abſtand diefer Bunkte erleidet, fie nimmt nad) beftimmten Gejegen 
mit diefer Veränderung zu. Wenn daher irgend welche äußere Kräfte auf 
einen beliebigen feten Körper wirken, fo wird ber letztere jo lange eine Form⸗ 
änderung erleiden, bis die durch die Formänderung felbjt hervorgerufenen 
Cohäfionsfräfte zwifchen den einzelnen Maſſentheilchen hinreichende Größe 
erlangt haben, um den äußeren Kräften das Öleichgewicht zu halten. Cs . 
geht daraus hervor, daß biefe inneren Kräfte eine Formänderung des Körpers 
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nicht von vornherein verhindern können, fondern diefelbe nur auf einen 
beftimmten Betrag einzufchränten vermögen, und daß jede Kraft, wenn 
auch noch fo Hein, welche auf einen Körper wirkt, nothwendig aud) in dem 
letzteren beftimmte Formänderungen hervorrufen muß. 

Sobald die Wirkung der äußeren Kräfte auf einen Körper aufhört, wers 
den die in bemfelben hervorgerufenen inneren Kräfte ihrem Streben, der 
Berjchiebung der einzelnen Maffentheilchen zu widerftehen, folgen können, 
indem fie nun nicht mehr durch die äußeren Kräfte im Gfeichgewichte ge- 
halten werden, und die materiellen Punkte werden im Allgemeinen ihre 
urfprüngliche gegenfeitige Lage annehmen, welche fie hatten, ehe fie durch die 
Einwirkung der äußeren Kräfte in einen gejpannten Zuftand verfegt worden 
waren. Nachdem die eingetretene Formänderung wieder verfchwunden ift, 
find auch die Spannungen zwiſchen den Molekülen nicht mehr vorhanden. 
Dan nennt dieſe Fähigkeit der Körper, die durch Einwirkung von Kräften 
erlittene Yormänderung nah Wegnahme diefer Kräfte vollftändig wieder 
aufzuheben, ihre Elafticität (franz. &lasticite; engl. elasticity) im weiteren 
Sinne des Wortes. Wenn ein Körper nad) Wegnahme der Kräfte, welche auf 
ihn wirkten, bie erlittene ormänderung vollkommen wieder verliert, und in 
feinen urfprünglichen Zuftand vollftändig zurückgeht, fo fagt man, der Körper 
verhalte ſich bei diefer Kormänderung volllommen elaftifh. Im ent: 
gegengejegten alle, wenn nämlich auch nad) der Wegnahme der äußeren 
Kräfte eine gewiffe Formänderung dauernd in dem Körper zurildhleibt, 
nennt man ihn unvollfommen elaftijch bei diefer Formänderung. 

Bis zu einem gewiſſen Grade der Formänderung find alle Körper mit 
einer für die Praxis ausreichenden Genauigkeit als vollkommen elaftifch zu 
betrachten. Man nennt diefen Grenzwerth, über welchen hinaus die Form⸗ 
änderung nicht gefteigert werden darf, wenn diefelbe vollftändig wieder ver- 
ſchwinden fol, die Elafticitätsgrenze, oder auch wohl die Grenze der 
vollfommenen KElafticität. Die Elafticitätegrenze ift bei verjchiedenen 
Körpern fehr verfchieden. Körper, welche eine große Yormänderung zulaffen, 
ehe dieſe Grenze erreicht fift, nennt man fehr elaftifche, Körper aber, bei 
welchen kaum bemerkbare Formänderungen der Elafticitätgrenze vorausgehen, 
heißen wenig elaftifche, auch wohl ımelaftifche, wiewohl es in Wirklichkeit 
ganz umelaftifche Körper gar nicht giebt. Unter Elafticität im engeren 
Sinne des Wortes verftehen wir den Widerftand, mit welchem ein Körper 
der Formveränderung entgegenmirft. 

Nach den angeftellten Verſuchen findet ein vollkommen elaftifcher Zuftanb 
in aller Strenge bei feinem Körper ftatt, indem jede Sormänderung aus 
einem permanenten und einem vorlbergehendem oder elaftijchen Theile 
. befteht, nur daß innerhalb der Elaſticitätsgrenze der erftere Theil als ver: 
ſchwindend Hein gegen den legteren vernadjläffigt werden fann. 
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Festigkeit. Wenn ein Körper durch äußere Kräfte liber die Elaftici- $. 207. 
tätsgrenze hinaus in Anſpruch genommen wird, jo tritt endlich eine Trennung 
der Theile und nad) Befinden eine Zertheilung bes ganzen Körpers ein. 
Berjchiedene Körper bieten dabei verfchiedene Erfcheinungen dar. Iſt ein 
Körper ſpröde (franz. cassant; engl. brittle), fo zerfpringt er in Stüde, 
wenn man feine Yorm über die Elafticitätsgrenze hinaus verändert; ift er 
aber gejchmeidig (franz. und engl. ductile), wie 3. B. viele Metalle, fo 
läßt er nod) bedeutende Beränderungen der Form außerhalb der Elafticitäts- 
grenze zu, ohne eine Trennung feiner ‘Theile zu erleiden. Mandje Körper 
find Hart (franz. dur; engl. hard), andere weich (franz. mou; engl. soft); 
während jene der Trennung einzelner Theile einen großen Widerftand ent- 
gegenfegen, ift bei diefen eine Trennung der einzelnen Theile ſehr leicht aus⸗ 
führbar. 

Unter Feſtigkeit (franz. resistance; engl. strength) verftehen wir ben 
Widerſtand, welchen ein Körper der Zertheilung beffelben entgegenfegt. 

Um die Art und Größe der inneren Kräfte, welche durch die Formänberung 
eines Körpers in diefem an einer beſtimmten Stelle hervorgerufen werben, 

Fig. 337. zu ermitteln, denfe man fid) einen 

beliebigen etwa ftabförmigen Kör⸗ 

B per AB, Sig. 337, durch belie- 

le, — Q bige Kräfte P, Q, bie unter fich 
pP im &leichgewichte ftehen, in An⸗ 
3 fpruch genommen. Sind a und 
b zwei fehr naheliegende materielle Bunkte zu beiden Seiten einer bei C ge- 
dachten Durchſchnittsebene des Körpers, jo wird durch die Kräfte P, Q eine 
Berrüdung diefer beiden Punkte gegen einander bewirkt, und in Folge defien 
zwifchen ihnen die Elafticität rege gemacht. Beſteht diefe Veränderung ihrer 
gegenfeitigen Rage 3. B. in einer Entfernung der beiden Punkte von ein- 
ander, fo muß man fi) vorftellen, daß der Punkt a mit einer Kraft s auf 
den Punkt b wirkt, welcher letztere Punkt wiederum wegen der Gleichheit von 
Wirfung und Gegenwirfung mit einer ebenjo großen entgegengefegt gerich- 
teten Kraft — s auf den Punkt a zurückwirkt. ‘Die zwifchen zwei beliebigen 
Buntten wirkenden Kräfte können feine andere Richtung haben, als die gerade 
Verbindungslinie zwifchen beiden Punkten. Die beiden Kräfte s und — s 
halten fich im Gleichgewicht, und daſſelbe gilt für je zwei beliebige materielle 
Fig. 338, Punkte. Denkt man fi) den Körper an ber Stelle 

C durch einen Schnitt in zwei Theile zerlegt, und faßt 

€ B  beneinen, z. B. CB, Fig. 338, ins Auge, fo ift er- 
EN Q fichtlich, daß durch die Entfernung des anderen Stückes 

9 CA in dem Gleichgewichtszuſtande des Stüdes C B 
nichts geändert wird, fobald man nachher CA durch 







wu 
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die Kräfte erjegt, welche von ihm vor der Trennung anf das Stiid CB 
ausgelibt wurden. Zu dem Zwecke kann man ſich denken, daß an jebem 
Maſſentheilchen a, a, der Schnittfläche C des Stückes C.B diejenige Kraft 
— 8, — 51 als äußere Kraft wirkfam fei, welche in dem unzerſchnittenen 
Körper auf diefes Maſſentheilchen von einem anderen in dem abgefchnittenen 
Stüde CA gelegenen Mafientheilchen b, db, ausgelibt wurde. Alsdann muß 
das Stüd BC nad) wie vor im Gleichgewicht fein, da durch Anbringung 
der gedachten äußeren Kräfte der Einfluß des abgefchittenen Stüdes A C 
auf da8 andere BC vollftändig erfegt wird. 

Es ift damit die Aufgabe, die Richtung und Größe der zwifchen a und b 
auftretenden Elafticttätsfräfte zu ermitteln, auf die Unterfuchung derjenigen 
Bedingungen zurüdgeführt, unter welchen diefe Moletularwirtungen ben 
äußeren Kräften das Gleichgewicht zu halten vermögen. Wenn e8 num auch 
weder möglich, noch erforderlich ift, bie Molekularfraft für jedes einzelne der 
unendlich vielen in der Schnittfläche C enthaltenen Maffentheilchen zu be⸗ 
ftimmen, fo läßt fic) doc mit Hilfe der allgemeinen Gleichgewichtsbedingumgen 
für beliebige Kräfte im Raume die refultirende Wirkung aller der unendlich 
vielen Efafticitätsfräfte, welche auf bie Maſſentheilchen der Schnittfläche 
wirken, ermitteln. Nach $. 99 Iaffen fich die nad) beliebigen Richtungen 
wirkenden äußeren Kräfte 2, Q u. f. w. ımter allen Umftänden zu einer 
vefulticenden Kraft und zu einem Kräftepaar vereinigen. Daſſelbe Kann 
von den an der Schnittfläche C angreifenden Molekularkräften, welche im 
Allgemeinen jede beliebige Richtung haben können, gefagt werden. Für ben 
Auftand des Gleichgewichts hat man alfo einfach die Mittelfraft und das 
Moment des Kräftepaars der äußeren Kräfte einzeln gleich und entgegen- 
gefegt der Mittelkraft xefp. dem Moment des Kräftepaard der befagten 
Moletularwirkungen zu fegen. Diefe Gleichgewichtsbebingungen find bei 
jebem durch äußere Kräfte beltebig beanspruchten Körper immer erfüllt, fo 
lange wenigjtens, al8 nicht eine Zerftörung des Körpers herbeigeführt wird, 
indem die Efafticitätskräfte immer im derjenigen Richtung und Größe auf: 
treten, in welchen fie zur Herftellung bes Gleichgewicht gefordert werben. 

In der Architektur und im Mafchinenweien Handelt es fich nun haupt: 
jächlic) darum, bei gewiſſen befannten Belaftungen einzelner Conftructions: 
theile deren Dimenfionen, oder bei befannten Dimenſionen die Belaftungen 
fo zu beftimmen, daß die elaftifchen Anftrengungen des Material gemiffe 
erfahrungsmäßig zuläffige Werthe nicht überfchreiten, womit die Aufgabe 
zufammenfällt, bei gegebenen Belajtungen und gegebenen Dimenfionen bie 
Anftrengungen de8 Materiald zu beſtimmen. Es iſt dabei eine wichtige 
Regel, die zum Bau zu verwendenden Körper nicht fo ftarf zur belaften, daß 
die herborgebrachten Formveränderungen die Elafticitätögrenze erreichen oder 
gar überfchreiten. In vielen Fällen der Praxis ift e8 auch von bejonderer 
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Wichtigkeit, die bei einem Conftructionstheile von befannten Abmeffungen durd) 
gegebene äußere Kräfte hervorgebrachten Formveränderungen zu beftimmen. 
Mit diefen Aufgaben wollen wir uns im Folgenden befchäftigen. 


Art der Festigkeit. Je nad) der verjchiedenen Art, in welcher ein $. 208. 
Körper von äußeren Kräften beanſprucht wird, werden auch die Cohäfions- 
fräfte in verjchiedener Weife zur Wirkung gebradht, und man unterfcheibet 
danach verfchiedene Arten der Efafticität und Feftigkeit. 

Se OC, Fig. 339, irgend ein Querſchnitt eines durch ganz beliebige 
Kräfte P beanfpruchten Körperftüdes A CO, fo werben nach dem Obigen bie 

Sig. 339, bon dem abgefchnittenen ande- 
ren Korperſtücke auf die Schnitt 
ebene CC ausgelbten Efafti- 
citätöfräfte im Allgemeinen fich 
zufammenfegen zu einer reful- 
tirenden Kraft oder Spannung 
S und einem Kräftepaar, deflen 
Are die Richtung DM habe, 
und befien Moment durch die 
Größe DM ausgedrüdt fein mag. Man zerlege num bie Kraft S in zwei 
Componenten Ss und S,, von denen S, rechtwinkelig zur Schnittebene CC 
ift, und S, in die Schnittebene hineinfällt, und ebenjo das Kräftepaar (vergl. 
8. 97) in zwei Seitenpaare, deren Aren DM, und DM, reip. rechtwinfelig 
zur Schnittebene und in diefe Schnittebene hineinfallend gedacht werden. 
Wenn num die Kräfte P fo wirken, daß von den vier Elementen Sa, S., Mı 
M, nur eins erforderlich ift, um Gleichgewicht hervorzubringen, jo jagt man, 
ber Körper fei auf einfache Feltigkeit in Anfpruch genommen, wogegen 
man unter zufammengefegter Elafticität oder Feſtigkeit diejenige verfteht, 
bei welcher mehr als eins der gedachten vier Elemente zur Herftellung des 
Gleichgewichts nothwendig if. Danach zerfällt die einfache Elaſticität und 
Veftigfeit naturgemäß in vier verjchiedene Arten. 

1. Zur Herftellung des Gleichgewichts mit den äußeren Kräften tft nur 
eine auf der Schnittebene fenfrechte Kraft S, erforderlich. “Der Körper tft 
dann auf Zug ober auf Drudfeftigkeit in Anfpruc) genommen, je nachdem 
die Kraft S, von der Schnittfläche nur nad) außen, d. 5. nad) dem wmegge- 
ſchnitten gedachten Körperftiide Hin, oder nach innen in da8 betrachtete Körper⸗ 
ſtück CA hinein gerichtet ift. 

Diefer Fall tritt ein, wenn zwei äußere Kräfte P, — P dur Zug 
(franz. traction; engl. extension) in der Arenrichtung eines Körpers AB, 
Fig. 340 a. f. S., wirken. Derſelbe wiberfteht dann durch feine Zug- 
ober abfolute Elafticität und Feſtigkeit (franz. elasticitE et resistance 
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de traction; engl. elasticity and strength of extension) dem Ausdehnen 
und Zerreigen. Wirken dagegen zwei Kräfte P, — P drüdenb in der Agen- 


Fig. 340. rihtung eines Körpers AB, 
> EEE — 2 ..2.21C3ChAt na enblih 
A ſammengedrückt und endlich zer- 


Big. 341. malmt oder zerbrildt wird, fo 
— — hat man die Drud- ober 
rückwirkende Elafticität 
und Yeftigfeit (franz. elasticit6 et resistance de compression; engl. 
elasticity and strength of compression) zu überwinden. 

2. Zur Herftellung des Gleichgewichts genligt die in die Schnittebene 
hineinfallende Kraft S,. . Diefer Fall tritt 3. B. bei einem Nietbolzen, 
dig. 342, ein. Die Kraft P ſucht dem mittleren Theil zwifchen den beiden 

Fig. 342. Flächen : CC heranszufdieben. Denkt 
man durch eine diefer Ebenen einen Schnitt 
gelegt, jo muß an der Schnittfläche eine in 
dieſe hineinfallende Cohäfionsfraft S, — z 
angebradjt werden, wenn nad) wie vor 
Gleichgewicht ftattfinden fol. Man hat 
e8 hier mit der Elafticität und Weltig- 
feit gegen Abfcheeren, oder mit der Schubelafticität und Feftigkeit 
(franz. elasticit& et resistance par glissement cisaillement ou tranchant; 
engl. elasticity and strength of shearing) zu thun. 

3. Um den äußeren Kräften das Gleichgewicht zu halten, ift ein Kräfte: 
paar *) erforderlich, deſſen Are M, in die Schnittebene Hineinfällt, deſſen 

Fig. 348, Drehebene alfo fenkrecht zur Schnittebene 
fteht. Diefer Fall tritt ein, wenn drei fi) 
das Gleichgewicht haltende Kräfte P, Q, R 
in verjchiedenen Punkten A, B, C in der 
Are eines Körpers A B, ig. 343, ſenkrecht 
gegen diefe Are wirken. Der Körper wird 
dann gebogen und nad) Befinden zerbrochen, 
und es ift die Biegungs- oder relative 
Elafticität und Feſtigkeit (franz. ela- 
sticite et resistance de flexion; engl. elasticity and strength of flexure) 
des Körpers, welche bei diefem Umbiegen und Abbrechen überwunden wird. 











*) Streng genommen findet zwar hier in jedem Querſchnitte noch eine Schub: 
wirtung 5, ftatt, dod find deren Einflüffe gegen die biegende Wirkung des Kräfte: 
paar Me meiſt fo unbedeutend, daß fie nur in fpeciellen Fällen berüdfictigt 
werden müfien. 
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4. Zur Herftellung des Gleichgewichts ift das Auftreten eines Kräftepaars 
erforderlich und genligend, deſſen Axe M, ſenkrecht zur Schnittebene gerichtet 
ift, deilen Drehungsebene alfo mit der Schnittebene übereinftimmt. “Dies 
findet ftatt, wenn zwei fi) das Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P,—P), 

(9, — Q) fo auf einen Körper AB, 
Fig. 344, wirken, daß deren Ebenen recht: 
winfelig auf der Are dieſes Körpers 
ſtehen. Derſelbe erleidet dadurch eine 
Drehung, welche zuletzt in ein Abwürgen 
übergehen kann, und es ift hierbei bie 
fogenannte Drehungselafticität und 
Feſtigkeit (franz. élasticité et resi- 
stance de torsion; engl. elasticity and 
" strength of torsion) zu überwinden. 

In allen übrigen Fällen, in welchen zur Herftellung des Gleichgewichtes 
von den vier Elementen S,, S, Mi, M, mehr als eins erforderlich ift, wird 
der Körper auf zufammengefegte Elafticität und Feſtigkeit in An- 
ſpruch genommen. Das für die Prarıs Wichtigfte barüber ift in dem dafür 
beitimmten Capitel enthalten. 


Fig. 344. 





Ausdehnung und Zusammendrückung. Den einfachjiten Fall der $. 209. 
Elafticität und Feftigkeit bietet die Ausdehnung und Zuſammendrückung pris- 
matifcher Körper dar, wenn diefelben von Kräften ergriffen werden, deren 
Richtungen in die Are diefer Körper fallen. Es ift natürlich Hierbei nicht 

Fig. 346. Fig. 346. nöthig, daß beide Kräfte 
eines folchen Körpers bes 
wegend find, die Wirkung 
bleibt diefelbe, wenn der 
Körper an einem Enbe feit- 
gehalten oder unterftüßt und 
am anderen Ende von einer 
Zug⸗ oder Drudfraft er- 
griffen wird. Mean ruft 
alfo auch diefen Fall her- 
vor, wenn man entweder ein 
verticalhängende® Prisma 
ABCD, Fig. 345, durch 
ein angehängtes Gewicht P oder ein von unten unterftügtes Prisma AB CD, 
Fig. 346, durch ein aufliegendes Gewicht P belafte. Im erfteren Yalle 
wird der Körper um eine gewiſſe Größe CC, = DD, = A auögebehnt, 
und im zweiten alle um eine foldhe Größe zufammengedrüdt; ift alfo 





\ 


382 Bierter Abfchnitt. Erſtes Capitel. [$- 209. 


anfangs die Länge des Körpers AD — ?, jo wird diefelbe im erfteren 
Galle auf 


gefteigert und im zweiten Falle auf 
A D, = I — A 


herabgezogen. 

Die Ausdehnung oder Zufammendrüdung A wächſt mit der Größe P ber 
Zug- oder Drudfraft, ift alfo eine Function berfelben. Diefe Function oder 
der algebraiſche Zuſammenhang zwiſchen P und A läßt fi) nicht a priori 
beftimmen; e8 hängt derjelbe von der phyfifchen Beichaffenheit der Körper ab, 
und ift bei verfchiedenen Materien verfchieden. Wenn man P und A ale 
die Coordinaten einer Curve anfieht, und diefe Curve aus einer durch Ber: 
fuche ermittelten Reihe von zufammengehörigen Werthen der Größen P und 
A conftruirt, fo erhält man dadurd) nicht nur ein anfchauliches Bild von dem 
Geſetze, nach welchem Körper durch äußere Kräfte ausgedehnt und zuſammen⸗ 
gedrückt werben, jondern aud ein Mittel zur Erkennung der Eigenthlim- 
(ichfeiten diefes Geſetzes. 

Trägt man vom Anfangepunfte A aus auf der pofitiven Seite der Are 
XX, Fig. 347, die Spannungen oder Ausdehnungsträfte eines Körpers 


Fig. 347. 





als Abfciffien AB, AM u. f. w. und in den Endpunkten derſelben bie 
entfprechenden Ausdehnungen als zur Are X Y parallel laufende Ordinaten 
BD, MO u. f. w. auf, fo erhält man eine Curve ADO W, weldye das 
Geſetz der Ausdehnung diefes Körpers repräfentirt; fchneidet man umgelehrt, 
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von A aus, auf der negativen Seite der Are X X die Preffungen ober 
Zufammendrüdungsträfte als Abſciſſen AB), AM, u. |. w. ab, und trägt 
an denfelben die entjprechenden Zuſammendrückungen als Ordinaten Bi Di, 
M, O, u. |. w. auf, fo ergiebt fich eine Curve AD, O, Wı, durd; welche 
das Geſetz der Zufammendritdung des Körpers graphifch dargeftellt wird. 
Bielfachen Berfuchen zufolge gehen beide Curven ftetig in einander über, 
haben folglich in A eine gemeinfchaftliche Tangente G A Gi, und find alſo 
eigentlich) nur Zweige einer und berfelben frummen Linie WODAD, O, Wı. 
Wem auch diefe Curve in ihrer ganzen Erftredung bedeutend von einer 
geraden Linie abweicht, fo wird fie doc) in der Nähe des Anfangspunftes A 
mit der Tangente &C A Gi nahe zufammenfallen, und da nun für diefe bie 
Drdinaten den Abfciffen proportional find, fo ift folglich auch anzunehmen, 
daß die durch Fleine Zug- oder Drudträfte AB, ABı u. |. w. be- 
wirkten Ausdehnungen und Zufammendrüdungen BD, BıDı 
u. ſ. w. biefen Kräften proportional find GHooke's Geſetz). 

Die durch eine Zugkraft AM bewirkte totale Ausdehnung MO be- 
fteht aus zwei Theilen, nämlich aus der permanenten Ausdehnung 
MQ, welde im Körper zurückbleibt, wenn die Zugkraft zu wirken auf- 
gehört hat, und aus der elaftifhen Ausdehnung QO, welche mit der 
Zugkraft zugleich wieder verfchwinde. Ganz daſſelbe Verhältniß findet 
aud) bei dem Zuſammendrücken ftatt; auch die totale Zufammendrüdung 
M, O0, ift die Summe aus der permanenten Zujfammendrüdung 
M;, Qı und ber elaftifhen Q, O,. Bei Hleineren Kräften find die per- 
manenten Beränderungen in Hinficht auf die totale fo Hein, daß fie als gar 
nicht vorhanden angenommen und folglicd) die totalen Ausdehnungen und 
Zufammendrüdungen nur als elaftifche angefehen werben können. Nur dann, 
wenn die Kraft einen gewifien Werth A B (A B,), entiprechend der ſoge⸗ 
nannten Elafticitätsgrenze, überfchreitet, wenn fie 3. B. in AM (AM,) 
übergeht, macht die permanente Rängenveränderung MQ (Mı Qı) einen beadh- 
tungöwerthen Theil ber ganzen Ausdehnung MO oder Zufammendrüdung 
Mı O1 aus. Hat die Zug⸗ oder Drudkraft einen gewiſſen Werth A U oder 
AU, erreicht, fo find die Ausbehnungen UR, UW oder Zufammendrüdungen 
U, Rı, U, Wı bei ihren Örenzen angelangt, wobei die innere oder Cohä- 
fionsfraft des Körpers ber äußeren Zug- oder Drudfraft nicht mehr das 
Gleichgewicht zu halten vermag, und daher der Körper in bem einen Falle 
zerriffen und im anderen Kalle zerdrückt wird. 

Wenn man nad) Wegnahme der Kraft eines höchſtens bis zur Efafticitäts- 
grenze gefpannten Körpers dieſen Körper durch eine Kleinere Kraft von Neuem 
fpannt, fo erleidet er dadurd) feine weitere Stredung oder permanente 
Längenveränderung; es findet alfo dann nur noch eine elaftifche Ausdehnung 
oder Zufammendrüdung ftatt. 


- — — — == — - — — — — — — 
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Wenn in einem Körper unter Einfluß einer beſtimmten Zug⸗ oder Druck⸗ 
fraft ein materieller Punft A von einem anderen um die Länge I urſprünglich 
von ihm entfernten Punkte B um ein gewilles Stüd A entfernt, reſp. ihm 


um das Stücd A genähert wird, fo ift 3 der auf die Längeneinheit entfal- 


(ende Theil diefer Ausdehnung bezüglich Zuſammenprefſung, unter der Vor⸗ 
außfegung, daß fich die Ausdehnung oder Zujammendrüdung gleichmäßig 


über alle Theile der Länge AB vertheil. Man nennt diefe Größe 4 die 


ſpecifiſche Ausdehnung oder Zuſammendrückung des Körpers 
in dem Punkte A und nad) der Richtung AB. Dieſe ſpecifiſche Aus⸗ 
dehnung werde in der Folge mit 6 bezeichnet und aus 
— o folgt A= 16, 

d. h. man findet die abfolute Ausdehnung einer Strede von der Tänge 2 als 
Product aus der Länge I in die fpecifilche Ausdehnung, wobei bemerkt werden 
kann, daß man eine etwaige Zuſammendrückung als negative Ausdehnung zu be- 
trachten und durch das Vorzeichen von 0 zu berichtigen hat. Es möge fpeciell 
unter 0, eine Ausdehnung, unter 0, eine Zufammendrüdung verstanden werden. 


Grundgesetz der Elasticität. Elasticitätsmodul Wenn in 
dem Querſchnitte CC, Fig. 348, das unendlich Heine Flächenelement Of, 
Fig. 348. welches als ein materieller Punkt A aufgefaßt 

c werden möge, einer durch äußere Kräfte hervor⸗ 
gerufenen Spannung S unterworfen ift, welche 

5 nach dem Borftehenden in die Normaljpannung 

5 S, und in die Schubjpannung S, zerlegt werde, 


G 


C jo verfteht man unter dem Duotienten = die 
jpecififchde Spannung refp. Preſſung im Punkte A der Ebene C, je 
nachdem die Richtung diefer Normalfpannung von dem Körper fort oder nad) 
demfelben hin geht. Es möge die Preſſung als negative Spannung ange 
jehen werden, und joll diefe Spannumg im Yolgenden durch x und zwar eine 
Zugſpannung fpeciell durch %, und eine Drudipannung durch %y bezeichnet 
werden. Dan hat unter dem Ausdrude x — 7 offenbar die auf die 
Flächeneinheit (1 OD Millimeter) entfallende Spannung zu verftehen, voraus- 
gejest, daß die Epannung über alle Punkte der Flächeneinheit gleichmäßig 
vertheilt ſei. In gleicher Art ſoll unter der fpecifiihen Schubſpannung in 


dem Punfte A der Ebene CC der Quotient 7 verftanden werben, d. h. 
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die auf die Flächeneinheit fommende Schubfpannung, vorausgejeßt, daß dieſe 
ebenfalls gleichmäßig über alle Elemente der Fläche vertheilt fe. Es foll 

die ſpecifiſche Schubſpannung in ber Folge mit € bezeichnet werben. 
Wenn ein ftabförmiger Körper von dem Duerfchnitte F, Fig. 349, durch 
eine Kraft P gezogen wird, jo läßt fi) annehmen, daß fich die ganze Spann- 
Fig. 349. fraft P auf die Ouerjchnittsfläcde F gleichmäßig 
vertheilt, und die fpecifiiche Spannung beträgt daher 


— Nach dem Obigen ($. 209) läßt fid) nun an- 


nehmen, daß bei Heinen, die Elaſticitätsgrenze nicht 
überjchreitenden Zugkräften die fpecifiichen Ausdeh⸗ 
nungen den entfprechenden ſpecifiſchen Zugfräften 
proportional find*). Wenn daher ein prismatifcher 
Körper vom Querſchnitte — Eins durch die Zug- 
fraft P eine fpecififche Ausdehnung o erhält, jo wird 
ein Körper vom Querſchnitte F, welcher durch die- 
felbe Kraft P gezogen wird, aljo nur der jpecififchen 





Spannung = unterworfen ift, eine ſpecifiſche Ausdeh⸗ 


nung — — erleiden, und es iſt die geſammte Ausdehnung dieſes Körpers 
bei der Länge I beflelben daher: A — | _ 

Kepräfentirt nun AB, Fig. 350 a.f. S., die Spannung P eines Prismas 
von der Ränge — Eins und dem Duerfchnitte — Eins innerhalb der Elaftici- 
tätögrenze und BD die ent|prechende Ausdehnung 0, und bezeichnet man den 
Tangentenwinkel G AU = DAB ber Ausdehnungscurve für den Anfangs- 
punkt A durch a, fo hat man auch: 


BD 6 
tang. & = AB = P und daher: 
6 — P tang. &, woraus num 


1) 1 ent Folgt. 


*), Das heißt, daß für denjelben Körper der Quotient 

6 __ Specifiihe Ausdehnung 

PO Bu 

Bergleiht man Körper von verfchiedenen Querjchnitten, aber aus demjelben 
Material, mit einander, jo ift für alle der Quotient: 

«= __ Specifiide Ausdehnung 

P  Specihiide Spannung 
F' 


— einer Conftanten. 


— einer Conftanten. 


Weisbach's Lehrbud der Mebanil. I. 25 
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Die Größe tang. « ift von den phyſiſchen Eigenschaften des Körpers ab- 
hängig, und jedenfalls nur durch Verſuche zu ermitteln. Nimmt man 
i=1l,,Ff=-1mP=l, 
fo erhält man tang. « — A; es ift alſo hiernady die Erfahrungsgröße 
tang. & die Ausdehnung, welde ein Prisma von ber Tänge Eins 
Big. 350. 





-Y 


und vom Querfchnitte Eins durch die Spannkraft Eins erleidet 
(fiehe Combes: Trait6 de l’exploitation des mines, tome J.). Nimmt 
man in der Formel (1) F= Eins und A —1 an, fo erhält man den 
Ausdrud: 


1 
1 = Plan. — — .‚a==P. 
ang. &, oder — cotang. & P 


Es ift aljo hiernad) —_— diejenige Spannkraft ?, welde ein 


Prisma vom Duerfnitte Eins (1 Duadratmillimeter) um feine 
eigene Ränge ausdehnen würde, infofern dies ohne Ueberſchrei— 
tung der Elafticitätsgrenge möglich wäre. 


Dieſe hypothetiſche Erfahrungsgröße 7 
ſticitätsmodul (franz. coefficient d’elasticite; engl. modul of elasticity) 
des Körpers oder der Materie deffelben genannt und in der Folge durch den 
Buchſtaben Z bezeichnet. Es ift alſo hiernach: 


Pl 
1* 75 


1 
= cotang.« wird der Ela- 
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oder die fpecififche Ausdehnung: 


4 P 
9) 7 * 75 
alſo umgekehrt, die der Ausdehnung A entſprechende Kraft: 
9 P— 4 FE=06FE. 


Diefelben Formeln gelten natürlich auch für die Jufammendrüdung A 
durch eine Druckkraft P, und es ift in dieſem alle fogar aud) der Elaſti⸗ 
cität8modul E — cotang. derſelbe wie bei der Ausdehnung, fo lange die 
Elaſticitätsgrenze nicht überfchritten wird, obgleich er hier diejenige Druck— 
Fraft bezeichnet, welche ein Prisma vom Duerfchnitte Eins um feine ganze 
Tänge, alſo bis auf eine unendlic) dünne Platte zufammendrücdt, unter der 
Borausfegung, daß dies möglich wäre, ohne die Grenze der Elafticität zu 
überjchreiten. 


Anmerlung 1. Man kann aud den Elafticitätsmodul EZ gleihjegen bem Ge⸗ 
wichte eines Prismas, weldhes mit dem Körper, auf den E wirkt, auß einerlei 
Materie befteht, und denjelben Querjehnitt Eins bat. ft a die Länge dieſes Kör⸗ 
per3 und y die Dichtigkeit oder das Gewicht von 1 Eubilmillimeter der Materie 
deflelben, jo hat man: 


E = ay, und daher umgelehrt a =. =. 


Dieje Länge gebraudt Tredgold (nah Young) als Maß der Elafticität (ſ. T. 
Tredgold, über die Stärte des Gußeifens und anderer Metalle). At 3. B. für 
Stahl E = 22500 Kilogramm und y = 0,0000075 Kilogramm, jo hat man: 
u — 3000'’000000 Millimeter = 3'000000 Meter, 

d. i. eine Stahlftange von 3 Millionen Meter Länge würde einen Stahlftab von 
demjelben Querſchnitt um jeine eigene Länge auädehnen, wenn das oben ange: 
gebene Ausdehnungsgejeg ohne Einſchränkung rihtig wäre. Wenn man zuweilen 
den Elafticitätamodul als den reciprofen Werth der Ipecifiihen Ausdehnung eines 
Stabes vom Querfchnitte Ein bei der Belaflung Eins definirt, fo folgt die 
Uebereinftimmung mit der bier gegebenen Definition ohne Weiteres aus dem 
Obigen. Daſſelbe gilt von einer anderen vielfach gefundenen Definition, wonad 


. J xSpecifiſche Spannung 
man unter dem Elaſticitätsmodul den Quotienten 5 ” Sperifilhe Wusdebnung 
verfteht. 


Anmertung 2. Bei der Ausdehnung oder Zufammendrüdung eines Körpers 
findet zugleid eine Querſchnittsverminderung ftatt, die nah Wertheim (j. Compt. 
rend. T. 26) 3, der Längenausdehnung oder Zujammendrüdung beträgt. ft I 
die anfängliche Yänge, F' der anfängliche Querfchnitt und V das anfängliche Vo— 
fumen F} des Körpers, 1, und F) aber Länge und Querſchnitt bei Einwirkung 
der Zugfraft P, jo hat man daS entſprechende Volumen: 

r,=Fh=FiI+HrFru—-d)—-(F— FR)I!, all: 
vs, — V=F(lh, -—)—-(F—- R)l, 
und die relative Bolumenveränderung: j 


a = 


25* 
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F—-F u — 1 
Run ift aber —— = % (I), daher folgt: 


V, 7 ’_ Y, (@ T ), 


d. i. die Bolumenvergrößerung ein Drittel der Längenausdehnung. 
Nah Poifjon’s Theorie ift jogar Y 2 ’‚_ 1, (@ 7 ')- 


Beilpiele 1) Wenn der Elafticitätsmodul des Meifingbrahtes 9870 Kilo: 
gramm beträgt, weldde Kraft ift nöthig, um einen Draht von 10 Meter Länge 
und 5 Millimeter Dide um 2 Millimeter länger zu ziehen? Es ift: 


! = 10 Meter; 2 = 2 Millimeter = 0,002 Meter, folglich 4 — 0,0002; 


ferner F= 7 = 0,7854 . 5° = 19,685 Ouabratmillimeter, 
demnad die gefuchte Kraft: 
P = 0,0002 . 19,635 . 9870 = 88,76 filogramm. 

2) Iſt der Elafticitätsmodul von Eifendraht 21900 Kilogramm, und Ipannt 
man eine eiferne Meplette von 20 Meter Länge und 6 Millimeter Dide mit 
75 Kilogramm Kraft an, jo nimmt diefelbe um die Länge 

75 20 


= 0.7854 63 3100 0,00243 Meter = 2,43 Millimeter zu. 











Tragverhögen der Körper. — Tragmodul und Festigkeits- 
modul. Die Zugfraft A B, Sig. 351, welche einen prismatifchen Körper 
Tig. 351. 





-Y 


vom Querſchnitte Eins bis zur Elafticitätsgrenze ausdehnt, heißt ber Trag- 
modul des Körpers in Hinfiht auf Ausdehnung, und foll in ber 
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Folge durch T, bezeichnet werben, wogegen die Druckkraft A Bi, welche den- 
felben bis zur Grenze der Elafticität zuſammendrückt, der Tragmodul des 
Körpers in Hinfiht auf Zufammendrüdung zu nennen und im Yol- 
genden durch 7, zu bezeichnen iſt. Aus den Tragmodul 7 und T,, laſſen 
ſich mit Hilfe des Elaſticitätsmoduls E aud) leicht die Ausdehnung ©, und 
Zufemmendrüdung o,, bei der Elafticitätögrenze berechnen; denn es it 


6 _Z 0, _ Tu 
IT EWIT/ OST 


Sf F der Duerfchnitt eines prismatifchen Körpers, welchen: diefe Trag- 

model T, und Th zulommen, jo hat man da8 Tragvermögen beifelben: 
1) [Tr 306 ... . D=FfT, 
und das fir Dud . P, = FT. 

Dei Banausführungen follen die Körper nie über die Elaſticitätsgrenze 
hinaus belaftet werden, alfo die Belajtungen jelbft die gefundenen Tragver⸗ 
mögen nicht überfchreiten. Deshalb find denn auch den Hierzu verwendeten 
prismatifchen Körpern Duerfchnitte zu geben, welche durch die Formeln 


F= En und 
' T, 
2) p 
F,= . beftimmt werden. 
T, 

Wegen der zufälligen Ueberlaftungen und Erfchütterungen, welchen die 
Bau- und Mafchinenwerke noch ausgejegt jein können, fowie wegen der Ab- 
nugung und ber Beränderungen, welchen die zu denjelben verwendeten Körper 
im Laufe der Zeit durd) die Einwirkungen der Luft, des Waſſers u. f. w. 
ausgejegt find, giebt man diefen Conftructionen infofern noch eine größere 
Sicherheit, daß man in den vorftehenden Formeln ftatt der Tragmodul nur 
die Hälfte oder ein “Drittel derjelben einführt, alſo die Querſchnitte zwei⸗ bis 
dreimal fo groß nimmt als diefe Formeln unmittelbar angeben. Um eine 


mfache Sicherheit zu erhalten, find folglid) in den Formeln F, = m oder 


F= zn, ftatt 7, oder T,,, die Sicherheitstragmodul 3 oder 3 


11? 
1 


einzufegen. 

Die Zugkraft AT (Fig. 352 a. f. S.), bei welcher der prismatifche Körper 
vom Querfchnitt Eins zerreißt, Heißt der Feſtigkeitsmodul des Körpers in 
Hinfiht auf das Zerreigen und wird gewöhnlich mit dem Buchſtaben K, 
bezeichnet, und ebenfo nennt man die Drudfraft A U;, bei welcher das Zer- 
drüden oder Zermalmen des Körpers eintritt, den Feſtigkeitsmodul des 
Körpers in Hinficht auf das Zerdräden und bezeichnet ihn durch den 
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Buchſtaben X. Dat der prismatifche Körper den Querfchnitt 7’, fo ift 
natürlich: 


Fig. 352. 
Y 





3) 17 — FK, bie Kraft zum Zerreißen, und 
P,=FK, die Kraft zum Zerdbrüden diefes Körpers. 
Noch oft beftimmt man auch die Querjchnitte der Körper mit Hülfe der 
Bruch- oder Feftigkeitsmodul, indem man in die Formeln 


F— LH md 
K, 
4) p 
fF—_ —! 


11 


ſtatt X, und K,, ſogenannte Sicherheitsbruchmodul, d. i. Meine Theile 

* oder mu, 3. B. Viertel, Sechötel, Zehntel u. |. w. diefer Erfahrunge- 

zahlen einjegt. Wäre der Tragmodul bei allen Stoffen ein und derfelbe 
AB T 


Theil des Feſtigkeitsmodul, wären alfo die Verhältniſſe 410” x und 
AB, 


70” Zu beitimmte Zahlen, fo witrde die Beitinnmung des Querſchnittes 
1 u 

mittel8 der Sicherheitsbruchmodel auf daffelbe führen, wie die mittels der 
Tragmodel; da aber diefe Verhältniffe bei verfchiedenartigen Körpern ver- 
ſchieden find, fo ift nur diefe Beftimmung mittel® der Tragmodel Th und T,, 


oder vielmehr mittels der Sicherheitstragmobdel n und Zu die allge- 
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mein richtige und angemeflenere und nur dann mittel® der Sicherheits- 


bruchmodel = und = zu rechnen, wenn die Tragmodel nicht bekannt find. 


Was die Annahme der Sicherheitscoefficienten ms anbetrifft, durch welche 
die zuläffige fpecifiiche Spannung %, — J und die zuläſſige ſpecifiſche Preſ⸗ 


fung &, = beſtimmt wird, fo tät ſich über bie Größe dieſet Coeffcienten 


eine beftimmte Regel nicht angeben. Der Conftructeur wird je nach der 
Berwendungsart des betreffenden Körpers m bald größer, bald Feiner an- 
nehmen müflen. Fir proviforifche Ausführungen wird man m Fleiner an- 
nehmen dürfen, als für folche von langer Dauer; leicht zu erfegende “Theile 
conftruirt man oft abfichtlich mit einer geringeren Sicherheit, als ſolche, deren 
Erfag größeren Geld- und Zeitaufwand erfordert, um im Falle eines durch 
Zufälligkeiten herbeigeführten Bruches den Nachtheil möglichft gering zu 
machen. Gonftructionen, deren Bruch großes Unglüc nach fich ziehen würde, 
erfordern die Annahme eines angemeſſen großen Sicerheitscoefficienten. 
Wo die Erſchütterungen befonders ftark ins Gewicht fallen (Hammerwerke, 
Walzwerfe) oder wo diejelben befonders ftörend für den beabfichtigten Zweck 
ausfallen würden (Drehbänfe), kommt e8 mehr darauf an, daß die betreffen- 
den Eonftructionsglieder hinreichende mechanifche Arbeit in ſich aufnehmen 
fünnen, als daß die höchfte vorfommende Spannung unter einem gewiſſen 
Werthe bleibe. Bon befonderer Wichtigkeit fir die Wahl von m ift ferner 


das Berhältnig * bezüglich m Bei Gußeifen ift beifpielsweije für Zug 
KL 100 KB_n_ 
T = 17” circa 2; und für Druck T. = m” 5,5. 


Während alfo diejenige Kraft, welche einen gußeifernen Stab zu zerreißen 
im Stande ift, nur boppelt jo groß ift, wie diejenige, welche denfelben Stab 
bis zur Elafticitätsgrenze ausdehnt, tritt eine Zerſtörung des Stabes durch 
Drud erft bei einer 5,5mal fo großen Kraft ein, wie diejenige ift, welche 
den Stab bis zur Elafticitätögrenze zufammenzudrüden vermag. Man 
wird daher, wenn Gußeifen Lediglich einer Druckſpannung unterworfen ift, 
den Sicherheitscoefficienten m Kleiner annehmen dürfen, als wenn Gußeiſen 
lediglich dem Zerreißen ausgefegt ift. Im Allgemeinen wird m um fo fleiner 


gewählt werden können, je größer das Berhältniß = iſt. 
Iſt der Querſchnitt des Körpers ein Kreis vom Durchmeſſer d, jo hat 


9 
man F — *L-, daher 
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P= 2 T = 0,7854 d?T und 


d— VE — 1,128 Y F = 1,128 vz zu fegen, 


und es läßt ſich hiernach aus der Belaftung P eines Körpers und dem 
Tragmodul 7’ feiner Materie die Stärke finden, bei welcher der Körper 
nicht über die Elafticitätögrenze hinaus angejpannt wird. 


Beijpiele. 1) Welde Laft kann eine Hängejäule aus Fichtenholz aufnehmen, 
wenn fie 0,125 Meter breit und 0,1 Meter did ift? Den Tragmodul zu 2 Kilo: 
gramm angenommen, erhält man P— FT= 125. 100.2 = 25000 Kilo⸗ 
gramm als Tragkraft diefer Säule. Wird aber der Feſtigkeitsmodul 6,5 zu 
Grunde gelegt und eine vierfahe Sicherheit angenommen, jo erhält man 
P=FK.Y=135.10.65.Y, = 20312 Kilogamm. Wegen der 
Bergänglichleit des Holzes nimmt man, um für lange Zeit Sicherheit zu haben, 
für K nur den zehnten Theil an und erhält jo P= 125.100.6,5 .0,1 
— 8125 Silogramm. 

2) Eine jchmiebeeiferne und rund abzudrehende Zugftange ſoll eine Laft von 
5000 Kilogramm aushalten; welchen Durchmefjer muß diejelbe erhalten? Sekt 


mank=YT,=7Rilogramm, fo folgt d= 1,128 T= — 30,1 Millimeter. 
Nimmt man den Feftigfeitgmodul des Schmiebeeifens zu 40 Kilogramm und vier: 
fache Sicherheit an, jo folgt d = 1,128 5000 _ 

y, .40 
geſuchte Stangendide. 








Arbeitsmodul. Wenn man einen prismatifchen Körper durch eine 
nad) und nad) von O bis P—= AM — NO (fig. 353) wachſende Kraft 
Tig. 358. 
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anjpannt, und dadurch von Null bis A = MO == AN verlängert, fo 
wird dabei eine gewiſſe mechanifche Arbeit verrichtet. Dieſe ift, wie (aus 
$. 74) belannt, da8 Product aus dem Wege ober der ganzen Ausdehnung 
AN und aus dem Mittel ber von O0 bis P= NO ſtetig wachſenden 
Spannkräfte. Sie läßt ſich daher durch die Ylähe ANO ausdrüden, 
welche der Ausdehnung AN = A als Abfciffe, und der Spannkraft N O 
—= AM = P als Ordinate zulommt. Ueberſchreitet diefe Ausdehnung 
nicht die Elafticitätsgrenze, fo ift die Fläche ANO als ein rechtwinkeliges 
Dreied anzufehen, deſſen Katheten A und P find, und es ift daher die ent- . 
fprechende mechanifche Arbeit: 
L, = Us A, P. 
Setzt man hierin: 
,=0!wmP=FT, 
fo erhält man die Arbeit für eine fpecifijche Ausdehnung 0, bis zur 
Elafticitätsgrengze: 
L=146l.FW=146T.Fl=AVJ, 
wenn V das Volumen FI des Körpers und A, eine Erfahrungszahl, den 
fogenannten Arbeitsmodul der Elafticittätsgrenze für die Ausdeh— 
nung bezeichnet, welcher aud) durch den Ausdrud 


3 
4,=%AC.CD=N"h == olr 


beftimmt werden Tann. 
Ebenſo ift natürlich auch für die Compreffion bis zur Elafticitäts- 
grenze die erforderliche mechaniſche Arbeit 
L, = Au V 
zu jegen, wobei A, den Arbeitsmodul 


1, AG .CD = !ı 6, Tu = Mr — I 0)E 


ber Elafticitätögrenze fiir die Zuſammendrückung bezeichnet. 

Für die mechanifche Arbeit zum Zerreißen und zum Zerdrücken des pris- 
matifchen Körpers laſſen fich gleichgeformte Ausdrüde anwenden; es ift dies 
felbe für den erften Fall: | 


L=VB, 
und für den zweiten: 
L, — VB, 


wenn B, — Fläche AUW, den Arbeitsmobul des Zerreißens, und 
B, — Tlühe AU, W,, den Arbeitsmobul des Zerdrückens bedeuten. 

Man erfteht aus dem BVorftehenden, daß ſowohl die mechanifche Arbeit, 
welche einen prismatifchen Körper bis zum Elafticitätsgrenze ausdehnt und 
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comprimirt, als auch diejenige, welche das Zerreißen und Zerdrücken deſſelben 
herbeiführt, gar nicht von den einzelnen Dimenſionen, ſondern nur vom 
Volumen V des Körpers abhängt, daß alſo z. B. zwei Prismen aus dem=- 
felben Deaterial denjelben Arbeitsaufwand zum Zerreißen erfordern, wenn 
das eine doppelt jo lang als das andere ift und dagegen fein Duerjchnitt 
nur die Hälfte vom Querſchnitt des anderen ausmacht. 


Beifpiel. Wenn der Elafticitätsmodul des Schmiedeeiſens E — 20000 Kilo⸗ 
gramm und die Ausdehnung deffelben bei der @lafticitätsgrenze a, = ER ift, 
jo beträgt der Tragmobul befielben, da co, = 4 if: 

u 
T=oE= 1500 ° 20000 = 18,33 Kilogramm, 
und folglich der ArbeitSmodul der Elafticitätögrenze filr Ausdehnung: 
A=MaT = BER - 18,33 = 0,0044 Millimeterlilogramm. 

Um aljo einen prismatijhen Körper aus Schmiedeeijen, defien Volumen = V 
Cubitmillimeter ift, bis zur Elafticitätögrenze auszudehnen, ift die mechaniſche Arbeit 
L, = 4,7 = 0,04 V Rillimeterlilogramm 

nöthig. | | 

Wäre 3. B. der Inhalt diefes Körpers — 3 Eubifvecineter = 3000000 Eubif- 
millimeter, jo würde diefe Arbeit 
L, = 3000000 . 0,0044 = 13200 Rillimeterlilogranm — 13,2 Meterlilogranm 
betragen. 





Ausdehnung durch das eigene Gewicht. Hat ein prismatifcher 
Körper A B, Fig. 354, eine bedeutende Länge!, fo erleidet er durch fein 
Gewicht eine namhafte Ausdehnung, welche wie folgt zu beftimmen: ift. 
Bezeichnet F den Duerfchnitt diefes Körpers, 9 feine Dichtigfeit oder das 
Gewicht eines Cubifmillimeters feiner Materie, und x die veränderliche Länge 
eines Stückes deffelben, fo befteht die Spannung eines Elententes MN dieſes 

Fig. 354. Körpers aus dem Gewichte des darunter befindlichen Körper- 
flüdes BM = YFx, und es ijt folglich [nad) $. 210, (2)] 


AFfrfe die entiprechende Ausdehnung der Länge MN — 9x dieſes 





Elementes: 

um Ya _NY 28: 
* (= 03 m ran. 
i Durch Integration ergiebt fi) nun die Ausdehnung des 
| ganzen Stückes B M: 
i y ya? 

ll — — — 

BJ" TB 


und folglich die des ganzen Körpers AB: 
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_y® _yFü%_ 'h@, 
O2E 2FE FE 
wobei @ — Y F} das Gewicht des ganzen Körpers bezeichnet. 
Wäre diefes Gewicht nicht auf den Körper gleichmäßig vertheilt, fondern 
am Ende B deſſelben wirkfam, jo würde die Ausdehnung 


N == 21 








betragen. 

Es ift alfo die Ausdehnung des Körpers in Folge feines Gewichtes, 
2 —= A, nur halb fo groß als die, welche ein gleich großes Gewicht 
am Ende bes Körpers hervorbringt. 

Daffelbe Gefeg gilt natürlich auch flir die Compreffion A eines Körpers 
durch fein eigenes Gewicht. 

Wirkt in dem einen oder dem anderen alle an einem Ende des Körpers 
noch eine befondere Zug- oder Druckkraft P, fo hat man die entfprechenbe 
Ausdehnung oder Compreffion: 


Pl + _PEMOI 

FE” FE OTFE 

wobei das obere Zeichen zu nehmen ift, wenn die Kraft P mit dem Ge- 
wichte G in gleicher Richtung, und das untere, wenn fie dem Gewichte ent- 
gegengejegt wirkt. Im legteren Falle fällt natürlich die Ausdehnung Heiner 
aus, ald wenn P die alleinige Zug⸗ oder Druckkraft wäre. Es ift hier fogar 
die Geſammtausdehnung oder Zujammendrädung — Null, wenn 

| 2P 


1 — — — = — 
hG=P, ser @=yFi=2P, alio I — 


= 


beträgt. 
Vezeichnen man die auf die Querſchnittseinheit entfallende, alſo ſpecifiſche 


Belaſtung * mit p; ſo iſt die ſpecifiſche Spannung in dem Querſchnitte 


im Abſtande x von dem Angriffspunkte der Kraft gegeben durch p + yx=—=k 
und die fpecififche Ausdehnung in diefem Punkte % = —2 Ir: — 6. 
Wirkt die Kraft P in derſelben Richtung wie das Gewicht G, fo gilt das 


obere Zeichen und der Ausdrud für % wird ein Maximum 
P 6 
F 





ma.k—=p+tyl= 





für 2 = |; 
und ein Minimum 


min. k=p= 5 fa 0. 
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Trägt man, Fig. 355, 356, AB—=p und CD yI ſenkrecht zur XAxe 
auf, fo giebt das Trapez ABDE eine graphifche Darftelung der fpecifiichen 


Sig. 365. Big. 356. Big. 357. Big. 358. 





Spannungen fowie der damit proportionalen fpecifijchen Ausbehnungen für 
alle Buntte des Stabes. 
Wirkt P entgegen dem Gewichte G vertical aufwärts, fo it k=p — yz 
ein Marimum, Fig. 367, 358, 
maz. k = p, fir æ —= 0, 
und ein Minimum 
mn k—=p— Yıflrz=ı. 


Ferner wid br k— 0 fr ye—=p bi. fire ra 





Für die Veftimmung der Querſchnittsdimenſionen wird derjenige der bei- 
den Werthe p und p — Yl maßgebend fein, welcher abfolut genommen der 
größere ift. Auch hier giebt die Figur ABDE eine graphiſche Darftellung 
der ſpecifiſchen Spannungen bezüglich Ausdehnungen. Wenn * = 5: 
do @=F.iy—=2pF= 2P if, fo fält der Nullpunkt der Span- 
nung in bie Mitte des Stabes; die eine Hälfte wird ebenfo ſtark gedrüdt, 
wie die andere gezogen wird, und die totale Ausdehnung ift Null, wie bereits 
oben angegeben wurbe. 

Sobald die Kraft P nicht am Ende des Stabes, fondern im Abftande li 
vom Ende angreift, fo ift, wenn P abwärts wirft, Fig. 359 und 360, 


k=0, fur — 0, 
k=p+tyWfz=l un 
=r+YWl,fez=ı. 
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Wirkt P vertical aufwärts, ig. 361 und 362, jo hat man 


x O, fur æ S0 und für — 2; 


Y 
x — p — h, fur æ — und 


k=p—yifrz-ı. 
Fig. 859. Fig. 360. Fig. 361. Fig. 362. 





Ein pofitiver Werth von % beutet auf Zug, ein negativer auf Drud, und 
find in den graphifchen Darftellungen die Zugfpannungen und Drudfpan- 
nungen nach den entgegengefegten Seiten der XAxe angetragen. 

Anmerfung. Das mechaniſche Arbeitsvermögen, welches ein prismatiſcher 
Körper in fich aufnimmt, wenn er durch fein eigenes Gewicht ausgedehnt ober 
aufammengedrüdt wird, ift auf folgende Weife zu ermitteln. Das Element MN, 
Fig. 863, defien Länge de ift, wird durd) dag Gewicht yF’x des Körperfüdes 


Big. 363. BM nad) und nad) von O auf 24 = UI” ausgebefnt, und es 
ÄR Daher Die Hierzu nötige Arbeit: 
=YyyFxı.A=h —— 2. 


Wenn man daher diefen Ausbrud integrirt, jo erhält man das 
Arbeitsquantum für alle Stangenelemente von B bis M: 


iu fen ——— 


und aljo das filr die ganze Stange: 


id ml ı 
Ben En harE neh 











wobei (nad $. 218) a= Y4 £p, die ganze Ausdehnung der Stange 
bezeichnet. 

Beifpiel. Bern ein Bleidraht, deſen Fefigteitsmodul X = 2,2 Rilogramm 
und Diätigleit y = 0,0000114 Kilogramm ift, vertical aufgehangen ift, fo 
jerreißt derfelbe bei der Länge 
x 22 


1 T = So = 193000 Millimeter — 193 Meter 
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durch fein eigenes Gewicht. Beträgt der Tragmodul defjelben T = 1 Kilogranım, 
jo erreicht feine Ausdehnung die Elafticitätsgrenze bei einer Ränge 

u, = zZ = — — — 87,72 Meter, 
und ift der Elafticitätsmodul diefes Drabtes Z — 700 Kilogramm, fo hat man 
die entiprechende Ausdehnung deflelben bei der Elafticitätögrenze: 


T 1 - 
ı = 7 u, = 700° 87,72 = 0,1275 Meter. 

Körper von gleichem Widerstande. Wird der Zug oder Drud 
P eines verticalen prismatifchen Körpers noch durch das Gewicht G deifelben 


anfehnlich vergrößert, jo hat man den Querſchnitt F— — u 


um die fpecifilche Spannung % höchſtens gleich dem Tragmodul T zu erhal- 
ten. Wie aus Fig. 355 hervorgeht, findet diefe Spannung nur in einem, 
dem am meiften beanspruchten Punkte ftatt, nämlich in der größten Entfer: 
nung vom Angriffspuntte der Kraft P. In allen übrigen Querſchnitten ıft 
die fpecififche Spannung Feiner, und man könnte daher die Abmeſſungen 
der Übrigen Querſchnitte entjprechend geringer annehmen, ohne die Feſtigkeit 
des Stabes zu gefährden. Dadurch würde nicht mur an Conftructions- 
material gejpart, fondern e8 wird aud) nod) die fchädliche Belaftung felbft 
wegen des nun verminderten Eigengewichtes herabgezogen, fo daß der Etab 
in Folge deffen auch felbft an der am meiften beanfpruchten Stelle einen 
geringeren Querſchnitt bedarf, als dies bei einem prismatifchen Körper der 
Tall ift. Der ideale Zuftand würde offenbar derjenige fein, bei welchem die 
ſpecifiſche Spannung nicht nur in dem meift beanspruchten, daher gefährlichiten 
Duerfchnitte, fondern zugleich in allen übrigen Querfchnitten den höchſtens 
zuläffigen Werth 7 oder einen aliquoten Theil defjelben erreichen würde. 
In diefem Falle würde die MWiderftandsfähigfeit des Materiald am voll- 
ftändigften ausgenugt werden, und ber Körper mit dem möglich geringften 

Fig. 364. Fig. 365. Materialaufmande auszuführen fein. Die Sicher: 
heit wäre dann in allen Querſchnitten gleich groß. 
Derartige Körper nennt man Körper von glei- 
chem Widerftande, 

Bezeichnet % diejenige Spannung pro Quadrat⸗ 
millimeter, welche man in dem Materiale zulaffen 
will (T oder ein aliquoter Theil deffelben), fo er- 
giebt fich der anfängliche Querſchnitt F, am An⸗ 
griffspunfte der Belaftung 2 (Fig. 364 u. 365) zu 

P 
F oe = 7 . 
° Im den Ouerjchnitte F, im Abftande = von Fr, 
p wirft die Laſt P + @, wenn 6das Gewicht 





zu machen, 





m a 
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des zwifchen Fund Fo enthaltenen Körpertheils bebentet, und es muß, der 
aufgeftellten Bedingung überall gleicher fpecififcher Spannung zufolge die 
Gleichung gelten: 


) F= 


In dem um die unendlich Meine Größe Or von F entfernten Ouer- 
fehnitte, welcher um O F zugenommen hat, aljo F + OF beträgt, wirft 
außer der für F geltenden Belaftung P + @’ noch das Gewicht des 
zwifchen F und F-+9F eingefchlofienen Körperelementes von der Länge 9x. 
Dieſes Gewicht ift, unter y die Dichte des Materials verftanden, durd) 
vF.0x ausgedrückt. Auch fir den Querſchnitt F + OF gilt die 
Gleichung: 





p46 
k 


9) Fror- Er Hr 





k 
Durch Subtraction der Gleichung 1 von der Gleichung 2 folgt nunmehr 
_YyF.oOx oF y 
of — oder FE O2. 


Durch Integration zwifchen den Grenzen Fo und F erhält man: 
F 


.__[2F__ _ F 
72 * Fr log. nat. F— log. nat. Fu = log. nat. F, 


und für Fo feinen Werth = eingefegt, folgt: 
I EN Hi ad: 
— & — log. nat. (F =); d. i. and): 


Y, k pP Lt: 
k _mN_ — ph . 
e — F * oder F 7 e 

Setzt man hierin fir x den Werth 1, fo ergiebt ſich der größte Quer⸗ 
fchnitt am Ende des Stabes zu: 

ya 4 
F=-I.t—=m:e. 

Bei einem prismatiichen Stabe würde unter derjelben Borausfegung, daß 
die größte fpecifilche Spannung — % fein fol, der Querfchnitt am feft- 
gehaltenen Ende fich berechnen zu: 


Wenn man die angegebenen Rechnungen ausführt, jo folgt nad) der Er- 
ponentialreibe: 
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er] 
und durch wirkliche Divifion: 


2. 214 ( ı(2ı\ 
h=7 +tı+ Ey +(&ı)+.-] 
und es beträgt daher die Differenz FR — F, um weldye der größte Quer- 


fchnitt des Stabes von gleichem Wiberftande ſchwächer fein Tann, als ber 
Querſchnitt des prismatifchen Stabes: 


— ZE[ı(r V”ıd (2 NV + 23 (2 Nr... 
Ar) tr)r 

Um den Materialaufwanb des Stabes von gleichem Widerſtande zu finden, 
bezeichne V das Volumen deflelben, fo bedeutet O V das Volumen des zwifchen 
den Querſchnitten F und F + OF (ig. 364, 365) enthaltenen Korper⸗ 
elemientes, und es ift: 

P + 
0V=F.da=7.e dx, 


und durch Integration zwijchen den Grenzen x — 0 und x folgt: 


Pp !: ra I, 
k ky y 
" k 


Sest man x = 1, fo folgt da8 Volumen des ganzen Stabes: 


F 
le _ ı). 
Y 


und das ganze Gewicht 
Fi 
G=>P (ei — ) 
Man kann dieſe Formeln auch ſchreiben: 
k Pp(£: k 
v—t.2(u — )=%+- F— FR) 
G=k(F— RR). 
Bei einem prismatiichen Stabe für diefelbe Belaftung P aljo vom Quer» 
ſchnitte 


und 





P 
h= k — Iy 
berechnet fich das Volumen zu 
V, = F, l= Pt 





k — Iy 
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und das Gewicht 
P.iy 


— Ip 
Um Y und V, mit einander zu vergleichen, feien wieder die angezeigten 
Rechnungen ausgeführt, fo folgt: 


EIER LER OFEN re 
El] 
un 


Pl Pi 1 Pl 2 
m rltr rl) 
ne 


(+ 
DEE 


Die Differenz; 9, — 7, d. h. diejenige Materialmenge, welche unter 
gleichen Umftänden der prismatifche Stab mehr erfordert, als derjenige von 
gleichem — ergiebt ſich daher zu: 


2 
nr, Er] 
Da die elain Ausdehnung oder —— eines Körpers von 
gleichem Widerſtande überall dieſelbe, nämlich, 6 — F iſt, ſo ſteigert ſich 








folglich die Geſammtausdehnung deſſelben auf A —= ol — * !, während 
fie bei dem prismatifchen Körper nur die Größe: 


1 — PH P+'h@ ? 7 .1— P+'nd . La 1 
FE P+G E 
hat. 

Die wirkliche Ausführung der im Vorhergehenden berechneten Form von 
gleichem Widerftande würde auf große praftifche Schwierigkeiten ftoßen. Dan 
begnügt fich daher in der Braris in folchen Fällen, wo überhaupt das Eigen- 
gewicht des Körpers von Belang ift, d. h. bei großer Länge I (Seftänge für 
Schächte) mit einer abfagweifen Veränderung des Querſchnitts, bei welcher 
Anordnung der Gewinn an Material nicht ganz fo groß ausfallen Tann, 
wie es bei einem Körper von genau gleichem Wiverftande der Fall iſt. Iſt 
dieſer Körper AB, Fig. 366 a. f. ©., aus pridmatischen Theilen zufammen- 

Beisbach's Lehrbuh der Mechanik. I. 96 
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zufjegen, welche die Längen I, %,, I; u. f. w. haben, fo fteigert ſich die Laſt P 
durch die Gewichte Fi li y. Frl 9, Frl y u. |. w. der Stücke nad) und 
Fig. 366. nach) auf Pi, Pr, P, u. ſ. w. Hiernach ift der erforderliche 

| Duerfchnitt des erften Stüdes: 











pP 
| F, ferner der des zweiten 
— F — Fi k 
a et ee 
der des dritten: 
P; F,k 
Fz — = — — u. ſ. w. 
da Ta era 
Sind alle Stüde gleich) lang, ft al, =, =, —...—I|, 
jo hat man einfacher: 
= k — = en — —5. 
—VFi x 
h=-,;_%7 k —— 





—F PF 
F= k—y 7 (5) u. |. w., 


alfo allgemein, den Querſchnitt des nten Stüdes: 


P n 
rn= on)" 


Das Volumen des Pl ift 
V=(FR+tR+RB+-- FH), 


und, wenn man der Kürze wegen z * 17 — c fest, fo folgt 





V=-ct+etet. Ji=Fltetetemn. 


Nun ift aber die Parenthefe gleid) dem Werthe — 2, wie man fich 
leicht durd) Ausführung der Divifion überzeugt, und es iſt aud) 











_ __ty 
eier Ir 
folglich ergiebt fich 
P@*—1 ‚pP k —1,_P,, 
*7 rin nm ,yeod 
k—Iy 
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Für P — en) läßt fi) nun %. F, fegen, und wenn man unter 


Fo ben Surrfänitt verfteht, welchen die Laft P allein ohne Rückſicht auf 
da8 Eigengewicht erfordert, fo daß P = KkF, ift, fo läßt ſich obige Formel 
fehreiben: 


y =. (Fr — RA) 
oder da F} wenig von Fo abweichen wird, aud): 
k 
‚= * (F„ — F}). 


Endlich ift das Gewicht des Geftänges: 
G=k(M,— FR). 


Beiſpiel. Welchen Querſchnitt muß ein 300 Meter langes ſchmiedeeiſernes 
Schachtgeſtänge erhalten, wenn dafjelbe außer feinem eigenen Gewichte noch eine 
Laſt P = 40000 Kilogramm zu tragen hat? Rimmt man die höchftens zuläffige 
jpecifiide Spannung % = 6 Kilogramm an (anjtatt des Tragmoduls 13,13), jo 
it, da 1 Eubilmillimeter Schmiedeeifen 9 = 0,0000076 Kilogramm wiegt, der 
geſuchte Querſchnitt: 

pP 40000 40000 
F= 77 — 6 — 300000 . 0,0000076 = 372 — 10752,7 Duadratınm., 
und daB Gewicht des Geſtänges: 
G=F.1y= 10762,7 . 300000 . 0,0000076 = 24516,2 Kilogramm. 

Könnte man diefem Geftänge die Form eines Körper von gleihem Wider: 

ftande geben, jo würde man zum kleinſten Querſchnitte: 
P 40000 
F, = 7 = —< = 6666,7 Quabratmillimeter, 


k, 6 
zum größten: 


F; 
Fa=F,.et —=6666,7. e0,38 — 6666,7 .1,46225 = 9747 4 Quabratmillimeter 
und das Gewicht des Geftänges: 

G = Va.y=k(Fa— FR) = 6 (97474 — 6666,7) — 18484 Kilogramm 
erhalten. 
FR der Elafticitätsmodul des Schmiebeeifens E — 20000 Kilogramm., jo hat 
man folglich die Verlängerung des Geftänges im legteren Falle: 
k 6 . 300000 un: 

= 5 i= —w > 90 Millimeter 
und dagegen im erfteren: 

P+YG ,__ 40000 + 12258 .. _ er: 
— = 40000 4 28516 90 — 72,9 Millimeter. 


Ausdehnungs- und Compressionsversuche. Um das Elaftici- $. 215. 
tätögejeg eines Stoffes vollftändig kennen zu lernen, ift nöthig, daß man 
möglichft lange prismatifche Körper aus demjelben durch allmälig zu ver- 
größernde Gewichte nicht allein nach und nad) und bis zum Zerreißen aus⸗ 

26* 
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dehne, ſondern auch nach und nach bis zum Zerdrücken zuſammenpreſſe, und 
daß man hierbei die durch jedes Gewicht bewirkte Ausdehnung oder Zuſam⸗ 
mendrückung beobachte. Giebt man dem zu unterſuchenden Körper eine ver⸗ 
ticale Lage, jo können dieſe Gewichte unmittelbar an dieſen Körper angehangen 
oder auf denfelben aufgelegt werden, und fie geben dann unmittelbar die Größe 
der Zug- oder Druckkraft des Körpers an. Um aber nicht mit zu großen 
Gewichten erperimentiren zu müſſen, zieht man es vor, bie Gewichte mittels 
ungleicharmiger Hebel auf den Körper wirken zu laſſen, wobei diejelben im- 
mer an den längeren Arm (a) angehangen werden, während das eine Ende 
des Körpers vom kürzeren Arme (b) ergriffen wird. Durch Multiplication 


des Gewichtes G mit dem Armverhältnifie mn ergiebt fich dann leicht die ent⸗ 


Iprechende Zug⸗ oder Drudfraft P=- G. Auch wendet man mit Vor⸗ 


theil, namentlich zur Erzeugung bedeutender Yug- oder Drudkräfte, anftatt 
der Gewichte fogenannte hydrauliſche Preffen an. Um die Größe der Ans- 
dehnung oder Zuſammendrückung beobachten zu können, verfieht man entweder 
den zu ımterfuchenden Stab in der Nähe von jedem feiner beiden Enden mit 
einem feinen Striche, oder man befeftigt an diefen Stellen auf demfelben ein 
Baar, vielleicht gar als Berniere vorgerichteter Zeiger, und um nicht nur die 
elaftifche, Jondern auch die permanente Ausdehnung zu ermitteln, mißt man 
die Entfernung diefer Striche oder Zeiger von einander nicht allein vor dem 
Auflegen und während des Aufliegens eines Gewichtes, jondern auch nach 
erfolgter Abnahme defjelben. Man läßt auch gern inzwifchen mehrere Minuten, 
oder nad) Befinden einige Stunden Zeit verfließen, weil, zumal bei ftärkeren 
Spannungen, die Ausdehnung und Zufammendrüdung nicht momentan, ſon⸗ 
dern erft nad) Verlauf einer längeren Zeit einen gewiflen Werth annehmen. 
Die Ausmeffung diefer Entfernung erfolgt entweder durd) einen Stangen- 
zirfel oder mittels einer unmittelbar am Stabe hinlaufenden Eintheilung; auch 
wendet man hierzu ein fogenanntes Kathetometer an, welches in der Haupt: 
ſache in einem an einem verticalen Stabe auf- und niederfchtebbaren Luft- 
blafenniveau (ſ. „Ingenieur“ ©. 234) befteht. 

Um die Compreffion an längeren Stäben beobachten zu können, muß man 
diefe Stäbe während des Verſuches in eine röhrenförmige Leitung ftellen; 
aud) find diefelben von Zeit zu Zeit einzufchmigren, damit fie ſich ohne Hin- 
derniß in diefer Leitung verfchieben können. 

Kommt es nur darauf an, den Feſtigkeitsmodul eines Körpers zu ermit- 
teln, jo kann man fic zu den Verſuchen kürzerer Körper bedienen. 

Zu den Zerreigungsverfuhen wendet man Körper mit ftarfen 
Köpfen, A und B, Fig. 367, an, welche genau in der Are durchbohrt find. 
Jede Durchbohrung erhält in der Mitte eine vingförmige Schneide, damit 
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der Körper mittel8 eines durchgeſteckten Bolzens CD und durch einen die 
Enden diefes Bolzens ergreifenden Haken EF genau in der Are gezogen 
Fig. 367. werde. Bei den Zerdrüdungs- 
verfuchen giebt man dem Körper 
A, Fig. 368, zwei parallele Grund- 
flächen, und bringt denfelben zwifchen 
zwei Cylinder Bund CO mit ebenfalls 
eben abgeichliffenen . Grimdflächen. 
Während nun der abgerunbete Kopf ZI des einen Cylinderd von der prefjen- 
den Kraft ergriffen wird, ſtützt fich der andere Cylinder gegen eine ftarfe 
Fig." 368. Fußplatte D, und gleiten beide in dem ‚Inneren 
eine Cylinders EF. Der Drud P auf den 
Kopf H des Stempels B befteht entweder in ber 
Kolbenkraft einer hydraulifchen Preſſe oder in der 
Kraft eines in der Figur nur zum Theil ange: 
gebenen einarmigen Hebeld LO. 

Während das Zerreißen eines Körpers in dem 
fleinften Duerjchnitte deflelben erfolgt und ſich 
daher der Körper nur in zwei Stüde zertheilt, 
geht das Zerdrücken in der Regel in ſchiefen Flächen 
vor fich, wobei der Körper in mehrere Stücke zer- 
fällt. —** Körper zertheilen ſich hierbei vorzüglich in zwei Pyramiden, 
welche die beiden Grundflächen des Körpers zur Baſis und den Mittelpunkt 
deſſelben zur Spitze haben, und nächſtdem in andere pyramidenähnliche Körper, 
deren Grundflächen die Seitenflächen des Ganzen ausmachen und deren 
Spitzen ebenfalls die Mitte des Körpers einnehmen. Körper, welche nach 
verſchiedenen Richtungen ein verſchiedenes Gefüge haben, verhalten ſich 
natürlich anders; fo wird z. B. ein Holzſtück durch eine Kraft, welche in der 
Richtung der Fafern defjelben wirkt, dadurch zerdrüdt, daß im Heinften 
Querſchnitte beffelben eine wulftförmige Ausbiegung entfteht. 





pn F 





Ausdehnungsversuche. Die erften gründlichen Unterfuchungen über $. 216. 
die Ausdehnung und Elafticität des Eifens in Drähten haben wir Gerftner 
zu verdanken. Derjelbe verwenbete zu den hierbei zu Grunde gelegten Ver⸗ 
fuchen Eifendraht von 0,2 bis 0,8 Linien Dide und bediente ſich des in 
Fig. 369 a. f. S. abgebildeten Hebelapparates mit einem 15 Fuß langen 
Zeiger CD, einem Gegengewichte E umb einem Laufgewichte Q. Der 
ungefähr 4 Fuß lange Draht EF wurde am Ende E feitgeflemmt umd 
mit dem oberen Ende um einen Wirbel F gennunden, welcher fich mittels 
einer Schraube S ohne Ende umdrehen ließ, wodurch natürlich dem Drahte 
jede beliebige Spannung gegeben werben konnte. Die dadurch bewirkte Aus- 


406 Vierter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [$. 216. 


dehnung des Drahtes gab die Zeigeripige D an einem eingetheilten Stabe 
AB vervierundfünfzigfacht an. Die fchneidige Are C des Hebels ſowie 


Fig. 369. 
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der Wirbel F, um welche das obere Ende des Drahtes gemunden war, und 
die Schraube ohne Ende S zum Umdrehen des Wirbels find in Fig 370 in 
Fig. 370, größeren Maßſtabe beſonders abgebildet. 


Durch diefe Verfuche weift Gerftner 
nad, daß jede Ausdehnung die Summe 
von zwei Ausdehnungen ift, wovon die 
eine (die elaftifche Ausdehnung) nad) 
Abnahme des Gewichts verfchwindet, und 
die andere (die permanente Ausdeh— 
nung) zurüdbleibt, und daß in Folge 
defjen die Ausdehnung A fogar innerhalb der Elafticitätögrenze nicht genau der 
Ipannenden Kraft P proportional, jondern daß es angemefjen ift, die Forpiel 





P= 4 FEIS. 210 (4)] 
durch die Reihe 


P=Slıt+e7+6(2)]re 


worin & und 4 Erfahrungszahlen bezeichnen, zu erſetzen. 

Später wurden von Lagerhjelm fowie auch von Brir ausgedehnte 
Berfuche über die Elafticität und Feſtigkeit des Schmiedeeifens und Eifen- 
drahtes zur Ausführung gebracht. Beide Exrperimentatoren wendeten zu 
ihren Verſuchen einen Winkelhebel ACB, Fig. 371, an, deſſen längerer 
Arm CB von dem auf eine Wagfchale W aufgelegten Gewichte GE ab⸗ 


8. 216.] Die Zug- und Drud-Glafticität und Feſtigkeit. 407 


wärt? gezogen wurde, wodurch der am kürzeren Arme CA angeſchloſſene 
Eifenftab oder Draht DE beliebig gefpannt werden konnte. Bei dem 


Fig. 371. 








Apparate von Brir betrug das Hebelarmverhältniß ne — Yo, und e8 


war bier da8 eine Drahtende D mittel Kluppe, Hafen und Bolzen an den 
Arm CA und das andere Ende E auf gleiche Weife an eine Schraube S 
befeftigt, welche durch eine Kurbel K und mitteld eines Räderwerkes in Um⸗ 
drehung gefegt werden konnte. Zur Ungabe der Tängenausdehnung dienten 
zwei Nonien d und e, welche an den Enden auf den Draht aufgefchraubt 
wurden und über zwei in Biertellinien eingetheilten Scalen fg hinliefen. 
Nachdem man den Draht in den Kluppen eingeflemmt hatte, wurde die Wag- 
jchale nach und nad) mit größeren Gewichten beladen, und bei jedem einzelnen 
Verſuche durch Drehung der Kurbel K des Räderwerkes der Draht jo ge- 
jpannt, daß fich der Hebel von feiner Unterftägung erhob, und fich fo die 
Spannung des Drahtes mit dem Gewichte @ ins Gleichgewicht fegte. Die 
Berfuche wurden mit Drähten von 11/, bis 11/, Tinten Stärke ausgeflihrt, 
und gaben für diefelben, wenn fie ungeglüht waren, im Mittel den Feſtig⸗ 
feitsmodul K — 94000 Pfund pro Duadratzoll (68,7 Kilogramm pro 
Dunadratmillimeter), und dagegen nad) dem Glühen, K —= 62000 Pfund 
(45,3 Kilogramm). Der Klafticitätsmodul wurde dagegen für geglühten 
und ungeglühten Draht im Mittel Z — 28’000000 Pfund (20500 Kilo- 
gramm pro 1 Duadratmillimeter) gefunden; ferner ergab fich, daß die Grenze 
der Elofticität erreicht wırrde, wenn die Spannung bei ungeglühten Draht 
0,5 K und bei geglühtem 0,6 K betrug. Bei ftärferen Spannungen traten 
bleibende Ausdehnungen (Stredungen) ein, und es betrug die ganze Aus- 
dehnung im YUugenblide des Zerreißens bei ungeglühtem Drahte 


4 — 0,0034, und beim geglähten 4 — 0,0885, aljo 26mal fo viel. 
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Bei dem Apparate von Yagerhjelm erfolgte die Anjpannung des Drahtes 
durch eine hydrauliſche Prefle, deren Kolbenftange das Ende des Eifenftabes 
ergriff. 

Zu diefen Berfuchen verwendete Lagerhjelm verjchiedene Eifenftäbe von 
36 Zoll Länge mit Freisrunden und quabdratifchen Duerfchnitten von 1/, Zoll 


u. |. w. Seitenlänge. Denfelben zufolge ift im Mittel der Elafticitätsmodul 
des ſchwediſchen Schmiebeeifens: 


E = 44'000000 Pfund (32000 Kilogramm pro 1 Quadratmillimeter), 
der Feſtigkeitsmodul 0 


K= - E = 88000 Pfund (62 Kilogramm), 


und der Tragmodul 


T=0.E= Eon - 44'000000 —= 27500 Pfund (20 Kilogranım). 


Wertheim ließ bei feinen Berjuchen über die Efafticität und Cohäfion 
der Metalle die zu unterfuchenden Drähte frei herabhängen, und befeitigte an 
denfelben einen Gewichtsfaften, welcher mittels Fußſchrauben auf dem Yuß- 
boden ruhen konnte. Um den Draht durch die in den Kaften gelegten Ge- 
wichte anzufpannen, wurden die Yußjchrauben fo weit herumgedreht, bis der 
Kaften zum Schweben fam. Zur Ausmittelung der Ausdehnungen des 
Drahtes diente ein Kathetometer. Diefe Berfuche wurden unter fehr ver- 
fchiedenen Temperaturen an vielerlei Metalldrähten, als von Eifen, Stahl, 
Meifing, Zinn, Blei, Zink, Silber u. f. w., angeftellt. Die Hauptergebnifle 
diefer Verfuche find in der folgenden Tafel ($. 218) enthalten. 


Der Apparat, womit Yairbairn feine Feſtigkeitsverſuche angeftellt hat, 
befteht in der Hauptſache in einem ſtarken ſchmiedeeiſernen Hebel oder Wag- 
balfen A CD, Fig. 372, deifen Stügpunft D von einem ftarken Bolzen 
F fejtgehalten wird, welcher von umten mittel8 einer Schraubenmutter höher 
oder tiefer geftellt werden fan. Zwei eiferne Säulen geben dem Fußſtück 
H H, durd) welches F hindurch ging, den nöthigen Widerftand. Das zu 
unterjuchende Eifenftüd LM war mittel8 einer Kette an dem auf den Säu⸗ 
fen TT ruhenden Träger KK aufgehangen und durch Bolzen und Ringe 
mit der Scheere C des Wagbalkens A CD verbunden. An dem langen 
Arme des letteren hing nicht bloß ein größeres conftantes Gewicht G, fon- 
dern auch eine Wagfchale N zur Aufnahme kleinerer Gewichte; zur Unter: 
flügung des Hebels von umten diente der Bolzen X und zum Aufheben 
deflelben ein Seil O P, welches oben über eine Leitrolle Tief und ſich unten 
auf die Welle W einer Winde UYZ wideln ließ. Nach dem Auflegen der 
Gewichte ließ man durch langſames Umdrehen der Kurbel U das Hebelende 
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E allmälig herab, bis endlich das zu prufende Eifenftüc durch G und ‚bie 
Gewichte N allein gefpannt wurde. 


Big. 372, 


Anmerkung. Gerſtner's Verſuche über die Elafticität der Eiſendrähte 
u. |. w. find abgehandelt in Berftner’s Mecanif, Bo. I.; über die Berjuge von 
Zagerhjelm ift nachzuleſen die Pfaff’fhe Ueberfegung der Abhandlung: Ber- 
ſuche zur Beftimmung der Diätigteit, Bleihartigfeit, Elafticität, Schmiebbarteit 
und Stärke des Stabeifens u. |. w. von Kagerhjelm (Nürnberg 1829), und 
über die Verſuche von Brig macht bie nöthigen Mittheilungen: die Abhandlung 
über die Tohaſions und Elafticitätsverhältniffe einiger bei Qängebrüden in An- 
wendung fommenden Gijendrähte (Berlin 1837). 

Die Berfuhe von Wertheim über die Efafticität und Cohäfion der Metalle 
u. |. w., fowie auch über Glas und Holz werben in Poggendorff’3 Annalen 
der Phyfit und Chemie, Ergänzungsband IT, 1845, abgehandelt. Die Elafticitäts- 
model der genannten Körper find hier nicht allein dur Ausdehnungs-, jondern 
auch durch Biegungs: und Schwingungsverfuche beftimmt. Ueber Fairbairn's 
Feſtigkeitsverſuche ift in defien Useful Informations for Engineers nachzuleſen. 


Eisen und Holz. Die ausführlichften Verſuche über die Efaftieität und $. 217. 
Feftigfeit bes Guß- und Schmiedeeifen find in der neueften Zeit von Hodgkinz 
fon angeftellt worden; durch fie Hat man erft die Geſetze der Ausbehnung 
und Zufammendrüdung biefer in der praftifchen Anwendung fo fehr wichtigen 
Stoffe volftändig kennen gelernt. Obgleich hiernach das auf verſchiedene 
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Weiſe erzeugte Eifen ziemlich verjchiedene Elafticitäte- und Feſtigkeitsgrade 
gezeigt hat, fo ift e8 doch möglich, das Verhalten diefes Körpers in Hinſicht 
auf Ausdehnung und Compreſſion durch Curven auszudrliden. 

Diefen Verſuchen zufolge ift für Gußeiſen (franz. fonte; engl. cast- 
iron) im Mittel, und zwar fowohl für Ausdehnung als aud) für Compref- 
fion, der Elaſticitätsmodul: 

-E = 10000 Kilogramm, bezogen auf den Querjchnitt von 1 Quadrat- 
millimeter, und folglid): 
E = 1368 . 10000 = 13’680000 Pfund, bezogen auf 1 Quadratzoll 


Querſchnitt. 
Ferner iſt die Ausdehnung bei der Elaſticitätsgrenze: 
et I 
1800 
Diefer Ausdehnung entpricht der Tragmodul: 
10000" 
50” 6,67 Kilogramm ober: 
13’680000 
T, — 00 — 9120 Pfund. 
Die Compreffion bei der Elafticitätsgrenze ift dagegen: 
1 
6, 750 ’ 
daher der Tragmodul des Zerdrüdens: 
10000 13’680000 r 
u — 750 — 13,33 Kilogramm = — 7 50 — 18240 Pfund. 


Der Feſtigkeitsmodul für das Zerreißen iſt durch dieſe Verſuche gefunden 
worden: 

K, = 13 Kilogramm — 17780 Pfund, 
und dagegen der für das Zerdrüden: | 

K = 72 Kilogramm — 98500 Pfund. 
Es ift alfo beim Gußeiſen die Feftigkeit des Zerdrückens über 51/, Mal fo 
groß als die des Zerreißens. 

Für das Schmiedeeiſen (franz. fer; engl. wrought-iron) iſt ferner 

ſowohl bei Ausdehnung als bei Zufammendritdung im Mittel: 

E = 20000 Kilogramm == 27,400000 Pfund, 


daher der 


L BE — A 41 
und die Elafticitätsgrenze ungefähr bei 6 — ı 1500’ 


Tragmodul: 
20000 


T= 1500 = 13,33 Kilogramm — 18240 Pfund. 


8. 217.] Die Zug und Drud-Elafticität und Feſtigkeit. 411 


Endlich hat fich der Feftigkeitsmodul für das Zerreißen des Schmiedeeiſens 
K, — 40 Kilogramm — 54700 Pfund, 
und fir da8 Zerdrücken: 
K > 30 Kilogramm — 41000 Pfund ergeben. 

Es ift alfo der Elafticitätsmodul des Schmiebeeifens ungefähr doppelt 
fo groß als für das Gußeifen, und während für das Zerreißen der Feftig- 
keitsmodul des Gußeifens ungefähr nur ein Drittel von dem des Schmiede- 
eifens tft, beträgt dagegen fir da8 Zerdrücken der Feſtigkeitsmodul des 
Gußeiſens ungefähr zwei und ein halb Mal fo viel als der des Schmiede: 
eifend. Dieſe Elafticitäts- und Yeftigkeitsverhältniffe des Guß und Schmiebe- 
eifens find durch die graphifche Darftelung in Fig. 373 vollftändig vor 


dig. 973. 
Schmiedeeisen 
Tausendtel 107Y 
9 
8 
74 Holz 
6 
5 
4 
8 
2 Gusseisen 1 
Tausend Pfund a — 
so 70 60 bo 40 30 20 10 He x 
= —— id 20 30 40 50 60 
d — J Tausend Pfund 
Schmiedeeisen r 
4 
Holz 5 
6 
7 
8 
Gusseisen 9 


_Y:!10 Tausendtel 


Augen geführt. Bom Anfangspunkte A aus find auf der rechten Seite der 
Abfcifienare X X die Ausdehnungs- und auf der linken die Compreffions- 
fräfte in ZTaufendpfunden, und zwar pr. Duadratzoll Querſchnitt, angegeben, 
während bie obere Hälfte der Ordinatenaxe Y Y die entfprechenden Ausdeh- 
nungen umd die untere die Zuſammendrückungen enthält. Es fällt befonders 
in die Augen, daß die Curve des Gußeiſens auf der Seite der Compreffion 
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und die des Schmiedeeiſens auf der der Ausdehnung eine bedeutende Er- 
ftredung hat; auch bemerkt man, daß diefe Curven in der Nähe des Anfange- 
punftes A nahe gerade Linien bilden. 

Da nächft dem Eifen vorzüglich noch das Holz (franz. bois; engl. wood) 
häufig in Anwendung kommt, jo find in der Figur noch die Elafticitäts- 
verhältniffe des Tannen⸗, Buchen» und Eichenholzes u. ſ. w. durch eine 


Tig. 374. 
Schmiedeeisen 
Tausendtel 401Y 
97 
8 
74 Holz 
6 
5 
4 
8 
Gusseisen 
Tausend Pfund 
90 80 70 60 50 40 30 20 10 [ x 
—X — 10 20 30 40 50 60 
— —rusend Pfund 
Schmiedeeisen : 
4 
Holz 5 
6 
7 
8 
Gusseisen 9 


„Y!10 Tausendtel 


Curve graphifch dargeftellt. Es ift für diefe Holgarten im Mittel der Elaftı- 
citätsmodul: 

E = 1100 Kilogramm — 1’500000 Pfund; 
ferner die Elafticitätögrenze bei 6 — 2 der Fänge, daher der entjprechende 


Tragmodul: 
= an — 1,8 Kilogramm — 2500 Pfund. 
Endlich ift der Feftigfeitsmodul für die Ausdehnung: 
K, = 6,5 Kilogramm —= 8900 Pfund, 
und dagegen für die Conıpreffion: . 
K,= 4,5 Kilogramm — 6200 Pfund. 
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Das Berhältnig der Elafticttätsmobel 1100 : 10000 : 20000, annähernd 
— 1:39:18, zwifhen dem Hole, Guß- und Schmiebeeifen ift in der 
Figur durch die Subtangenten ab, ac und ad ausgedrüdt. 
Die Arbeitsmodul A = !/, oT für die Elaſticitätsgrenze drücken die 
Dreiede Aab, Aa,ıc, und Aayd, aus, wel die Inhalte der Heinen 





. 1 
Ausdehnungsverhältnifie « = Aa = 0% und 6 —= Aa, = 1500 
(annähernd) zur Grundlinie haben. Es ift dem Obigen zufolge, für Holz 
A=-14,0T=!h- m - 1,8 = 0,0015 Millimeterkilogramm 

1 
— 1. — . — 
a * z05 2600 — 2,08 Zollpfund, 
für Gußeiſen- 
A=1ih- ; u 00 - 6,67 —= 0,00222 Millimeterkilogrm. — 3,04 Zollpfund, 
und flv Schmiebeeifen: 
A='- a — 0,00444 Millimeterfilogramm — 6,08 Zollpfund. 


Um bie Arbeitömodel fir da8 Zerreißen und für das Zerdrücken beftim- 
men zu können, ift eigentlic, eine vollftändige Reihe von Ausdehnungs- und 
Compreſſionsverſuchen nöthig, da diefe Model durd) die Duadraturen (fiehe 
$. 29 der analyt. Hülfslehren) der vollfländigen Curvenzweige fowohl auf 
der einen als auch auf der anderen Seite der Ordinatenare ausgedrüdt 
werden; namentlich ift dies erforderlich bei der Ausdehnung des Schmiebe- 
eiſens und bei der Compreffton des Gußeifens, da den Veränderungen diefer 
Körper Curven zulommen, die von geraden Linien bedeutend abweichen. 

Beim Holze ift die Ausdehnung und Compreffion im Augenblide des 
Zerreißens und Zerdrlidens zu wenig befannt, als daß fid für daſſelbe mit 
einiger Sicherheit die Arbeitsmodel defielben für das Zerreißen und Zer⸗ 
drücken angeben ließen. Behandelt man die entfprechenben Eurven als gerade 
Linien, fo nn man den Arbeitsmodul des Zerreißen®: 





B=):- Eu, ⸗ — 5 = 9,019 Millimeterkilogramm — 26,4 Zollpfd. 
und I: ben des Zerdrückens: 
—1.&—ı,. I = — 0,0092 Millimeterfilogem. — 12,8 Zollpfd. 


Fir das  errien des Gußeiſens kann man die Ausdehnung 0, 
— 0,0016 und die mittlere Kraft 6,5 Kilogramm annehmen, jo daß für 
daflelbe der Arbeitsmodul bes Zerreißeng: 
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B, = 0,0016 . 6,5 — 0,0104 Millimeterkilogramm — 14,2 Zollpfund 
zu jegen ift. 

Tr das Zerdrliden des Gußeiſens möchte dagegen die größte Zuſam⸗ 
mendrüdung 6, — 0,008, und die mittlere Compreſſionskraft — 36 Kilo- 


Fig. 375. 
Schmiedeeisen 


Tausendtel 10TY 
9 


Holz 


Gusseisen 
Tausend Pfund d 


— 
90 80 70 60 60 40 30 20 10 x 
X — 0 20 30 40 50 © 
1 — N} Tausend Pfund 


Schmiedeeisen 


7 
6 
5 
4 
3 
2 
a 
Kl 


I 


— 


Gusseisen 
—yY:!10 Tausendtel 


gramm zu ſetzen fein, fo daß der entiprecdhende Arbeitsmodul des Zer⸗ 
drüdens 

B „= 0,008 - 36 = 0,29 Millimeterfilogramm — 394 Zollpfund 
folgt. 

Für das Zerreißen des Schmiedeeifens läßt fi im Mittel 0, 
— 0,008 und die mittlere Kraft 20 Kilogramm, folglich der entſprechende 
Arbeitsmodul 

B, = 0,008 . 20 = 0,16 Millimeterkilogramm — 219 Zollpfund 
jegen. 

Tür das Zerdrüden deflelben ift dagegen o, nur — 0,0018 und das 
Kraftmittel —= 15 Kilogramm anzunehmen, daher der zugehörige Arbeits 
modul: ‘ 

B,>= 9,0018 . 15 = 0,027 Millimeterfilogranm — 36,9 Zollpfund. 
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Erfahrungssshlen. In folgenden Tabellen I. und II. find die mitt- $. 218. 
leren Werthe der Elafticitäts-, Trag- und Feftigkeitsmobel fr die im Bau⸗ 
wejen am hbäufigften angewendeten Stoffe aufgeführt. Die erfte Tabelle 
bezieht fic auf Zug⸗ und die zweite auf Druckkräfte. 

Die in der zweiten Verticalcolumne diefer Tabelle enthaltenen Werthe der 


relativen Ausdehnung 0 — 4 bei der Elafticitätsgrenze drücken auch das 


Berhältniß 5 zwifchen den in der vierten umd dritten Columne aufge= 
führten Werthen von 7 und E aus. In der praftifchen Anwendung belaftet 
man die Körper entweder nur mit — T, 3.2.1), Tbis 1/, T, oder man 


beftimmt die Querſchnitte F derfelben, indem ıhan in der Formel 


P 
F=7 


ftatt X, fiir Metalle den Sicherheitsmodul - K=1K, für Hof 


und Stein denfelben — Y/ıo K, und für Mauerwert nur — 1/go K, dagegen. 
für Seile 1/, K bie \/, K einjeßt. 

Die unteren Zahlen in einer Parenthefe | geben die Model in Kilo- 
grammen an, und fegen einen Duerjchnitt von 1 Duadratmillimeter voraus; 


die oberen Zahlen drüden die Model in Zoll» oder Neupfund aus, und 
beziehen diejelben auf den Duerjchnitt von 1 Duadratzoll. 
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Zabelle J. 
? Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Zug. 








Eu . 
Ausdehnung 26 ss 
Namen \ F 38 B&,° 
o,—_ - Elafticitäts- | © 6’ SE 
der ' I 5, ES 5 
Körper. | beider Elaftictätg- | modul E. | El zB ®l 
grenze. Rn =E x 
*2 
—1 13’680000 | 9120| 17800 3,04 
Bußeilen ... . . 0,00067 = 1500 10000 | 6,67 13 1,9 0,0022 
Schmiedeeiſen, 00067 — 1727000000 |18000| 56000 6,08 
in Stäben . . . | 900097 = 50 | 19700 | 18,13] " 40,9 3,08 0,0044 
1_ |(80’000000 [30000| 85000 15,0 
in Drähten.. . [001 — 755 21900 | aı9| 62,1 2,83 0,011 
1 [125000000 |20000| 45000 8,0 
ın Blechen ... 0,0008 = 1250 18300 14,6 88 2,26 0,0058 
Deutiger Stahl, ger |) 9 — _1_ |[28’000000 188600| 112000 | „„ [20,16 
härtet u. angelafien |" — 855 20500| 24,6 82 ' 0,0148 
__ 1 |[40’000000 |88900| 140000 99,0 
Feiner Gußſtahl. . | 0,0022 — u; | 29200 | 649| 102 | 7 | 0072 
__ _1 |(15’000000 | 3750| 82500 0,47 
Kupfer, gehämmert . | 0,0005 = zn; | 11000 | 2751 23,8 8,66 0,00034 
__ _1 |[15°000000 | 4110| 29000 0,56 
Kupferblech . . . | 0,000274 = acer | 11000 | 30| ara] 71 | 0000 
1 16500000 |16500| 58000 8,25 
Kupferdiaht.. . . . [0,01 = 1000 | 12100 | 12,1 42,4 3,5 0,006 
__ __1 |[13'000000 | 3130| 7200 0,377 
Zink, gegofien . . . | 0,00024 = 1150 | 9500| 2,3 5,26 2,3 0,00028 
1 8'800000 | 6670| 17000 2,53 
Meſſing ..... 0,000758 = 15 || une 185 124 | 286 | Sooı8 
„ __ _1_|f18'500000 |18220) 50000 12,3 
Meffingdraht . . . 1000165 = zua||" gro a8 s65| 274 [000 
Bronce (Kanonen: _ 1 | 9'500000 | 5970| 35000 1,88 
metall . . . . . | 900063 = 1590 6900 | 4,34 25,6 19 0,00136 
1 685000 | 14401 1780 1,51 
Blei....... 0001 = zu | soo|l 101 Ts 3 | goon 
1 960000 | 640] 8000 0,218 
leidraht .. ... 0,00067°° = —— 
Bleidraht ‚0006 1500 z00| 0407] 22) %%° | 000016 
1 | 5'500000 | 6100 3,4 
ginmn....2... vo = 55 4000| 441 — 1 0,0025 
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Fortſetzung von Tabelle I. 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Zug. 
























= Eu. 

Ausdehnung un: | 3 Sa 

Namen N 27 3 * 35 8* 
der 1 I E 3 Sur. SEE 
Körper bei der Glafticitätg, | modul E.| SI | 8° 15 Is E88] 
18% CH 





Aluminium... . — — nt — — 
Buchen⸗, Eichen⸗, Fich⸗ 

ten⸗, Riefern-, Fer 

nenbolz, in der Rich⸗ 1 2500| 8900 2,10 
tung der Yalern . . | 0,00167 — 500 18 65 3,6 0.0015 
Diefelben Holzarten 

in radialer Richtung 550 

zu den Fahresringen — — 04 _ — 
Dieſelben Holzarten 

parallel zu den Jah⸗ 620 
resringen.... — — 051 — — 
Schwache Hanffeile . — — | N! — — 
Starke Hanffeile . . — _ | el _ _ 
Drahiſeile ..... . — — we _ _ 
50000 

Rettentaue . . . . — — 36, 5 — — 
Lederriemen (v. Kuh⸗ 4000 

leder) ...... — | 2,9 — — 
Einfach genietetes Ei⸗ 36000 

enblech — — — 26,3 — — 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 27 
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Tabelle IL 
Die Model der Elaftieität und Feftigfeit beim Drud. 
Zujanımendrüdung & FE s8 F 
Namen J 2=| 2 = FE 
o.=—_ Elafticitäts- 9% a u | 2.2 2a 
ver lat medul m. | Si | 3 [Ei 58 53= 
Körper. bei der Elaſticitäts- ou | S >  |& 38*8 
grenze. ae 8 SE = 
—2 — 
41 13’500000 |18000| 100000 12,0 
Bußeifen . . . . . 0,00183 = 750 | 9900| 13,18 73 5,5 0,0088 
us 1 27'000000|18000| 30000 6,0 
Schmiedeeiien . . . | 0,00067 = 1500 19700| 13,18 9 1,66 0,0044 | 
__ _1 |515'000000| 3750| 56000 0,47 
Kupfer. 0. 0,0025 = 7500 | 11000| 2,751 a1 | 1%? | 0,00084 
= 150000 
Mefinn - -. - - — — 10) — 
7000 
Blei....... — — — | sl — _ 
Holz, in der Rich—⸗ 6500 
tung der Faſern — — — | 481) 7 
27000 
Balalt ... .. . — — — — — 
8000 
Gneiß und Granit . — — — | 5.0) _ — 
5000 
Kaltſtein. . . . — — — | 3,6) _ — 
R 4000 
Sandflein..... . . — — — | 29) — — 
800 
Ziegelſtein — — — 9 — — 
500 
Mörtel. ..... — — — | 087] — — 


Anmerkung. Die in dieſen Tabellen angegebenen Model beziehen ſich auf 
nicht ausgeglühte Metalle. Bei ausgeglühten Metallen (franz. met. cuits; 
engl. annealed met.) ift zwar in der Regel der Elafticitätsmodul berjelbe, wie 
bei den nicht außgeglühten Metallen, dagegen ift der Feſtigkeitscoefficient des 
Zerreißens außgeglühter Metalle meift um 30 biß 40 Procent kleiner als vor 
dent Ausglühen. Der gehärtete und angelafiene Stahl (franz. acier trempe et 
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recuit; engl. tempered and annealed steel) hat zwar ebenfalls benjelben 
Elafticitätsmodul wie der ungehärtete Stahl, dagegen ift fein Tragmodul oft um 
20 bis 30 Procent größer als beim ungehärteten Stahl. Da wo es nidyt beſonders 
erwähnt wird, find die angegebenen Model für Metalle an Dräbten beitimmt. 
Bei einigen Stoffen, wie bei dem Holze, dem Eifen und den Steinen, find die 
Elafticitäts- und Feſtigkeitsmodel jo verſchieden, daß fie au in bejonderen Fällen 
25 Procent größer oder Heiner fein können, als hier angegeben wird. Namentlich 
gilt dies von den Werthen der Zabelle II., da die Model dex Drudfeftigkeit ſehr 
verſchieden angegeben werden, je nad dem Grade der Zerftörung des Körpers, 
welcher bei der Unterſuchung als maßgebend angejehen wurde. Durch mechaniſche 
Bearbeitung wie Hämmern, Walzen, Drahtziehen, nehmen die ftredbaren Metalle 
an der Oberflãche eine Verdichtung an, welche die Feſtigkeit erhöht. Da dieſe 
Berbihtung dur daS Ausglühen wieder befeitigt wird, jo erflärt fih hieraus 
die geringere Feftigleit nad demſelben. Bejonders verſchieden find die Ausdeh⸗ 
nungen, welde an Drähten im Augenblide des Zerreißens beobachtet worden 
find; waren diejelben hart gezogen, jo betrug die ſpecifiſche Ausdehnung 0,0034; 
waren fie zuvor außgeglüht, jo flieg die Ausdehnung zu 0,0885 der urſprünglichen 
Länge. 

Die nur an der Oberfläche flattfindende Verdichtung ift verhältnigmäßig am 
größten, je größer die Oberflädhe im Berhältnig zum Volumen ift, aljo beſonders 
hervortretend bei Draht, und zwar um jo mehr, je dünner derjelbe if. Dan 
fann die Feſtigkeit pro Duadratmillimeter Querſchnitt für Draht durch die em- 


piriide Yormel X, = 2 (« + 5) ermitteln, wenn d den Durchmeſſer in 


Millimetern, und K, den Feſtigkeitsmodul in Kilogrammen ausdrückt. Die Werthe 
von a und 8 find nad Berfuden von Karmarſch in folgender Tabelle enthalten. 





nicht geglüht außgeglüht 

- [+ T> 

Stahldraht 2... 100 42 9” 6 
Eifendrabt, beiter . -. -. . - . . 100 25 62 6 
. gewöhnliher . . . . 72 86 45 10 
Mefinsdroft ..... 2... 86 16 45 11 
Rupferdrahft - ...... 65 15 87 0 
Platindraft .... 2.2... 35 19 - 29 15 
Sinfrahbt . .. 2220. 20 8,5 — — 
Draht von Hartbli.... . . 8,5 0 — — 
„von weichem Blei... 2,7 0 — — 


Eine Temperaturerhöhung Abt bis zu einem gewiſſen Grade auf das Schmiede⸗ 
eiſen einen vortheilhaften Einfluß aus. Wenigftens geht aus den darüber von 
Bairbairn angeftellten Verſuchen das für Dampfkeſſel witigeoRefultat hervor, 

7% 





u m — —— — 
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daß die Zugfeftigkeit des Schmiedeeifens ihr Marinum etwa bei einer Temperatur 
von 200° C. erreiht, und daß diejer größte Werth denjenigen der Zugfeftigfeit 
bei gewöhnlicher mittlerer Temperatur bis zu 20 Procent übertreffen kann. Bei 
noch weiterer Erwärmung nimmt die Feſtigkeit ſchnell ab. Bei Rothglühhitze 
beträgt fie faum mehr die Hälfte von derjenigen bei gewöhnlicher Temperatur. 

Bei Eiſenblech ift die Zugfeftigfeit in der Walzrihtung etwa um 10 Procent 
größer, als in der dazu ſenkrechten Richtung, viel beträchtlicher find die Unter: 
ſchiede der Feſtigkeiten nach verjchiedenen Richtungen bei den Hölzern, wie dies 
aus Tabelle I. ſich erfieht. 

Eigenthümliche Verſchiedenheiten bietet au) das Verhalten der Körper vor und 
bei dem Zerreißen dar. Während Gußmetalle während der allmälig geftei- 
gerten Belaftung außer der entipreddenden gleihmäßigen Ausdehnung eine bejons 
dere, den bevorftehenden Riß andeutende Beränderung nicht zeigen, erleiden 
ſchmiedbare Metalle neben der gleihdmäßigen Ausdehnung eine merkliche Zuſam⸗ 
menziehung de3 Querſchnitts an einer Stelle, an welder dann aud der Riß 
erfolgt. Bei Iangfajerigen Hölzern pflegt dem Reißen da8 Klingen einzelner 
abreißender TFajern vorherzugeben. 

Bemerfenswerth ift die FeftigfeitSverminderung, welche das Schmiedeeiſen er⸗ 
leidet, wenn dafielbe oft und lange wiederholten kleinen Stößen oder Erjchütte- 
rungen außgejegt ift. Es dürfte diefe Erjcheinung, welche zumeilen den Bruch 
von Gegenftänden (Wagenaren) ohne ſcheinbaren Grund veranlaßt, mit einer 
Terturveränderung wahrjheinlid zufammenhängen. Intereffante Verſuche find 
hierüber von Herrn Oberntajchinenmeifter F. Wöhler in Frankfurt a. O. an⸗ 
geitellt worden. 

Beilpiel. Wie ftark find die Grundmauern eines außen 20 Meter langen 
und 12 Meter breiten und 20 Millionen Kilogramm jchweren Gebäudes aufzu- 
führen, wenn man hierzu gut bearbeitete Gneißitüde verwendet. Seten wir die 
geſuchte Mauerdide x Meter, jo können wir die mittlere Länge der Umfafjungs- 
mauern zu 20 — z reſp. 12 — x Meter annehmen. Folglich beträgt die Grund: 
fläche de8 ganzen Mauerwerks 
2 (0 — x) +2 (12 — x) 2 =2 (32 — 2x) 2 —=4 (16 — x) x Quadratmeter. 

Der Feftigleitsmodul für das Zerbrüden des Gneißes iſt nad Xabelle II. 
5,9 Kilogramm pro 1 Quadratmillimeter. 

Nimmt man daher für die Mauer 20fahe Sicherheit, d. h. jegt man den zu—⸗ 
läſſigen Drud pro 1 Quadratmillimeter glei 0,295 oder rund 0,3 Kilogramm, 
jo folgt z aus der Gleihung 

0,3. 10002. 4 (16 — x) x = 20’000000; oder 
x2 — 16 x + 16,67 = 0; woraus z = 1,120 Meter 
folgt. 
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Zweites Capitel. 
Die Biegungs-Elaftieität und Feſtigkeit. 


Biegung. Nach 8. 208 wird ein ſtabförmiger Körper (Balken) einer 8. 219. 
Biegung unterworfen, wenn derfelbe durch äußere Kräfte angegriffen wird, 
welche jenkrecht zu feiner Yängenare gerichtet find. Es ift dann in irgend 
. einer Schnittebene CC, Fig. 376, zur Herftellung des Gleichgewichts mit ° 
Fig. 376, den äußeren Sträften nur 
ein Kräftepaar nöthig, def- 
jen Are 2, in die Schnitt- 
ebene CC hineinfällt, d. h. 
deflen Drehungsebene die 
Querſchnittsebene C Cent: 
recht durchfchneidet. Der 
einfachfte Fall der Biegung 
tritt ein, wenn ein Körper 
ABC, ig. 377, von einer Kraft AP — P ergriffen wird, deren Rich— 
tung normal zur Are A B deilelben fteht, während er in zwei Punkten B 
und C feitgehalten wird. Sind Z und Z, die Entfernungen CA ud CB 

Sig. 377. M 


Bep(ı+l 1 





Fig. 378. 





der Angriffspunkte A und B von dem mittleren Stütz⸗ oder Angriffepuntte 
C, fo hat man die Kraft in B: 
Pl 


=, 
umd folglich die Mittellunft: 
I 
R=P+} 9=(1 + £)? 
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WIN man die Biegung der einen Hälfte des Körpers verhindern, fo muß 
man zwifchen den Stützpunkten noch unendlich viele andere einfchalten, oder 
den Körper längs BC feftflemmen oder einmauern, wie Fig. 378 vor 
Augen führt, und es bleibt dann nur noch die Biegung des freien Stückes 
AC bes Körpers zu unterfuchen übrig. 


In den folgenden Unterfuchungen fol, wenn nicht das Gegentheil aus- 
drüdlich bemerkt ift, vorausgefegt werden, daß die deu Körper angreifenden 
äußeren Kräfte ſämmtlich in einer Ebene liegen. Diefe Vorausſetzung 
entjpricht dein in der Praris am häufigften vorfommenden Falle, daß die 
angreifenden Kräfte Schwerkräfte find. Es möge ferner vorausgejegt wer- 
den, daß bie Ebene ber angreifenden Kräfte den Balken fchneide, und fiir 
denjelben eine Symmetrieebene ſei. Wir denken uns nämlich zunächft den 
Körper prismatiſch, und nehmen an, daß derfelbe aus über und neben ein- 
anderliegenden Längenfafern zujammengefegt fei, die während ber Biegung 
weder ihren Parallelismus verlieren, noch ſich an einander verfchieben. 


Bei diefer Biegung werden diejenigen Faſern, welche ſich auf der converen 
Seite des Körpers befinden, ausgedehnt, und diejenigen, welche der concaven 
Seite defjelben näher liegen, zufammengedrüdt, während eine gewifle mittlere 
Vajerfchicht weder eine Ausdehnung noch eine Zuſammendrückung erleidet. 
Man nennt diefe Faferfchicht die neutrale Faſerſchicht (franz. couche 
des fibres invariables; engl neutral surface of a deflected beam), und 
die gerade Linie, in welcher diefe Schicht von der Ebene eines Querſchnitts 
geichnitten wird, heißt die neutrale Are dieſes Duerfchnitts. Die Aus- 
dehngngen und Zuſammendrückungen der verjchiedenen Yafern über und 
untet der neutralen Faferjchicht find den Abftänden von diefer Schicht pro- 
portional; e8 nimmt folglich von diefer neutralen Schicht aus nad} der einen 
Seite Hin die Ausdehnung der Faſern und nad) der anderen Seite hin deren 
Zufammendrüdung allmälig zu, fo daß die von diefer Schicht am weiteſten 
abftehenden Faſern einerjeits die größte Ausdehnung "und andererfeitd die 
größte Zuſammendrückung erleiden. Ein vor der Biegung von den Quer: 
Ihnitten KL und NO begrenztes Stüd des Körpers AKB, Fig. 379, 
nimmt durch die Biegung die Form KLO,N, an, wobei der Querſchnitt 
NO in N, O, übergeht, nämlich feine parallele Tage zu KL verläßt umd 
fi wie KL rechtwinkelig auf die neutrale Faſer RS ftelt. Die Faſern⸗ 
länge XN geht folglich Hierbei in KN,, die Safernlänge LO in LO, 
über; es wird aljo bie erftere um NN, verlängert und die legtere um OO, 
verkürzt, während die neutrale Faſer RS ihre Fänge unverändert behält. 
Zwiſchenliegende Faſern wie TU, V Wu. f. w. gehen in TU) und 7 W, 
über, wobei fie fih um die Größen UV), W Wı u. f. w. ausdehnen und 
comprimixen, welche durch die Proportionen 


$219] 


beftimmt find. 
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UU .SU 
NM Sn 
ww, _SW 
20, g50r+thm 


Nehmen wir die Länge der Fafern 
RS=KN—=LO Eins (1) 

an, und bezeichnen wir die Ausdehnung ober Compreffion derjenigen Faferı, 
welche um Eins (1) von der neutralen Wre abftehen, durch 0, fo haben wir 


Fig. 379. 


folglich für eine Fafer, welche 
um SUdbeSW=« 
von diefer Are entfernt ift, 
die Ausdehnung oder Com⸗ 
preffion 
UU oder WW =0s. 
Iſt der Körper nur wenig 
gebogen, fo daß hierbei die 
Elafticitätögrenze nirgends 
überfchritten wird, fo kann 
man die fpannenben Kräfte 
der verſchiedenen Faſern 
ihren Ausdehnungen u. |. w 
proportional ſetzen, und 
folglich aud) annehmen, daß 
diefe Kräfte proportional 
ihren Abftänden von ber 
neutralen Age wachen, wie 
auch in ber Figur dur 
Pfeile angedeutet wird. 
Wenn der Querſchnitt 
einer Faſer — Eins iſt, 
fo haben wir folglich all- 


‚gemein die Spannungäfraft 


M 


derfelben (j. $. 210): 
=6sE; 


bat ferner eine Faſer den Duerjchnitt = F, fo beträgt ihre Bug ober 


Drudtraft: 


S=0sFE=6E.F», 


und es ift ihr Moment in Hinficht auf den Arenpunft S: 


M=z.0zFE=oE. 


F2. 
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Biegungsmoment. Die fänmtlidhen Zug- und Druckkräfte in einem 
Querſchnitte N, O, halten der Biegungskraft P am Ende A des Körpers 
AB da8 Gleichgewicht; es Laffen ſich daher auf diefe Kräfte die befannten 
Gefege des Gleichgewichtes anwenden. Denkt man fid) in S nod) zwei Kräfte 
+ P und — P wirkſam, welche nicht nur der gegebenen Biegungskraft 
P gleid), ſondern auch mit derjelben parallel find, fo erhält man 

1) ein Kräftepaar (P, — P), weldyes die Biegung oder ‘Drehung um 
S hervorbringt und 

2) eine einfache Schubfraft SPP, welche das Körperftüd AS in der 
Richtung von SP oder AP von dem übrigen Körper abzufchieben ſucht. 
Die letstere Kraft läßt ſich noch in zwei Seitenfräfte ?, und P, zerlegen, 
deren Richtungen in die Ebene des Ouerfchnittes N, O, und in die neu: 
trale Safer SR fallen. Iſt © der Winkel, um welchen der Querfchnitt N, O, 
von der Richtung AP der Biegungsfraft abweicht, jo hat man: 


Pı=P cos« und 
P, =P sin.o. 


In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung ift die Biegung der Körper 
und alſo aud) & jo Hein, daß man sin.« — 0 und cos. — 1, folglid) 
die Seitenkraft P,, weldye das Stid AS in N,O, abzureißen ſucht, ganz 
vernacdjläffigen, und dagegen die Kraft P,, weldye das Stüd AS in N, 0, 
abzuſcheeren jucht, der Biegungsfraft P gleichjegen fann. In den meiften 
Fällen ift die Wirkung der Scubfraft P im Vergleich mit der biegenden 
Wirkung des Kräftepaars fo Kein, daß man den Einfluß derjelben ganz 
vernadjläffigen Tann. Insbeſondere gilt dies von allen längeren Körpern, 
bei denen da8 Moment des biegenden Kräftepaars beträchtlich ift. Nur bei 
ſehr kurzen Körpern und überhaupt in der Nähe der Angriffspunfte ber 
äußeren Sträfte, ſowie bei gewiſſen Duerfchnittsverhältniffen ift eine fpeciellere 
Unterfuchung erforderlich, um den Einfluß der Schubkraft zu erfennen. Das 
Nähere ift Hieriber in dem nädjften Capitel enthalten. Vorläufig ſoll hier 
von der Schubfraft P abftrahirt werden. 

Da einem Kräftepaare (P, — P) nur durd) ein anderes Kräftepaar das 
Sfeichgewicht gehalten werden Tann, fo folgt, daß die Ausdehnungskräfte 
auf der einen Seite von S mit den Zujanmendrüdungsfräften auf dev an⸗ 
deren Seite ein anderes Kräftepaar (Q, — Q) bilden, und daß die Mo- 
mente beider Paare einander gleich fein müſſen. Sind A), Pr, Fy u. ſ. w. 
Elemente oder unendlich Kleine Theile von der ganzen Fläche F des Quer⸗ 
ſchnittes NO —= Nı O,, und bezeichnet man die Abjtände diefer Theile von 
der neutralen Are oder S durch 21, 23, 23 u. |. w., jo hat man die Spann 
kräfte derfelben: 


‘GE. Fi £ı, ‘oE. F3 £o, oE. Fy 2; u. ſ. w. 
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und ihre Momente: 


0E.F2,0E. Pe}, 0E. Freu ſ. w. 

Da diefe Kräfte ein Kräftepaar (9, — Q) bilden, fo muß ihre Summe 
9E(Fın + Fan + Far + +), und folglich auch 
Fa+Rhae+P%s+--.—Nul fein. 


Fig. 380, 


Diefe Summe ift aber 
nur dann Null, wenn der 
Arpunft S mit dem Schwer: 
punkte der Slähe FF, 
+R+RHt+ ze 
fammenfält; es geht folg- 
üih die neutrale Are 
eines Querſchnittes 
F durd) deſſen Schwer- 
punkt S. 

Das MomentdesKräfte- 
paares (Q, — Q) 

ER + Me 

+Ra +.) 
ift natürlid, dem Momente 
des Kräftepaares (P,— P) 
gleich zu fegen. Bezeichnen 
wir nun den Abftand SHdes 
Schwer⸗ oder Arpunktes 8 
von ber Richtung AP der 
Biegungskraft durch x, fo 
haben wir das Moment 
bes legteren Paares Pr, 
und daher 

Pz=6E(Fe? 

+ Fas3 + +) ſeben. 


Endlich Haben wir noch für den Krümmungshalbmeffer MR=MS 


der neutralen Faſerſchicht die Proportion 
B 
‚RS vu’ 


oder, wenn mn UR nr, RBS=1,SU=-1mW U —=6 einfegt, 





|. 


Es iſt folglich / 6 = 1, oder o ⸗ demnach das Kraftmoment: 
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R=-2Ba+mndt), 
und endlich der Krümmungshalbmeſſer an der Stelle S: 
= (Ae +Rz3+'') 


Der Ausdrud Fre? + Fre} + - - - hängt nur von der Yorm und 
Größe des Duerfchnittes ab, und läßt fid) daher auf dem Wege der Geome⸗ 
trie ermitteln. Wir werden ihm in der Folge durch W bezeichnen und die 
ihm entfprechende Größe dag Maß des Biegungsmomentes, ſowie WE 
das Biegungsmoment (franz. moment de flexion; engl. momentum of 
flexion) jelbft nennen. Hiernach ift der Krümmungshalbmeſſer 


WE _WE 
Pk ıM’ 
unter M da8 Moment der äußeren Kräfte fir den Querſchnitt verftanden. 
Man kann daher behaupten: 

der Krümmungshalbmeſſer der neutralen Are eines gebo- 
genen Körpers wählt mit dem Maße W des Biegungs- 
momentes und dem Elafticitätsmodul E direct und dagegen 
mit dem Kraftmomente M umgefehrt proportional. 

Die Krümmung felbft ift dem Krümmungshalbmeſſer umgekehrt propor- 
tional, und wächft daher wie das Kraftmoment M und umgekehrt wie das 
Diegungsmoment WE. 

Das in Obigen gefundene Rejultat, daß die neutrale Are eines Quer⸗ 
jchnittes durch den Schwerpunkt defjelben geht, beruht wefentlich auf ber 
Annahme, daß die in die neutrale Faſerſchicht fallende Seitenfraft P, 
— P sin. « = 0, d. h. daß die Biegung des Balkens nur unbedeutend if. 
Denn wenn P sin. « einen wmerflihen Werth hat, jo muß die Gleich— 
gewichtsbedingung erfüllt jein: 

cE(KRatt Rs + BR +: )=Psnmna=P.. 

Dezeichnet man nun wit e die Entfernung des Schwerpunftes von der 
neutralen Are des Duerjchnittes, jo kann man nad) der befannten Eigen- 
Ichaft des Schwerpunktes (Hz + Fr +) = Fe feßen, und 
es wird daher die Gleichung übergehen in oEFe= P,;; ober für E 





"M . orM.Fe 
den Werth E — IF eingeſetzt, jo folgt — — = Ps; oder, da 
P;, W em . . . 
or = 1, folgt e = M.F Diefer Ausdrud kann bei einer geringen 


Größe von M fehr beträchtlich werden, und wird fogar unendlich groß, wenn 
M=Ddijt. Es ift indeffen nicht nöthig, diejes Verhalten näher zu ber 
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rückſichtigen, da die nähere Kenntniß von 0 in den Querſchnitten, für welche 
M ehr Hein ift, ohne praftifche Bedeutung tft. 
Es ſei AB, Fig. 381, ein durch beliebige Kräfte PL PP; -- - auf 
Biegung beanfpruchter Balken. Legt man durch CO im Abftande z vom 
| Sig. 881. freien Ende A einen zur Are AB 
des Balkens jenfrechten Querſchnitt 
KL, jo kann man das Baltenftüd 
A C ganz befeitigen, wenn man daſ⸗ 
jelbe dur) die von ihm auf den 
Querſchnitt KL ausgeübten inneren 
Kräfte erſetzt. Dieſe inneren Kräfte 
beftehen nach dem Vorigen aus einer 
in die Schnittebene KL fallenden 
Schubfraft S und einem Kräftepaar (Q, — O), deſſen Moment M gleich 
dem Momente der äußeren Kräfte in Bezug auf den Punkt C ift. Denkt 
man fic) durch D in dem umendlich Heinen Abftande 9x von C einen zweiten 
Schnitt gelegt, jo fann man in gleicher Weife das Balkenftüd D.B erfegen 
durch eine Schubfraft und ein Kräftepaar. Wenn man vorausfegt, daß 
zwilchen X L und NO nidt eine äußere Kraft ihren Angriffspunft hat, 
daß alfo zwilchen den beiden Duerfchnitten feine Stetigfeitsunterbrechung 
der Belaftung ftattfindet, jo wird die in NO wirkfame Schubkraft einen 
Werth haben, welder von dem Werthe S der Schubkraft in XL um eine 
ſehr Heine Größe abweicht, die mit 0 S bezeichnet werde. Gleiches läßt ſich 
von der Größe des Momentes behaupten, welches dem auf die Ebene NO 
wirkenden Kräftepaare (Oꝛ, — Qı) zugehört. Es möge diefes Mioment 
durch M + O9 M bezeichnet werben. Das aus dem Balken herausgefchnittene 
Stid KLON fteht demnad unter dem Einfluffe von zwei Schubkräften 
S und S + 98; und von zwei entgegengefegt drehenden Kräftepaaren, 
deren Momente M und? M + OM. Alle diefe Kräfte müſſen ſich im 
Gleichgewichte halten und e8 muß daher, wenn man den Punkt D als Mittel- 
punkt ber ftatifchen Momente auffaßt, die Gleichung erfüllt fein: 
M-+-o0oM— M — 50x = 0; oder 


oOM = 80a; Ss —. 





Diefe intereffante Gleichung beſagt alſo, daß in einem durch ganz beliebige 
biegende Kräfte beanfpruchten Balken, die in irgend einen: Querſchnitte wir: 
kende Schubfraft 8 das Maß abgiebt für die Gefchwindigfeit, mit welcher 
zwifchen diefem und dem unmittelbar daranftoßenden Querſchnitte das Mo— 
ment M der äußeren Kräfte, alfo auch das ihm gleiche Moment der inneren 
Spannungen [fi ändert. Man kann diefe Beziehung benugen, um in 
jpeciellen Sällen diejenigen Stellen des Balkens, d. h. diejenigen Werthe 
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von 2 aufzufinden, für welche das Moment M ein Maximum wird, da die 
Kenntnig gerade diefer Stellen in der Praris von befonderer Wichtigkeit 
ft. Dazu hat man nämlid) nur nöthig (vergl. analyt. Hlilfslehren $. 13) 
den Werth von S oder = — 0 zu fegen, d. h. dasjenige © aufzufuchen, 
fir welches S = 0 ausfällt. Diefem Punkte entfpricht dann entweder ein 
Marimum oder ein Minimum von M, je nachdem für den betrachteten 


Querſchnitt der Werth von = negativ oder pofitiv ausfällt. 


Elastische Linie. Hat man für die Querſchnitte der gewöhnlich in 
der Praris vorkommenden Körper die Biegungsmomente WE beftimnt, fo 
kann man durch diefelben auch die Kriimmung und hieraus wieder die Geſtalt 
der neutralen Faſerſchicht, oder der jogenannten elaftifchen Linie ermitteln, 
d. 5. der Tinie, in welcher die neutrale Faſerſchicht von der Kraftebene 


gejchnitten wird. Die Gleichung 
WE WE 
Mr=Pır = WEoer= PT ıu 

jagt uns, daß bei einem prismatifchen Körper das Product aus Krümmungs⸗ 
halbmeſſer und Kraftmoment für alle Punkte der elaftiihen Yinie AB, 
Fig. 382, eins und daf- 
jelbe ift, daß folglich r 
um jo größer oder Flei- 
ner ausfällt, je kleiner 
oder größer der Hebel- 
arm x der Kraft ift, 
oder je näher oder ent- 
fernter der in Betrach⸗ 
tung zu ziehende Punkt 
S dem Ende A der neu⸗ 
tralen Faſer liegt. In 
A ift 20, und folg- 
lich) der Kriimmungs- 
halbmeſſer r unendlich 
groß, im feften Punkte 
B ift dagegen = am 
größten und daher der 
Krimmungshalbmeffer 
am Fleinften; e8 nimmt 
alfo derfelbe, wenn man 
vom feiten Punkte B 


Gig. 382. 
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allmälig nach dem Endpunfte A zu fortfchreitet, von einem gewiſſen endlichen 
Werthe an, nach und nad) bis ind Unendliche zu. | 

Theilt man ein Stüd AS der elaftifchen Linie, deſſen Länge = s fein möge, 
in lauter gleiche Theile, und errichtet man in den End- und Theilpunften A, 
Si, Sa, S; u. |. w. Perpendifel auf die Curve, fo ſchneiden ſich diefelben in 
den Mittelpunften My, Mi, Ma der Krlimmungsfreife, und e8 find folglich 
die Abſchnitte MA= M, Sı, Mı Ss; =M, Ss, M, 8 — M, 8; u. ſ. w. 
die gefuchten Krummungshalbmeſſer (ſ. analyt. Hülfslehren 8. 33) 
ri, 72, 73 u. ſ. w. der elaſtiſchen Linie. If rn die Anzahl der Theile dieſer 


Linie, jo hat man die Größe eines Theiles, — —, und bezeichnet man die 
Bogenmaße (fr den Radius —1) der Krimmungswinfel AM, S, —= 0), 
8 M, Sg = öD, Sg Ms; Sg = ö? u. !. w. durch di, Ös, Ö, u. ſ. w. ſchlecht⸗ 
weg, fo läßt ſich — — diri = darz — dar, u. f. w. ſetzen, wonach ſich 


8 8 8 
nun d = —, o = —, 6 = — u |. w. beftimmt. 
nr, NYg NT 


Wenn wir noch vorausfegen, daß die elaftifche Linie nur wenig gebogen 
ist, fo können wir die Projectionen der Bogentheile in der rechtwinfelig gegen 
die Kraftrichtung gelegten Abfciffenare A X diefen Bogentheilen gleich, alfo 
AK, =HSı = KıR: = K,k, u. |. w. feten, fo daß nun die Hebel- 
arme der Kraft P in Hinficht auf die Punkte Si, 5, Ss u. |. w. 


8 
HA, Sı — 7 
HS = Hi B& + sb =2-, 


RS=BS+8Lb=3—ufm. 
und folglic) die entfprechenden Kraftmomente oder Werthe für Px fol- 
gende find: 
Ps 2Ps 3Ps 


u. 1. W. 
. ". rn j. w 


Setzt man endlich diefe Werthe in die obige Formel r — = für den 


Krümmungshalbmefler, ſtatt Px nach und nad) ein, jo erhält man folgende 
Reihe für die Krümmungshalbmeſſer: 


nonfE. VE, — "WE 
Im pT 2 Ps’? 3 Ps 


und daher für die entfprechenden Krimmungsmaße: 





u. |. w., 
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8 Ps? 8 Ps 
Innen rt mwE 
8 Ps 
uses 7 


Durd) Summation diefer Winkelmaße ergiebt fih num für den Krim- 
mungsrintel A O8 — 9 des ganzen Bogens 48 — s — az: 


geht thr + 


Ps? 
— 42 +34 tn GwE 
ober, da, wie belamnt, 1 2 +3 4.. + zu ſeben ih, 


_m _Ps Ps? 


wofür unter der gemachten Vorausfegung natürlich auch 
a 
= u gefegt werben kann. 


Diefer Bogen ober Winkel drüdt, da der Winkel zwiſchen zwei Linien 
gleich ift dem Winkel zwiſchen den Normalen zu diefen Linien, aud) den 
Fig. 388. Winkel STU aus, um 
welchen die durch A und 
8 gelegten Berhrungs« 
linien AT und ST von 
einander abweichen, ober 
um weldjen die Curve in 
A mehr gegen die Ab- 
feiffenare geneigt ift als 
in 8. 
Gehen wir von einem 
unbeſtimmten Punkte 8 
auf den feſten Endpunkt 
B über, jo haben wir 
ftatt s die ganze Länge 
U von ASB, ober ans 
nähernd, die Projection 
AC derfelben in ber 
Abſciſſenare einzufegen, 
unb e8 geht bann, uns 
Mo ter der Borausfegung, 
daß in B die Cume 
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rechtwinkelig zur Kraftrichtung, alſo mit der Abfciffenare parallel läuft, der 
Winkel p in 


Pl 
ADB=P=zwp 
dagegen aber der Neigungs= oder Tangentenwinkel TSH —= STX, in 
_ __ PR Ps P(—s”) _ Pl— x) 
mA 9=gwETEWwET aWwE awE N“ 


Wäre die Curve im feiten Punkte B nicht genau rechtwintelig auf ber 
Kraftrichtung, fondern hätte fie an diefer Stelle einen Fleinen Neigungs⸗ 
winkel &,, fo wide fein: 





2 
B=a + en und daher: 


Pl? — x’) 
--utr WE 
Gleichung der elastischen Linie. Mit Hülfe der legten Formel $. 222. 
fann man nun auch die Öleihung der elaftifhen Linie entwideln. Die 
Ordinate XS — y diefer Curve läßt ſich aus unendlich vielen (n) Stüden, 


wie z. B. Kı Si, La Se, I; 5; u. ſ. w. zufammenjegen, welche fich durd 
‚Multiplication eines Bogenelementes 


41 =, = 
mit den Sinus der entiprechenden Tangentenwinkel Si AR}, S: Sı Le, 
S; Sy Ly u. ſ. w. beftimmen laflen. Es ift 
KS=-KS9 tb +1, +: -, oder 
y=-— (sin BAR + 5098, + ſin. B. Sa +), 


alfo, wenn man die Abfciffe AK — x ftatt des Bogens AS — s einführt, 
und die legten Sinus durch nad) der Formel 








— PG ) 
2WE 
zu ne Bögen erjegt, indem man für = nad) und nad) — = ; 
—uf w. Sr 
x 22\? 37 
meer er 


+2-(5)] 
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Nun läßt ieh aber 2 +2 +... - 4 12 n1 nd 


ORICHIOESBEIC) 
=w4+24+32 4.4 (2)=5(#) 
ſetzen (ſ. „Ingenieur“, Seite 88); es folgt daher: 


=: | 2 (#)] oder 
‚=, '3wE|" 3 \n/}J’ 


_P®— hm) 
— 2 WE 


die geſuchte Gleichung der elaſtiſchen Linie, unter der Vorausſetzung, 
daß dieſelbe nur wenig gekrümmt iſt. 

Setzt man in dieſer Gleichung x — J, fo erhält man tt y die Bo⸗ 
genhöhe 

Pl 
BC=a = ZwE 

Während alfo der Tangentenwinfel « wie die Kraft und wie das 
Duadrat dertänge wächt, nimmt die Bogenhöhe oder Einbiegung a 
wie die Kraft und wie der Cubus der Länge des gebogenen Körpers zu. 

Wenn die elaftiiche Linie AB im feiten Punkte B fchon eine Heine 
Neigung Hat, jo ift zum obigen Ausdrude für y noch die Berticalpro- 
jection eines Tangentenſtückes =, d. i. &, x zu abdiren, jo daß fich dann die 
Ordinate 





PG — 1/22) 


% + WE I. 
jowie die Bogenhöhe 
P% 
1 — (.ı 4 ——— 3SWE I 


berausftellt. 
Die mehanifche Arbeit Z, welche zum Biegen des Körpers aufzu- 
wenden ift, beftimmt fich, da die Kraft 
3WEa 
13 
mit ihrem Wege gleichmäßig wächſt, ſich aljo im Mittel 


WEa 
4W,P= 3/g 13 





P= 





jegen läßt, durch den Ausdrud: 


7 a? P313 


L=!hPa =? — 1 —— WE 
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Allgemeinere Gleichung der elastischen Linie. Die im Bor- $. 223. 
bergehenden entmwidelte Gleichung der elaftifchen Linie hat nır für den dafelbft 
betrachteten fpeciellen Fall Gitltigkeit. Zu einer ganz allgemeinen fiir jede 
beliebige Belaftungsweife fowie für jede Befeftigungs- oder Unterftitgungsart 
gültigen Gleichung gelangt man mit Hilfe der in $. 220 gefundenen Be- 
ziehung 
WE 
mM’ 
worin r den Krlimmungshalbmefjer der elaftiichen Linie und M das ftatifche 
Moment aller auf das betrachtete Balkenſtück einwirkenden äußeren Kräfte 
für den betreffenden Querſchnitt bedeuten. Yu diefen äußeren Kräften ge- 
hören nicht nur die Belaftungen und das Eigengewicht der Conftruction, 
fondern auch die von den Stügpunften gegen den Ballen ausgeübten Auf- 
lagerreactionen. Man hat fich nämlich bei der Betrachtung eines Ballen- 
ſtückes, welches man in mehrerwähnter Art von dem Balken durch einen 
Schnitt getrennt denkt, dafjelbe ganz frei von den Auflagern zu denken, indem 
man die legteren durch ihre Reactionen erjegt. 

Denkt man fi) die elaftifche Linie auf ein beliebiges Coordinatenſyſtem 
bezogen, deſſen Axen in der Folge horizontal (X Are) und vertical (Y' Are) 
angenommen werben mögen, und fei die elaftifche Linie durch die Gleichung 

y—=f (x) ausgedrüdt. 

Die Function f (©) ift vorläufig noch unbelannt, und von der jeweiligen 
Belaftungs- und Unterfiügungsart des Balkens abhängig, daher in jedem 
Falle befonders zu ermitteln. Bezeichnet nun @ ben Winkel, welchen die 
elaftifche Linie in einem beliebigen Punkte, defien Ordinaten x und y find, 
mit der X Are bildet, fo ijt ($. 33 analytifche Hülfslehren) 

083 
0229 (tang.«)' 
und wenn man hierin nad) $. 32 
d%s—Y1 + (tang.a)? + (tang.«)? . 9x einfegt, 


_ [V1 + (ang. a)* + (fang. a)?]? 023 [U +(tang. a)? dx 


792 9 (fang. e) c(ang.c) 
Nun iſt tang. = =, daher aud) 


— ———— 


d ( u 
0x 9x 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 28 


vs 


r zo 


fo wird 
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Da nun die Biegung des Balkens immer nur eine geringe ift, alſo 


tang. u . auch nur einen Fleinen Werth annehmen kann, fo darf man 


2 
ohne beträchtlichen Fehler (5) gegen 1 im Zähler vernachläffigen und 
man erhält fodann die Gleichung 





1. oe 1 94, 
a r 02 
92° 
Dies eingejegt in —M, liefert für die elaftifche Linie die Gleichung : 
0% 
WEZS—=M. 


Diefe für die Praris hinreichend genaue Gleichung gilt ganz allgemein 
fir gebogene Balken, und giebt bei zweimaliger Integration in jedem be- 
fonderen Falle itber die Biegungsverhältniffe Aufklärung. in einfaches 
Beiſpiel möge dies erläutern. 

Sei AB, Fig. 384, ein Ballen von der Yänge I, welcher auf zwei Stügen 
A und B ruht, und eine gleichmäßig über feine ganze Länge ausgebreitete 
Laſt trägt, welche per Längeneinheit p 


5 betrage. Die Gefammtlaft ift dann 
4 1... „ gleich Ip, wovon ar Stüge bie Hälfte 
A B mt A=B—= u tragen bat. 
--.1-X- 
1 PX a Nimmt man A als Coordinatenanfang 
an, jo gilt fir das Stüd A C von ber 
Länge © die Öleichung: 
ay s _Ip x’ 
WEzs = 4er p& 37=772'"7?77z 
Durch Integration wird: 
oy x? 
W 5,7 Ip 17” Pe vn + Const. 
Zur Beitimmung der Conftanten hat man für x — — = — 0; d. i. 


die elaſtiſche Linie muß in der Mitte eine horizontale Tangente haben, alfo 
WE.0= 1976 Al alfo 
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I _.ı ii _,® Li 
WELT Tr P 


Durd). abermalige Integration wird: 


x* 
WEy= P1, s Po.4T P 542 + Om 
Die Conftante ift hier = 0, weil fir z — 0 au y — 0 fein muß. 
Die Sem der elaftifchen Linie ift daher: 


la? z* I’x D x dx 
la le) 
WE 24 24 12 WE 2 2 


und die größte Durchbiegung in der Mitte, fir & — * beträgt: 


— _? (E_E_UN_ p_ 5% 
I epws\s „a ı)J nen 

Wenn wie bisher angenommen wurde, auf den an einem Ende feitge- 
Hemmten Balken nur eine Kraft am freien Ende, oder auf den beiberfeits 
auf Stügen ruhenden Balfen eine gleichmäßig vertheilte Laſt wirkt, fo bildet 
die elaſtiſche Linie eine ftetig verlaufende Curve. Es entjtehen in derfelben 
aber Stetigfeitsunterbrecjungen, wenn in des Belaftung folche vorhanden 
find, d. h. wenn in. einzelnen Punkten concentrirte Belaftungen angreifen, 
oder bie gleichförmig vertheilten Belaftungen ihren Betrag pro Längeneinheit 
in gewiſſen Punkten plöglih um meßbare Größen verändern. Solche 
Stetigkeitsunterbrechungen der elaftiichen Linie erheifchen für jede einzelne 
Strede derjelben, innerhalb welcher eine jolche Unterbrechung nicht ftattfindet, 
eine bejondere Unterfuchung und die Ermittelung einer befonderen Gleichung 
fir jede jolche Strede. Wenn eine über eine gewiſſe Länge vertheilte Be- 
laftung nicht plöglic) in einzelnen Punkten, jondern nach einem beftimmten 
Geſetze allmälig veränderfich ift, fo ift hiermit feine Stetigkeitsunterbrechimg 
verbunden, und diefe Strede ift, fo lange das Belaſtungsgeſetz fich nicht 
ändert, durch, eine einzige Gleichung bargeftellt. 

Da die einzelnen Stügen durch äußere Kräfte, nämlich durch die Auflager- 
reactionen dargeftellt werben, fo treten bei einer größeren Zahl von Stügen 
ebenfalls StetigkeitSunterbrechungen auf, und es find für die zwifchen zwei 
benachbarten Stügpunften gelegenen Streden befondere Gleichungen gültig. 
Hier if die Unterfuchung der elaftiichen Linie von bejonderer Wichtigkeit 
für die Beſtimmung der einzelnen Auflagerdrude ſelbſt. 

So lange ein Balken auf nicht mehr ala zwei Stügen A und B ruht, 
ift der Drud, welchen eine Kraft P, deren Abftände von A und B bezüglich 
durch a und b bezeichnet feien, auf jede Stüge ausübt, von vornherein be 
kannt. Nach den Gefegen des Gleichgewichtes paralleler Kräfte ift dann 
immer, unter A und B bie Drude in biefen Punkten jelbft verftanden: 

28* 
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Pb _. Pa 
a+b’ arb 


Dies gilt ebenfo auch für beliebig viele Kräfte Pı, Pz, Ps - . ., deren 
Abftände a,, a, az ... reſp. bi, De, by . . . find, fo daß man immer hat: 


Pb Pa 
A= NY; B=Y.rr 
Sobald aber der Balken auf mehr als zwei Stüten ruht, ift man mit 
Hitffe der allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen nicht mehr im Stande, die 
Drude in den Stüßen zu berechnen; indem dieſe Gleichgewichtsbedingungen 
ſich Hier auf die beiden reduciren, daß die Summe aller verticalen Kräfte 
gleich Null, und daß das Moment derfelben für irgend einen Punkt ebenfalls 
gleih Null fein muß, aus diefen beiden Gleichungen daher auch nur zwei 
Unbelannte ermittelt werden können. In diefen Fällen dient gerade die 


Gleichung der elaftifchen Linie dazu, die einzelnen Auflagerreactionen zu 
beftimmen. 


Denkt man fich beifpielsweife einen Balken auf drei Stligen A, B, C ruhen, 
fo find außer den Druden A, B, C aud die Winfel a, ß, y zuvörderſt 
unbelannt, unter welchen die elaftifche Linie in den Stüßpunften gegen den 
Horizont geneigt if. Wenn man nun für die beiden Streden AB 

2 
und BC die Differentialgleichungen (wz =. — a) aufftellt, und jede 
zweimal integrirt, fo treten zu jenen jech® unbefannten Größen nod) vier Inte- 
grationsconftanten hinzu, die ebenfalls noch nicht befannt find, alfo im Gan- 
zen hat man zehn Unbelannte. [Bein Stigen 22 +2(» — 1)=4n — 2.] 
Zur Beitimmung diefer zehn Unbekannten erhält man nun außer den beiden 
allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen noch dadurch acht weitere Öleichungen, 


daß die beiden Gleichungen für =Y und fiir y, welche für eine Strede gelten, 
den Bedingungen genügen müſſen, daß für die beiden begrenzenden Stiüß- 


A= 





punkte gleich der Tangente des Neigungswinkels der elaſtiſchen Linie 


daſelbſt (m, 6, y) und y — 0 fein muß, da die elaſtiſche Linie durch dieſe 
Bunkte Hindurchgeht. Für die beiden Streden erhält man auf diefe Weile 
2.4 — 8 Bedingungsgleichungen [bei n Stügen 4 (n — 1)], welche mit 
den beiden allgemeinen Gleichgewichtsbebingungen zufammen genitgend find 
zur Beſtimmung der zehn Unbelannten. 

Hierdurch ift allgemein erwiefen, daß für eine ganz beliebige Anzahl von 
Stügpunften die Auflagerdrude mit Hülfe der elaftifchen Linie immer be- 
ſtimmt werden künnen, wie dies in dem Yolgenden mehrfach ausgeführt ift. 
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Aus der allgemeinen Gleichung 
WE_ 
u =r 
ergiebt ſich ohne Weiteres, daß r conftant ausfällt, d. h. daß die elaftifche 


Linie ein Kreisbogen wird, fobald # conftant ift, d. 5. wenn das Biegungs- 


moment für die verſchiedenen Querſchnitte in demfelben Verhältniſſe ſich 
ändert, wie das Moment der äußeren Kräfte. 


Biegungsfestigkeit. "Kennt man das Biegungsmoment WE ber $. 224. 
einzelnen Querfchnitte eines auf Biegung beanfprudjten Körpers, jo ann 
Big. 385. man, vorausgefegt, daß 
die Belaftungen eben- 
falls bekannt find, auch 
die Spannungen in je 
dem Querſchnitte des 
Körpers berechnen. Be⸗ 
zeichnet z. B. S die 
Spannung pro Qua- 
dratmillimeter in einer 
Entfernung SN=e 
von der neutralen Are 
8, Fig. 385, fo find 
die Spannungen in den 
Abftänden 21,22,25°*% 
von der Größe 


— fg 
=; 8; 
fs, 
= 8; 
—22 
s=7 8.... 
und fir die Querſchnitts⸗ 


elemente Fi, Pa... 
die Momente der Span⸗ 
nungen: 


, 8 8 
M=HSa rn; M=Ra Mer t 





und es folgt die Summe der Momente der ſämmtlichen Spannungen im 
Querſchnitte NO: 
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“M“=M+M+- =(FRet+tRe+ 32=-. 


Iſt nun x der Abftand SH des Duerfchnittes NO vom Angriffspuntte 
A der Kraft P, fo hat man aud) M — Px, und es folgt daher 





1) Pe = ws ‚oder Pxe= WS, 
fowie die Spannung des Körpers in dem Abftande e von der neutralen Are, 
Me Pxe 
Dee Zu u 


Dieſelbe wächſt mit & gleichmäßig und ift daher für z — J d. i. im Be 
feftigungspunfte B am größten. Ebenſo nimmt fie auch mit e gleichmäßig 
zu, und ift daher an der Stelle am größten, welche von ber neutralen 
Are am meiften abfteht. Damit der Körper an keiner Stelle über die 
Elafticitätögrenze hinaus gejpannt werde, darf die Marimalfpannıng S 
höchſtens den Tragmobul T' erreichen, ift folglich 


S= T=T7, oder 


Pl= —— 
zu fegen, wonad) alfo die Lragfraft des Baltens AKOB: 
WwT 
P= IE folgt. 
Ebenſo erhält man auch die Kraft zum Abbrechen des Körpers in B: 
WK 
Le 


wobei man für X einen, allerdings durd) Zerbrechungsverfuche befonders zu 
beftimmenden Feſtigkeitsmodul einzufegen hat. 


Es läßt fi, die Orundformel Pr — Li auch aus oben (8. 220) ge- 


P= 


L 


fundener Srundformel Pr = = ‚ wie folgt, unmittelbar ableiten. Wenn 


man die von der Spannung S hernorgebradite Ausdehnung NN, durd 6 
begeichnet, fo ift au) S = OE, und wenn man in ber Proportion 

NN, _ RS 

SN MR’ 


NN =6,SN=«a,RS=1,un MR=r, ben Rriümmungshalb- 
meſſer einführt, aljo < = - oder 6 = — jest, fo folgt 
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s—ı E, oder B_ E, und daher auch 
r e r 
Px: = WE — 
r e 
Seßen wir in der Formel L = — 5 — ($. 229) für die mechanische 


Arbeit zum Biegen des Körper AK B, das Moment Pl — = und 





den Tragmodul T = 0E ein, jo erhalten wir 
7Tw? | wi 
— 1), lid 
L ⸗75 PETE 
Nun ift aber (nad) $. 212) 1/, 6? E der Arbeitsmodul A der Elaſticität, 
daher folgt die mechanische Arbeit, durch welche ber Körper bis zur Elafti- 
citätsgrenze gebogen wird, 


wi 

Für die Arbeit zum Abbrechen ift ebenfo 
wi 
DeBza 3e? 


zu fegen, wenn B den ArbeitSmodel bes Abbrechens bezeichnet. 


Biegungsmomente. Aus den vorhergehenden Entwidelungen ergiebt 8. 225. 


fich, daß die Biegung ſowohl wie die relative Feftigfeit der Körper wefentlich 
von der Größe W abhängig ift, welche Größe Lediglich aus den Abmeffungen 
des Duerfchnittes des Körpers ſich beftimmt. Wir hatten die Größe W, 
d. h. die Summe der Broducte aus den einzelnen Elementen des Querſchnitts 
in die Quadrate der Entfernungen derfelben von der neutralen Are das 
Maß“) des Biegungsmomentes des Körpers genannt. Es war dabei eine 
prismatifche Körpergeftalt vorausgejegt, weil man fonft, wenn die Quer: 
. fchnitte nicht in allen Punkten übereinftimmen, genau nur von dem Die: 
gungsmomente des Körpers in einem beſtimmten Querſchnitte 
fprechen muß. 

Ehe die Unterfuchung der einzelnen Fälle der Biegungsfeſtigkeit weiter 
fortgeführt wird, mögen die Biegungsmomente für Körper von verfchiedenen 
häufiger vorfommenden Duerjchnitten ermittelt werden. Für diefe Ermitte- 
lung ift zunächft die Kenntniß einiger allgemeinere Beziehungen zwifchen den 
Biegungsmomenten der Körper von Vortheil. 

*) Die Analogie zwiſchen diefem Werthe und dem Zrägheitsmomente von 


plattenförmigen Körpern hat viele Autoren veranlaßt, diejer Größe den Namen 
des Trägheitsmomentes des Querfjchnittes beizulegen (f. „Zrägheitämomente"). 
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Kennt man das Biegungsmoment W, E eines Körpers ACD, Fig. 386, 
in Beziehung auf eine Are N} N, außerhalb des Schwerpunttes des Duer- 
Fig. 386, jchnittes, jo läßt fid) Leicht auch das Bie⸗ 
gungsmoment in Beziehung auf eine andere 
durch den Schwerpunkt S gehende Are NN 
finden, welche mit der erfteren parallel läuft. 
Iſt der Abſtand H A, — K K, zwiſchen 
beiden Axen = d, und find die Abſtände 
der Tlächenelemente Fy, F3 u. f. w. von 
der neutralen Are NN = 8,8 u. |. w., 
jo hat man die Abftände von der Üre 
Nı Nı =d + 5; d + 2% u. ſ. w., und 
es iſt nun das Biegungsmoment: 
E=[R@a+s”+PFR(@+2)”+--])E 
= [F (@+2da+ + Fr@+2dn ++. ]E 
-@(A+R+:)+2d(hRsa te + --) 
+ (Fı 2? + Fy gs} +. -)] E. 





Nun ift aber 
F+PBHt: 
als Summe aller Elemente gleich dem Der F, ferner 
FatrRa+:-- =0 


als Summe ber ftatifchen Momente in Beyug, auf eine durch den Schwer: 
punkt gehende Are, und 

(Fe?+ Fe}--)E 
das Biegungsmoment WE in Beziehung auf die neutrale Are NN. Es 
folgt daher: 

W,E — (W + F a?) E, 
oder: 

W, —= W + Fd?, 
und umgelehrt: 

= M — Fd?. 

Es ift alfo das Maß W des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die neutrale Are gleich dem Maße Wı des Biegungsmomen- 
tes in Beziehung auf eine zweite Parallelare, vermindert um 
das Product aus dem Querfchnitt Fund dem Duadrat des Ab- 
ftandes beider Axen. Auch folgt hieraus, daß unter allen Biegungs- 
momenten das in Hinficht auf die neutrale Are am kleinſten iſt. 

Bon vielen Körpern laflen ſich die Biegungsmomente in Hinficht auf 
irgend eine Are leicht finden, man kann daher diefe dazu benugen, um mittelft 
der gefundenen Formel die Momente in Hinficht auf die neutrale Are zu 
beſtimmen. 
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Sind CK=zum CL = y, fig. 387, die Coordinaten eines 
Punktes F in Hinficht auf ein rechtwinfeliges Axenkreuz XX, YY; find 
Fig. 387. 





ferner 


fowie 


und 


bezeichnen, 


ebenſo CM =u und CN=v 
die Coordinaten dieſes Punktes 
auf ein anderes rechtwinkeliges 
Arenkreuz UU, VV, und ift end- 
ih CF = r der Abſtand bes 
gedachten Punktes F von dem ge: 
meinjchaftlichen Nullpunfte C bet: 
der Axenſyſteme, fo gelten, dem 
Pythagoreiſchen Lehrfate zufolge, 
die Gleichungen: 
typ + eit—r, 
und es ift aljo aud) 


Fx + Fa? = Fu + Fu = Fri. 

Seten wir nun in biefen Gleichungen ftatt F’ nad) und nad) die Ele- 
mente Fi, F3, Fy u. ſ. w. des ganzen Duerfchnittes ABD, und ebenfo ftatt 
x, y, u und v die entiprechenden Koordinaten z;, 72, 23 u. |. w., Yı, Ya, Ya 


u. ſ. w., fowie %,, %g - - - und v1, v3 - - - ein, fo erhalten wir durch Addition 
folgende Gleichungen: 
FPya+Rhyt+t.- +ry+Rywt-- 
=FRw+R4+:- +Rhvo+tRhuy+t--- 
=An+Rr+--, 
oder, wenn wir 
Fy+RPRz +: dud 2 (Fa), 


FytRywt' 


FW+FRw+--- 
Fe? +Rv +--- 


Fır? + Fır) +--- 


durch Z (Fy?), 


durch Z (Fu), 
durh & (Fv2), 


duch & (Fr?) 


EZ (Fx?) + 2 (FyY) = % (Fu?) + Z (Fv?) = 2 (Fr:). 

Es ift Hiernad) die Summe der Maße der Biegungsmomente, 
in Hinficht auf beide Aren XX und YY eines rehtwinfeligen 
Arenfyftems gleih der Summe der Maße der Biegungs- 
momente in Hinfiht auf beide Aren eines anderen ebenfalls 
rehtwinteligen von demfelben Anfangspunfte ausgehenden 
Arenfgftems und gleich dem Maße des Biegungsmomentes 
in Hinfiht auf den gemeinfhaftlihden Anfangspunkt, d. i. 


8. 226. 
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glei der Summe der Producte aus den Elementen des 
Duerfhnittes und aus den Quadraten ihrer Entfernung 
vonder Are C. 
Iſt der Querſchnitt ACO,, Fig. 388, eines gebogenen Körpers eine 
ſymmetriſche Figur, und ift die Are Y'Y rechtwinkelig gegen die Sym⸗ 
fig. 388. metrieare X X, fo 
findet noch eine Res 
lation zwiſchen den 


Biegungsmomenten 
ftatt. Sind wieder 
SK=zm KfF 


— y die Coordina⸗ 
ten eines Tlächen- 
elemente F in Hin- 
ficht auf das Aren- 
ſyſtem XXund YY, 
und ift auh FN 
— v ber Abftand 
deffelben Elementes 
F von einer anderen 
Are TU, welche um 
den Winkel XSU— a von ber erften Are XX abweicht, fo haben wi 
für denfelben 
v= MUF—- MN=MF—- KL 
— KFcos.KFM— SK sin. KSL=yco.« — x sin. c, 
daher: 
v?— x? (sin. @)? + y? (cos. a)? — 2xy sin. @ cos. «, fowie auch 
Fv? = (sin. o)? Fx? + (cos.a)? Fy? — sin. 20 Fxy, und 
&(Fv?) = (sin.@)? Z(F x?) + (cos.0)? Z(Fy?) — sin.20& (Fey). 
Da wegen der fymmetrifchen Geftalt der Figur jedem Elemente F\,F3... 
ein gleiches Gegenelement Fi, Fr... . zulommt, bei welchem % und folglich) 
aud) da8 ganze Product negativ ift, fo fällt die Summe der entfprechenden 
Producte fr je zwei folcher Elemente, und folglich, aud) die ganze Summe 
2 (Fxy) = Null aus, und es ift daher: 
2 (Fv?) = (sin. 0)? Z (Fx?) + (cos.0)? & (Fy?), oder: 
W = (sin. 0)? W, + (cos. 0)? W,;, 
wobei W das Maß des Biegungämomentes in Hinficht auf irgend eine Are 
UT, W; das in Hinficht auf die Symmetrienre XX und W, das in Hin- 
fich auf die rechtwintelig zur Symmetrieage ftehende Are YY bezeichnen, und 
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vorandgefegt wird, daß die Aren UU und YY fowie die Symmetrieare X X 
durch den Schwerpunft S der Figur gehen. 

Mit Hilfe der beiden vorftehenden Kegeln kann man nicht felten aus dem 
befannten Biegungdmomente eines Körpers in Hinficht auf eine gewiſſe Are 
das Biegungsmoment dejjelben in Hinficht auf eine andere Are finden. 


Biegungsmoment eines Streifens. Um das Biegungsmoment eines 
Körpers von befanntem Querſchnitte AD, Fig. 389, I, in Hinficht auf eine 
Are XX zu finden, denfen wir uns diefen Querſchnitt durch Perpendikel 
zu XX in lauter ſchmale Streifen und jeden folhen Streifen, wie 3.8. CA, 
wieder in rectanguläre Elemente F}, Fe, F5 u. f. w. zerlegt. Sind dann 
ei, £9, 2; U. f. w. die Abftände (C F) diefer Elemente von der Are XX, fo 
haben wir das Maß des Biegungsmomentes für einen ſolchen Streifen: 

Fe) + Fy,e} + Fye} ... 
=FRsı.at+tRha.»a +3. + 

Ziehen wir nım in Fig. 389, IL, AB rechtwinkelig auf und gleih CA, 

und verbinden wir B und CO durch eine gerade Linie, jo ſchneidet diefelbe von den 

Sig. 389. in den Abftänden (CP)— z,, 
23, 23 u.ſ. w. auf CA errichtes 
ten Perpendikeln gleiche Stüde 
(FG) = 8,, %, #5 u. ſ. w. ab. 
Es laſſen ſich nun Fi 2, F3 æ⸗ 
u. ſ. w. als die Inhalte von 
Prismen, ſowie 
Fr æi . #1, Fh 23 .E2 U. ſ. w. 
als die ſtatiſchen Momente 
derſelben in Hinſicht auf die 
Are O anfehen: Die Prismen 
Fı ei, F3& u. ſ. w. machen aber zujfammen ein breifeitiges Prisma aus, 
beffen Grundfläche das Dreiet ABC und deſſen Höhe die Breite des 
Streifens A C (L.) iſt. Es ift daher auch die Summe der obigen ftatijchen 
Momente gleich dem Momente des Prismas ABC in Hinfiht auf die 
Are XX. Geben wir die Höhe CA = z und die Breite bes Streifens 
— b, fo haben wir den Inhalt des gedachten dreifeitigen Prismas 

= 1 be?, 

und da der Abftand feines Schwerpunktes von CO, 2/5 # beträgt (ſ. $. 111), 
fo ergiebt ſich das ftatifche Moment des Prismas und folglich, aud) da8 Maß 
des Biegungsmomentes vom Streifen CA in Beziehung auf die Are X X: 


W= 1b. be. 
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Um nun das Biegungsmoment de ganzen Querſchnittes AD zu fin- 
den, bedarf es natürlich nur einer Addition der Biegungsmomente der Streifen 
wie CA, in welche ſich die ganze Fläche durch Perpenditel zur Are XX -- 
zerlegen läßt. 

Am einfachften ift die Beftimmung bei einem rectangulären Quer- 
ſchnitte ABCD, Fig. 390. Hier find die Streifen, in welche ſich die 

Fig. 390. Flachen zerlegen, von gleicher Größe, und machen 
— daher zufammen einen einzigen Streifen von 

der Breite AD — b deö ganzen Redhtedes 

aus. Iſt dann noch die Höhe AB dieſes 

Rechtecles — h, fo hat man die Höhe eines 


” Streifens: 
=, 
daher das Maß des Biegungsmomentes einer 
Hälfte diefer Fläche: 


h\?__ bh’ 
we(h)=. 
und endlich dieſes Maß vom ganzen Redjtede für die neutrale Age NN: 
bM _bh8 
ae 
Die Entfernung e der neutralen Are von den davon anı weiteften ab- 


ftehenden Faſern (in AD) beträgt hier e — a daher ift 


w„=2- 


3’ 
[22 

w_ 12 _bh 

ea 
2 


Es wächft dem Vorſtehenden zufolge, bei einem parallelepipediſchen Ballen 
das Biegungsmoment WE = = E wie die Breite und wie der 
Eubus der Höhe des Balkens. 


8.228. Hohle Balken. Bon einem hohlen parallelepipedifchen Balten ABCD, 
Fig. 391, beſtimmt fid) das Biegungsmoment, wenn man von dem Momente 
des vollftändigen Balkens das Moment der Höhlung abzieht. Sind AB=b 
und BC=h bie äußere Breite und Höhe und A, Bi — bi und Bi G =hı 
die innere Breite und Höhe, jo hat man die Maße der Biegungsmomente 
der Flächen AC und A, Ci: 

= bh? und buht 
12 12 ’ 
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und es folgt durch Subtraction das Biegungsmoment des hohlen 
Baltens: 


dm —bh 
w= 12 


Der Abftand der äußerften Bin von der neutralen Are ift Hier: 
1 4 deher F ”_ Br hh. 


Ganz auf gleiche Bee enge ſich das Bepungemoment des an den 
Seiten ausgehöhlten Körpers ABCD, Fig. 392. Sind AB=b 


Big. 391. Fig. 392. ig. 398. 
3 be 





und BC — h äußere Breite und Höhe, und ft AB— AB — b, 
fowie B, Ch — A, die Summe der Breiten und die Höhe der beiden 
Höhlungen, fo erhält man wieder durch Subtraction: 


br — bh? 
weg 
Ferner ift hier wie vorher: 
h Ww_bR— bh? 
ie und ee vu 


Ebenfo ergiebt ſich das Biegungsmoment des Körpers ABCD, Fig. 393, 
mit freuzförmigem Querſchnitte. Iſt hir AB=b und BC—=h bie 
Breite und Höhe des Mittelftüdes, und ift AıBı — AB = di und 
4Aı Di = hı die Summe der Breiten und die Höhe ber Seitenftüde, fo 
folgt durch Addition das Viegungsmoment des Ganzen: 

_ bh + bh? 
w= 12 
und 
h W_bR®+bh 
er 

Auf diefelbe Weife kann man die Biegungsmomente vieler anderen in der 
Praris vortommenden Körper finden. So ift z. B. für den Körper mit 
Tförmigem Ouerfchnitte A, Bi CD, Fig. 394 (a. f. ©.), bei den Dimenfionen 


e= 


446 Vierter Abſchnitt. Zweites Capitel. [8. 228. 
AB=(D=b, 
AB-AB=AA+BB=b, 
AD=BC=hkhm 
4D=BGa=BO—CG=M 

Fig. 394. das Maß des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die untere Kante A, Bı: 
Moment des Nechtedes ABCD minus Moment 
der Rechtede A, D, und Bi G,, d. i.: 


N m=Y: Ö en 1: d aa 
_bm— bin 
R, 3 ' 


wie ſich ergiebt, wenn man jedes biefer Rechtede 
ala die Hälfte von doppelt fo Hohen Rechteden 
mit der neutralen Are N, N, anfieht. Nun ift die Flüche AG D—=F 
— bh — bh, und ihr ſtatiſches Moment: 


Faso 20m Boom; 








2 
es folgt daher der Hebelarm 
_,_ bm— bhht 
Wh) 
das Product 


F.ea=!, (bh? — bhh9t: (bh — bil) 
und das Biegungsmoment des Körpers in Beziehung auf bie durch den 
Schwerpunft S gehende neutrale Are NN: 
_bR— bh? 








W=W-Fea= 40h —hhfr:h— bh) 
— 40h — bh} (dh — dm) — 3 (dh? — bihf)r 
zu 12 (dh — bıhı) 
_ Mm — bh? — Abhbıh(kh— Mi) 
— 12 (dh — bh) 


‚Hier ift der Abftand der äußerften Safer von ber neutralen Are auf der 
einen Seite ber letzteren von anderer Größe, als auf der anderen Seite. 
Bezeichnet e, den Abftand der Safer in A, B, und e denjenigen der Fafern 
in DC von NN, fo ergab fid) oben: 

2—_bA?R 
= mi unb daher folgt 
W_(M—bhl?— Abhbh(h—h) bhr— ih? 
a 12 (dh — b,hı) "2(bkh — bil) 


a 
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_ bh —bAM?— Abrbımn (k— A) 


u 6 (bh? — b,h,) 
Andererſeits folgt: 
— _h.2(0k — bi) — (bh? — b, hf) 
Tan 20% — bh) 
_ bh — 2bhhh, + bh? 
= u her 
W__(bh? — bh? — Abhbıı (k— hi)? bRr—2bıhhı +bihf. 
e 12 (dh — bı hı) 2 (bk— ba) 


__ (bh? — bh}? — Abhbıhı (h— m)? 
— 6 (bh? — 2 BIh. + bh?) 

Bei der Beitimmung der Tragkraft gußeiferner Ballen von Tförmigem 
Duerjchnitte ift, wie aus dem Späteren fic) ergeben wird, je nach den Um⸗ 
ftänden der Werth von * oder * maßgebend. 

Es iſt leicht einzuſehen, daß die hohen, ausgehöhlten und gefiederten 
Körper bei gleicher Maſſe ein größeres Biegungsmoment haben, als die 
breiten, maſſiven Körper. Weil dieſes Moment mit dem Querſchnitte F 
und dem Quadrate (8?) der Entfernung von der neutralen Are wächſt, fo 
hat eine und diefelbe Faſer um fo mehr Widerftand gegen die Biegung, je 
entfernter fie von der neutralen Are liegt. Iſt z. B. bei einem maffiven 
parallelepipedischen Ballen die Höhe % gleid) der doppelten Breite b, fo fällt 
das Biegungsmoment entweder. 


_b.@bE , j __2b.b? 
‚=, -= /s bt oder = 12 


aus, je nachdem man bdiefen Balken mit der Fleineren Breite b oder mit der 
größeren 2b auflegt; es ift aljo im erſten Yalle das Biegungsmoment vier- 
mal fo groß, als im zweiten Falle. Die Größe = von welcher die Feſtig⸗ 
feit und Tragkraft des Körpers abhängig find, ift dagegen in den beiden 
Fällen 9,04: = %,5% und Yabt: — 1,59; alfo im erſten Falle 
doppelt jo groß als im zweiten. Wenn man ferner den maffiven Ballen 
vom Querſchnitte 5% durch einen hohlen erfegt,. deſſen Höhlung b% gleich 
ift dem majfiven heile vom Duerfchnitte bi ıı — bh, wenn alfo 
bh — bh=bh,d. ibn — 2bh, oder = V2 nd 
h—hV2 if, fo erhält man für den legteren das Biegungsmoment: 
bhE — db HV2(ah Va — dr j 
——  — — — — 212 6°, 
12 12 
d. i. dreimal ſo groß als für den erſteren. 





= 1b 


$.29. 
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Der Werth von T, welcher bi tem maffiven Balten zu 7% ig 
ergiebt, berechnet fich hier m 
w_ som, 3 dA m, 
ri : rys vw; 23,122 


fo daß file den —* Ballen unter übrigens gleichen ——— die Trag- 
kraft 2,122 mal fo groß ift, wie fir den maffiven. 





Dreiseitige Balken. Das Maß des Biegungsmomentes eines pris⸗ 
matiſchen Körpers mit dreifeitigem Querſchnitte ABC, Fig. 395, 
Fig. 396. wird mit Hülfe der letzten Paragraphen 
wie folgt beftimmt. Fiir das Prisma 
mit vectangulätem Querſchnitte ABCD 
ift, wenn man die Bezeihmungen des 
vorlegten Paragraphen beibehält, das 
m 
12° 
folglich das fir feine Hälfte mit dem 
triangulären Querſchnitte ABC, und 
zwar in Hinficht auf die Mittelinie N, N;: 
bh = 
Mehr na 
Nun fteht aber die Schwerlinie NN des Dreieds um Y/, 48 =Yh 
von der Mittellinie oder Schwerlinie N, N; des Rechtedes ab, daher ift nad) 
$. 225, das Moment in Hinficht auf NN: 
_ A\», bh DR DR, bh 
v Bm 
alfo das Biegungsmoment W des Ballkens mit breifeitigem Querſchnitte ift 
nur ein Drittel vom Biegungsmomente bes parallelepipedifchen, bei gleicher 
Grundlinie und Höhe des Querſchnities. Da nun aber ber Iegtere Balten 
nur doppelt fo viel Volumen hat als der erftere, fo folgt, daß bei übrigens 
gleichen Dimenfionen der trianguläre Balten nur %/; fo viel Biegungsmoment 
befigt als der rectanguläre Ballen. 
Fr die Are ZZ, durch die Bafis BC ift ferner dieſes Moment: 


A\® dns dm dm 
m=w4+ (3) r=35 + h 


Maß des Biegungsmomentes — 


etw m" 
und für die Are ZZ durch die fcharfe Kante B ift es: 
2h\? bh b ae 4bh® b ae 
————— 











36 18 4 
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Diefe Formeln bedingen übrigens nicht einen rechtwinkelig triangulären 
Duerfhnitt. Es gelten diefelben auch für jedes andere Dreied ABC, 
Fig. 396. Fig. 396, deflen Ba⸗ 
fi BC rechtwinkelig 
gegen die Biegungs- 
fraft P ftebt; denn 
es läßt fich daſſelbe 
in zwei rechtwinkelige 
Dreiecke ABD und 
A CD erlegen, deren 
Grundlinien BD=b, und DC=b, zufammen die Grundlinie BC b 
des jchiefen Dreieckes A BC ausmaden, jo daß fid) daher fiir das letztere 
bh? 


1 1 1 
W ᷓ bibꝰ 4 ᷓ bakꝰ — nl b) * 3v 





berechnet. 

Uebrigens iſt es natürlich ganz einerlei, ob die Grundlinie BC oben ober 
unten, alſo wie in I. oder in IL, liegt. Es iſt für beide Fälle das Biegungs⸗ 
moment felbit 


bn® 
wE= 36 E, 


fo lange die Elafticitätsmodel (E) fiir Ausdehnung und Zuſammendrückung 
nicht von einander abweichen. 

Anders verhält es fich Hinfichtlich der Tragfraft und Feſtigkeit des Balkens, 
wenn die Tragmodel und Tyeftigkeitsmodel des Materials verfchieden find. 
Bezeichnet man nämlich mit e, und e, die Abftände der neutralen Are von 
der Spige A reſp. der Grundlinie BC; fo ift 


3 
w_ı0n _DbM 
& 36 h 12 

3 


Sobald T, (für Zug) gleich T,, (fir Drud) ift, muß man von den beiden 
Werthen = und * immer den kleineren nehmen, hier alſo den für die Spitze 
1 2 
w om 
a 24 
Sind T, und T,, verfchieden, jo hat man den Balken fo zu legen, daß 


dem größeren Tragmodul 7 auch der größere Abftand e entjpricht, und der 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 29 


a 
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Rechnung hat man dasjenige e zu Grunde zu legen, fir welches z den 
Heineren Werth annimmt. 

Diefelben Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem rhomboidalen 
Querſchnitt ABCD, Fig. 397, mit horizontaler Diagonale BD. Iſt 
wieder die Breite BD — b und Höhe AC— Ah, fo hat man fir Körper 
mit diefem Querſchnitte: 


wei 
br} 8 412’ 


Mohr 
46° 





Ww 1 
und .- =ı = 
12 * 


d. i. ein Viertel von dem Momente des Balkens mit rectangulärem Quer- 
fchnitte EFGH bei gleicher Breite und Höhe. Auch folgt hiernad) fr ein 
Doppeltrapez ABED, Fig. 398, von der Höhe AC=BD—h, 
äußeren Breite AB= CD=bun — Breite EF =D, 








bAs iu _@b +) As 
v‚=7%-% a Fr} ’ 
w_@+Wm \ 
und en 24 
Fig. 398. 





$. 230. Polygonale Balken. Die vorftehende Theorie Tann auch auf Körper 
mit regelmäßig polygonalen Querſchnitten wie ACE, Fig. 399, an- 
gewendet werden, bei welchen bie neutrale Are XX zugleich eine Symme- 
trieage ift. Da ſich ein ſolches Polygon in lauter congruente Dreiede 
zerlegen läßt, fo lommt es bei diefer Beſtimmung vorzüglich darauf an, das 
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Biegungsmoment eines ſolches Dreiedes ASB zu ermitteln. Bezeichnet 
man die Seite AB = BC —= CD des Polygons oder ‚die Grundlinie 
eines Ergänzungsbreiedes deifelben, durch s, und die Höhe SK deſſelben durch 
h, fo hat man das De ſeines Biegungsmomentes in Hinſicht auf die Are 
= 1 hs 


XX: 275 * ‚ dagegen daſſelbe in Hinſicht auf die zweite Are 


— 8 

YY= en und es ift folglich die Summe beider Momente: 
sh? hs? sh 8 
7+t#=-70+2 


Diefe Summe gilt nım (nad) $. 226) aud) fir jedes der übrigen Dreiecke, 
und es ift daher biejelbe fiir da8 Polygon von n Seiten: 


nsh 8? F 8? 
mm Er) 
wenn man den Inhalt defjelben: ' 
n: *. durch F ausbritdt. 
Bezeichnen wir den Winkel A SX durch «, fo ift nad) $. 226 das Mo- 
ment in Hinficht auf die Are ASL: 
— W, (sin.a)? + W, (cos. «)?; 
daſſelbe ift aber auch gleich dem Momente W, in Hinfiht auf KSD oder 
XX, daher hat man: 
W; = W\ı (sin. c)? + W, (cos. &)?, oder: 
W, (sin. a)? = W; [1 — (cos. @)2), d. i.: 
M (sin. a)? — = W; (sin. @)?, und folglich: 
w, = W;3. 
Für eine Are TU, welche um einen willfitrlichen Winkel XSU— p 
von der Are XX der Symmetrie abweicht, ift ferner das Moment: 
W= W, sin. 9? + Ws, cos.9? = W, (sin. 92 + cos. )) — W.. 
Wenn man folglic, in der obigen Gleichung 


17 F 8? 
Wi + r=5 (+5) wWw=W,=% 


- 


einjest, jo erhält man für jede beliebige Üre des regulären Polugons das 
Maß des Biegungsmomentes: 


F 8? 
W=W, = m=7(# +5). 
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oder, wenn man nod) den Halbmefjer des Polygons SA —= SB = r, und 
2 
hiernad A? — r? — T fest: 
_F 2\ _F(r’ + 2A) 
v=7 5) 


Für einen Balken mit regelmäßig 2% feitigem Querſchnitt, wie ADF, 
dig. 400, I. und II. hat man, wenn r den äußeren Halbmefler CA, 8 bie 


Gig. 400. 





Seitenlänge AB, h den inneren Halbmefjer CZ bezeichnet, entweder , 


g\? 
e—=rvdre—=—h= \ "-(5) 


zu fegen, je nachdem die im Schwerpunkte auf der neutralen Are errichtete 
Normale einen Eckpunkt (Fig. 400,1.) oder die Mitte einer Seite (Fig. 400, IL.) 


trifft. 
Daher folgt für den erften Fall: 


w_W_Fe+2W) umd fir den zweiten: 


e r 12r 

“ - 1 — Feten, während in beiden Fällen: 

F=Nnsh=nh V" —- m— Uns (5) ift. 
Das Berhältniß der Tragmomente * T und 7 Tit = . 


Iſt die Anzahl n der Seiten des polygonalen Querſchnittes ungerade 
(Fig. 400, III.), jo hat man fir e ſtets CA=r als den größeren Abftand 
in Rechnung zu bringen, vorausgefegt, daß die Kraftrichtung in eine Sym⸗ 
metrieare des Querſchnittes hineinfällt. 

Für den quabratifchen Querſchnitt iſts — 2kh—=r v2 und daher das 
Tragmoment 
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W (2 2 | 
n—1 — - _1I— — 
— T= Yıs — T= 7a 1= Y/ıa —— - T—0,333 58 T, 
Vs 
dagegen | 
Ww y3 
Hy tr r= PR r- 


92 - 
Während alfo das Biegungsmoment des Balkens mit quadratiſchem Quer⸗ 
ſchnitte daſſelbe iſt, ob derſelbe mit einer Kante oder mit einer Fläche nach 


unten gelagert wird, iſt das Tragvermögen im letzteren Falle v2= — 1,414 mal 
fo groß wie im erfteren. 


Für den fechsfeitigen Querſchnitt hat man 


2h 
rg r-37° s? — 2,598 8?, daher: 


WER He) VER En) EV 





e 4 8 
= 8 vi r3 —= 0,541 r? und 
w_»V3.8.% 8? 
4.5 73 
Fir den regelmäßig achtjeitigen Querſchnitt ift: 
s—rYV2 — Yan = ZV2 + Va u 


2 v2 
F=4sh=2. V2 .r = s?; daher: 
y⸗ 





— db), 83 — 5); r? —= 0,625 r?. 


WEINEN, [og 


e 
W_P_ N tLa= 0,691 r3. 


Ah g3Vya+Ya 


Balken mit kreisförmigem und elliptischem Querschnitte. g. 2331. 
Fur den Kreis als Polygon von unendlich vielen und unendlid) fleinen 
Seiten it s — 0, daher folgt das Maß des Biegungsmomentes eines 
Cylinders: 

4 
„= Z rn I — 0,7854 rt und 
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M_El — 0,7884 r3. 
e 4 
Für einen hohlen Eylinder oder eine Röhre mit dem äußeren Halbmeſſer 
r, und dem inneren Halbmefler r3 folgt daher durch Subtraction: - 
vw — — —————— D)_p ‚nt+n 
4 


-7 [+ 1-36 +7) 


wenn F = nr (r? — r?) den Inhalt des ringfürmigen Querſchnittes, 
1] er 


r = 





* den mittleren Halbmefler, und d — rı — r3 bie Wanddicke 


des Chimere bezeichnen. 
Für den hohlen Cylinder folgt das Tragmoment 


b\2? 
W x (rn — 2 7 Fr 14 (5) 
—_T— I 7 T—_-_. T. 
e 4 71 2 14 b 
2r 
Der horizontale Durchmefler AB theilt den Bollfreis DE, Fig. 401, 
Fig. 401. in zwei Halblreife ADB und AEB, und 
D es ift das Maß des DBiegungsmontentes für 
eine folche Hälfte in Hinficht auf den Durch⸗ 
_N N meller AB: 
| \ 4 4 
— F. 
N £ Nun fteht aber der Schwerpunkt S bes 


Halbfreijes um CS — ni (f. 8. 116) von 


dem Mittelpunfte C des Kreifes ab, es ift daher für die parallele Are NN 
dureh 8: 


wW=W,-F.(R=W, -r. (3) 
37 
= — Kr 5 — Be = 0,1098 . r. 
Ferner ift: 
dr 
0OS=e = 5, 0,4244 r und 
DS = ea = 0,5756 r, folglid: 
= 0,1098 
— 0,5756 





rd? —= 0,1907 r? und 
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W 0,1098 
— 1 ⸗ 3 [U U 0) 8 
& 0,4244 n 0,2987 r 


Dagegen ift für den Halbfreis mit verticalem Durchmeſſer: 





4 
w—= "7 — 0,3927 rt md 


8 
3 

Wr _ 0,8997 r. 

e 8 


In Hinfiht auf eine Are NN, welche um den Winkel NSX = a von 
der Symmetrieaxe CD, Fig. 402, abweicht, ift da8 Moment des Halb» 
kreiſes: 


art 1 8 
_ 7 3 ı(_ _ —_N\ sin. a8 
W= 3 cos. 0? + zr G 5 sin. & 
— (0,3927 cos.a? + 0,1098 sin. «?) rt. 
Fig. 402. Fig. 403. 





Aus der Formel 


fir das Biegungsmoment des Vollfreifes läßt fich auch das für eine Ellipſe 
ABAB, fig. 403, ableiten. In Folge der ans $. 12 der analytifchen 
Hülfslehren bekannten Beziehung der Ellipfe zum Kreife ift, wenn ABı AB, 
einen Kreis vorftellt, deſſen Halbmefler CA der einen Halbare a der Ellipfe 
glei, ift, und wenn die andere Halbare CB der Ellipfe durch db bezeichnet 
wird, das Verhältniß nn ber Breite D_E eines elliptifchen Elementes zur 
1 . 
Breite Di Eı eines gleichliegenden und gleichhohen Elementes vom Kreiſe 


BB CB b 





Da nun aber das Biegungsmoment eine ſolchen Streifens nur der einfachen 
Breite proportional wächſt, fo verhält fi) daher auch das Moment eines 
Steeifend DE der Ellipfe zu bem entfprechenden Streifen Di Eı des Kreifes 
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wie d zu a, und es ift folglich auch das Maß des Biegungsmomentes für den 
Körper mit elliptifchen Querſchnitte gleich B von dem mit Freisförmigem 
Querſchnitte, d. i.: 


v 77T F. und 
W_W_aa_ , 
gramm hr. 


Enthält dieſer Körper noch eine elliptifche Höhlung mit den Halbaren 
a, und di, jo hat man für denfelben: 


sb — a3 — 42 
wer Zen) EZE um 


Ww_ (ab — a?bı) — FeZa. 
e 4a 44 
Iſt ferner ein Körper mit rectangulärem Querſchnitte entweder um 
Fig. 404. feine Are herum, ober, wie in Fig. 404, an den 


Seiten elliptiſch ausgehöhlt, fo hat man für 
deſſen Biegungemoment: 
_ bh _ aid, 
. v-377 
zu fegen, wobei b und A die Breite AB und Höhe 
A A BB des rectangulären Querſchnittes ABBA, 
dagegen a; und di die Halbaren CE und CF ber 
halbelliptiſchen Ausſchnitte D-FE bezeichnen. 
Das Tragmoment hat die Größe: 
w ab — aba? „_bH—Inhra? 
e r Yyh — 64 








$. 232. Das Maß W des Biegungsmomentes von einem Cylinder oder einem 
Cylinderabſchnitte läßt ſich einfach auch auf folgende Weife ermitteln. 

Fig. 408. Man theile den Duadranten ADO des Eylin« 

derquerfchnittee AOBN, ig. 405, in n 

gleiche Theile, führe durch die Theilpunfte ver- 
ticale Schnitte, wie DEFG u. ſ. w. und 
beftimme die Biegungsmomente der dadurch 
erhaltenen, als gerade Parallelepipede anzu- 
fehenden Blätter, z. B. DEFG u.|.w. Die 
Summe ber Biegungsmomente biefer Blätter 
giebt das Biegungsmoment des halben Cylin⸗ 
ders AOB, und durch Verboppelung biefes 
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Momentes erhält man das Biegungsmoment des ganzen Cylinders. Be⸗ 
zeichnet r den Halbmefir CA = C ° des reicſürmigen Querſchnittes 
AOBN, fo iſt ein Bogentheil DE = - ‚II =, und in Folge der 
Aechnlichkett der Dreiede DEH und CDK hat man "er die Dide KL 
bes Cylinderblattes DEFG = 2.DGLE: 


KD EKD zr 
KL=G0GH=77' De= 7. 3,7 2 ED. 


Nun folgt nad) der befannten Formel in $. 227 das Maß des Biegungs- 
momentes von dem Blatte DEFG: 


__ KL.(2 KD: _ 7 


Segen wir den veränderlichen Winkel A CD, welcher den Abſtand des Schnit- 
te8 DE vom verticalen Durchmefjer A B beftimmt, — 9, fo erhalten wir für 
die Ordinate oder halbe Blatthöhe DK == r cos. p, und daher das letzte Bie- 


4 t 4 cos. 2 .4 
gungemoment — — (cos. ) — ar 3+ 4008.29 + 008.49 , da 


3n“ 8 
fid) (cos. 9) = rien tg Tamip fegen Täßt (jiehe „Ingenieur“ 
Seite 157). Um nun das Maß des Biegungsmomentes des halben Cylin- 
derö zu finden, hat man im Factor 3+4c0s.2 9 + cos.4 , fir ꝙ nad) 
7 z N. rn . 
und nad) die Werthe 1 - In’ 2. In’ 3. In bis n F einzuſetzen, die 
erhaltenen Ecebriſe zu addiren, und zuletzt noch mit dem gemeinſchaftlichen 


Factor 7 dam I multipliciren. Nun giebt aber die Zahl 3, nmal zu fih 
abdirt, dns Product 3%, ferner ift die Summe der Coſinuſe von O bie x 
— Null, weil die Cofinufe im zweiten Duadranten von = bis 2 gleich und 


entgegengefegt find den Cofinufen im erften Quadranten von O bis =. und 


ebenjo die Summe der Cofinufe von O bi8 27, — Null, weil aud) die 
Gofinufe im dritten Duadranten von = bis 2/, x die im vierten Quadrauten 
von 3/, x bi8 27 aufheben, daher bleibt flir das Maß des Biegungsmomentes 
von der Chlinderhäffte AO B: 


W rr‘ rt 

= m =; und endlid) für den ganzen Cylinder: 
zr‘ 

W = —- = 0,7854 rt, oder aud) 


4 
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ac d* 
= — 4 
W 64 0,09817 dt, 
wenn d — 2r, den Durchmeſſer des Cylinders bezeichnet. 
(Anmertung.) Im Gewande der Differenzial- und Integralrechnung ifl, da 99 
ein Element des Bogen ꝙ bezeichnet, dad Element DE — a „= 7d9, und 


daher das Moment des blattförmigen Flächenelementes DEFG, 
_2d9.rt er ——— 
— 3 3— 8 


4 
= 75 8+ 4008.29 + cos. 49)d9 -7,.829 + 408.2 999 + cos. 4 pp) 


4 
=7518 39 -+2c08.2 93 (29)-+ Y, c08.4 93 (4 p)] 
und endlich das Moment des Eylinderftüdes ABED: 
4 
W=5(3fpp+2 008.2 93(29)+ Y feos 490 49), d. i.: 


W= T (39 +2sin.29+ Y, sin.4y) (}. analyt. Hülfslehren, 8. 26, I.). 


(cos. p)! = 


Wird 9 — 7. alio sin.29 = sin.n = 0, und sin. 49 = sin. 21 - 0, 
eingejegt und das Ganze verdoppelt, jo erhält man, wie oben, das Biegungs⸗ 


moment des ganzen Eylinders, wieder 
rt 3n 7 rt 


Für das Segment DOE ift dagegen 


rt . . rt 

W= 2 — 89 +235in.29+'/, sin. 49) 63 

— >> — retro] r 
8 12 


= [6 (an — 29) —88in.2 9 — sin.4 9] . 


Durch einfache Subtraction läßt fi mittels der legten Formel aud) da8 Moment 
W für ein Brett DEF G von endlider Dide KL beitimmen. 


(8. 233.) Balken mit krummlinigen Querschnitten. Für Körper mit 

gefegmäßig krummlinigen Querſchnitten beftimmt fid) das Maß W 

Fig. 406. des Biegungsmomentes am ficherften mit Hilfe 

der höheren Analyſis. Man zerlegt zu diefem 

Zwecke eine folche Fläche ANP, Fig. 406, durd) 

Ordinaten in ihre Elemente, und beftimmt nun 

die Momente eines ſolchen Elementes ſowohl in 

Hinfiht auf die Abſciſſenaxe AX als aud in 

Hinficht auf die Ordinatenare AY. 

Iſt x die Abfeiffe AN und y die Ordinate 

NP, jo hat man den Inhalt eines Elementes: 
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oF=yox 
(f. analyt. Hülfslehren, $.29) und daher das Maß feines Biegungsmomentes 
in Hinficht auf die Are AX: 
oWı = \Yy?-aF= 4,y?0x 
(f. 8. 227), und dagegen in Hinficht auf die Are AY: 
oW, = r2y0z, 
da hier da8 Element an allen Stellen um z von A Y abfteht. 
Durch Integration erhält man nım für bie ganze Fläche ANP—= F: 


_1/. 
m=; [vo 


wm = f zIyox. 

Hat man nun (nad) $. 117) den Schwerpunft S ber Slähe ANP er- 
mittelt, alfo feine Coordinaten AK —= u und KS = v beftimmt, fo findet 
man biernad) die Maße der Biegungsmomente in Hinficht auf die durch 
den Schwerpunft gehenden und den Coordinatenrichtungen parallel laufenden 
Aren: 


und 


W= —J — vu F, 
und 
W; — [a1y02 — u?F. 


3.2. für eine Parabelflähe ANP, deren Gleihung y? = px ift, 
bat man (nach $. 29 der analyt. Hitlfslehren): 
F = 2), 2y, und (nad) $. 117) 
w— ha umdv—?;Y, 


3\3 3\? 2 3 
2 — — 2 — — 2. — — 8 
»r= (5) F=(2)» Fl et) 


3\? 3\? 2 6 
ıfF —|- ı— {_N\r2.L[ — — 73 
“Fr (5) F= (5)® Ts AT Bei 
2 
Da ferner aus = pr, a —% und du = FUO4 


p 
folgt, fo ift: 
1 2yöy_ 2 2f; 2 2 
91: — / 3. Ay 42 
yon 3J ? 2» 3 = 15p 759 u 


1 2 1 
= 5 ;W.VP=; FW 


daher: 





8. 234. 
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* 29209 2 2 2 
[vr = . 79 =, /vy=}5 = 7 * 


Endlich ergiebt ſich: 


2 
Wi = rn — (5) FypP= = — —W 25, Fy%, 
und 
wm= - Fx? — (5) Fa = 3 Fæꝰ. 
Für eine ſymmetriſche Parabelfläche ADB, Fig. 407, deren Sehne 
AB= sun Höhe CD— % ift, läßt ſich hiernach fegen: da8 Moment 
Sig. 407. in Hinficht auf die Symmetrieaxe XX: 


— 17 ) _ Eh 
5 2) 20° 30’ 
wogegen das in Hinficht auf die normale Are 
YY bleibt: 
m= * HZ TE ns. 

Für einen parallelepipedifchen Balken mit 
parabolifchen Flankenhöhlungen beiderfeits, Fig 
404, iſt: 

W YNabh®? — 2. !zbı (2 a,)° 

e l/h 

__5bh® — 32, a? 

30h u 
wobei b die äußere Breite, % die äußere Höhe, dı die Tiefe einer Höhlung 
und a, die halbe Höhe derjelben bezeichnen. 





Krummlinige Querschnitte. — Kommt es darauf an, das Bie- 
gungsmoment eines Körpers zu ermitteln, deflen Duerjchnitt eine zuſam⸗ 
mengefegte oder eine ungefegmäßige Figur bildet, fo muß man ent- 
weder diefen Duerjchnitt in Theile zerlegen, für welche das Maß W bereits 
befannt ift, oder man muß denjelben durch verticale Tinten in fchmale 
Streifen zertheilen, die Maße der Biegungsmomente diefer Streifen (nad) 
$. 227) beredjnen und zuletzt noch diejelben durd) Addition vereinigen, 
wobei wieder mit Bortheil die Regel von Simpfon oder Cotes in An- 
wendung gebracht werden fann. 

St z. B. ABÆC, Fig. 408, eine folche Figur oder ein ſolcher Theil 
des Körperquerfchnittes, und fol das Biegungsmoment defjelben in Hinficht 
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auf die Are AX beſtimmt werden, fo ermittelt man erft dag Maß W, für 
ben Flächentheill AB G.D, und dann da8 Maß WW; für den Theil CED; 
Fig. 408. fubtrahirt man dann das letztere vom erfteren, jo 
erhält man das gefuchte Moment: 
w = M — W;. 

It die Grundlinie AD des erften Theiles 
— x, und find die in gleichen Abftänden von ein- 
ander ftehenden Höhen deflelben 24, £ı, £2, 23, 24: 
jo hat man da8 entiprechende Maß des Biegungs- 
momentes nad) der Simpfon’ichen Regel: 


1 x 
w, = zZ 7ett4n +23 +15 +2). 


Iſt dagegen die Breite C.D des abzuziehenden 
Stückes ODE— x,, und find die Höhen deffelben 
Yo, Yır Ya, Ya, ſo hat man nad) der Regel von Cotes (f. analyt. Hulfs- 
lehren, $. 39): 

1 7 


m=72' , % + 3y) +39 + y5)- 


Geht AX nicht * ben Schwerpunkt S des ganzen Ouerfchnittes, fo 
muß dann noch durch die bekannte Regel ($. 225) eine Reduction auf die 
Are durch S vorgenommen werden. Auf diefe Weile find natürlich auch 
noch andere, vielleicht unter AX und neben A Y gelegene Theile des ganzen 
Duerfchnittes zu behandeln. Den Schwerpunkt S kann man entweder nad) 
8. 127, oder auch empirisch beftimmen, indem man bie ganze Fläche aus 
dunnem Blech oder Papier ausfchneidet, und auf eine ſcharfe Schneibe legt 
(f. 8. 106). Wenn man auf diefe Weife zwei Schwerlinien beftimmt, fo 
erhält man im Durchſchnitte derjelben den gefuchten Schwerpunkt. 


Beifpiel. In der Fig. 408 if ABGEC ein Theil von dem Querſchnitte 
einer Eijenbahnichiene, welcher ſich als die Differenz zweier Flächen ABGD und 
CED anfeben läßt. Wenn nun die erftere eine Breite A.D von 35 und bie 
legtere eine Breite CD von 25 Millimeter hat, und wenn ferner die Höhen de& 
erfteren Xheiles 

2, = 74; 2, — 73; 2, = 71; 2, = 67 und ae, = 6, 
und die des ee 
y — 5; Yyı = 39; y = 47 und y, — 56 Millimeter 
betragen, jo Mrd das mei des Biegungsmomentes vom erſten Theile: 





v— 86 5 [74° + 608 + a 78° + 67) +2 , 713] 
— 2.4 . 4096167 — 8'992384, 
‚und dagegen das vom zweiten Theile: 
W=3:28-.4[5° 456° 43 (89° + 479] 


$. 235. 
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25 
= 57: 685167 — 692882, 


daher das gejuchte Maß für die ganze Fläche ABGEC: 
W= W, — W, = 3'982384 — 692882 = 3'289602. 


Anmertung. Auch kann man jegen: 
3 
v=2 (£) 1.8.9 +4.12.9+2.2.y9 +4.3%.9 +1.4.y) 


23 
= 5 d4y +84 + 36% + 16Y,), 
192 


wenn Yo, Yı, Ya, Ya, Yı bie in ben Abftänden Y% &, Y 5, % $, % 8, Yı $, bon 
AX gemefjenen Breiten bezeichnen. 


Balken an einem Ende befestigt, am anderen frei. Im Fol⸗ 
genden ſoll, ſobald nicht das Gegentheil bemerkt ift, vorausgejegt werden, 
daß der Balfen prismatiſch, und die Richtung der angreifenden Kräfte ver- 
tical fei. Abwärts gerichtete Kräfte gelten dabei als pofitiv, aufwärts ge⸗ 
richtete Kräfte find daher negativ. Als Coordinatenanfang gilt der Be— 
feftigungspunft 2; die Horizontale BX fei die pofitive XAre, die pofitive 
YAre ift vertical abwärts gedacht BY (Fig. 409). Unter « fei der 

Fig. 409. Neigungswinfel (Bogenlänge für den 
Halbmeſſer Eins) an einer beliebigen 
Stelle der elaftifchen Linie, unter y 
die Ordinate dajelbft, d. h. die Sen- 
tung unter der horizontalen X’ Are 
verftanden, und insbeſondere bedeute 
&, den Einflemmungswinfel bet B; 
% den Neigungswintel im Angriffs- 
punkte der Kraft P; s, die Senkung 
in demfelben Punkte A. Bei mehre- 
ren Kräften P,, P,, P; ... follen O&ı, O0, bg... und $1, 9, 83... die 
entjprechende Bedeutung für die bezüglichen Angriffspuntte Aı, As, As - - - 
haben. Die Winkel & follen pofitiv genommen werden, wenn fie ımterhalb 
AX, negativ, wenn fie oberhalb AX Tiegen. Ein Kraftmoment endlich) 
foll pofitiv fein, wenn e8 den Balken unten concav zu biegen ftrebt, im 
entgegengefegten alle wird e8 als negativ in Rechnung geſetzt. Die Winkel 
& jeien in allen Fällen Hinreichend Hein vorausgejegt, um diejenige Com⸗ 
ponente (S,) der verticalen Schubkraft eines Duerjchnittes vernadjläffigen 
zu dürfen, welche, bei einer Zerlegung dieſer Verticalfraft nad) der Ebene 
des Querſchnittes und jenfrecht darauf, nad) diefer legteren Richtung fich 
ergiebt. Dem entjpredjend fer immer tang. — sin. a —= « gefekt. 

Für die Tragkraft des Balkens in einem gewiſſen Ouerfchnitte im Ab- 
ftande = von B ift nad) bem Früheren die Gleichung maßgebend: 
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M=Pl—-)=T", 
oder, wenn die Spannung der von der neutralen Schicht am weiteften ab- 
ftehenden Fafer nicht bis zur Elaſticitätsgrenze gefteigert werden, fondern 
nur den Werth % erreichen foll, fo gilt 
M=Plü-)=k. 
Diefe Gleichung kann dazu dienen, entweder aus der bekannten Belaftungs- 
art die Duerfchnittsbimenfionen, nämlich = , oder bei gegebenem Querſchnitt 


die dafelbft in den äußerften Faſern eintretende Spannung % zu ermitteln. 
Dean erfieht fogleih, daß % mit M wächſt, und für den größten Werth 
max. M ebenfall8 den größten Werth annimmt. Die am meiften gefährdete 
Stelle wird daher diejenige fein, fiir welche M ein Maximum wird. 

In dem vorliegenden Falle erreicht M offenbar feinen größten Werth fitr 
z = 0, alfo im Befeftigungspunkte B, und man nennt diefen Punkt den 
Bruchpunkt oder Bruchquerfchnitt, für welchen alfo die Gleichung gilt: 

M=-Pl==k = . 

Wie aus dem Späteren fich ergeben wird, können zuweilen mehrere Punkte 
in dem Ballen vorhanden fein, in welchen dag Moment M der äußeren 
Kräfte ein Maximum wird, d. h. wo es größer ift als in den beiderſeits 
benachbarten Punkten. Man nennt diefe Punkte alddann relative Brud- 
punkte, und es kommt dann darauf an, unter diefen verfchiedenen Maximal⸗ 
werthen von M denjenigen herauszufuchen, welcher abfolut genommen der 
größte ift. Der Ouerfchnitt, für welchen diefes Moment gilt, heißt dann 
al8 der bei dem primatifchen Körper am meiften gefährdete der abjolute 
Bruchquerſchnitt. 

Nach dem Vorſtehenden iſt die Aufſuchung der Bruchpunkte, d. h. alſo 
der Marimalwerthe von M ihrer Größe und Lage nad) immer von beſon⸗ 
derer Wichtigkeit. Man kann ſich diefe Unterfuchung durch graphifche Dar- 
ftellungen fehr erleichtern, und erreicht dabei den VBortheil, von der Veränder- 
lichkeit de8 Momentes M immer ein anjchauliches Bild zu erhalten. “Denkt 
man fic) zu dem Zwecke für jeden Punkt des Balfens das Moment berechnet, 
und auf einer Geraden AB, ig. 409, II., von der Ränge des Balkens in 
den einzelnen Punkten Ordinaten ab aufgetragen, welche ben Momenten in 
den darliberliegenden Punkten des Balkens nad) einem beliebigen Verhältniſſe 
proportional find (nach oben für pofitive, abwärts für negative Momente), 
jo giebt die Verbindung der Endpunkte fänmtlicher Ordinaten eine gewiſſe 
gerade oder krumme Linie, welche in ihrem Berlaufe ein deutliches Bild von 
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der Beränderlichkeit ber Momente ergiebt. Es iſt dazu in den meiften Fällen, 
wenn nicht etwa die Belaftungsart eine ganz unregelmäßige ift, nur die Be⸗ 
rechnung und Auftragung einer oder einiger weniger Ordinaten nöthig, um 
die entjprechende Curve ihrem Gefete gemäß zu verzeichnen. So 3. B. bat 
man in dem vorliegenden Falle nur nöthig, da8 Moment in einem Punlte, 
etwa in B zu berechnen und gleidh BD nach einem beliebigen Maßjtabe 
aufzutragen. ‘Die gerade Verbindungslinie AD ift danıı die gefuchte Linie. 
Namentlich läßt diefe Darftellung eine Kombination der Momente, die von 
verfchiedenen Kräften und Belaſtungen herrühten, zu, wobei man natürlich 
den an ſich beliebigen Mapftab für ſämmtliche Momente beibehalten muß. 

Für die elaftijche Linie des Balfens hat man nad) $. 223 fir irgend 
welchen Punkt im Abftande x von B die Bedingung: 

0y 


WE — —=P. (l — x), 
woraus durch Integration 
— 
1) «= 3,7 (te — 2) + 0%. 
Die Eonftante ift nämlid) hier a, weil für = — 0, > — 0, fein muf. 


Aus 1 folgt wieder durd) Integration: 
2) y = — ( x — * + 9x 
97 aWwE z) T m# 


Diefe beiden Gleichungen geben für jeden Punkt der elaftifchen Linie die 
Neigung und die Senfung an, und man erhält fpeciell die Neigung a, im 
Angriffspunfte A und die Senkung s ebeubafelbft, wenn man z — Tin 
die Gleichungen einfegt, zu: 


3) = “tom 








3 
3 WE 
Bei einer horizontalen Einmauerung des Balfens hat man &, —= 0 zu 
fegen. Wenn der Balken über den Angriffspunkt der Kraft hinaus noch 
um eine beftimmte Länge 7’ verlängert wäre, fo würde die Verlängerung 
zwar eine Krümmung nicht erleiden, fie witrde jedoch unter dem aus Gleis 
Hung 3 fich ergebenden Neigungswinfel &, gegen ben Horizont geneigt fein, 
und in Yolge deſſen beträgt die Senkung des freien Endes außer dem flir 
den Angriffspunft A aus Gleichung 4 ſich ergebenden Betrage s noch den 
Werth Ua, im Ganzen aljo 
staf=g!+ 2 


27 
775 . 





Aq ’+ 


Fi" + 
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Wenn der Ballen AB, fig. 410 I, eine über feine ganze Länge J $. 236. 
gleihmäßig vertheilte Laſt Q zu tragen hat, wobei q die Belaftung q — & 


$ig. 410. pro Längeneinheit beträgt, fo beftimmt 
fid) da8 Moment M für einen Quer⸗ 
ſchnitt C im Abſtande x von B, als 
das Moment der auf dem Balfen- 
füde AC = 1 — x rubenden Be 
laſtung a (U — 2). Da diefe Laft 
in ihrem Schwerpuntte, aljo im Ab- 


jtande * von C wirkend zu den⸗ 


fen ift, fo folgt dag Moment 
Ii—zx — 1)? 
M=ga(l —e) 5) 4° =, 
und für die Tragkraft des Balfens in C gilt daher die Gleichung: 
q nt _ k V. 


2 e 
Das Moment M ift hier ebenfalls für z = 0 ein Marimum, welches 


ſich zu gl s = 2: berausftellt, aljo nur halb fo groß, als das Bruch—⸗ 


moment ift, welches bderfelben Laft am Ende des Ballens entſpricht. ‘Die 
Momentencurve, Fig. 410 IL, ift Hier eine Parabel. Um dies zu erfennen, 


— 1) 
fee man in ben Ausdrude für M = q —— die Differenz — ze, 











jo wird die Gleihimg M — > 22, welche Gleichung für eine Parabel gilt, 


deren Parameter r ift, deren Scheitel in A und deren Are in AZ fällt. 
Die Gleihung der elaſtiſchen Linie folgt wie im vorigen Paragraph zu: 
MY _Iua_m—1 2 
WE, =, — 214°) 
und darauf 


_0oy__ q a3 
«= !-.+ zw (Pe — 1er +5) 





— — (Er id, = 
y-hrtzwE\: 3 'n)' 
woran, wenn 2 — 1 eingefett wird, für das freie Balkenende folgt: 
— a (nn 2) — 
= + (| "rz)zur gg m 
Weisbach's Lebrbuch der Mechanik. I. 30 
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_ _ 9% 
alt zpelz— ar = tgwE 
Die Neigung des Balkens am —* beträgt daher nur 1/, von derjenigen, 
welche der Balken annehmen wiirde, wenn die Laft im Endpunkte A con⸗ 
centrirt wäre, und die Senkung am Ende iſt nur 3/, von derjenigen bes am 
Ende belafteten Balkens. 


Biegung durch zwei Kräfte. Wird ein an einem Enbpunfte B 
feft eingeflenmter Ballen A, A, B, Fig. 411 und 412, von zwei Kräften 


Sig. 411. Fig. 412. 





P, und P, gebogen, deren Angriffspunfte A, und A, von dem Befeftigungs- 
punkte die Abftände 7, und I; haben, fo fällt da8 Biegungsmoment in einem 
Punkte Sı des Stüdes A, As: 
M=P(h — x), 
und dagegen das in einem Punkte S; des Stüdes A, B 
M%=P(h—-»LPRGb—o 
aus, wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Kraft P, 
diefelbe oder die entgegengeſetzte Richtung bat wie Pi. Macht man in 
dig. 411 und 412 I. BG = Pılı ud BE= Pk, fo flellen bie 
geraden Linien A, G und A; E die Momente dar, welche dei Kräften Pi 
und P, einzeln für die verfchiedenen Duerfchnitte des Balkens entiprechen. 
Um von dem refultirenden Momente beider Kräfte eine Darftellung zu er- 
halten, hat man daher nöthig, in jedem Punkte die beiden dieſem Puntte 
zugehörigen Ordinaten ber beiden Öeraden A, Fund As Z zu addiren, indem 
man 3.8. K, Cı von H, in ber entjprechenden Richtung nad) ZZ, L, anträgt. 
Sind, wie in dem vorliegenden alle die Momente durch gerade Linien 
dargeftellt, jo genügt e8 offenbar, nur einmal etwa in B bie gedachte An- 
tragung vorzunehmen, und man erhält, wenn man G1 — BE mad, 
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und HGı zieht, durd) die gebrochene Tinte A HG, ein Bild von ber Ver⸗ 
änberlichleit des vefultirenden Kraftmomentes. 

Wenn die beiden Kräfte P, und P, in derfelben Richtung wirken, fo hat 
das rejultivende Moment, wie Fig. 411 II. zeigt, fein Marimum in B, 
und es gilt für die Tragfähigkeit des Balfens die Gleichung: 

max. M = Pıl PBVSIV. 
Da das Moment in dieſem Falle überall poſitive Werthe hat, ſo wird der 
Balken auch an allen Punkten nach derſelben Richtung gekrümmt ſein, und 
zwar nad) unten concav. Die Krümmung iſt von A, nad) B hin wachſend, 
da das Moment fortwährend in diefer Richtung größer wird. 

Wenn die beiden Kräfte entgegengefegte Richtung haben, Fig. 412, fo ift 
das Moment in B ausgedrüdt durch: 


M=Pı — Pıl, 


das Moment in Az ift wie im erften Falle P, (ı — ). 

Es kommt num ganz auf das Verhältniß von D; !, zu Pl, an, welcher 
von den beiden Werthen des Momentes in A, und B der abfolut größere 
und daher bei der Beurtheilung der Tragfähigkeit maßgebende iſt. Sept 
man Pılı = Ps, fo fällt die Linie Z@, nad) HB; das Moment in 
B ift Null und A, iſt der Bruchquerjchnitt. Iſt indeß Pl, > Pr, fo 
richt der Punkt Gi über B, das Moment in B hat einen pofitiven Werth, 
welcher in dem Falle, daß P, = Ps wird, ſich berechnet zu 

Ph — Pbh=P (bh —h), 
alfo ebenjo groß, wie da8 Moment in As. Die Momentenlinie HG, fällt 
dann parallel mit der Are B A, aus, und da8 Moment ift in ber Strede 
As B wnftant gleich Pi (h — %&). Im diefem Falle ift die Krummung 
des Balfens zwifchen A, und B ebenfalls conftant, d. h. die elaftijche Linie 
ift zwifchen A; und B ein kreicbogen, deſſen Halbmeſſer nach dem On 
beren aus 





ſich berechnet. 

Wenn PR, <P, ift, jo rückt der Punkt GC, noch höher hinauf, und nähert 
fi) dem Punkte @, ohne denfelben jedoch jemals zu erreichen, jo lange P, 
nicht zu Null wird. 

Segt man jedoh Pıli < Pal voraus, fo ritdt, wie in Fig. 412, 61 
unter die Are B A, herunter, und die Linie HG, ſchneidet die Are irgendwo 
in einem Punkte O, defien Abftand x von B gegeben ift durch die Bedingung: 


Ph—-=PRlk— 2). 
30* 
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Auf der Strede A, O ift das Moment überall pofitio, daher die elaftifche 
Linie hier überall concav nach unten gefriimmt. Das Moment erreicht auf 
diefer Strede fein Marimum in A, md zwar Pı (h — bh) In O iſt 
M — 0; daher der Rabins der elaftiichen Linie daſelbſt: 


„_WE_WE_, 
_ıM 0 —7 


d. h. der Balken nimmt an diefer Stelle gar feine Krümmung an, die 
elaſtiſche Tinte hat dafelbft einen Wende⸗ oder Inflexionspunkt (fiehe analyt. 
Hüffsiehren, 8. 14). Zwiſchen O und B ift da8 Moment negativ, der 
Balfen wird daher in diefer Strede concav nad) oben gebogen. Das Mo- 
ment erreicht. hier feinen größten Werth in B von der Größe Pıı — Pehr. 
Es find fonad) hier zwei relative Bruchpunkte vorhanden, einer in A,, der 
andere in B; und für die Tragfähigleit des Balkens ift derjenige Werth 
von Pi (li — 1) und Pılı — Pa ls maßgebend, welcher abjolut genommen 
der größere ift. 


8. 238. Eilastische Linie für zwei Kräfte. Die Gleichungen der elaftifchen 
Linie eines von zwei Kräften P, und P, angegriffenen Balfens laſſen ſich 
aus den in den Paragraphen 235 und 236 gefundenen Formeln leicht zu⸗ 
fammenfegen. Da durch die in A, wirkende Kraft P,, Fig. 411 und 412, 
in der elaftifchen Linie eine StetigkeitSunterbrechung erzeugt wird, fo gelten 
für die beiden Streden A, A, und A, B natürlich auch bejondere Glei⸗ 
Hungen. 

Die Neigungen und Senkungen der elaftifchen Linie entftehen hier aus 
drei Urjachen, und zwar aus: 

1) der Neigung ag, unter welcher der Ballen bei .B befeftigt ift, 

2) der Einwirkung der Kraft P, und 

3) der Einwirkung der Kraft D,. 

Addirt man fr jeden Punkt des Balkens die Wirkungen, welche aus diefen 
dret Urfachen ſtammen, jo erhält man die Ausdrücke für die refultirenden 

Fig. 418. Neigungen und Senkungen der 

elaftifchen Linie. Im Fig. 413 

it in I. ein nicht durch Kräfte 

angegriffener unter &, eingeklemm⸗ 
ter Balken gezeichnet. Man er: 
fennt, daß die Neigung in allen 

Punkten diefelbe ©, und daß bie 

Senkung, in Folge der fchrägen 

Einfpannung allein, im Abftande x 

von B, & x und am Ende u Lı 

beträgt. In II. iftein horizontal 
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eingefpannter Ballen dargeftellt, an deſſen freiem Ende die Kraft Pı wirkt. 
Die Neigung und Senfung jedes Punktes ift hier befannt durch die Formeln 
in $. 235. Sn III. endlich ift ein ebenfall8 horizontal eingeklemmter 
Balken gezeichnet von der Länge 2, welcher in A, im Abftande /, von B 
durch eine Kraft P, angegriffen wird. Für die Strede A, B ift die Nei- 
gung und Senkung jedes Punktes ebenfall8 durch die erwähnten Gleichungen 
$. 235 beftimmt, für da8 überragende Stüd A, Aı hat man zu berüd- 
fihtigen, daß für daſſelbe überall die in A, ftattfindende Neigung 

PR u 
WE? 
vorhanden ift, und daß vermöge diefer Neigung, ähnlich wie in I, ein Punkt 
im Abftande x von B nod) um die Ördpe 

u@-)= 2.0 

tiefer liegt, als As, io daß in diefeı Punkte, durch alleinigen Einfluß von 
Pz eine totale Senfung von 


a = 


#P_ 33 PP» 
sws"twas2 8 
und in A, eine ſolche von 
P, Ps 


8 
ZwE + wg" — bh) 
eintritt. Wenn man dies berüdfichtigt, jo kann man die Gleichungen für bie 
elaftifche Linie ohne Weiteres hinjchreiben. Diefelben find, wenn & im All⸗ 
gemeinen die Neigung und y im Allgemeinen die Senkung eines beliebigen 
Bunktes im Abftande x von B bedeuten, folgende: 
a) für die Strede A, B: 


P z P X 
2. 27 he 5) +5 (2-5) 
— P (2S — 29) + Babe a) 
=%r 2 WE 
* 
— art zn — 5) + swz a 57 
— P, (31,2? — x?) + P; (31,2? — x?) 
Et 6 WE 
und fpeciell fir As if: e 
u Pan -W+RU 
0% = 0 + 2 WE 


Pi (21113 —1 P,.21 
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b) für die Strede A, As: 
— Ah: y 

“= + 5 (he )+ WE: 
— PR, @Lhx — 2) + Pl 





p, 12 
vente tete ME 2 








=, Ather ABu rem, 

und fpeciell für A, ift: 
pP Pl 
Ele u 
8 8 — 

= a1 + Zu + BBy + GW 

— pP, 2 + Ru, — 1) 

— Fe 5 7 ee 


In derjelben Weife könnte man auch fitr beliebig viele Kräfte Pi, Pa, P3.--. 
die Gleichungen für die einzelnen Streden der elaftifchen Linie, und damit 
überall die Neigung und Senkung derjelben finden. Iſt ferner anftatt einer 
diefer Kräfte P eine gleichmäßig vertheilte Belaftung vorhanden, fo find 
für diefelbe die Formeln aus $. 236 anzumenden. 


Wirkung eines Kräftepaars. Wenn der Balken A, B, Fig. 414, 
unter der Einwirkung eines Kräftepaars P, — P, fteht, fo erhält man bie 
Gleichung der elaftifchen Linie fitr die Strede A, B, wenn man in der oben 
entwidelten Formel PL = P und PR — —P fest. Es folgt dann, wenn 
man & = 0 annimmt: 

_ P@ ce — 2? — 24,74 2°) _Phz—-bkn) _PQ —L) 
— 2 WE WE wE "” 

Nun ift aber P (li — 15) nichts anderes, ald das Moment des Kräfte 
paars, welches mit MM bezeichnet werde, jo daß man alſo auch jchreiben Tann 
& M 
x WE 

Aus der legten Gleichung folgt, daß 

die auf die Längeneinheit entfallende Bie⸗ 


gung = conftant fir alle Punkte der 


Strede A, B ift, und außer von dem 
Biegungsmomente WE nur von dem 
Momente M des Kräftepaars, nicht aber 
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von der Länge Is abhängt. In Folge diefer conflanten Krümmung ift die 
elaftijche Linie zwifchen As und B ein Kreis, wie wir fchon früher anführten. 
Die Neigung der elaftifchen Linie in A, ergiebt ſich hier zu: 
M M 
4 = 75 * oder allgemein « — 75 
Denkt man ſich einen Balken von der Länge 7, welcher an einem Ende 
die Laſt P zu tragen hat, he ' die Neigung am Ende gegeben durch 
M 1 
2 WE WE 2’ 
unter M das Angriffsmoment P} verſtanden, und wenn die Laft 2 _P gleid;- 
mäßig über den Ballen verbreitet ift, fo beträgt die Neigung am Ende 
2pu pıı Mı 
6WE O1 WES VEsS 
unter M das Moment 2 P 2 — Pl verftanden. Es geht daraus hervor, 


daß ein Kräftepaar, defien Moment M ift, an einem Ballen von der Ränge 
I eine doppelt fo große Neigung des freien Endes erzeugt, als eine Kraft P, 
die am freien Ende wirkt und deren Moment Pl = M ift, und eine drei- 
mal fo große Neigung, als eine gleichmäßig vertheilte Laft, deren Moment 


2P. = Mil. 
Um die Senkung bes von einem  Relftepan P, — p, in dem Punkte A,, 


d. b. im Abftande Z, zu ermitteln, erhält man nad Einfegung von P für 
P, und — P für P; in der " betreffenden Sreiänung in $. 238 das Refultat: 


_ lt 9) 0 0:0 1 73/03 — 73 
J 2WE awE® 
M 
— — 12 
oder allgemein ur 7 . 


Wenn die Senkung an einem Balken von gleicher Ränge J durch ein am 
Ende wirtendes Gewicht P hervorgebracht wird, deſſen Moment Pl gleich) 
dem Momente des Kräftepaars ift, jo beträgt fie 

PW M 2 


3wE WE3' 
und wenn fie durch eine gleichmäßig verteilte Laſt 2 P erzeugt wird, deren 
Moment 2 P r ebenfalls gleiche Größe mit dem Momente des Kräftepaars 


bat, fo beträgt fie 


EEE mn en GE m —— GE 


$. 240. 
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Es beträgt alfo die von dem Kräftepaar erzeugte Senkung ®/smal fo viel, 
als die durch die Kraft P; und 2mal fo viel als die durch die Laſt 2 P 
erzeugte Durchbiegung. 

Die Einwirkung eines Kräftepaars auf das Balkenende muß immer an- 
genommen werden, fobald ein ſolches Ende nicht auf einer einfachen Stüge 
ruht, fondern in der Mauer eingeflemmt, ober durch Schrauben ſo mit dem 
betreffenden feften Gerüft verbunden ift, daß die Ballenare an der Ber 
feftigungsftelle genöthigt ift, in einer beftimmten Richtung (meift in der hori» 
zontalen) zu verharren. Da nämlich ein auf Stügen ruhender Ballen bei 
der Biegung über den Stigpunkten Neigungen annimmt, wie fie im Bor- 
ftehenden ermittelt worden find, fo muß man die Wirkung des Einflemmens 
ober Einfpannens ſich fo vorftellen, als ob an der Befeftigungäftelle ein 
Kräftepaar wirkend wäre, welches das Balfenende fo weit zurüdbiegt, als die 
äußeren Kräfte beftrebt find, den Ballen von der Richtung abzubiegen, unter 
welcher die Einfpannung geſchehen ift. Es Liegt daher auf der Hand, daß 
diefes Kräftepaar nicht auftreten würde, wenn man die Enden eines auf 
Stügen ruhenden Balfens unter denjenigen Winkeln einflemmen wollte, 
unter welchen diefe Enden ſich durch den Einfluß der äußeren Kräfte ſchon 
von vornherein biegen wilrden. Ein Zwang wilde in dieſem Falle durch 
das Einklemmen nicht ausgeitbt werben. 

Der hier betrachtete Fall der Einwirkung eines Kräftepaars auf einen 
Balken kommt in der Praxis u. A bei den Aren der Eiſenbahnwagen vor. 
Es ift dabei der Drud der Feder auf die Arbüchfe P, und die Reaction 
der Schiene — P (oder umgefehrt), und man fann fid, die Age in ber Mitte 
horizontal eingefpannt denken, ba die Belaftung beiderſeits ſymmetriſch an- 
geordnet ift. 


Einseitig aufliegender Balken. Die Formeln in $. 238 finden 
in mehreren Fällen der Praxis ihre Anwendung. Iſt z. B. ein Ballen AB, 
Big. 416. Fig. 415, in einem Endpunfte B 
horizontal eingemauert und im 
anderen Endpunfte A einfach uns 
terftügt, fo entfteht die Frage, 
1 welches iſt die Biegungskraft in 
A ober welchen Druck P, hat bie 
Stüge A auszuhalten, während 
der Balfen in einem Zwiſchen⸗ 
punkte O von einer Laſt P nieber- 
gezogen wird? 
Es fei die ganze freie Balten- 
länge AB =], die Armlänge 
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der Laft P, alſo BC = 1; fo ift in der Formel für sı, $. 238, zu fegen: 
I fir 7; 1, für; — P, für 2; Pfr 2 und oo, — 0. 

Da nun A und B in gleichem Niveau liegen, fo muß sı, d. h. die Senkung 

des Angriffspunftes A von P,, gleich Null fein. Demnad) folgt: 


— p2° + Pal? — 1) 


1 == 6 WE 
woraus die gefuchte Stütfraft in A: 
_sW-V , 
ul Blur 1 me 
Für den Fall, daß P in der Mitte wirkt, d. 5. wenn 1 21, iſt, folgt: 
13 [3 
31 - — — 
4 8 5 
P= )%5 P= 16 P. 
Hieraus folgt das Biegungsmoment in C: 
I 5 
dagegen das m B: 
M;=—Pi+P 2 — * Pl — 0,1875 Pl. 


Es ift alſo das Moment in B größer, al8 in C, und daher B der Brud- 
punkt, fir welchen die Beziehung gilt: 


3 w 

M= 5 Pl=k ru 

woraus die Tragkraft des Balkens zu: 
16 kW 
*»77 


folgt. 

Fir einen Punkt M zwifchen B und C, deſſen Abſtand von A gleich x 
fei, ift das Moment 
—5Pxı+16P (= — ) 


Setzt man dieſen Werth gleich Null, ſo ergiebt ſich 


8 
0 


als der Abſtand des Punktes D, in welchem eine Biegung nicht eintritt, 
d. h. des Inflexionspunktes. Die Veränderlichkeit dieſes Momentes und der 
Biegung des Ballens wird durch die Ordinaten der Geraden HL und LA 
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veranfchaulicht, welche durd) die Enbpunfte von BH = * Pl und von 


(L=— * PL gehen. 


Denn man es die Aufgabe ftellt, die beiden größten Momente in B und 
C gleich) groß zu machen, fo ergiebt fich aus: 


l 
PÜ—-1I)=Pu — Pl,P, nr 
oder wenn wieder Z — 2], iſt: 
pP 
Pı =7' 
Das Moment ift dann in B wie in C 
P 1 1 


Wenn man den Werth I 5 für P, in den Ausdrud fir die Senkung s; 


einſetzt, fo wird: 


pP 12 13 
—__93 — — — 
— ___ m 
ı = 6 WE — 246WE 14WE 
8 
Wenn man aljo dem Stüßpunfte A eine Senkung von — Ina WE un 7 


giebt, d. h. denfelben um diefelbe pofitive Größe höher Iegt als B, fo erhält 
man in B und C gleich große Bruchmomente von der Größe z - Das 


Bruchmoment ift daher durch diefe Anordnung um (7 — Pl=0,0208.PI, 


d. h. um etwa 9 Procent Fleiner geworden, als wenn A und B in gleicher 
Höhe liegen. 

Es ift hierbet immer &, — 0, d. h. eine horizontale Einmauerung des 
Balfens bei B vorausgefegt. Man könnte die Gleichheit der Momente aber 
bei gleicher Höhenlage der Stittpunfte A und B auch durch eine fchräge 
Einmauerung unter einem Winkel &, erlangen, welcher Winkel ſich aus 


13 13 
Fonıp 17-5) 
— — s 
fe 6 WE 
ergiebt. Es folgt daraus 


pn 
o=+ 


144 WE’ 
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d. h. man muß bei gleicher Höhe von A und B den Ballen unter diefem 
Winkel ©, nach unten fehräg einmauern. 

Der Inflerionspunft D Tiegt unter der Borausfegung der vortheilhafteften 
Unterftügung, d. 5. wenn AH = CL, offenbar in der Mitte zwifchen A 
und C. 

Wenn der Ballen AB, Fig. 416, eine gleichmäßig über feine Länge 
vertheilte Laſt Q — gi zu tragen hat, fo berechnet fich ebenfo wie vorher 

$ig. 416 die Stügfraft P, in A dadurch, 
nn daß die unter Einfluß von P, 
und Q dem Balken in A er 

B theilte Senfung s, —= 0 gefett 
wird, fobalb die Punkte A und 
B gleich hoch gelegen find. Iſt 
auh a, = 0, fo gilt aljo bie - 
Gleichung: 














E 


[| 
— 
[} 
| 
J 
[ 
-.. 
‘ 





ee _ __ 9 _ pe 
a ll, U TgwE 3wWE 
Rh woraus 
= = Q fich ergiebt. 


Das Biegungsmoment in irgend einem Punkte, deffen Abftand von A 
gleich x ift, berechnet fich zu: 


M=-Pıa+g47 — Ss gla+q5 
Daſſelbe hat zunächſt einen —* Werth M Bi z — 1, nämlid: 
— _!: "_, 2? _ı 
M, 8 gl? + 175 = zur 
2 


Ein anderes Marimum befteht fir x — 7 
Sest man diefen Werth ein in die allgemeine Gleichung 


23 
M= — Pı® + q 9’ 
jo folgt das zweite Marimum des Momentes: 
Pı q pP? pP: 
— m 2. — — A 
M; Pı — q + 92 gq? 2q' 


*) In dem Abflande von = = 7 bon A ift nämlich die verticale Schubfraft 
Null, daher dad Moment nad $. 220 ein Marimum. Auch findet man aus 


ıM = 0, ohne Weitere — P, + 9 


— _Pı 
Iz ee er 
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3 


oder da ‘ pP zu, 
— 9 LE 9 
fo ift aud) M;, = ẽ Prüm”: QL. 


Da Mı = . Ql= . QLl größer als M, ift, jo gilt fir die Trag- 
kraft des Balkens die Gleichung 


U _,W 
mM=ygmk e 


woraus die Tragkraft Q alſo 8. 3/1; = 1"/zmal fo groß folgt, ald wenn 
die Yaft in der Mitte concentrirt ift. 


2 
Das Moment M= —PıxıH+tgq * ft Null für = 0 und 


r—=2 3 — 3/,1; jo daß der Inflexionspunkt D, von dem Balkenende A 


einen Abſtand 3/,7 bat. Die Curve ZIDKA in Fig. 416 läßt die Ver⸗ 
änderlichkeit des Momentes erkennen. 

Man kann fi) auch hier die Aufgabe ftellen, die beiden Momente 
M, = BH md M, = KE gleidy groß zu machen, und hat dann: 


1? P? 
M=—-Pl+gz=,=—M 
Durch Auflöfung diefer Gleichung erhält man: 
P=— al + Val’ + a = al (— 1 + V2)= 041419. 
Sept man diefen Werth für P, ein, fo erhält man das Moment in B 
M, = — 0414191 +9 u — 0,0857 Q1. 
Das Marimum M; liegt jet im Abftande 
== oa, 
und es beträgt für diefen Punft ebenfalls 


M, — — D oaalı + ® 


BAUID? , _ _ on087 Qu. 


Um die Gleichheit der Momente zu erreichen ift wie vorher entweder eine 
Ueberhöhung der Stüte A, oder eine fchräge Einmauerung nad) unten unter 
dem Winkel &, nöthig, und man findet wie vordem die Erhöhung 

0,4141 9.13 gi _— 3,3128 + 3 
raw ee 
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oder die Neigung 


gu 
= + 0018 — 


Durch diefe Anordnung wird da8 bei gleicher Höhe von A und B und 
horizontaler Einmauerung 2 QL betragende Bruchmoment um 0,0393 Q1 
oder um etwa 31 Procent herabgezogen, aljo die Tragkraft in entjprechendem 
Verhältniſſe vergrößert. 


Beiſpiel. Wie hoch muß ein 0,200 Meter breiter hölzerner Balken gemadt 
werden, welcher an einem Ende horizontal eingemauert und in 5 Meter Entfer: 
nung dur eine Säule unterftügt ift, und pro laufenden Meter mit 500 filo- 


gramm gleihmäßig belaftet ift, wenn die größte zuläjfige Spannung zu 0,75 Kilo: - 


gramm pro 1 QDuadratmillimeter angenommen wird? 
Wenn die beiden Stützpunkte in gleidem Niveau liegen, jo ift daß größte 
Biegungsmoment an der Einmauerungsftelle i 


2 s 
m, = & _ ır _ u une — 17562500, 
daher folgt die erforderlihe Höhe A des Querſchnittes aus: 
2 5 — 
M, = 11562500 = 4 be = 200 ,% ‚9,75 ui 975 1, A = V62500 = 30 Millim. 


Wenn man durch Hebung der Stüge M, = Ma = 0,0857 Q3 macht, fo folgt 
h, aus 
0,0867 . 0,5 . 50002 = £ 200 hi 0,75 zu A, = 205 Millimeter. 


Die hierzu erforderliche Hebung 3 der Stüge beſtimmt fi, wenn man den 
Elafticitätsmodul Z = 1100 Kilogramm annimmt: 


gu 05. 
s—=0,013 WET 0,013 T 


— > 257 Rilineer. 
12 200 . 2063. 1100 


Balken auf zwei Stützen. Wenn ein Ballen AB, fig. 417, von 

der Fänge !in A und B auf zwei Stügen aufruht, und in C im Abftande 

Fig. 417. AC= I, von A ımd BC=], 

von B eineXaft P zu tragen hat, 

jo erhält die Stüge A einen Drud 

P,, welcher durch die Momenten⸗ 
gleichung in Bezug auf B: 


ſich ergiebt zu 
Pı = pa. 


Ebenfo ift der Auflagerdrud P, 
in B, P, —P a. Das Bie 





8. 241. 
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gungsmoment in einem Punkte D, deflen Abftand von A glei = fein 
mag, ift: 


7 
welches Moment in C fein Maximum erreicht, gleich 
Pu —p. ih. 


Trägt man diefe Größe in C, glei Cı E, auf, fo ftellen die Ordinaten der 
Geraden A, E, für jeden Punkt des Baltenftüdes AC bie Kraftmomente 
dar, da diefelben den Abftänden z proportional wachen. Eine gleiche Be- 
trachtung Täßt fich fiir das andere Balfenftitd BC anftellen, für welches 
die Gerade Z, B, die Kraftmomente darftellt. Der Ballen ift auf feiner 
ganzen Länge concav nad) oben gefrümmt, und der Bruchpunkt Tiegt in C. 
Man hat daher für die Tragkraft die Gleichung: 
ıb V. 


PT=k, 


Wenn P in der Mitte wirkſam ift, fo hat man , = = — und es 


geht obige Gleichung über in: 
l w 
Fitz 


d. h. ein auf zwei Stigen ruhender in der Mitte belafteter Balken hat eine 
viermal fo große Tragkraft, wie ein an einem Ende eingeflemmter und am 
anderen Ende belafteter Balken von derſelben Länge. 

Wenn die Kraft P in der — wirkt, ſo iſt die Tragkraft des Balfens 


am Heinften, denn das Product pa a iſt offenbar ein Maximum für I =]. 


Der Ausdrud 1,1; iſt nämlid) a8 ein Rechte mit den Seiten I, und % 
aufzufafien. Wenn man über A, B, einen Halbkreis zeichnet, jo ift das in 
C errichtete Roth CF nach einer bekannten Eigenfchaft bes Kreifes von 
jolcher Größe, daß OF} —= Aı Cı X Bi Cı. Das von P in verfdie- 
denen Lagen des Angriffspunftes hervorgerufene Bruchmoment ift daher den 
Duadraten diefer Lothe proportional, und am größten, wenn C in der Mitte 
zwiſchen A und B liegt. DBezeichnet man die Entfernung des Angriffs- 
punkttes C von diefer Mitte mit f, jo iſt dag Seuämanen: 


_,6 1-7). —— 


woraus man erkennt, daß die ſperherbe Berminberung des rufe 
mentes der Größe f? proportional ausfällt. 
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Wenn der Balken eine über feine ganze Länge I gleichmäßig vertheilte 
Laſt Q — qu zu tragen hat, fo betragen die Auflagerdrude in A und B, 


Fig. 418, jederſeits n und das Mo- 
ment ift für einen Punkt D im Ab- 


Tig. 418. 





92 2 17 
Diefer Ausdrud er zu einem 
* 





Marimum fir x — — 
ift der Werth des Biegungsmomentes in der Mitte: 


2) — 1 _ 


und zwar 


< I 
folglich ergiebt ſich fur die Tich higkeit des Balken aus 
_,# 
8 e 


ein doppelt fo großer Werth, als einem gleich langen Balken bei in der 
Mitte concentrirter Belaftung zulommt. 
Wenn man m jeden Punkt von A, Bı die Größe des Momentes 


M=gq In 2 berechnet und als Ordinate y aufträgt, jo giebt bie 


Curve A, C B. eine Darftellung von der Beränberlichkeit des Kraftınomentes 
in den verjchiedenen Duerfchnitten. Diefe Curve, welcher die Gleichung 


y= > (iz — 2?) entſpricht, ift eine Parabel, deren Scheitel in C, und 
deren Hauptare in C, Zu, fällt. Man überzeugt fich Hiervon leicht, wenn 





man den Coordinatenanfang von A, nad) C, verlegt, d. h. &ı = 2 — * 


2 
und yı = < — y fegt, dann wird die Gleichung: 


won=3@-e)-3Gn) 

F 436 & 5 (5-2 oder 
= m 2) 

welches die Scheitelgleichung einet Parabel vom Parameter - iſt. 


*) Um dies zu beweiſen bilbe man = = 0; aljo 


— 


ge _ — 
5 -98=0; oder x = 


im 
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Wenn der Balten AB, Fig. 419 und 420, außer der gleihmäßig ver- 
theilten Laſt Q noch in dem Punkte C eine concentrirte Kraft P zu tragen 
- hat, jo nehmen die Stigpunkte A und B die Drude 
part —44 
A=P7 + 2 wmPA=P7 + 2 


Big. 419. Fig. 420. 


auf, und es ift das Biegungsmoment in einem Bunte N, welder um x 
von A abfeft: 


NV =Px z (rm _ 2) x 4 @ a .) x. 


Das Biegungsmoment ift ein Marimum in demjenigen Punkte, in welchem 
die Berticalfraft gleich Null it, alfo fir 














Pı = q2; oder für — 2, 
vorausgefegt, daß = < Zı, Fig. 419, d. 5. daß bie über Z, ausgebreitete 
Laft größer ift, als der Auflagerdrud in A. Es ift ohne Weiteres erfichtlich, 
daß = unter allen Umftänden größer ale rn fein muß, da Pı > 2, d. h. 


PA> a; if. Es kann fomit der betreffende Punkt, in weldem das 


Moment ein Darimum ift, nur in der größeren Abtheilung des Balkens, 
und zwar zwifden der Balkenmitte und dem Angriffspunkte C der Kraft 
P liegen. 
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Sür den Fall, daß qlı < Pı, Fig. 420, findet das Marimum des 
Biegungsmomentes in C ftatt, und zwar hat daflelbe dann den Werth: 


— 12 I 12 Ä 
Rn — 


Für den Fall, daß 

P. /„hCCGCVy 
— ——49) 336 
ift, folgt Ä 
nh — 2h—-ıI ho 


7 7 Fa 7 





z 
Q 


Es dient aljo der Werth z als Kriterium daflir, ob das Marimalmoment 


zwiichen die Balfenmitte und den Angriffspuntt C der Kraft P fällt, oder 
ob e8 in C ftattfindet. Man bat daher für die Tragfähigkeit des Balfens: 








P —l .. 
a) wenn 31, iſt 
— p. . F— 86 2 95 
max. U = Pı =, RA ?7+5 39 
—;", 
€ 
und 
pP h—b... 
b) vn ze 31, ift: 
— g\hk _,W 
mas. M=(P + 5) ; — 
zu ſetzen. 


Dieſe Formeln finden insbeſondere ihre Anwendung, wenn man das Ge— 
wicht G des Trägers mit in Rechnung bringen will, wo dann G@ ftatt Q 
einzujegen ift. 

Um die Biegungsverhältniffe zu ermitteln, kann man fich vorftellen, der 
Träger fei in dem Angriffspuntte C der Kraft P feft eingefpannt, und das 
Ende AC werde durch die Kraft — P, in A und durd) die gleichmäßig 
vertheilte Laſt gLı angegriffen, während das Ende BC unter der Einwir- 
fung der Kraft — P, und der Laſt q Is ſteht. Wenn der Neigungswintel 
y, unter welchem bei C die elaftijche Linie gegen bie horizontale XAre ge- 
neigt ift, befannt wäre, fo ließen fich die Senkungen und Neigungen für 
jeden Punkt des Trägers nad) den Formeln in den Paragraphen 235, 236 
berechnen. Die Neigung 9 in C ift aber von vornherein nicht gegeben. 
Man kann indeflen Y Leicht beftimmen, wenn man die Ausdrüde für die Sen- 
tungen der Punfte A und B unter C einander gleichſetzt, da A und B bei 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 91 
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der Biegung um gleich viel iiber CO liegen müflen. In dem Ausdrude für 
die Senkung von A kommt der Winkel Y vor, als derjenige, unter welchem 
die Einfpannung des Balkens bei C zu denken if. Es muß daher bei Be- 
trachtung des anderen Balfenftitdes B C offenbar — Y als Einſpannungs⸗ 
winfel angenommen werden. 
Bezeichnen wir wieder die (hier negative) Senkung des Punktes A unter 
C mit s, fo folgt für A: 
— Pl 1 r q Iı 3 
sh gwgt3wEN 





und für B: 
P, 1 I 
— — _PRbh gls 3 
° 2 zwE + &wP® 


Nach Gleichſetzung dieſer Werthe von s folgt fir y: 


21213 
—— ?(; i ;%) 
u ° WE — 3 WE 


_(: — 
150m ıy — 4) 
3WE sWE 
Segt man nun = I, + 1, fo folgt nad) entjprechender Reduction: 
 h—hb Pa + ge). 


y(ı +1)= 





3WE 


Setzt man diefen Werth für y in die Gleichung fir die Senkung s des 


Punktes A oder B ein, fo erhält man als Durchfenkung des Balkens in C 
den Ausdrud 





—7 qlı 13 
hryn sw + az 
% Q 
p212 1X%13 
— 2 +aıı rı 7391 14 
RE U Ze ZZ eat LUIS FE BEER Er 


3WE SsWE 


_ 121 2 + U 
= win (? + en, Gm) 
Sept nıan in dem Ausdrude fiir y 
I 


lı — 2 == 2’ 
fo folgt: 

y=P!; 
es findet aljo dann in der Mitte die größte Durchbiegung ftatt. Um diefelbe 
zu finden, hat man nur in dem Ausdrucke für s ebenfalls , = Ik — 5 


einzufegen, fo folgt die Senkung in der Mitte: 
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— 14 2 + 1/, 12 _ 13 
= I6.3W8 (P +0 8.1, )-aw5®+ 0). 


— 0 iſt alſo s — 54. — 
Sir PO if alfo s = 5% 18 WE Wenn daher die ganze Laſt 


gleichmäßig auf den an beiden Enden unterftüsgten Balken vertheilt ift, fo 
fällt die Bogenhöhe nur 5/smal fo groß aus, als wenn diejelbe in der Mitte 
des Balkens hinge. 

Die Winkel &, und B,, welche die elaftiiche Linie in den Stützpunkten mit 
der horizantalen XAxe bildet, beftimmen fich nach den „Paragraphen 235 
und 236 sau 





Pl 
— — li 
Ar rn 
und 
P,l qi? 
— — Pb AN , 
= — z:wEtrsWwE 


Setzt man hierin die Werthe für yı, Pı und D,, fo folgt: 


__A (pi +2), JE 
“= —- p(P 61 re) 
1 (pub + 21) 13 
= + 0) 


Bein =h = z fo wird 


p.ı gi: 12 
-ehegwitaws ww5®rt+t29. 


Wenn P nicht in der Mitte des Trägers wirkſam ift, fo findet Die größte 
Einſenkung nicht in C ftatt, weil ſonſt = 0 fein müßte Will man 
den Punkt der größten Durchbiegung ermitteln, jo jet man den allgemeinen 
Ausdrud für den Neigungswinfel der elaftifchen Linie in der größeren Strede 
AC gleich Null. Diefe Gleichung ift nach den Paragraphen 235, 236 


pP a x 

e=r- wol 5) ter + 5), 

Wenn man diefen Werth gleich Null fest, fo findet man durch Auflöfung 
nach z den Abftand desjenigen Punktes von C, in welchem die Tangente der 
elaftiichen Linie horizontal, alfo die Einſenkung ein Marimum if. Diefe 
Einſenkung ſelbſt erhält man dann dich Einfegen des gefundenen Werthes 
von x in die allgemeine Gleichung für die Senkung: 

— P 1 1? 22 — I, 2? a 
vor: ler) tw 3 7m) 

Ein anderer in der PBraris nicht felten vortommenbe Tall ift der, dag 
ine Laft @ — eg gleihförmig vertheilt ift auf einen Theil EF= c 

31* 
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der ganzen Fänge 7 des Balkens AB, Fig. 421. Bezeichnen wir wieder 
die Entfernungen ber Mitte D diefer Laſt von den Stlgpunften A und 2, 


Fig. a2. 





durch 7, und 7, fowie die von diefen Punkten aufgenommenen Kräfte durch 
Pı und Ps, fo haben wir aud) wieder 
—ı 
A=7 
und 
P. — 
Wäre Q nicht vertheilt, ſondern griffe dieſe Kraft nur in D an, fo würde 
das Moment fir D, — ih fein, und wenn man baffelbe durch eine 
Ordinate DZ repräfentirt, fo ließen ſich die Momente für die anderen 
Punkte von AB durd) die geraden Pinien LA und LB abfdjneiden. Da 
aber für die Punkte innerhalb EF den Kräften P, und P, nod) die darüber 
liegende Laſt entgegemwirkt, fo erleiden die Orbinaten zwifhen ZG und FH 


noch eine Verminderung. Für den Mittelpunkt D der belafteten Baſis UF 
kommt 3. ®. das Moment des halben Gewichtes, d. i.: 


2.2 _ ur, 


2 4 
— _ Qu 
7ĩ 





in Abzug, und es bleibt daher von der Ordinate DL — nur noch 


das Stud 
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DY-DL-WI=g( -%) 

übrig. Für einen anderen Punft N, deſſen bei AN = x fein möge, 

ift dagegen das Moment: 


P.NA—NE.g NE a De 


— =Pe— 


und wenn nun P,z duch die Ordinate NR und But neig 
dur das Stüd SER vepräfentirt wird, giebt die Ordinate NS 5 das ganze 
Moment: 

Pa — @— Hh lg c)?q 
an. Dafjelbe fällt natitrlich für verjchiedene x, d. i. fiir verſchiedene Punkte 


fehr verfchieden aus, ift aber fr æ — ı - c—= —- ein Marimum, 
und zwar: 


P pP: P 
Pı ren) =? +h- he) 


+ — e\ __ Qu ec 
= 2 (n-2+ ru (ı-2)= ri 8), 


Hiernach sahen wir Is für da8 Tragvermögen diefed Balkens zu jegen: 
Ub(,_ 2). 
I ( 2) ee 


Beiſpiel. Welche Laſt trägt ein hohler parallelepipebiicher Träger aus 
10 Millimeter didem Eiſenblech, deflen äußere Höhe 0,500 Meter und äußere 
Breite 0,160 Meter beträgt, wenn er auf 2 Meter Länge gleihförmig belaftet 
wird und der Schwerpunkt der Laſt von den beiden Stügpunften 3 Meter und 
2 Meter horizontale Abftände hat. Man hat hier: 








W_b3 — bh? _ 160 . 5008 — 140 . 4808 
ei TI 903250 
. und 
2 —— —* 
2 — 4. — 
(1 - 3) = (1 - 2. > Eon = 1200. = 960, 
und daher die gejuchte Pa 
k 
5 Q = %34250 - 907 9410 k, 


oder wenn die höchftens zuläffige Spannung x für Schmiebeeifen zu 6 Kilogramm 
angenommen wird, jo folgt Q@ = 56460 Filogramm. 


Anmerkung. Wenn die Laft Q nicht gleihmäßig über FF vertheilt ift, 
fondern je eine Hälfte derfelben in den Endpunkten Z und F' angreift, jo ift die 
Linie @GMH eine gerade, und das größte Moment durd die Ordinate GE 
dargeftellt, alſo 
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Q1 c\_ Wk 
69 


zu ſetzen, wofern 2, den größeren Abſtand DA, und l, den kleineren Abſtand 
DB ver Mitte D von den Enden A und B bezeichnet. 


8. 242. An beiden Enden eingemauerte Balken. ft ein in ber Mitte 
C belafteter Balken AB, Fig. 422, an beiden Enden horizontal eingeflemmt, 
Fig. 422. 


— + P — 


Tom = m. 7 






Tiogenm 
ul. 
Mt I EN M — 
MEERE TG 
A 





K 


jo nimmt derjelbe in der Mitte C eine Biegung nad) oben concav, und in 
jedem der beiden Auflagerungspunfte A und B eine Biegung nad) unten an, 
und es bilden fich dabei in den Mittelpunften D und E der Baltenhäfften 
CA und CB Wendepunfte, wo die Biegung Null, oder der Kruͤmmungs⸗ 
halbmeſſer unendlich groß if. Das Gewicht P wird zur Hälfte von AD 
und zur Hälfte von BE getragen, und es ift daher anzunehmen, daß jedes 


Balfenviertel AD und BE an den Enden D und E durd) — abwärts, 
und dagegen die Balkenhälfte DE an jedem ihrer'Enden D und E durd) 


(— 5) aufwärts gebogen wird. Jede diefer Kräfte hat den Hebeların 


AD=(CDuj.w= * — 9 es iſt folglich das Moment derſelben 


2.1 _ FE daher aud) " 


— —k w und die Tragkraft 


8 
P= "= 2. U fegen. 
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Es trägt alfo ein folcher Balken doppelt fo viel, als wenn er an beiden 
Enden frei aufliegt. 


Macht man die Ordinten AH—= BEK= (CL= = ‚und zieht dann 


die Geraden HL und KL, fo fchneiden die letzteren die ben Kraftmomenten 
und Biegungen proportionalen Ordinaten (MN) flir jede andere Stelle (M) 
des Balkens ab. 

Sest man in der gefundenen Formel ben Veftigfeitsmodul K ftatt der 
zuläffigen Spannung % ein, fo giebt fie natürlid) die Kraft zum Zerbrechen 
des Balkens, alfo: 
8KW 
le 

Da die Momente in A, B und C gleich groß find, fo ift auch in allen 
drei Punkten gleiche Bruchgefahr. 

Daß die Wendepunfte wirklich in den Mitten zwiſchen A und C fowie 
zwifchen BC liegen müffen, ergiebt ſich leicht aus dem Vorhergehenden. 
Geſetzt nämlich, der Balken läge bei A und B einfach auf Stügen, jo wilde _ 
die elaftifche Linie in A eine Neigung annehmen, welche nad) $. 241 zu 

PU 
16 WE 


ſich berechnet. In Folge der horizontalen Einmauerung des Balkenendes ift 
felbiges verhindert, eine Neigung anzunehmen. Man hat fid) daher die 
Wirkung des Einmauerns fo vorzuftellen, als wäre an jedem Balfenende 
ein Kräftepaar angebracht, deſſen Drehungsrihtung und Moment fo be- 
ſchaffen find, daß die durch die Belaftung angeftrebte Neigung der Balken— 
enden & vollftändig verhindert wird. Nach $. 239 beträgt nun die durch 
ein Kräftepaar, deſſen Moment M ift, per Tängeneinheit des Balkens her- 


P= 





ce = — 


vorgebrachte Neigung 75 Es muß daher die Wirkung des in A auf- 


tretenden Kräftepaars auf das halbe Balkenſtück 40 von der Länge — 


eine derartige fein, daß dieſelbe allein in A eine Neigung — « hervorbringen 
würde. Bezeichnet daher M, dieſes Moment in A, fo hat man nad) $. 241: 


pe 2 mı _Pp 
og wern wir uM—T 
Wenn man alfo den Abftand x von A beftinnmen will, in weldem bas 


P 
refultivende Biegungsmoment Null wird, jo hat man, wenn wieder Pı =; 
den Auflagerdrud in A bezeichnet: 
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0=—PatM=-2:+%; 


woraus 

x = 7 
d. i: die Inflexionspunkte liegen in der Mitte zwiſchen A und C ſowie 
zwifchen B und C. Das Bruchmoment in C ift: 


pP Pl 
5,5 t+tm=-5+0=-7, 
alfo ebenfo groß, wie da8 Moment M, in A und B, aber mit entgegen: 
gejegtem Vorzeichen behaftet, d. h. einer entgegengejetten Kerummung ent⸗ 
ſprechend. 

Die Senkung in der Mitte beſtimmt ſich nach den Paragraphen 235 und 


239 zu: 
a BO u (5) 5) pp, ___ pm 


M= — 





@aWwE “72.83WE  38.41.2WE 
1 pP 
— ._ 1 _ 73 _ 7 
— 436) — 448 WE 


Wenn in dem vorliegenden Yale die Laſt Q — gl gleichmäßig vertheilt 
ift, fo nimmt der Balken zwar auch in der Mitte eine Biegung nach oben 
concav und in jedem Auflagerpunkte eine foldye nad) unten concav an, nur 
liegen die Wendepuntte D und E, Fig. 423, nicht mehr in der Mitte der 


Fig. 429. 





Baltenhälften, da die Biegungskräfte R, R der Stüde AD und BE nod) 
burd) die darauf liegende Laſt verftärkt, und dagegen die Biegungsfräfte 
— BR, — R bes Mittelftüdes DE von biefer Laſt gefchwächt werden. Man 
findet den Abſtand x = AD — BE diefer Wendepunkte wie vorher. 
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Wäre nämlich der Balken in A und B einfad) unterftügt, fo wäre nad) 
$. 241 der Neigungswinkel der elaftifchen Linie in A und B: 
gr 
24 WE 


und, wenn M, wieder da8 Moment in A oder B bezeichnet, jo hätte man 
wie vorher: 





M, 


u — fo daß aus 
__Qe Mi Qı 
WE wm, folgt 


Das refultirende Moment ift alſo Null in einem Abftande AD=BE=rx, 
welcher aus 


Q 9 
-7:+M — 4 7 0 id) ergiebt zu: 


2 
( +: ) = Onser und 0,2113 7, 


von welchen der erjte Werth 0,7887 1 = AE und ber zweite Werth 
021131 — AD ift. 
Das Kraftmoment in der Mitte C berechnet ſich demnach durch: 


@) 


— _!&ıi w,__UÜ,a, 4 Qı 
“= -,3,+rMt+1ı7, = - 7 to +9 
folglich nur Halb fo groß, wie in A und B. 

Es folgt daher aus 

Qi — _ kW 
15 k — bie Tragkraft Q = 12 —— 75 


d. h. 3/, mal jo groß, als wenn die Laſt Q in der Mitte concentrirt wäre. 
Zrägt man x als Ordinaten AH und BK in A und B; fowie 


I 
x — CL in C auf, fo erhält man drei Punkte HZ, L und K der Curve 
(Parabel) HDLEK, durch welche die Beränberlichkeit der Momente dar- 
geſtellt ift. 

Die Senkung in der Mitte berechnet fi) nad) den Paragraphen 235, 
236 und 239 zu: 
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P, N 
8 6) + 4 —* eG) 
— 4 Q1? Q13 





2.8.3WE 124.2W8 " 3.8.0W8 

3” 1.9» 

— — (— 2 — — — — — 
am +5 5 + 8 48 WE 


Wenn man fi) aud) sr die Kukas ftellt, die Anordnung fo zu treffen, 
daß das Moment M, über den Stügen A oder B gerade jo groß ausfallen 
fol, wie das Moment M in C, fo hat man aa die Gleichung: 


ut 3) 


. M+aı, woraus 
_ _A4_ 
2M, = 8 der =; = —M. 


Damit nun aber M, in den Stügen nur gleic) x ausfällt und nicht, wie 


bei horizontaler Einmauerung gleich < ‚ müffen die Balfenenden A und B 


unter gewiffen Winkeln &, eingemauert werden, wofür nach dem früheren, 
88. 239 und 241, wie vorher die Gleichung angejegt werden kann: 











Q1: Mil Ql.. 

= awstaws oder da Mı = < fein ſoll, 
_ a, ge _, __ 

24WE 32 WE u 9 WE 


Wenn man daher die beiden Enden des Balkens unter diefem Winfel a, 
ſchräg (nad) unten) einmauert, jo werben die Biegungsmomente in A, 


B und C abfolut genommen einander gleich, nämlich x .Es iſt daher 
vermöge dieſer Anordnung das Biegungsmoment, welches bei horizontaler 
Befeſtigung in den Stutzpyunkten 5 betrug, in dem Verhältniß von 12: 16 


kleiner geworden, die Tragkraft des Balkens beträgt daher jetzt Q= 15 ar 
d. h. fie ift um 331/, Procent vergrößert. 

Es ift leicht, die Formeln ohne Weiteres Hinzufegen, wenn der Balken 
gleichzeitig eine gleichmäßig vertheilte Laſt Q und eine concentrirte Laſt P in 
der Mitte zu tragen hat. Es ift in dieſem Yalle: 

Das Biegungsmoment M, über den Stügen A und B: 
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ı [ 
M=-S+%=6r+29, 
und das Diegungsmoment in er Mitte: 
_ _(Z!_UA_._ 4 
#=-(S7+4)=-0@P+4Q0, 
Die Senkung in der Mitte ift in diefen Falle: 


1 1 13 
= - (7? +50) EWR 

Wenn die Kraft P den Balken außerhalb der Mitte in einem Punkte C 
angreift, welcher von A und B die Abſtände AC—=Iı md BC=L 
hat, fo find außer den Momenten M, in A und M; in B aud) die Auflager- 
drucke in diefen Punkten P, in A und P, in B vorläufig unbefannt. Man 
fann zu der Beitimmung von P, und M, durch Auflöfung von zwei Glei⸗ 
chungen leicht gelangen, wenn man wie bisher die Formeln der Para- 
graphen 235, 236, 239 anwendet. Der Ballen AB läßt ſich nämlid) 
anjehen wie ein nur bei B feftgehaltener Träger, welcher außer durch die 
gleichmäßig vertheilte Laſt Q noch in C durch die Kraft P; in A durch die 
Reaction — P, und ebendajelbft durch ein Kräftepaar vom Moment M, 
angegriffen wird. Schreibt man diefer Inanſpruchnahme entiprechend die 
Werthe für die Neigung & und Senkung s des Balfenendes A hin, fo muß 
a mit dem Winkel a, libereinftimmen, unter welchem der Balken bei A ein- 
geklemmt ift, und s muß gleich Null fein, da A und B in gleichem Niveau 
liegen. Bezeichnet noch 40 den Einmauerungswinkel bei B, fo hat man für 
die "ea | in A: 


und für die Senkung > u 4: 
pi: 05 Pe Mn" 


s=0=ßl+ nt wa" tawE 3wEt3WwE 


Aus diefen beiden Gleichungen die Werthe für M, gleichgejegt, Liefert zur 
Enmicrluns von P, die Gleichung: 


gu Pu Mi 
6WE 2WE“' WE 














3 2 
PESEI True Bee 
pP, 1? 13 Pl 
RR Brenn 
woraus: 
PA = put +2) + 2 +(&+ 3) und ebenſo 
7, ME 31) 22 


18 (+ Bd) WE. 
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Unter & und ß find hier die algebraifchen Werthe verftanden, d. 5. wenn 
3. D. beide Balfenenden unter den Winkeln a, und Po ſchräg nad) unten 
eingemauert find, jo ift &, negativ, 40 pofitiv zu nehmen. 

Sest man fiir P, feinen Werth in den Ausdrud fir M, ein, fo folgt: 


M=P au +7 ei + IE a0, + ß,) und 
pi, a awE 
M;, P-_—_ — 4 3— (on + 260). 


Für den Abftand = von A desjenigen Bunftes zwifchen A und B, weldjem 
das größte Moment entfpricht, Hat man wieder: 
Pı — 42 =0; 

vorausgefeßt, daß x < LI, umd I, > L if. Das Marimalmoment M ift 

in dieſem Falle: 

P 2 

H=M—-Pe+a5=M-Al+s()-Mm-5 

Wenn z > I, fo liegt der Bruchpunkt in dem Angriffspuntte c der 


2 
Kraft P, und das Moment ift dafelbft M—= M — Pıı —q 1. 


Wo der abfolute Bruchpunkt Tiegt, entfcheidet der abfolut größte Werth 
von M, M, und M.. Setzt man M = M, — M;, fo laſſen ſich ähnlich 
wie früher die Winkel x, und A, für die vortheilhaftefte Einmauerung des 
Baltens beftimmen, bei welcher die drei relativen Bruchpunfte gleicher Bruch): 
gefahr ausgefegt find. 

Für die Inflexionspunkte der elaftifchen Linie hat man die Gleichungen 

a) für die Strede A C: 

3 
M, — Pı 2 - 97 = 0; 

b) für die Strede BC: 

2 
M—-Pum—ıa2=0 

Die Werthe von x, und x; bedeuten dabei den Abſtand des betreffenden 
Inflexionspunktes vefp. von A und B. 

Die Gleichung der elaftifchen Linie, die tieffte Durchſenkung u. f. w. laflen 
fi mit Hülfe der allgemeinen Gleichungen in den Paragraphen 235, 236 
und 239 feicht aufftellen. 


Beifpiel. Zur Ueberbedung eines 3 Meter im Lichten weiten Schaufenflers 
fol ein aus 10 Millimeter ftartem Bley gefertigter hohler Träger von rectan- 
gulärem Querſchnitte (wie Fig. 387), defien äußere Breite 0,200 Meter beträgt, - 
angewendet werden. Wenn die auf dem Träger oberhalb ruhende Mauermafle 
einer Belaftung von 6000 Kilogramm pro Meter entſpricht, wie groß muß die 
Höhe A des Querſchnittes genommen werden, wenn die hödhftens zuläffige Span⸗ 
nung des Trägers zu 6 Kilogramm voraußgejekt wird? 
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Hier iſt & = 6,1 = 30W, k = 6, alfo: 
M, = ge — 4’500000 und daher zu jegen: 


12 
3_. — — 8 8— — 8 
4500000 — 5 2 —_b_— 20) -20)8 „ 200h® — 180 (h — 20) 


h 6h 
12 zZ 
' 
— 204° + 108004 — 216000 +00. 
Hieraus folgt durch Näherungsrehnung A — 286 Millimeter, wofür rund 
h = 0,300 Meter genommen werden kann. 


Anmerlung Wenn man die in diefem Paragraphen entwidelten Formeln 
für eingemauerte Balfen anwenden will, jo muß man ficher fein, daß die Enden 
der Ballen auf genügend befeftigt find, um fie als unwandelbar eingeflemmt 
anjeben zu dürfen. Dieje Befeftigung gejchieht in der Praxis entweder fo, daß 
man die Enden des Träger hinlänglich weit in die Mauern hineinragen läßt, 
jo daß durch das Gewicht der auf den eingemauerten Endftüden Iaftenden Mauer: 
mafje die Einflemmung bewirft wird, oder man befeftigt die Enden durch Unter: 
bolzen, welche in die Pfeiler bineingehen. Jedenfalls muß die Anordnung jo 
getroffen fein, daß das Moment der auf das Endftüd wirkenden Belaftung reip. 
des Ankerzuges mindeitens gleid M, jein muß. Würde diejes Moment kleiner 
fein, jo würde der Ballen über den Stüßpuntten eine Neigung gegen die Hori- 
zoniale annehmen können, und da8 Verhalten des Träger würde fih um jo 
mehr demjenigen eines nur auf Stügen ruhenden Balkens nähern, je Kleiner der 
auf die Enden ausgelbte Zwang der Einklemmung ift. Nennen wir in dem 
obigen Beifpiele x die Länge, un welche jedes einzelne Baltenende in die Dauer 
bineintritt, jo laftet auf einem ſolchen Endftüd das Gewit qx, und das Moment 
defjelben für den Bruchpuntt ift 

ga? _ 6x? 
2070702 





= 3%. 


Es folgt daher aus 

3 
ı —_ 6 . 3000° x — 4500000; = = V1500000 — 1,24 Meter. 
Man wird aber immer gut thun, die Enden entweder länger in die Mauer 
bineintreten zu laflen, oder in fonft einer Weile (etwa durch Anker) zu befeitigen, 
weil jene berechnete Länge nur dem Grenzfalle entipridt, wo das Moment 
des auf die Enden ausgeübten Zwanges gerade gleih dem Bruchmoment ift, 
aljo nur gleich derjenigen Größe, in welcher e8 bei der Belaftung des Balfens 
gefordert wird. Gegen Erſchütterung des Balkens wäre in diefer Beziehung dann 
feine Sicherheit vorhanden. Wenn eine derartige genügende Befeftigung der 
Baltenenden unterbleibt, wie in der Praxis allerdings häufig geihieht, jo darf 
man den Ballen nicht nach den Formeln des 8. 242, fondern nad) denen von 
S. 241 berechnen, wie fie für einen einfach unterftügten Balken gelten. 

Sol die Befeftigung des Balkenendes durch Ankerbolzen gejchehen, melde von 
der flügenden Kante den Abſtand x, haben, jo berechnet fih die Zugkraft Z 
welde dieje Anker auszuhalten haben, durch 

gl? 


2. =M=T:o 


aljo im vorliegenden Beifpiele, wenn man x, etwa glei 1 Meter annimmt, 
Z . 1000 = 4'500000; Z = 4500 $lilogranım. 


323 — 
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In Zwischenpunkten unterstützte Balken. Wenn ein an beiden 

Enden mit gleichen Gewichten P, P belafteter Ballen AB, Fig. 424, in 
Fig. 424. zwei Punkten C und D unter- 

ftügt ift, welche von den Enden 
Aw B um AC=BD 
— ], abftehen, fo nimmt jeder 
diefer Punkte die Kraft P auf, 
und e8 tft für einen Punkt M 
innerhalb CD im Abitande z 
von A das Biegungsmoment 

CL=DO=MN 
— Pæe — P(x — 1) ⸗ Pl 
conftant, alfo die neutrale Safer 
von CD freisförmig gebogen. 
Für einen Punkt U innerhalb 40 ift das Moment UV = Px veränderlid), 
jedoch Meiner als Pl, , welchen Werth e8 erft in C und D erreißht. 


Der Krümmungshalbmeſſer vom Mittelftüf CD ft r = —, folglich 
1 


ı _pı 
2r 2WE 
I die Yänge CD des Mittelſtückes bezeichnet. Werner folgt die Bogenhöhe 


I\2 
(3) _b pa 
2 


r 8r 8WE 





Io: 0 :L 'N ‘Oo 





der Neigungswintel der Ballenare in Cund D, a, = , wenn 








MS=ao= 


fowie die Bogenhöhe von CA 

Dr BE, BE re Mh), 
3WE 2WE 3WE WE\2 3 
Das Tragvermögen diefes Balkens ift gegeben durch 


pn —rt. 
e 








a = al, + 


Der hier erörterte Fall der Inanfpruchnahme tritt bei den Aren der Eifen- 
bahnmwagen ein (j. $. 239). 

ft derfelbe Balken AB, wie Fig. 425 darftellt, gleichmäßig belaftet, jo 
fällt bei gewiffen Belaftungen das Biegungsmoment theil® pofitiv, theils 
negativ, und daher in zwei Punkten gleich Null aus. 

Für einen Punkt innerhalb A C und BD ift diefes Moment 1/,q22. 


Der Auflagerdrud R in C oder D beträgt AR gq ( 4 5): daher 


das Moment in irgend einem Punkte zwifchen C und D, defien Abftand von 
C mit x bezeichnet werde: 


8. 243.] Die Biegungs-Elaſticität und Feftigfeit. 495 
M=—Re+ 00 IF = (u + tat >) 


-—— Ile )+al 


Der erfte Theil — nn (!z — x?) dieſes Ausdrudes ftimmt offenbar mit 
dem in $. 241 .entwidelten Ausdrude für das Biegungsmoment eines auf 
zwei Stügen Tiegenden, durch die gleichmäßig vertheilte Belaftung q pro 

Tig. 425. 





Längeneinheit belafteten Balkens von der Länge I überein. Die graphifche Dar- 

ftellung ergiebt danad) eine Parabel, deren Scheitel in M, liegt (Fig. 425 IL.) 

und welche durch die Punkte C und D hindurchgeht. Die Scheitelordinate 
I 


M M, beträgt MM, = — ru 


, 
Der zweite Theil q 1 in dem Ausdrude für M ift für alle Punkte 


zwiſchen C und D conftant, da derjelbe von = unabhängig ift, und nur von 
dem überragenden Stüde 40 und deſſen Belaftung herrühtt, und zwar ift 
diefer Werth gleich dem Biegungsmoment in C oder D. Denkt man fid) 
daher bie Orinaten der gedachten Parabel CM} D um das conſtante Stüd 


cG= PR FL L, Fig. 425 III, vergrößert, d. h. denkt man ſich die Parabel 
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um dieſes Stüd in der Richtung der pofitiven PAxe (nad) oben) verfchoben, fo 
erhäft man in C, Mı D, die Curve, welche die Größe des Biegungsmomentes 
für jeden Punkt innerhalb CD darftellt; während die Momente für die 
überftehenden Enden AC und BD durch die Parabelbögen AC) und BD, 
beftimmt find, deren Scheitel in A und B liegen, und fir welhe AB bie 
Sceiteltangente ift (vergl. $. 236). 

Man erkennt aus den Figuren, daß es wejentlich auf die Größe von CC, 
d. h. auf die Länge I, ankommt, ob die refulticende Momentencurve wie in 
II. die Gerade AB fchneidet, oder wie in V. ganz oberhalb berjelben ver- 
bleibt. Als Grenzfall zwifchen diefen beiden ift der in IV. dargeftellte zu 
erkennen, in welchem der Parabelbogen Ci M; D, fo weit hinauf gerüdt ift, 
daß er bie Gerade AB in M berührt. In diefen Falle hat man das 
Moment in M gleich Null zu fegen, und e8 folgt daraus für diefen Yall: 

2 


2 
q (h + 5) — +4 HE) ——— 


I=h +, beh=o- 


Wenn alfo die über C und D hinausragenden Balfenftüde AC und BD 
einzeln gleich der halben Länge CD find, fo findet in der Mitte des Balkens 
eine Biegung gar nicht ftatt, und man könnte den Ballen in der Mitte 
durchjchneiden ohne feine Tragfähigkeit zu beeinträchtigen. Man hat fid 
aber zu hüten, ben Punkt M als einen Inflerionspunft anzufehen, das ift 
er nicht, weil die Biegungen der links und rechts von ihm gelegenen Balken⸗ 
teile nach derjelben Richtung (concav nad unten) geſchehen. E8 entipricht 
vielmehr der Punkt M einem Minimum des Biegungsmomentes, und letz⸗ 
teres fällt im diefem bejonderen Falle gleich) Null aus. Das Marimal- 
moment findet in C und D ftatt, wojelbft e8 die Größe 


IN2 
a _ (5) 


1 
2 17, 15 
annimmt. 


Wenn I, < — ift, fo zeigt die Momentencurve den in Fig. 425 II. 


dargeftellten Verlauf. Es treten hierbei zwei Inflerionspunfte in der elafti= 
{hen Linie in U und V ein, für deren Abſtand = von C man hat: 


0=— Rast _ ah + )54 „ut 
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Die Auflöfung diefer Gleichung liefert: 


⸗ -1-V( nn — Om 
ı=5 5 2 — um 
3 — 

= + VG 1 = 77. 


Für das Biegungsmoment hat man hier drei relative Maxima, und zwar 
in C und D: 


72 = 


M=q n und in der Mitte 
197 ( 5) a 12 
M“=—alh+z)5 +2 —— =4|5073 


Ob fir die Tragfähigfeit des Balkens M oder M, in Rechnung zu ftellen 
ift, hängt davon ab, welcher der Werthe abjolut genommen-ber größere ift. 
Für den Fall, daß beide gleich groß fein jollen, hat man 


2 2 72 
LEN, oh = 1/1 = 0386. 


In diefem Falle find die Momente | in C, M und D fänmtlid) 
ı—4 a" 
M= -3( ı V2)= 16’ 


und es entjpricht daher * gut demjenigen eines an beiden Enden unter 
den vortbeilhafteften Winkeln eingemauerten Balkens von der Tänge I (vergl. 
8. 242). 


Sobald I, < ‚\y: ift, hat das Moment in. M den größten Werth, und 
für die Tragkraft gilt die Formel: 


— V— 


Iſt aber I, > ‚4, jo Kiegen die Bruchpunfte in C und D und es 
gilt für die Tragkraft: 
2 _,W 
127"% 


Wil man denfelben Belaftungszuftand Haben wie bei dem beiberfeits 
horizontal eingemauerten Balken, fo wäre da8 Moment in C oder D nad) 


2 
8. 242 Mı =a — zu jegen, und aus ⸗ 


1 — 2 fg, = VL = 040881 
1,1: yo 


Weiébach's Lehrbuch der Mechanik. I. 92 


g. 244. 
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So lange I, < 0,51 ift, wird der Balfen nad) dem Obigen nad) oben 
und unten gebogen, und e8 treten immer zwei Wendepunfte in der elaftifchen 


Linie auf. Sobald aber I, > . wird, nimmt die Curve des Biegungs- 


momentes ben in Fig. 425 V. dargeftellten Verlauf an, der Balken wird in 
allen Punkten concav nad) unten gebogen, und die Bruchpunfte Liegen unter 
allen Umftänden in den Stügen, wofür die Gleichung gilt: 

12 W 


L—E—. 
19 F 


In vorſtehenden Formeln kann man überall für q an die 
1 
Stelle feßen. 


Ungleichförmig belastete Balken. Wenn ein Balfen AB, Fig. 426, 
ungleihförmig, jedoch fo belaftet ift, daß die Laft auf den laufenden Fuß 
Balkenlänge nit der Entfernung von der Balfenmitte C nach den Enden zu 

Fig. 426. gleihmäßig wächſt, fo finden folgende 
ftatifchen Verhältniſſe ftatt. 

Sti=4AB=20A=2CB, die 
Länge des Balkens, zwifchen den Stüß- 
punkten A und B gentefien, q das ©e- 
wicht der Laſt pro Fläcjeneinheit Quer- 
ſchnitt, und E der Neigungswinkel 
ACD= BCE der Begrenzungsebenen 
CD und CE der Laſt, fo hat man 
das Gewicht eines Laſtprismas A CD 
— BCE, weldes von einem Stützpunkte getragen wird, 

— — 2 
— WAC.AD.a=N); (5) tang. . q = !/s al? tang. 0, 
und folglich das Moment diefer Kraft in Hinficht auf einen Punkt N, weldjer 
um AN = x vom Stüßpunfte A abfteht, 





Yyı = n 2 — Us al? ztang. 0. 
Das Gewicht des Taftprismas über AN = riftg (= AN, 
j __ 2AD+NL AN 
und der Schwerpunft deffelben fteht von N um NO — ADINL 3 


ab, folglid) ift da8 Moment diefes Prismas in Hinfiht auf N: 
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AM:  ) 
»y=qa(2AD+ nn&* =a|Ttang.o + (> — ») tang. | 


x? 
ang hl) 


und das ganze Biegungsmoment des Balkens in N: 


N=-y=-=y—-n= — UM (12 — 6lat + 42) 


100 GB — 61a +4)—=E (5) _ a |tang 0, 


I 


wenn man ON =, =; fett, alfo die Abfciffe x, von C aus mißt. 


Daffelbe ift für x = = oder fir x; —= 0 ein Marimum, umd zwar 


ge 


15 fang. 0, daher ift auch das Tragvermögen dieſes Balkens: 


— ang, o, d. i. * — —1 — 
während bei neihmäfige Belaftung * ielnen amoment 


— —— 


S 


und daher das Tragvermögen - =k * folgt. 


Balken auf drei Stützen. Wenn ein Ballen 40, Fig. 427, auf 8. 245 
drei in demjelben Niveau liegenden Stügen A, B und C aufruht, weldye 
Fig. 497. um AB=1l und CB=L 
D, Da von einander abſtehen, und der⸗ 
ſelbe trägt außer der gleich⸗ 
mäßig über feine ganze Länge 
ausgebreiteten Laſt 
9=ıalı +) 
noch ‘die in D, und D, concentrirten Taften P, und P,, deren Angriffs- 
punkte von B um b, refp. db; und von den Punkten A und C um a, und 
as abftehen, fo find die Auflagerdrude A, B, C in den gleichnamigen Stütz⸗ 
punkten vorläufig unbelannt. Ebenſo kennt man den Neigungswintel 4 der 
elaftifchen Linie in B nit. Zur Beftimmung diefer Größen denkt man 
fich das Stüd BC eingemauert, fo muß die Senlung s in A gleich O 
82* 





500 Vierter Abfchnitt. Zweites Capitel. [$. 245. 
gefegt werden, da A und B in gleicher Höhe liegen; dies Liefert die Glei— 
Hung: | 
. 4 
= 0= Ph 4 Ag + Aopmateamn” 3WE 
Diefelbe Betrachtung läßt fic) für das Balkenſtück CB anftellen, nur hat 
in dieſer Strede B das erigegengelee Vorpihern, ui ift aud): 
A 
— —h 4 Pig + Payne Haan OEWE 
Aus beiden Gleichungen B entwidelt und die Werthe gleichgejegt, liefert 
zwifchen A und C bie 
4. 81? — ‚8 b? * 12 a, b 
I, 


__0.80+ PB 


— 34, 
3 3 
8b, Ten + 3glß. 
Diefe Gleichung zufammen mit der allgemeinen Bedingung für das Gleich- 
gewicht aller äußeren Kräfte (die Momente aller Kräfte in Bezug auf B 
gleich Null gejet): 


12 , 1? 
An— Pb ga — Ch +PRb +4, —=0 


ergiebt A und C; und für Biden Verb B=P + PR+rQ—A— C. 

Aus den jo berechneten Auflagerdruden laſſen fih nun für alle Punkte 
die Biegungsmomente, die Neigungen und Senfungen berechnen. Das 
Biegungsmoment wird einen größten Werth über der Mittelftüge, und in 
jever der beiden Streden AB und OB ebenfalls einen ſolchen annehmen, 
die Unterfuchung wird in jedem befonderen Yalle den abjolut genommen 
größten diejer Werthe zu ermitteln haben, und der Punkt, welchem dieſes 
Monent angehört, ift der abfolute Bruchpunkt. Will man die Anordnung 
jo treffen, daß fänmtliche drei marimale Momente gleich groß werden, fo 
hat man wie früher, indem man die Momente gleich, aſſo M—=M;—M; 
jest, hieraus die Werthe der Auflagerdrude A und C, als Yunctionen der 
belaftenden Kräfte und der gegebenen Abftände zu entwideln, und diefe 
Werthe für A und C in die Öleichungen für die Senkung einzufegen, worauf 
die berechnete Senkung s die Höhe angiebt, um welche die Stügen A und 
C über das Niveau von B zu erhöhen find. 

Segen wir ſpeciell I =, = LT, ferner =bh =, = = — 
und PL = P; — P voraus, fo ift, wegen der fyinmetrifchen Anordnung 
des Balkens die Tangente der elaftifchen Linie in B horizontal, d. i. B—=0; 
und man hat einfach, bei gleicher Höhenlage der Stützpunkte A, B und C 
die Senfung in A oder C: 
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(3) (5) 
2 2) I 14 13 
— +-P SUR 3 +4 — — A 


*0* 7 swE A gwE 


woraus A — — —P +2 ql folgt. Ebenſo groß ift der Auflagerdrud in C 


und derjenige in \B ift: 


5 3 11 5 
B=2P+2g4—-,P— 74 = erg 


Es ftimmt diefes Refultat mit dem in $. 240 erhaltenen infofern überein, 
als der Drud in der Endftüge in beiden Fällen derfelbe ift, während die 
Mittelftüge hier doppelt fo viel Drud empfängt als in jenem alle bie 
Einmauerungsftelle, da die Mittelſtütze hier bon den beiderjeitS angeordneten 
Laſten gedrückt wird. 

Das Marimum des Momentes M, zwiſchen A und B liegt in einer 
Entfernung x von A, weldye nad) $. 220 


beträgt. Dieſer Punkt liegt offenbar von der Mitte der Strede AB höch⸗ 
fiens 1/7; I nad) A Hin entfernt. Das Moment M, jelbft ift für dieſen 
Punkt 


x? A , 4A 
4447 —— 474*0 160-8 20 
Das Moment über der Mittelſtütze iſt 

[ 22 
M. —— 4 — PJR +47 


Setzt man — M, —= M,, ſo folgt aus 
A: 


—J 12 
Jg Ar Py tray 


A=—gl + VP. 424282.. 


Wird dieſer Werth in den Ausdruck für die Senkung s in A eingeſetzt, 
fo folgt in derfelben Art wie in $. 240 die Größe s, um wie viel die Stügen 
A und C gefentt werden müſſen, wenn da8 Biegungsmoment Über der 
Mittelftiige gerade jo groß fein ſoll, wie die größten Momente zwiſchen 
den Stüuͤtzen. 


für A der Werth 


Balken auf beliebig vielen Stützen. Der Balten AD (Fig. 428 8. 246, 
a. f. S) ei auf vier um die Fänge I von einander abftehenben Stügen A, B, 0, D 
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gelagert, und durch eine gleichmäßigfüber die ganze Länge vertheilte Laft 
angegriffen, deren Betrag pro LTängeneinheit q fein mag. Wegen der ſym⸗ 


Fig. 428. 





metrifchen Anordnung muß die Tangente der elaftischen Linie in ber Mitte 
M des Baltens horizontal fein. Man kann daher die eine Hälfte M.D des 
Balfens ſich eingemanert denfen, und die andere Hälfte AM als einen am . 


Ende horizontal eingeflemmten, durch die Laſt _ gl und die Stügfräfte A 


und B angegriffenen Balken anſehen. Die Reactionen A, B, C, D find 
vorläufig nicht befannt, man weiß nur fo viel, dag A= Dub B=(, 


daher A+ B= . — 41 fein muß. Wenn die Stüutzen A und B, 


wie hier vorausgejegt werde, in gleichen Niveau liegen, fo hat man die 
Senkung des Punktes A gegen M gleich derjenigen des Punktes B gegen 
M zu jegen, woburd) man eine Gleichung zwiſchen A und B erhält. Es 
ift die Senkung in A: 


DEMO 
— HRG 
BAOIOELORG) 





2WE 2 
Durch Gleichſetzung diefer eh folgt: 
13 25 


— — = — 4 
Bz — A 13 I: 


oder für B feinen en 2 gt — A eingefegt, erhält man: 


8. 246.] Die rem Het und Feſtigkeit. 503 
74 
2 — 20 46. 
q 3 - 25 6 Fu woraus: 
, 
A=; gt = 0,4 ql und 


3 2 
B= 5 5 gi = 1,1 gl fid) ergiebt. 


Nunmehr folgt für das Moment in der Mitte: 


(E )- 


für das Biegungsmoment in B: 
12 
A=—-A+g45=(-04 +08) gt + 0O,1gl%, 


und endlid, für das größte Moment zwifchen A und B, welches in der Ent- 
fernung von A 


M=—A- S1—B.2 +4 ———=—0,5g97 —0,55gl2?+ 1,125 gl? 


— 0,025 ql?; 


2 — — 0,42 flatfindet (. 8. 220) 


ga 


M, = — 4.041 +4 — — 0,08 gl. 


In der Strede AB ift ein Sufleionapunt in dem Abftande x von A 
gelegen, weldjer aus 


2 
— Ar +95 = Opitz 081. 


Einen anderen Wendepunkt Hat die elaftifChe Linie zwifchen B und der 
Mitte M und zwar in der Entfernung x von A, welche fi) aus der Glei— 


dung: 
2 
— Ar —- Be —-)+ az = 0 ergiebt zu: 
z—=151+ V0,051? = 1,27641 oder 1,7236 1. 


Es Liegen aljo die Inflexionspunkte der Strede BC von der Mitte M um 
0,2236 2 entfernt. 

Sest man die Werte von A und B in einen der Ausdrüde ein, welche 
oben fiir s gefunden wurden, fo’ erhält man die Durchbiegung in der Mitte. 
Ebenſo kann man die Durchbiegung in jedem beliebigen Punkte der elaftifchen 
Linie in berfelben Art, wie in $. 237 gejchehen, ermitteln. 

Wenn der Balken auf beliebig vielen Stügen ruht, fo ift die Beſtimmung 
der in den Stüßpunften auftretenden Reactionen in derjelben Weife, wie 
bisher gefchehen, immer möglich. Fir den Fall insbefondere, daß bie Unter: 


504 Vierter Abſchnitt. Zweites Capitel. [$. 246. 


ftügungen und Belaftungen gegen die Mitte M des Balfens ſymmetriſch 
angebracht find, kann man immer die eine Hälfte des Balfens horizontal 
eingemauert anjehen. It dann die Zahl der Stügen eine ungerade gleich 
2n + 1, fo erhält man für die n Stügkräfte der einen Balkenhälfte n ©lei- 
Hungen dadurd), daß man die Senfungen in den nStligpunften einzeln 
gleich Null fegt. Der Drud in dem mittleren Stügpunfte ergiebt ſich dann 
als der Ueberſchuß der gefammten Belaftung itber die Summe der 2 n Auf: 
lagerreactionen ber beiberfeitigen übrigen Stützen. 

Iſt die Anzahl der Stüten eine gerade (2%), fo ift die Senkung ber 
Balkenmitte zwar nicht Null, aber die Senfung beträgt in Bezug auf alle 
Stüßpunfte gleich vie. Man erhält demnach durch Gleichjegung der Sen- 
tungen der nAuflagerpunfte einer Balkenhälfte n — 1 Öleichungen, welche 
in Verbindung mit der Beziehung, daß die n Auflagerreactionen zuſammen 
genommen gleich der halben Zotalbelaftung fein müflen, genügen, um 
die nReactionen zu beftimmen. | 

Wenn die Unterftügung und Belaftung nicht ſymmetriſch find, fo ift im 
Allgemeinen die elaftifche Linie in der Mitte des Balkens nicht horizontal, 
fondern unter einem beftimmten vorläufig nicht befannten Winkel y gegen 
den Horizont geneigt. Man kann dann den Balken in irgend einem Punkte, 
etwa einem Stüßpunfte unter dem Winkel Y, eingeflemmt denken, und indem 
man dann, wenn »Stüten vorhanden find, die Senkungen für dien — 1 
übrigen Stützpunkte einzeln gleich Null (wern die Stügen ſämmtlich in 
gleicher Höhe liegen) oder gleich den betreffenden Niveaudifferenzen fett (wenn 
die Stutzen verjchieden hoch Liegen), erhält man » — 1 Sleichungen. Diele 
mit den beiden allgemeinen ©leichgewichtsbedingungen Z P —= 0 und 
& M — 0 genügen zur Beftimmung der nAuflagerreactionen und bes 
Winkels y. 

Wenn der Balken an den Enden nicht einfach geſtützt, ſondern daſelbſt 
unter den Winkeln a, und 61 eingemauert iſt, jo bleibt das Verfahren zur 
Beitimmung der Auflagerreactionen im Ganzen dafjelbe, nur kommen als⸗ 
dann noch zwei unbelannte Momente an den Enden hinzu, zu deren Be- 
ftimmung zwei fernere Gleichungen erhalten werden, wenn man unter Be- 
rüdfihtigung von $. 239 die Neigungen der beiden Balkenenden berechnet, 
und diefelben den befannten Einflemmungswinteln a, reſp. Bı gleichſetzt. 

Nachdem in folcher Weife die ſämmtlichen Auflagerreactionen ermittelt 
find, macht die Berechnung der Marimalmomente, Inflerionspuntte, Durch⸗ 
biegungen, Neigungen u. |. w. feine Schwierigkeit mehr. Die graphifche 
Tabelle auf der folgenden Seite giebt für Balfen auf 3, 4, 5, 7 und 
9 Stügen die Größe der Auflagerreactionen, die Lage der relativen Bruch—⸗ 
punkte und die Größe der Biegungsmomente dafelbft, fowie die Lage der 
Inflerionspunfte an. Vorausgeſetzt ift dabei, daß die Entfernung je zweier 
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benachbarter Stüten gleich 7 ift, und die Stitgpunfte alle in gleicher Höhe 
liegen. Die Belaftung ift gleichmäßig über die ganze Länge vertheilt und 
pro Längeneinheit gleich angenommen. Wegen der fymmetrifchen Anord- 
nung der Ballen find die Angaben bei den Balken auf 5, 7 und 9 Stügen 
nur für eine Hälfte gemacht worden. 


Verschiedenheit der Tragmodel. Die Formel 
Fer 

für die TZragfraft eines an einem Ende eingemauerten Balfens A, Fig. 430, 

Fig. 430. hat nur dann eine allgemeine Gültig- 
feit, wenn die Ausdehnung 0, und die 
Sompreffion 0, des Körpers bei der 
Elaſticitätsgrenze einander gleid) find, 
weil nur dann der Tragmodul 





T=6E 
für die Ausdehnung dein Tragmodul 
T — 6 E 


für die Compreffion gleichzufegen if. Bei dem Schmiebeeifen fcheint diefe 
Gfeichheit jo ziemlich, und bei den Holze wenigftens annähernd vorzufom- 
men; ganz anders ift aber diefes Verhältniß bei dem Gußeifen. Daffelbe 
hat nicht allein einen viel größeren Modul der Tyeftigfeit fr da8 Zerdrücken 
als fir das Zerreißen, fondern es ift auch bei der allerdings nur ungefähr 
anzugebenden Clafticitätsgrenze die Compreffion o,, circa 2 mal jo groß als 
die Ausdehnung o,, und folglich aud) der Tragmodul 7, des Zerdrückens 
2 mal jo groß als der Tragmodul T', des Zerreißens. 

Um die Tragkraft des Gußeifens oder eines anderen Körpers zu finden, _ 
bei welchem eine anjehnliche Verfchiedenheit zwifchen 0, und 6, oder T, umd- 


, ,  .T 
T,, ftatt hat, muß man zuerſt unterfuden, welcher von den Quotienten — 


und Zu der kleinere ift, und diefen letzteren ftatt — in die Formel 
11 


p— FI 
el 
einfegen. 
Die andere Balkenhälfte, welcher das größere Verhältniß (= oder u 


entfpricht, ift natürlich dann noch unter der Elaſticitätsgrenze gefpannt, und 
hat daher einen unnöthig großen Querſchnitt. Um diefen und folglic, auch 
den Querfchnitt des ganzen Körpers auf das Minimum zurückzuführen und 
daher fo viel wie möglich an Material zu erfparen, ift nöthig, daß beide 
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Balkenhälften gleichzeitig bis zu dev Elafticitätögrenze ausgedehnt und com- 
primirt werden. Deshalb fol man dem Duerjchnitt des Balkens eine folche 
Form und eine folche Rage geben, daß 


e e e T 6 


1 11 11 nt 11 


ausfällt, daß alſo das Verhältniß zwiſchen den größten Abſtänden e, und e, 
der Faſern zu beiden Seiten der neutralen Are gleich ift dem Berhältniffe 
zwifchen den Zragmodeln 7, und Th des Zerreißens und Zerdrückens. 


Bern alfo beim Gußeiſen 7" = * — 2ift (f. 8. 217), fo milffen 
wir hiernach den Querſchnitt F gußeiſernen Balkens ſo geſtalten und ſo 
legen, daß jo viel wie möglich S 2 ausfällt. Ein dreiſeitiger Balken 


aus Sufeifen ift folglich fo zu legen, daß die Hälfte defjelben mit dem drei- 
feitigen Querſchnitte comprimirt, und dagegen die mit dem trapezoidalen Quer⸗ 
fchnitte ausgedehnt wird. Legt man hierbei bie eine Seitenfläche des Prismas 


horizontal oder rechtwinkelig gegen die Mann jo hat man u = 2, 


während bei ber umgekehrten Lage, u nur = Zi. 


Dei einem gußeifernen Träger, been Duerfänitt beinahe die Form eines 
. T Hat, wie 3. B. Fig. 431 vor Augen führt, läßt ſich unter gewiffen Vor⸗ 


ausfegungen das Verhältnig — fu — 2 ebenfalls vollkommen herftellen. 


Sig. 431. & fei die ganze Höhe dieſes Balkens, AB—h, 
| und die Breite feiner Kopfplatte BB=2 BC—b, 
ferner die Höhe feiner Höhlungen zur Seite: 
AD= hı = bı h, 
und die Breite derfelben: 
2 DG = bı = vb; 
endlich jei die Höhe feiner Fußplatte: 
HL=h=Wh 
und die Ausladung derjelben zu beiden Seiten: 
2LN=b, —=mb. 
Dann ift der Abftand des Schwerpunftes 8 des ganzen Querſchnittes von 
der unterften Kante ZH: 
_1bR—b, kh’+ bh; 
HS==5 y—uhrbh 
_k1l—-wvm +W®% 
—— tan, (. $. 107 und $. 111). 
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Setzt man nun a=2 fowie + e,—h, fo erhält man a —!/; h und 


= !;h, und. daher die Beſtimmungsgleichung 
— 
2 1—- mm + mW’ 
welche ſich in folgende umgeftalten läßt: 
um ( — 3 ui) — mm A —3m)=1. 

Mit Hulfe dieſer Formel kann man aus drei der Dimenſionsverhältniſſe 
Un, Vi, Ha und v, das vierte berechnen. Nimmt man 1 SO an, fo hat man 
es mit einem Duerprofile wie Fig. 432 zu thun, defien Biegungemoment 
Schon oben ($. 228) beftimmt worden ift, und für welches wir 

Bıvı (4 — 3) = 1 haben. 

Anmerkung. Die Herren Moll und Reuleaur (f. deren Schrift: „Die 
Seftigfeit der Materialien, Braunſchweig 1853“) empfehlen zur Beſtimmung zweck⸗ 
mäßiger Ouerjönittsformen die Anwendung einer Wage, deren Wagbalfen aus 
einer Tafel befteht, auf welche die in Blech ausgejnittene Querſchnitisform jo 
gelegt wird, daß ihre, durch das Verhältnik En 
über die Drehungsfante der Wage zu liegen Kamm. "Denn nun hierbei die Wage 
einfpielt, fo hat diefe Schablone eine zwedentipregende Form; außerdem ift dier 
jelbe durch Abſchneiden an den Flanken fo lange umzugeftalten, bis das Ein- 
fpielen bei der vorgejchriebenen Rage eintritt. 


Beifpiel 1. Wenn bei einem gufeifernen Balten, deffen Querſchnitt die Ge- 
alt Sig. 481 Hat, die Göhenverhältniffe 
1 


7 7 
m-i-imm=ı-i=t 
Fb, fo Sat man für befen Betenenfätife die Beingung: 
74-3 n-3(1-8 nelhdi: 


Tn— Br 6. 
Laßt man die Fußplatte ganz weg, fo ift >, = 0, und daher: 
6 


0,831, 
aljo die Dide des eigentlichen Trägers, b - db, — 0,169. 
* — 29 
Nimmt man hingegen », = F an, fo ift (a7 _ 2) ” 
Fig. 432. 





& 7. Seffimmteneutrale pe genau 





N 


l 


64, folglid 
v = 0,887 und», — + - 0,887 = 0,148. für 


h = 0,200 Meter und d — 0,150 Meter ift daher 
A, =0,175 Meter, hy — 0,025 Meter, b, —0,138 Meter 

N und b, — 0,022 Meter; fo daß die Dide der duß ⸗ 
und Kopfplatte 0,025 Meter, die des Mittelftüdes 
aber nur 0,017 Meter beträgt. 


Beifpiel 2. Für den Ballen mit dem Tförmigen 
N Querſchnitt, Fig. 432, ift ($. 228): 
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_ (bh — bh? — Abb, Ah, (k— hy)? 


12 (dk — b,h,) 
gefunden worden und 
_,..—1bR—b,h? 
SM=4=, —_ıh 


zu jegen, woraus für den Fall, daß er an einem Ende feftgehalten und am an- 


deren belaftet wird, 
_(bh—b,h% —4 bb, hh,(h—h,)} 2, 
PpI=— a Pole. 


Segen wir nun " h=zuhwb = y,b ein, jo erhalten wir: 


_ 4 Ze nl Tu 
X 


vr 
daher, wenn der Ballen aus Super beftebt und u = %, ud rn, = 7, ein: 
geführt wird: 
8 )2 — 3 (Y,)? x 13 2 
PIl= (4) * (7) T. = — 3 ur Tıu- 

Wäre z. B. Ah —= 0,250 Mir, b = 0.200 Meter und —* 

h, = % . 0,250 Meter = 0,214 Meter, A — h, = 0,036 Meter, 

db, = % . 0,200 Meter = 0,175 Meter, jowie b — db, = 0,025 Meter, 


fo pätte man: 
pi= 120.80. 7, = 386900 7,, 
Führt man nun no 7, 13,2 Kilogramm ein, jo ftellt fi dad Tragmoment 
Pi = 38690 . 13,2 = 5’107080 Millimeterlilogramm 
heraus, wofür zur Sicherheit 17600000 zu jegen jein dürfte. 
Hat diefer gußeijerne Balken eine Länge von 2,500 Meter, jo ift hiernach feine 
Tragkraft am freien Ende 
__. 1600000 
2500 
Liegt der Balten an beiden Enden auf, und trägt er die Laſt in der Mitte, jo 
iſt dagegen: 





— 640 Rilogramm. 


P=4.640 = 2560 filogramm. 


Während im erfteren Falle die horizontale Duerrippe oben liegen muß, bat 
man im zweiten alle diefelbe unten zu legen, jo daß fie jedenfalls einem Zuge 
außgejegt if. 


Verschiedenheit der Festigkeitsmodel. Wenn man ben Elafticitäts- 
und den Tragmodul durch Biegungsverfuche, und zwar mittels der Formeln 
Plir Ple 


E = 7 und I=-7 


beftimmt, fo ftößt man in der Regel auf eine vollflommen genügende Ueber- 


einftimmung zwifchen ben jo gefundenen Werthen von Z und T und ben 
durch directe Ausdehnungs- ımd Gompreffionsverfuche mittel der Formeln 
Pl pP 
E= IF und 7 = F 


beftimmten Werthen diefer Model ($. 218). 


$. 248. 
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Anders ift aber das Verhältniß bei den Feftigfeitsmodeln. Da der 
Elaftieitätsmobul Z außerhalb der Elafticitätögrenze nicht mehr als conftant 
angejehen werden kann, fondern immer mehr und mehr abnimmt, je weiter 
die Ausdehnung oder Compreſſion gefteigert wird, und da ferner aud) dann 
der Elafticitätsmodul für die Ausdehnung nicht mehr gleich ift dem für die 
Zufammendrüdung, fo find die Spannungen der fiber einander Tiegenden 
Faſern des Körpers nicht mehr den Abftänden von der neutralen Are pro- 
portional zu jegen. Es geht folglich auch die neutrale Are nicht mehr durch 
den Schwerpunft bes Ouerfchnittes, und es nehmen aljo die Abftände e, und e,, 
ganz andere Werthe an als bei der Biegung innerhalb der lafticitätögrenze. ® 

Bedeutet W, das Maß des Biegungsmomentes für die ausgedehnte Hälfte 
des Balfens, ſowie F, den mittleren Elafticitätsmodul für diefelbe, und be- 
zeichnet W., dieſes Maß fir die zufammengedrlidte Hälfte, ſowie Z, ihren 
mittleren Elafticitätsmodul, jo haben wir für größere Biegungen das Moment 
der Biegungsfraft: 

Pl — WE, + WuEo 
r 


aljo wenn wir, wenigftens annähernd, & —% und Ku — u feßen, wobei 
E r E, r 


K, und K,, die Feſtigkeitsmodel für das Zerreißen und fiir da8 Zerdrüden 
bezeichnen, da8 Moment zum Abbrechen: 
PL entweder — KW, K(WE + WE) oder — Kun(WE, + WuEu), 
Ee, E 6 
Bezeichnen wir ferner das ftatifche Moment bes Auerfchnittes des ausge⸗ 
dehnten Körperſtückes in Hinſicht auf die neutrale Are durch M,, und das 
de8 Duerjchnittes des comprimirten Körperftüdes in Hinficht auf ‘eben diefe 


Are durch M, fo haben wir noch die Spannkraft der einen Hälfte, — 





und die der anderen, — Zu: En und e8 ift, da beide Kräfte ein Paar bil- 


den müſſen, 
ME=ME 


u u 


zu fegen. Diefe Gleichung bient zur Beftimmung der neutralen Are mittels 
ihrer Abftände e, und e,. 
* einen Balken mit rectangulärem Querſchnitte ift 3. B. 
M = nn und M, = ve, 
daher E e? E,e 
anzunehmen. 8 ergiebt fic) hiernach: 


Eu 


=aym 
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und fegt man diefen Werth in die Gleichung e, + e, = h ein, fo folgt: 
e — _hVE, _ und e_ = _hVE . 
VE, + VE, " VE, + Eu 
Die Maße der Biegungsmomente find in diefen Falle: 
w — be: d w.— bei, 
Sur Tann Saar wu 
folglich ergiebt ſich 
—d me n—_ 
Pl= 37 (Be+ Eeꝰ) = 


3r\ (VE + VE) 
— bA® E, E, | 
und daher da8 Moment zum Abbrechen: 
K,.bh® EE, bR2 VE, 


PL entweder = Be (Va+ Va} FREE -K,: VEr rn VE 
s " VE +Ve, 


Für E — E, erhält man natürlich, wie oben: 


bh? 
Pl= u K. 


oder — 


Bei Holz und Schmiebeeifen ift fo ziemlih Z,— E,, und daher an- 
nähernd 
| bA? 
Ne 


wobei man für K den Eleineren der beiden Feſtigkeitsmodel zu jegen hat. 
Beim Gußeiſen ift jedenfalls B, viel größer als E,, daher nähert ſich 


3 
bier Pl dem Werthe * K, wenn K, den Feſtigkeitsmodul für das Zer⸗ 


reißen ausdridt. 

Beim Holz hätte man hiernady im Mittel den Feltigkeitsmobul für das 
Zerdrücken (f. Tabelle II, $. 218), alfo X, = 4,8 Kilogramm — 6500 
Pfund einzufegen, was mit den Berfuchen von Eytelwein, Gerſtner u. ſ. w. 
fehr gut übereinftimmt. Ebenſo ift fiir fchmiedeeiferne Balken flatt X, der 
Vefligfeitsinodul für das Zerdrüden, d. i. 

K. — 22 Kilogramnı = 30000 Pfund 
einzuführen. Während unter übrigens gleichen Berhältnifien das Holz und 
Schmiebeeifen durch Zerdrücken zerbricht, gelangt da8 Gußeiſen mittels des 
Zerreißend zum Bruce. Wäre bei demfelben noch K, nahe K,, fo würde 
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folglich für gußeiferne Träger in obige Formel der Modul für das Zer- 
reißen, d. i. B B 
s K = 13 Kilogramm — 17800 Pfund 
einzufegen fein; vielfachen Verſuchen zufolge ift aber Hier 

K = 32 Kilogramm — 45000 Pfund, 
d. i. ziemlich das Mittel zwifchen dem Modul des Zerreigens und dem des 
Zerbrlideng zu fegen. 

Diefe große Abweichung Hat jedenfalls nicht allein in der Verſchiedenheit 
zwiſchen den Elafticitätsmodeln Z, und Z,,, fondern aud) in der körnigen 
Structur des Gußeiſens feinen Grund, vermöge deren die Annahme, daß der 
Balken gleichem aus einem Bundel von Ruthen befteht, nicht zuläffig ift. 

Uebrigens wirken auf die Elafticität, Tragkraft und Feſtigleit der Körper 
noch vielerlei Umftände ein, welche beträchtliche Abweichungen in den Ergeb 
niffen der Erfahrungen zur Folge haben. So ift 3. B. das Holz am Kerne 
und an der Wurzel ftärker als am Splint und an dem Gipfel; auch trägt 
das Holz mehr, wenn die Kraft parallel zu den Jahresringen wirkt als 
wintelrecht darauf; endlich Haben noch der Erdboden und die Rage des Ortes, 
wo das Holz gewachſen ift, Temperatur, Zuftand der Trodenheit, Alter u. ſ. w. 
Einfluß auf. den Widerftand dev Hölzer. Endlich, fällt die Biegung, welche 
ein Körper, nachdem er längere Zeit belaftet geweſen ift, erleidet, immer 
etwas größer aus, als bie Biegung, weldje gleich anfangs beim Auflegen der 
Laft eintritt. 


Biegungs- und Brechungsversuche. Die Verſuche über die 
Elafticität und Feftigfeit wurden von Eytelwein und von Gerfiner mit 
einem in Fig. 433 abgebildeten Apparate angeftelt. AB und AB find 
zwei Ruſtböcke, C und C darauf befeftigte Eifenlager, und DD ift der darliber 
Tiegende, zur Unterfudjung beftimmte parallelepipediſche Körper. Die Laſt P 

Fig. 433. 
#H 


M 


! 
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zum Biegen bes Körpers liegt auf einer Wagfchale ZE, die an einem Bügel 
MN hängt, deifen oberer und abgerumdeter Theil in ber Mitte M des 
Balkens aufliegt. Um bie einer Belaftung P entfprechende Durchbiegung a zu 
finden, wendete Eytelwein zwei feine Horigontalfäden FF und GG, fowie 
eine in der Mitte auf dem Balken auffigende Scala MH an. Gerfiner 
bingegen bebiente ſich eines langen einarmigen Fuhlhebels, der nahe bei feinem 
Drehpunfte in M auflag und mit feinem Ende, wie der Zeiger einer Uhr, 
an einer verticalen Scala bie Senkung von A verflnfzehnfacht angab. 
Lagerhjelm wendete einen Zeiger an, der mitteld eines Fadens und einer 
Rolle in Bewegung gefegt wurde, und die Biegung des Balkens auf einer 
eingetheilten Kreisicheibe vergrößert angab. 

Andere, wie z. B. Morin, bedienten fich zur Ausmittelung ber Durch⸗ 
biegung (a) eines Kathetometers, welches auf eine in der Mitte des Balkens 
angebradjte Spige gerichtet war; bei den englifchen Berfuchen ift dagegen 
zur Ausmeſſung diefer Größe ein langes Keilmaß angewendet worden, wel- 
ches in der Mitte des Balkens zwifchen demfelben und einer feften Stüge 
eingejchoben wurde. Um die Genauigkeit in der Meſſung von a durd) das 
Nachgeben der Stügen nicht zu beeinträchtigen, legt man entweder bie Bal- 
fen während des Verſuchs auf harte fteinerne Unterlagen (Morin), ober 
man führt ein langes Lineal in einem gewiflen Abftande über dem Ballen 
bin, befeftigt daſſelbe an feinen Enden mit den Enden des Balfens fo, daf 
es fi) nicht mit dem Ballen biegen Tann, und mißt nun bei jedem Verſuche 
ben Abftand zwiſchen der Mitte des gebogenen Balfens und der unteren 
Kante diefes Lineals (Fairbairn). 


Die Art md Weife, wie Stephenfon u.f. w. die Biegung und Feftigkeit der 


hohlen Träger aus Eifenblech ermittelt hat, ift vorzüglich aus Fig. 434 (a. f. ©.) 
zu erjehen. Die 75 Fuß lange Röhre AB, von welcher in der Figur das 
vordere Stüd weggelaſſen ift, ruhete an beiten Enden, wie 3. B. in C, auf 
Holzböcken auf, und wurde in der Mitte durch einen Ballen DD unterftiigt, 
welcher auf den Stempeln zweier Winden W, W aufruhete.e “Durch die 
Mitte des Röhrenträgers, und zwar nahe über dem Boden deffelben, ging 
ein eiferner Querarm, wovon in der Figur nur das eine Ende F’ zu jehen 
ift, und Über diefen waren zwei Gabeln @, @ gelegt, an welchen die Schale 
HR zur Aufnahme der Gewichte P ding. Bor dem Berfuche und während 
des Auflegens der Gewichte ruhte die ganze Laft auf dem Balken DD, 
wurden aber die Stempel der Winden niedergelaflen, jo fant DD und legte 
ſich auf die Unterlage E, E auf, während das nun durch P belaftete Röb- 
renmittel A F ganz frei wurde, und eine ber Laſt P entiprechende und mit 
einem Keilmaß zu meflende Durchbiegung annehmen konnte. - 

Um bei Berfuchen mit ftarlen Trägern nicht ſehr große Gewichte an- 
hängen zu müſſen, belaftet man auch wohl ben Balken nicht unmittelbar mit 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 88 


Di 
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Geroichten, fondern man läßt auf denfelben den kürzeren Arm einer ungleich 
armigen Wage wirken, deren längerer Arm durch Gewichte niebergezogen 
Big. 434. 


wird. Zu biefem Zwecke ließ endlich Hodgkinfon dieſe Hebelfraft nicht 
auf die Mitte des an den Enden umterftiigten Ballens wirken, fondern er 
unterftügte den Balken in feiner Mitte, ließ diefe Kraft an dem einen Ende 
des Baltens angreifen und befeftigte das andere Ende deffelben durch einen 
ftarfen Bolzen mit dem Fundamente. 

Durch die unter fehr verfchiedenen Umftänden und Verhältniſſen und mit 
verſchiedenen Stoffen, namentlich) aber mit ſehr verfchiedenen Holz: und Eifen- 
gattungen angeftellten Verſuche ift in der Hauptfache eine Uebereinftimmung 
der im BVorftehenden entwidelten theoretiſchen Regeln mit der Erfahrung 
nachgemwiefen worden. Was insbefondere das Zerbrechen parallelepipedifcher 
Balken anlangt, fo hat fic) hierbei herausgeſtellt, daß das Holz und das 
Schmiedeeiſen unter gleichen Umftänden nur durch das Zerdrücken, das 
Gußeiſen Hingegen entweder durch das Zerreißen ber äußerſten Faſern ber 
ginnt, oder dadurch erfolgt, daß an der am ſtärkſten gebogenen Stelle (in 
der Mitte) und zwar auf der comprimirten Seite, ein Keil ausbricht. 

Auch hat man ſich an parallelepipedifchen Holzftäben mit Hilfe von 
Sägefchnitten, welche auf der comprimirten Seite angebracht und durch feſte 


8. 249.] Die Biegungd-Elafticität und Feſtigkeit. 515 


Blättchen wieder ausgefüllt wırrden, ferner mittelft einer Reihe von Quer⸗ 
Iinien, welche an den Seitenflächen dieſes Balkens rechtwinkelig zur Tängen- 
are beflelben gezogen waren, und endlich durch ein Paar dilnne Stäbchen, 
wovon das eine längs der ausgedehnten und das andere längs ber zuſam⸗ 
mengedrüdten Seite dieſes Balfens hinlief, von der Nichtigkeit des in 
$. 219 vorausgefegten Verhaltens der Faſern der gebogenen Körper über⸗ 
zeugen können. 

Die Ermittelung des Elafticitätsmodul® Z durch Biegimgsverfuche gründet 
fi) auf die in $. 241 gefundene Formel für die Durchbiegung eines an 
beiden Enden geftügten, durch das Eigengewicht Q und das Gewicht P in 
der Mitte belafteten Balkens, welche ſich zu 


13 5 
= wett 20) 
berechnet. 


Beſonders geeignet iſt dieſe Methode für die Beſtimmung des Elaſticitäts⸗ 
moduls ſolcher Materialien, welche ſich nicht in hinreichend dünnen langen 
Drähten darſtellen laſſen, um directe Ausdehnungsverſuche, wie in 8. 216 
angegeben, damit anſtellen zu können. Die Beſtimmung von E durch Bie⸗ 
gungsverfuche gewährt außerdem unter beftimmten Verhältniſſen, d. 5. bei 
nicht zu geringer Yänge des unterfuchten Balfens eine größere Sicherheit, als 
die Beftimmung durch Ausdehnungsverjuche, infofern nämlich die zu meſſenden 
Durchbiegungen größere Werthe annehmen, daher ficherer zu meſſen find, als 
die directen Ausdehnungen. 

Um fi) hiervon zu überzeugen, denfe man einen Stab von ber Länge 7 
das eine Mal durch eine Kraft gezogen, das andere Mal durch eine andere 
Kraft gebogen, ımter der VBorausfegung, daß in beiden Fällen die eintretende 
größte fpecififche Spannung benfelben noch innerhalb der Elafticitätsgrenze 
Legenden Werth % erreichen fol. 


Der gezogene Stab dehnt fich dabei aus um A — 5 I (vergl. $. 210). 


Für den gedrücten Stab ift die zur Hervorbringung der größten Span- 
nımg & erforderliche Kraft P, wenn W und e die bisherigen Bedeutungen 
haben, gegeben durch: 

Fl —k w ; ?P= * W, 
4 e ve 

Durch diefe Kraft wird nun dem Balken in ber Mitte eine Senfung 

s ertheilt: 





Pi3 4k W° k12 


s— gEWE WWEl 1WMBe 
88* 





$. 250. 


516 Vierter Abjchnitt. Zweites Gapitel. [$. 250. 
Es ift daher 
k A kl ! 


Aenm HB Mein Ä 
d. h. s ift größer als A, fobald die Länge J des Balfens die Größe 12 e 
oder bei dem parallelepipebifchen Balfen die Größe 6 A überfteigt, wenn Ah 
die Höhe des Querſchnitts bedeutet. 








Trag- und Festigkeitsmodel. In der folgenden Tabelle find die mitt- 
leren Werthe für die Efafticitäte-, Trage und Feftigleitsmodel, wie fie auß den 
Biegungs- und Brechungsverſuchen hervorgegangen find, aufgezeichnet. “Die 
erfteren weichen von denjenigen, welche durch Ausdehnungs- und Compreſ⸗ 
ſionsverſuche beftimmt worden find, nicht anjehnlich ab; anders ift e8 aber, 
aus den oben ($. 248) angegebenen Gründen, mit den Feſtigkeitsmodeln. 
Bon den beiden Werthen innerhalb einer Klammer | drückt der obere den 
Modul im preußifchen Maß (Neupfund auf den Duadratzol) und der untere 
denfelben im franzöftichen Maß (in Kilogramm pro Duadratmillimeter) aus. 

Tabelle | 
der Trag- und Feſtigkeitsmodel verfchiedener Körper in Hinficht 
auf das Biegen und Breden. 
Namen der Clafticitätsmobul Tragmodul Feſtigkeitsmodul 
Körper. E. T. K. 
RaubboE . ..... 1230000 2 vr 
Nadelholz ...... 8 Er 12000 
Bußeiln - 2.2... | | 10H | u Fr 
Schmiedeeiien. . . . . ! a7’80 000 9 Fr 
Kalt: und Sandftein.. - — — 2 
Thonidieferr . - . - . _ | _ Fr 


Um mit Hülfe der Werthe in der vorftehenden Tabelle die Kräfte zu er- 
mitteln, weldye die Balken oder Träger mit Sicherheit auf die Dauer tragen 
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können, führt man in den oben gefundenen dormeln für die Tragkraft beim 


Holz: 
ſtatt T, entweder 1), T, ober ftatt X, Yıo.K, 
ferner beim Gußeiſen: 
ftatt 7, entweder !,, T, ober. ftatt X/, X. 
und beim Schmiedeeiſen: 
ſtatt 7, entweder 1/, T, oder ſtatt K./. x 
als Sicherheitsmodel ein. 
Hiernach möge in der Folge für Holz: 
k = 0,73 Kilogramm — 1000 Pfund, 
für Oußeifen: 
k—= 5, Kilogramm — — 7000 Pfund, 
und fir Schmiedeeiſen: 
k —= 6,6 Kilogramm = 9000 Pfund 
geſetzt werden. 
Dieſe Werthe gelten jedoch nicht fr Wellen und andere Maſchinentheile, 
welche wegen ihrer ſteten Bewegung und in Folge ihrer Abnutzung eine noch 
größere Sicherheit und daher die Annahme kleinerer Werthe für % fordern. 
Setzen wir diefe Werthe in den Formeln 
k 
32 


für die parallelepipedifchen Balken und für die cylindriſchen Träger ein, fo 
erhalten wir folgende praftifche Formeln. 
Für Holz: 
Pi= 167 bh? — 785 r? = 98 d? Zollpfund, 
— 0,12bh? = 0,57 r? = 0,072 d? Millimeterfilogramm. 
Für Gußeiſen: 
Pi = 1167 bh? — 5500 r? — 687 d3 Zollpfund, 
— 0,5bARr—= 40r’—= 0,5 ds Millimeterlilogramm, 
und fiir Schmiebeeifen den größeren Werth: 
Pl = 1500 bh? — 7070 r? — 884 ds Zollpfund, 
— 11bA = 5,18 r? — 0,65 d? Millimeterkilogramm. 
Wenn man nad) Morin, und englifchen Conftructionen entjprechend, beim 


Gußeiſen 


PI= on: © und Pl= nr x — 7ds — 


ſtatt X, = bis = — 75 Kilogramm 


und beim Schmiedeeijen 
ftatt %, 2 — 6,0 Kilogramm 
einfett, jo erhält man für Gußeifen: 
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Pl = 1710 bh? — 8060 rd — 1008 ds Zollpfund 
— 125b = 59r— 0,74 dd Millimeterfilogramn, 
und dagegen für Schmiedeeifen den Heineren Werth: 
Pl = 1370 bh? — 6500 r? — 810 ds Zollpfund 
= 10bP#”= 4,7 r:— 0,59 d? Millimeterfilogramm. 
Hängt die Laft Q nicht am Ende des Balkens, fondern ift diefelbe gleich- 
mäßig auf dem Balfen vertheilt, fo ift der Hebelarm berjelben nicht 2, fondern 
— und folglich) u das Moment nur halb fo groß, aljo: 


= = —, oder Ql=2.- * zu ſetzen. 


Ruht ſeme der Bafter an beiden Enden frei auf (f. Fig. 417) und 
wirkt die Laſt P in der Mitte zwifchen beiden Stützen, deren Entfernung von 


einander — 2 ift, fo ift die Kraft an jedem Ende — = und ber Hebeların 


derjelben — 5 alſo ihr Moment: 


2 und PI= 4 U#. 


Es trägt alſo unter übrigens gleichen Berhättnfen der Ballen im zweiten 
Falle doppelt, und im dritten vier Mal fo viel als im erften Falle. 

Iſt endlich der an den beiden Enden aufliegende Balken auf feiner ganzen 
Länge gleihmäßig belaftet (Fig. 418) fo wird er erftens von einer Kraft 


x von unten nach) oben gebogen, welche den Hebelarm — 2° alfo dag Moment 


“ 


—— hat, und zweitens von einer Kraft ° von oben nad) unten, deren An- 
—— der Schwerpuntt je einer Safe, deren Hebelarm folglich 

—* und Moment — - ift. Es vefultirt daher das Moment, mit wel- 
chem jedes Ende des Baltens von unten nad) oben gebogen wird: 


und es ift folglid) QI = 8 Fr, aljo das Tragvermögen des Balkens 


unter dieſen Umſtänden 8 Mal ſo groß als im erſten Falle. 
Während bei einem parallelepipediſchen Balken im erſten Falle 


Pl=b# : ift, hat man im zweiten alle: 
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Qg1=2.DR 3. im dritten: 
Pl=4,.bh . und. im vierten: 


Q1=8.bh? * zu ſetzen, 


wobei d die Breite und % die Höhe des rectangulären Balkenquerſchnittes be- 
zeichnen. 

Beiſpiele. 1) Welche Saft kann ein an feinen Enden unterftügter Ballen aus 
Fichtenholz tragen, wenn berjelbe die Breite d — 0,180 Meter und die Höhe 
h = 0,240 Meter hat, und wenn der Angriffspunft dieſer Laſt von jeder Stüße 
3 Meter abfteht? Es ift bier 2 = 2. 3000 Millimeter, daher nad) der obigen 


Formel: 
Pi=4.012.bAR —=4A. 0,12. 180. 2402, 


und die geſuchte Tragkraft: 
p— 4: 012 . 180 . 240% 
— 6000 
2) Ein an einem Ende eingemauerter cylindriſcher Stempel aus Holz ſoll auf 
feiner ganzen Länge 11,6 Meter eine gleichmäßig vertheilte Laft Q = 5000 Kilo⸗ 
gramm tragen, welche Stärke muß derjelbe befiten ? 
Es iſt hier: 
x — ET 087.88, 


folgli umgekehrt: — 
VAT ° /5000 . 1600 


7 — — 


1,14 1,14 
alfo die gefuchte Stempelftärfe = 2r = 0,382 Meter. 


= 829,4 Kilogramm. 


—= 191 Millimeter, 


Relative Durchbiegung. Dei beweglichen Mafchinentheilen, wie 
z. B. bei Wellen, Radaren u. ſ. w., fünnen Biegungen dadurd) nachtheilig 
auf den Gang ber Mafchinen wirken, daß fie entweder zu Schwingungen 
und Erjchlitterungen der Mechanismen oder zu einem unvollfommenen Ein: 
greifen der leteren in einander Beranlafjung geben, und deshalb beftimmt 
man in gewiffen Fällen die Querdimenfionen diefer Mafchinentheile nicht 
nad, dem Zragmodul, fondern nach der Durchbiegung, indem man feftjett, 
daß diefe ein beftimmter fehr Heiner Theil der ganzen Länge des Körpers 
oder Majchinentheiles fei. 

Wir haben oben ($. 235) flr einen an einem Ende B Horizontal ein- 
geipannten und am anderen Ende A belafteten prismatifchen Körper ASB, 
Fig. 435 a. f. ©., die Durchbiegung 


BCl=s= 


Pl 
3WE 
gefunden, und können alfo ihr gegebenes Verhältniß zur Länge AB: 
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oo: — EL 
| 17 3WE 
daher umgefehrt: 

1) P?=30WE 


ſetzen. 


Fig. 435. 





Für einen parallelepipediſchen Balken hat man hiernach 
bhs F 
4 ’ 





bh° 
2 — — — — 
| Pl — 30 15 E= 
und für einen cylindrifchen 
2 — ar‘ — 3 4 
P® — 30 z E=7a0r'E 


In der Regel ift das relative Biegungsverhältnig 9 — — soo zus 


J 
läſſig, und daher 


1 
2 — — 8 — 
Pr = 5000 bh E= 


3 7 
2000 r!E 
zu jegen. 
Führt man nun für Holz den Elafticitätsmodul Z = 17600000 Pfund 
— 1170 Kilogramm ein, fo erhält man für daffelbe: 
Pl? = 800 bh? = 7540 r* oder fir Metermaß: 
— 0,584 bh? = 5,5 r#. 
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Für Gußeifer dat man E = 16’400000 — 12000 Kilogramm und 
daher 
Pi? = 8200 bh? —= 77250 rt oder für Metermaß— 
— . 6bh? = 56,4 rt, 
und für Schmiedeeiſen, E = 27'800000 Bund — 20000 Rilogranım, 
daher 
P® = 13900 bh — — 130900 r* ober fur Metermaß: 
—  10bh— 942 rt. 
Füur die Biegung bis zur Elaſticitätsgrenze ift dagegen ($. 224): 
2) Pi= =, oder PR = FE, 
fegt man daher beide Ausdrücke fiir P12 einander gleich, jo erhält man: 
rZ —=30WE, 


folglich das Verhältniß derjenigen Länge J des Balkens zum Marimalab- 
ftande e, wobei die Durchbiegung und die Spannung die Örenzwerthe 6 und 
T zugleich erreichen: 





30E _ 38 


e TTo’ 
wenn 6. die der Spannung T, d. h. an ber Elafticitätsgrenge eintretende 
fpecififche Ausdehnung oder Zufammendrüdung bezeichnet. Man hat aljo 
für parallelepipedifche Körper: 


ah 
und fur cylindriſche Körper: 


36 I _ 9 
77 alſo 7 ebenfalls 8/ FR 


Iſt < „ jo findet man durch die erfte Formel den größeren Werth 
für PL, ift Hingegen 5 > a, fo erhält man durch die zweite Formel 
das größere Kraftmoment. Deshalb giebt bei einem gegebenen Kraftmomente 
(PD) im erfteren Falle, wo aljo der Körper noch nicht die Länge 1 — (7)s 
hat, die Formel 


WT _pı 


e 
und im zweiten alle, wo 2 > (>) e ift, die Formel 


30 WE= PU 
die größeren DOuerfchnittsdintenfionen. 
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Set man in dem Orenzverhältnifie > 2 ‚= 5 oc: fo erhält man 
50 __ 3 —0 0006 1 
für alle Materialien — = 0” ‚ baber fir Ho, wo 0 — 500 


zu ſetzen ift, Z — 0,006 . 600 —= 3,6, und insbefondere flir einen pris⸗ 


matiſchen Balken aus Holz: 


I... I 18 
7 ſowie auch an” 1,8. 


Nimmt man fir Guß- und Schmiedeeifen 6 — 
für diefe Stoffe 


1 
1500 an, fo ergiebt ſich 





I 3 .. 1500 
‚mu 9, und daher 
1 9 
7 ſowie e7 =, 4,5. 
Die Formel 
bh? S3xrtE 
2 — — 
A 2000 2007 = 2000 


gilt naturlich nur für den Normalfall, wo der Körper an einem Ende belaftet 
und am anderen Ende feftgefiemmt iſt. Bei einer gleichmäßigen Belaftung 
durch Q hat man (nad) $. 236) ftatt P, ®/, Q einzufegen; ruht ferner der 
Körper an beben Enden auf, und trägt er die Laft in feiner Mitte, jo iſt 


ferner ftatt p£ FT und ftatt 7, ng alfo: 
bh3 3zr'!E 
PR 8 -Vπα 
zu fegen, und ift bei diefer Auflagerung die Laſt Q gleichmäßig vertheilt, jo 
hat man ftatt P, z einzuführen. 


Beifpiele. 1) Welche Laft in der Mitte trägt bei der Durchbiegung 9 = Yo 
der im vorigen Paragraphen berechnete 6 Meter lange hölzerne Ballen, defien 
Querſchnitt eine Breite von 0,180 Meter und eine Höhe von 0,240 Meter Hat. 


Es ift hier: 
0,584 bh8 0,584 . 180 . 2403 
F=8 8 gs 
während im vorigen Paragraphen für den Fall einer Biegung bis zur Elafticitäts- 

grenze P = 829,4 Kilogramm gefunden wurde. 
2) Wie hoch und breit ift ein an beiden Enden aufruhender gußeijerner Träger 


— 323 Kilogramm, 


zu machen, welcher bei dem Dimenfionsverhältnifie 7 > 4, auf eine Laänge von 
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3 Meter eine gleichmäßig vertheilte La Q@ —= 2000 Kilogramm trägi? Unter 
der Boraußjegung, daß die Sräbiegung 0 = Yon Sei, if: 
Y%,QR=8.6.D5A°; d. i.: 


4 
,,. Don an a 


1 / 150. (100) _ 100 „4 — 
woraus äà* 16 2 V 150 = 175 Millimeter, 


und d — —* 43.75 Millimeter. 


Wenn der Ballen bis zur Clafticitätsgrenze angeftrengt werden ſoll, jo ergiebt 
fi) die Höhe % des Querfchnittes nach der Formel des vorigen Paragraphen: 


Qi =8.0,855bh?, oder 2000 . 3000 = 8. 0,85 * 
daher die erforderliche Höhe: 

= V — — 10. V3 — 154 Millimeter, 
und die Breite des Ballens: 


= 4 — 38,5 Millimeter. 





Tragmomente. Aus dem Ausdrude 
T 
Pl=bR% 7 
für das Tragmoment eines parallelepipediſchen Balkens erſieht man, 
daß dieſes Moment wie die einfache Breite b und wie das Quadrat ber 
Höhe A und daß die Tragkraft 
P— bh? T 
16’ 
überdies noch umgekehrt wie die Ränge (7) dieſes Körpers wächſt, daß daher 
bei einem folchen Balken die Höhe einen größeren Einfluß auf die Haltbarkeit 
deſſelben hat als die Breite. in Balfen, welcher doppelt fo breit als ein 
anderer ift, trägt aljo hiernach nur doppelt fo viel als diefer oder auch fo 
viel wie zwei folche Balken neben einander zufanımen; ein Balken von der 
boppelten Höhe trägt hingegen (2)? — 4 mal fo viel als ein Balken von 
der einfachen Breite und einfachen Höhe. Deshalb giebt man aud) dem 
porallelepipedifchen Balfen mehr Höhe als Breite, d. h. man legt denjelben 
ſtets auf die ſchmale Seite, oder giebt vielmehr diefer Seite eine rechtwinkelige 
und ber breiten Seite eine parallele Richtung zur Kraft (P). 
Da bh ben Duerjchnitt F’ des Balkens ausdrückt, jo hat man auch 
Pl=Fh J 
es iſt hiernach das Tragmoment eines Korpers bei gleichem Querſchnitte und 
alſo auch bei gleicher Maſſe oder gleichem Gewichte, der Höhe deſſelben 
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einfach proportional. Sind 3.2. b und h die Breite und Höhe des 


einen Körpers, und dagegen 2 und 3% die des anderen Körpers, ift alfo 


F= s - 3% —= bh der Inhalt ihres Querſchnittes, und haben fomit auch 


beide Körper bei übrigens gleichen Verhältniſſen einerlei Gewicht; fo trägt 
dennoch der legtere 3 mal fo viel als der erftere. 

St bh, hat alfo der Ballen einen quadratiſchen Querſchnitt, 
jo kann man das Tragmoment defjelben noch dadurch herabziehen, daß man 
der Diagonale defjelben eine aufrechte Lage giebt. Es bleibt hierbei, wie wir 

0, dba de 
aus 8. 230 willen, W unverändert — 7.7 
gleich der halben Diagonale, d. i. Y;bV2 —= b Vi wird. Deshalb ift 
dann: 


während dagegen & 


di T T 
PI= — — T=®-VV, — 070705 I, 
12bVı,, ee 6 


während bei Auflagerung mittels ber Seiten, Pl = * ausfällt. 


Ganz gleiche Berhältniffe wie beim parallefepipebifchen Balken fommen aud) 
bei dem Balken mit elliptifhem Querſchnitte vor. Es ift hier (nad) $. 231) 
= , und e = a, wobei vorausgejeßt wird, daß die Halbare a 
parallel und die Halbare b rechtwinfelig gegen die Kraftrichtung, alfo, wie 
gewöhnlich, Horizontal zu Tiegen kommt. Hiernach hat man alſo für einen 
ſolchen Balken: | 


Pl= 2 T=Fa —J. 
da der Inhalt des elliptiſchen Querſchnittes, FF XAb zu ſetzen iſt. Es 
wächſt alſo auch bei dieſem Balken unter übrigens gleichen Verhältniſſen, das 
Tragmoment einfach wie der Inhalt und wie die Höhe a des Querſchnittes. 
Iſt d— a — r, hat man es alſo mit einem cylindriſchen Träger 
von Halbmefler 7 zu thun, fo geht obige Gleichung in 


8 
P=7-T= Fr: 


über. Es wächſt alſo das Tragmoment dieſes ae wie das Product aus 
der Querſchnittofläche und aus dem Halbmeſſer deijelben. 


Bei gleichem Querſchnitte oder bei gleichen Gewichte ift das Verhältniß 
des Tragmomentes des Körpers mit elliptiſchem Querſchnitte zu dem mit 


&. 253.] Die Biegungs-Blafticität und Feſtigkeit. 525 


freisförmigem, — —. Es ift daher der Balken mit elliptifchem Querſchnitte 


(wo a > r) ſtets dem einfachen cylindrifchen Balken vorzuziehen. 

Daffelbe gilt auch bei allen anderen Duerfchnittsformen; die regelmäßige 

Form (da8 Quadrat, das regelmäßige Sechsed, der Kreis u. f. w.) giebt bei 
gleichem Inhalte ſtets ein Hleineres Tragmoment als eine Form von größerer 
Höhe und Heinerer Breite. 
’ Regelmäßige Querjchnittsformen find daher auch nur bei Wellen und 
anderen um ihre Rängenare fich drehenden Körpern anzuwenden, wo während 
der Umdrehung eine Querſchnittsdimenſion ſtets in die andere übergeht, oder 
nad) je einer Viertelumdrehung bie Höhe zur Breite und die Breite zur 
Höhe wird. 


Querschnitt hölzerner Balken. Wenn ein cylindrifcher Balken mit 
einem parallelepipedifchen Balken, deſſen Breite und Höhe — b ift, einen 
gleich großen Duerfchnitt 7’ = ar? —= b? hat, fo ift das Berhältniß: 

2 — Va = 1,77245, 
und dagegen das Verhältniß zwifchen den Tragmomenten M und M, (M,), 
und zwar erſtens, bei Auflagerung des legteren Körpers auf einer Seitenfläche: 
M r b 3 r 3 


=, = 1'530 aVn 1,5 . 0,5642 — 0,8462, 
Dagegen zweitens, bei aufrechter Stellung der Diagonalebene des legteren 
Körpers: 

M ‚bV2_ 3 


Tr 
Mm 4#' 12 Von 
Es ift alſo das Tragmoment des Cylinders (mit kreisförmiger Baſis) im 
erſten Falle kleiner, und im zweiten Falle größer als das eines Parallelepipeds 
mit quadratiſcher Baſis und gleichem Inhalte mit dem Cylinder. 
Da die hölzernen parallelepipediſchen Balken aus run den Baumſtämmen 
gehauen oder geſchnitten werden, ſo iſt die Frage, welches Dimenſionsver⸗ 
Fig. 436, hältniß ift dem Duerjchnitte eines ſolchen Balkens 
zu geben, damit er noch das möglich größte Trag- 
vermögen behalte? 
J Es ſei ABDE, Fig. 436, der Querſchnitt des 
J Stammes, A D==d der Durdjmeffer beflelben, ferner 
sg AB=DE=b 
die Breite und 
AE=BD=h 
die Höhe des Balkens. Danı if: 


— 3 , 0,3989 — 1,1967. 
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b? + h? — d}, oder 
Rh? — d? — 3, 
und das Tragmoment: 
T 
Pl= 7 
Es kommt nun darauf an, 
ve — My) —=bar — ber) 
fo groß wie möglicd) zu machen. Setzen wir ftatt d, b + x, wo x fehr Hein 
ift, fo befonmmen wir fir den legten Ausdrud: 
db +% d — (b + „DJ? = ba? — BE + (d? — 369) x — 3 br, 
infofern wir 2° vernachläffigen, und daher die Differenz beider Ausdrüde 
y=T (d2 — 30?) x + 3bx. 
Damit der erfie Werth ba? — de in jebem Falle größer ausfällt als der 
legte, muß die Differenz 
y=T (d? — 3b?) x + 3bx? 
pofitiv fein, man mag b um = größer ober um z Heiner nehmen. Dies ift 
aber nur möglich, wenn d? — 3 b2 = 0 wird, benn dann ift diefe Differenz 
Sig. 497. — 3bx?, aljo pofitiv, wogegen, wenn d? — 3b? 
ein pofitiver oder negativer veeller Werth ift, 3 dx? 
vernadjläffigt werden Tann, und jene “Differenz 
— T (d? — 3b?) r, d. i. mit x gleichbezeichnet, 
aljo bald negativ, bald pofitiv ausfällt. Segen wir 
nun d? — 3b? — 0, fo folgt die gejuchte Breite: 
b—=dY!/, und bie entiprechende Höhe: 
h— Ve —- u —d V’;; 
aljo das Verhältniß der Höhe zur Breite: 


k Va 


—— ihr wie 7 
z87 1,414 ober ungefähr wie 7/,. 


br — z b.(d? — d9). 





Dean joll aljo den Baumſtamm fo zimmern, daß daraus ein Ballen her 
vorgeht, defien Höhe zur Breite fi) wie 7 zu 5 verhält. Um den ber 
größten Feftigkeit entfprechenden Duerjchnitt zu finden, theilen wir den Durd)- 
mefler AD, Fig. 437, in drei gleiche Theile, errichten in den Theilpuntten 

*) Mit Hülfe der Differenzialtehnung ergiebt fi das Maximum des Werthes 
(dd? — 52) einfacher durch 
3(bd2 — 9) 

db 


a3 - 0; o=a Vi. 


— 0 (vergl. analyt. Hülfglehren $. 13); 
aljo aus 
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M und N Perpendilel MB und NE, und verbinden bie fich ergebenden 
Durchſchnittspunkte B und E im Kreife mit den Endpunften A und D 
durch gerade Linien. Es ift dann ABDE der Querſchnitt des größten 
Wiberftandes, benn da 

AM:AB=AB: AD und AN: AE=AE:AD, 
ft: AB=b = VAM.AD=YY,d.d=daV" 
md AE=h=VAN.AD=VYyd.d=dV®’, 


h 2 , gr . 
alſo: 7* v2 wie auch wirklich verlangt wird. 
Anmertung 1. Der Baumflamm bat das Tragmoment: 
nT 
Pil= I . r3, 


für den daraus gezimmerten Ballen vom größten Widerflande ift dagegen das 
Tragmoment: 


T sT 
PI=ZaV vRB— — · as — r3; 
Y- Vs YV243 7 
es verliert folglich der Stamm durch das iagen um 
8 4 
1l— — — =1-—065 = 0,85, 
v243 7 


d. i. 35 Brocent von feiner Tragkraft. Um dieſen Berluft zu mäßigen, behaut 
man den Stamm oft nicht ganz vierlantig, jondern läßt ihn noch mit abgeftumpf- 
ten Kanten. 

@in aus demjelben Stamme gegimmerter Ballen mit quadratiſchem Querſchnitte 
hat das Tragmoment: 


pi=1.avu-*, 
weil hier Breite = Hehe =d VE 0,707 d ift; daher fällt bier jener Verluſt gar 
Ss _.4 — 1 — 0,60 = 0,40, 





— 1 — = 
6.2y2 % 8n V2 
d. i. 40 Procent auß. 


(Anmerfung 2) Um aus einem Baumflamme einen parallelepipedifchen 
Ballen zu erhalten, deſſen Biegungsmoment ein Maximum, für melden alſo 


= T (vergl. $. 251) fo Hein wie möglich ift, kommt e8 darauf an, 


W= = ‚ oder bh3 — h8 Var — Ma, oder (bh9% — he (da — 79) 


= dAh8 — 98 
fo groß wie möglih zu machen. Das Differenzialverhältnig des legteren Aus: 
drudes in Hinfiht auf A ift: 


6d2h5 — 8A”, 
und giebt Null für A? = %,d2, d. i.: 
h=d 7418 und 





b=V@-— MH — „a—_— 
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Für diefe Werthe (j. analyt. Hülfslehren 8. 13) iſt daS Biegungsmoment deB 
Ballens ein Maximum. 


Es ift hier 2 = —= 1,7821, alſo nahe — %,, während oben für daß 


Maximum des Tragmomentes nd annähernd — Y, gefunden wurde. 


Diefer Forderung entipricht die Eonftruction in Fig. 497, wenn man AM 
= DN=, AD madt. 


254. Ausgehöhlte und gerippte Balken. Fur einen hohlen paral- 
lelepipedifchen Balken ift nad) $. 228 
bh® — bh? 


= —— und daher das Tragmoment: 


_WT _ — h® — bh! T 
PI= e * Ga a; 


Segen wir nod) * = u und a — v, fo erhalten wir: 


3: — 
zen) 
und da num ber Duerfchnitt des Balken, 
F=bkh —bh=bh(l — vv) ift, fo ergiebt ſich: 


— 13 
= (— m) Fr 


1—piv _ 1—uv+ av — u (1 — u) uv 
da av 1— uv -=1+ 1 — uvV 
um fo größer ausfällt, je größer v ift, fo erhäft man ben Marimalwerth von 
Pl, wem man v —= 1 einfegt, und zwar: 


1) a=[ + Gerste tz 


Nimmt man dagegen v — u an, fo erhält man: 
9) PP=(I+p)Fr J. 


In beiden Fällen iſt u fo groß wie möglich und daher nahe — Eins zu 
nehmen, find alfo die Wände des Balkens möglichft dunn zu machen, wenn 
der Ballen die möglichſt große Tragfähigkeit befigen ſoll. 

Hiernady hat man für u — 1, im erfteren Falle: 


T 
Pl=3Fh re Fh 2, und im zweiten: 


Pl=2Fh = —=Fh 2 wogegen 





T 
Pl=Fh 7 ausfällt, wenn man u — 0O annimmt. 
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In allen drei Fällen wächſt die Tragfähigkeit des Balfens bei gleichem 
Duerfchnitte (F) oder Gewichte mit der Höhe (A) gleichmäßig; fie ift aber 
un erften Falle, wo der Balken aus zwei Duerrippen befteht, am größten, 
im zweiten Falle, wo er eine parallelepipedifche Röhre bildet, eine mittlere, 
und im dritten Falle, wo er aus einer oder zwei Tragwänden befteht, am 
Hleinften. 


Wenn z.B. ein mafflver Balken mit den Querfchnittsdimenfionen b, und 
hı denfelben Querſchnitt oder dafjelbe Gewicht haben fol, wie der gedachte 
bohle Balken, fo ift: 


. b 
F=bh—=bh— bh d. i. 2b,hı =bh oder ur lyg. 
. b h 
Nimmt man nun noch En — Fr an, fo erhält man u—v—V!,, und 


daher das Verhältniß zwifchen den Tragkräften beider Ballen: 


— 443 — ] 

P_U-e) . * — (EV? V2?=3 1, = 2,12; 
— 2 

es beſitzt alſo dann der hohle Balken mehr als doppelt fo viel Tragfähigkeit 

als der gleich ſchwere maſſive Balken, welcher genau dieſelbe Geſtalt und 

Größe hat wie die Höhlung des erſteren. 


Dieſelben Verhältniſſe finden natürlich auch ſtatt bei den Iförmigen 
Trägern, da fie (nad) 8. 228) daſſelbe Maß W des Biegungsmomentes 
befigen. Ebenſo laſſen ſich diefe Formeln aud auf Körper mit mehr als 
zwei Hauptrippen, wie 3. B. mit einem Duerfchnitte, wie Fig. 438, an- 
wenden, wo b die Breite der Yuß- und ‘Dedplatten AB 
und CD, ımd h die ganze Höhe AD — BC, jowie b, 
die Summe der Breiten und A, die Höhe der hohlen 
Räume M, N, O, P bezeichnen. 

Für eine Röhre oder für einen hohlen Eylinder 
bat man diefelben Berhältniffe wie für einen parallel- 
epipedifchen Balfen. ft r der äußere md r, = ur 
der innere Halbmeffer, jo ift da8 Tragmoment diejes 


Tig. 438. 








Körpers: 
_art— r)T_,_ = () T 
= Eu Ware) 


=(1+u9 Pr. 


Diefer Ausdruck wird um fo größer, je mehr fid) a = -_ der Einheit 


nähert, je Heiner alfo die Wandftärfe der Röhre ift. 
Weisbach's Lebrbuch der Mehanif. I. 24 





— 
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Sest man u = 1, fo erhält man das entiprechende größte Tragmoment: 
T T 
| Pl=2Fr  —=Frs- | 
Bergleiht man die Tragkraft diefer Röhre mit der eines gleichſchweren 
maffiven Eylinders vom Halbmefier s, = ur =r V!y, fo hat man, da 
fir diejen 


Pi=Fr.- z = uFr- z ift, 


P_ 1I+uw __ 1 3 — 
genau wie beim parallelepipediſchen Balken unter denſelben Vorausſetzungen. 
Es iſt endlich aus der allgemeinen Gleichung: 


———— — 


e e 
unmittelbar zu erfehen, daß das Tragmoment eines Körpers um fo größer 
ausfällt, je größer die Entfernungen 2, — Hıe, £ = Use u. |. w. der 
Duerfchnittötheile F}, Fe u. f. w. von der neutralen Are find. Da num aber 
diefe Entfernungen höchſtens — e fein können, fo wird folglic) derjenige Bal- 
ten das größte Tragmoment befigen, deſſen Querfchnittstheile einen und den- 
jelben und zwar möglichft großen Abftand von ber neutralen Are haben. 
Ein folcher Körper befteht folglich nur aus zwei Querrippen. Da die zur 
Berbindung der Ouerrippen dienenden hohen Rippen der Yorderung eines 
größten Tragmomentes nicht entfprechen können, fo ift es auch gar nicht mög⸗ 
ih, mit der Tragkraft eines Balkens ein abfolutes Marimum zu erreichen; 
und man muß fich daher nur damit begnügen, die Tragfähigkeit eines Bal⸗ 
tens durch Aushöhlung oder Schwächung defjelben in ber Nähe der Are und 
durch Anbringung von Rippen oder Federn in möglicht großem Abftande von 
der Are zu erhöhen. 

Die Dide, welche die Mittelrippe eines ſolchen Körpers erhalten muß, um 
der Schubfeftigkeit widerftehen zu können, wird im folgenden Capitel beftimmt. 


Pl= 


Anmerlung. Unter der VBorausjegung, daß die Tragmodel mit den Feſtig⸗ 
feitSmodeln wachſen und abnehmen, geben die engliichen Ingenieure den Trägern 
aus dem dem Zerdrüden mehr widerftehenden Gußeifen auf der Zugfeite und 
dagegen den Trägern aus Schmiebeeijen, welches dem Zerreißen mehr widerftebt, 
auf der Drudjeite eine befondere Verſtärkung. Ruhen diefe Träger an ihren Enden 
auf, jo erhalten fie deshalb, 3. B. je nachdem fie aus Guß⸗ oder aus Schmiede, 
eijen bejtehen, entweder eine breitere und didere Fuß⸗, oder eine breitere und 
didere Kopfplatte, oder ftatt derjelben Doppelplatten mit verticalen Zwiſchen⸗ 
wänden, ähnlich wie Fig. 438 zeigt. Gußeiferne Träger erhalten in dieſer Abficht 
die ſchon aus dem Obigen ($. 247) befannten T förmigen Querfchnitte. 
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Beijpiel. Ein Tragbalten aus Eichenholz von 0,2 Meter Breite und 0,3 Meter 
Höhe, welcher feither hinreichende Tragfähigkeit gewährt bat, fol durch einen bob: 
len gußeifernen Ballen von 0,12 Meter äußerer Breite und 0,25 Meter Höhe 
exjegt werben, welche Wandftärle wird man demfelben geben müffen? Set man 
die Doppelte Metallſtärke defielben = x Millimeter, fo ift die Breite der Höhlung 
— 120 — x und die Höhe derjelben = 250 — x Millimeter. Es ift daher für 
den hohlen Ballen; 
bh? — buh2 = 120 . 2508 — (120 — æ) (250 — 2)? = 38'125000 & — 277500 x? 

+ 870 2? — x, 
und das Tragmoment 





PI = . (38125000 & — 277500 22 + 870.23 — xt). 
Wenn für den maffiven hölzernen Ballen daß Tragmoment 
PI = 77° 20 . 8009 = %, . 189140000 


ift, jo bat man zu jegen: 
> (388125000 © — 277500 x? + 87023 — xt) = 13'140000 ober: 
88125000 & — 277500 22 + 87023 — xt = 644'117647. 


Zunächſt ift annähernd x = ——“* — 16,9 Millimeter, wofür aber 
x — 18 Millimeter geſetzt werden ſoll. Dann folgt 
277500 x? — 89910000; 870.23 = 5'073840; x —= 104976, 
daher läßt ſich ſetzen: 
644'117647 + 89'910000 — 5’073840 + 104976 
38'125000 
und folgli die geſuchte Metallftärke: 


Z — 9,7 Millimeter = rot. 10 Millimeter. 


— 19,4 Millimeter, 


Der Brechungsquerschnitt. In den bisher behandelten Fällen der $. 255. 

Biegung der Körper AB, Fig. 439, haben wir immer eine prismatifche 

Form derjelben, und folglich auch ein 
conftantes Biegungsmoment WE vor- 
ausgefeßt, weshalb wir mittels der Grund⸗ 

formel (aus $. 220) 

Pır= WE 

ſchließen können, daß der Krikmmungs- 
halbmeſſer 


Big. 439. 





WE 


vr — 


Px 
umgekehrt, und daher die Biegung felbft direct dem Momente (Px) der auf 
ben Körper von außen wirkenden Kraft P proportional ift, und folglich auch 
die Biegung mit Px zugleich ein Marimum und Minimum wird. Iſt daher 
die Kraft P conftant, oder wächſt diefelbe mit = (wie 3.2. Q = gr, in 
34* 


— — — — — — 


— — — — — — ſ — — — 
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dem Fig. 440 abgebildeten Falle), fo nimmt die Biegung mit z ab und zu, 
und ift auch mit © zugleich ein Marimum und Minimum. Wenn Hingegen 
Fig. 440. der Querfchnitt F’ des Körpers an ver- 
un  Tchiedenen Stellen feiner Are verichieden 

ift, fo fällt natürlich au) W—=& (Fe?) 
veränderlid) aus, und dann ift der 
Kriimmungshalbmefler r dem Quotienten 


3— und p die Krümmung felbſt dem 





Ausbrucke 2 — proportional Kommt es 


folglich darauf an, die Stellen der ſtärkſten * ſchwächſten Biegungen zu 
finden, fo hat man nur diejenigen Werthe für die Armlänge © zu beſtimmen, 


bei welchen der Ausbrud = zum Marimum und zum Minimum wird. 


Ebenſo wird, der Formel 
Pxe 
Ww 
aus 8. 224 zufolge, die Spannung S in der äußerſten Yaferfchicht des im 
Abftande z von dem freien Balfenende gelegenen Duerjchnittes mit dem 


Px.e 
Ausdrude * 
Bei einem prismatiſchen Körper iſt * eine conſtante Zahl, und 


8— 








ein Maximum oder. Minimum. 


folglich dieſe Maximalſpannung 8 nur dem Kraftmomente Px proportional; 
bei Körpern von veränderlihem Querfchnitte, wo 7 eine veränderliche 


Zahl ift, hängt dagegen diefe Spannung aud) noch mit von diefem Duo: 
tienten ab; im erfteren alle ift diefe Spannung mit Px zugleich, aljo bei 
einer in einem Punkte angreifenden Kraft P und bei einer auf x gleich⸗ 
mäßig vertheilten Laſt Q — qz, fr x — 1, ein Marimum; im zweiten 


Falle läßt fich Hingegen diefes Marimum von S ohne nähere Kenntniß der 


Veränderlichkeit des uerfchnittes im Voraus nicht angeben. Um diefe 
Stelle oder den Querſchnitt des Balkens zu finden, wo die Marimaljpan: 
nung vorkommt, ift es nöthig, das Marimum von dem Ausdrude —* 
algebraiſch zu beſtimmen. Jedenfalls iſt die Stelle im Körper, wo dieſe 
Marimalfpannung vorfommt, auch diejenige, wo bei hinreichender Belaſtung 
die Spannung S zuerft in 7 oder gar in K übergeht, und folglich zunächjt 
die Elafticitätsgrenze erreicht wird oder das Zerbrechen eintritt. Man nennt 
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deshalb auch den diefer Stelle des Maximalwerthes von (7) eutfpres 


enden Querſchnitt des Körpers den Brechungsquerſchnitt (franz. 
section de rupture; engl. section of rupture), oder auch den gefähr- 
lichen (ſchwachen) Querſchnitt. 

Hat der Körper einen rectangulären Querſchnitt mit der veränder- 
lichen Breite u und der veränderlichen Höhe v, fo ift 

w_ 

e 6° 
und bafer der (mache Querſchuitt Dur) das Marimum von 2 ober das 


2 
Minimum von —— beſtimmt. Bei einem Körper mit elliptiſchem Quer⸗ 
ſchnitte, deſſen veränderliche Halbaxen u ımd o find, hat man: 
W _ zur 


ee 4! 





2 
und daher wieder das Minimum von aufzuſuchen, wenn es darauf an⸗ 


tommt, die ſchwache Stelle bes Körpers zu beſtimmen. 
Bei conftantem Gewichte kommt P ganz aufer Betracht, ift alfo bloß 


‚2 
das Minimum von - zu ermitteln, ift dagegen das Gewicht Q — 94, alfo 


gleihmäßig auf den Balken vertheilt, fo muß man das Minimum von e 
beftimmen, um ben Brechungsquerſchnitt zu finden. 


Bildet der Körper ACDF, Fig. 441, einen abgeftumpften Keil, $. 
oder ein liegendes Prisma mit trapezoidaler Seitenflähe ABEF, deſſen 
unveränderliche Breite BO—= DE—b ft, und wirkt die Kraft P an 

Sig. 441. dem Ende DF deſſelben, jo 
hat man nur das Minimum 


v . 
von zZ zu ermitteln, um den 


ſchwachen Querſchnitt 
deſſelben zu finden. Setzen 
wir die Höfe DE = EF 
feiner Endflähe—h und die 
Höhe KU des Ergänzungss 
ftüdes HKU = c, und neh⸗ 
men wir unſerer feitherigen 


534 Vierter Abfchnitt. Zweites Capitel. [$. 256. 


Bezeichnung entiprechend an, daß der Brechungsquerſchnitt ZMN um, 
UV— x von der Endflähe DEF abftehe, fo haben wir die Höhe deſſelben: 


ML=o=h+r=a(l +), 
und daher nur das Minimum des Ausdrudes: 
vꝰ h? c\? 1 2 x 
— — — — 1 == 2 — — — 
% - (1 +#) "(+ +5). 
oder, da A und c beitimmt find, nur von n + 7 zu ermitteln. 
Nimmt man 2 = c an, fo ergiebt fich der legte Ausdrud — =, macht 


man aber x wenig (um x,) größer oder Heiner, fo erhält man: 


1 1 2 
era eltern 
_ (1 +9 
»_ctn_ 1,2 
c? c? e —e 
folglich 
1 x _2 % 
ra, rt ca’ 


alfo jedenfall® größer als 2. Es giebt alſo 2 c das geſuchte Minimum, 


d. i. der ſchwache Duerjchnitt ZMN fteht um die Höhe KU = c, nänlid) 
eben jo viel von der Endflähe DEF ab, als die abgejchnittene Kante TK 
auf der anderen Geite. 


Mit Hülfe dev Differenzialvechnung findet man einfacher 
. 1 c 
Min. (- 4 22 
durch) 
1 Fr 
(G+a) (di + 2-09 
dx = dr, > ; oder X = C. 
Die Höhe dieſes ſchwachen Querſchnittes ift 
v—=h+ = c=2h, 
und folglich die Tragkraft diefes Körpers: 
bahn? T_ 4bRT 


=: — 5 
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Ein parallelepipedifcher Balken hat bei gleicher Yänge 1 —c, gleicher 
Breite b und gleichen: Bolumen 7 — bh, die Höhe: 





h 2h 
Met 
und folglich die Tragkraft: 
p_dM.T_90w T 
ee 6 4c 6’ 


trägt alfo nur %/,s,mal fo viel als der behandelte Feilfürmige Körper. 

Iſt der Körper eine abgelürzte Pyramide, fo fchneiden ſich die Ebenen 
AE, BD u. |. w. gehörig erweitert; in einer Spige, und wenn man bie 
Höhe der abgejchnittenen oder Ergänzungspyramide wieder mit c und die 
anfängliche Breite DE mit b bezeichnet, fo ift: 

MN=u=b(1 +) m I24=v=a(1 +&); 


und man hat daher das Minimum von 
— * 4 =) 


24 G+5 


zu ermitteln, um ben Bredungsauefänitt zu finden. Durch Differenzial- 
rechnung findet man 


oder don 


0 4—4 era) 
— 7 te +7 en 
oder ce —=3c.x? + 2x2, aus welder String = in c gt 
Man kann fic, leicht von ber Richtigkeit diefes Werthes überzeugen, wenn 


man einmal x = 1/,c + x und ein anderes Mal !/,;c — 2, ſetzt. In 
jedem Falle erhält man einen größeren Werth als 


2 + * 4 * = “ ve der Ausdrud: 


+47 * 


fir z = Ysc annimmt. Es ift * der Abſtand der Brechungsfläche ZN 
von der Enbfläche DF gleich der Hälfte der Höhe c des Ergänzungsftüdes 
der abgeftumpften Pyramide. Die Dimenfionen diefer Fläche find: 
sb +) 8/b und v eh, 
folglich iſt die geſuchte Tragkraft des Balkens: | 
3b; h?T 270% T 


VI 


6 
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Fir einen Körper in Form eines abgefürzten Kegel hat man bei 
dem Halbmeſſer r feiner Endfläche und der Höhe c des abgefchnittenen 
Stüdes, den Halbmefler der Brechungsfläcde, r, — %sr, und daher: 


Körper von gleichem Widerstande. Wenn ein Körper fo ge- 
bogen wird, daß ſowohl die Marimalfpannung 8 auf der Zugſeite der 
neutralen Are als auch die größte Spannung auf der Drudfeite derfelben 
an allen Stellen eine und diejelbe ift, fo heißt er ein Körper von gleihem 
Widerftande (franz. corps d’Egale rösistance; engl. body of the strongest 
form). Ein folcher Körper erreicht bei einer getoiffen Kraft in allen Quer⸗ 
ſchnitten zugleich die Grenze der Elaſticität, hat alfo an jeder Stelle den der 
Tragkraft entiprechenden Querſchnitt, und erfordert deshalb unter allen 
Körpern, bei Übrigens gleichen Berhältniffen, die Hleinfte Menge an Stoff. 
Wegen Erſparniß und zur Vermeidung unnöthiger Belaftungen find daher 
in dem Bauweſen vorzugsweife ſolche Körperformen in Anwendung zu brin- 
gen. Da die ftärkfte Spannung in einem Querſchnitte durch den Ausdruck 


—® (5. 250) 


bein | „1 » fordert ein abrpe von gleichem Widerſtande, daß die 
Größe Z 


jelbe en 


ft die Kraft P conftant und greift biefelbe a am Ende des Körpers an, 
jo hat man folglich einfacher 


8 — 








< für alle Querſchnitte des Körpers eine und die- 


— oder 
W ex 


conftant zu fegen, wogegen danı, wenn die Kraft Q — qz, alfo gleichmäßig 
auf den Balken vertheilt iſt, 


conſtant gefordert werden muß. Bei einem Balken mit rectangulären 
Querſchnitten (j.$.255), deren Dimenſionen u und v find, iſt im erſteren 
alle: 


uv? 
—— , und im zweiten: 
x 


uv? 
7 conſtant zu ſetzen. 
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IM an einer Stelle in dem Abſtande I von der Endfläche die Breite b 
und die Höhe A, fo hat man folglich im erfteren Falle: 


—— 
— 
und dagegen im letzteren: 
u?  bh® 
m 
zu fordern. Bei conftanter Breite u — b ift daher im erfteren Falle: 
v h3 
sr di. 
x der ? 
BROTmz=VT 


Da die Gleichung = 7 
merkung), fo hat folglich das Längenprofil ABE, Fig. 442, eines ſolchen 
Big. 442. Big. 443. 


einer Parabel zulommt (ſ. $. 38, Anz 











Körpers die Form einer Parabel, und zwar einer Parabel, deren Scheitel E 
mit dem End- oder Aufhängepunft der Laft P zufammenfällt. 

Ruht der Balten AB, Fig. 443, von gleicher Breite, mit feinen Eriden 
auf, und trägt er die Laſt P in feiner Mitte, oder wird der Ballen AB, 
Fig. 444, in der Mitte C unterflügt, und an den Enden A und B burd) 
zwei fid) das Gleichgewicht haltende 


di ee Kräfte ergriffen, fo erhält das Längen- 
profil die Geftalt von zwei in der 

£ Mitte zufammenftoßenden Parabeln. 
Der legte Fall kommt bei Balanciers 

und Wagbalfen vor. Da biejelben 

3 durch die Zapfenlöcer A, C, B ge 


ſchwächt werben, fo verfieht man fie 
r noch mit Rippen, oder giebt ihnen 
einen Mittelfteg AB. 
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Die Anordnung der Augen für die Zapfen in A und B madjt hier eine 
Abweichung von der genauen parabolifen Form nöthig. Ueberhaupt darf 
in den Endpunkten F, Fig. 442, A und B, Fig. 443, die Höhe v des 
Querſchnittes nicht bis zu Null abnehmen, wegen der durch die dafelbft an- 
greifenden Kräfte erzeugten Schubfpannungen, worüber in dem folgenden 
Capitel das Nähere vorkommt. 

Iſt die Höhe v — A conftant, fo hat man: 


»_d at 
a Try -T 


dann ift alfo die Breite u ihrer Entfernung von dem Ende proportional, 
es bildet deshalb die Horigontalprojection des Balkens. ACE, Fig. 445, 
ein Dreied BOD, und der ganze Balken einen Keil mit verticaler, in die 
Kraftrichtung fallender Schärfe DE. 

Big. 445. Fig. 446. 


Dan erjegt gewöhnlich die paraboliſchen Träger in Fig. 442 durch eben- 
flachige Träger, wie ACB in Fig. 446. Um hierbei fo viel wie möglich 
Material zu erſparen, giebt man diefem Träger in der Mitte A diefelbe 
Höhe MO — hm — hV'/s, welche der paraboliſche Träger erhalten wiirde, 
und führt die ebene Vegrenzungsflähe CD tangential an die entjprechende 
Porabelflähe. Nun ift, da die Tangente OD die über A verlängerte Are 
BA in einem Punkte trifft, welcher von A um die Länge AM entfernt ift: 

BC_3AM_ 5, AD_ AM _,, 

MO 2AM ” MO 24m 
daher folgt, wenn man die größere Höhe BC des Körpers durch A, und bie 
Meinere Höhe AD deſſelben durch A, bezeichnet, 

h—= Ya = %,hVY, — 1,0607 % und 

»=Yhlm = YyhVı, = 0,8536 h, 
wobei die Höhe BN — h mittels der bekannten Formel PI = bh? I 


beftimmen ift. 
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Das Bolumen eines ſolchen ebenflächigen Trägers ift BL (hı + Mr) * 2) 


= 0,7071 Ih, wogegen da8 des parabolifchen Trägers von gleichem Wider⸗ 
ftande, = ?/;bih = 0,667 bih, d. i. 5,7 Procent Heiner ausfällt. 

Fig. 47. Ebenjo kann man den an den 
Enden A und B unterftügten 
Träger AN A,, Fig. 447, aus 
zwei ebenflächigen Stüden zuſam⸗ 
menfegen, welche im Angriffe- 
punkte der Laft die gemeinfchaft- 
liche Höhe B C— h, = 1,0607 h 
und an ben Enden bie Hohe AD= AD = = 0,3536 h haben; 
nur ift hier die Höhe BN — h durch die Formel 


ah — * —7 zu beſtimmen. 








Soll der Körper ABD, Fig. 448, lauter ähnliche Querſchnitte 
LMN, ABOu. ſ. w. haben, fo ift zu ſetzen: 


Fig. 448. — 
| — F daher: 





a ZUR —SE 
Bu Tv my, TTV 


dann wachen alfo die Breiten und Höhen 
wie die Cubikwurzeln aus den ent- 
{prechenden Hebelarmen. Im der adjtfachen Entfernung vom Ende ift 
3. D. die Höhe und Breite nur doppelt fo groß als in ber einfachen Ent- 
fernung. 

Man kann diefen Körper durch eine abgefürzte Pyramide ACEG, 
Fig. 449 (a. f. ©.), erfegen, welcher in der halben Tänge die Höhe MO—h, 
— Pi. AS 0,7937 h und die Breite MN—b„— V},.b= 0,7937 b 
mit dem gefundenen Körper von genau gleichem Widerſtande gemeinſchaftlich hat. 





h . 
Sir den Zangentenwinfel der Curve = = I oder v = Y 2%, iſt 


Ov h * h 
. — — — — — 7 
nad) analyt. Hüffelehren $. 10, tang. a = 62 301 5 


daher folgt für 
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3 
x 19* 7 h 
7” a» Yıltang. & — !e h Ve) = ljeh v4 —7 V 1z 


— 0,2646 A, und ebenjo folgt fitr die Curve 
7 
u V: b 
== 7, tang. = — und 
b Ing L 3Yız? 


yltang.ß = ZA 
Hieraus ergeben ſich nun die Dimenfionen der großen Grundflähe ABC: 
AB—=h —hm + Yıltang.a—=t, Yıy,.h — 1,0583 h und 
BCl=b=b, + Yltan.ß — %ı Vin .b — 1,0583 b, 
jowie die der Kleinen Grundflähe ZFG: 
Fig. 449. Fig. 450, 





FG == hm — Nsltang. a = ?; Vı; .h = 0,5291h und 
EF=b— bu — Yıltang.B = 2, Wir. db = 0,5291. 


2 
Uebrigens iſt natürlich Pl = —7 zu fegen. 





Giebt man dem Körper von gleichem Widerftande kreisförmige Quer— 
ſchnitte, fo gilt flr den veränderlichen Querſchnittshalbmeſſer die Gleichung 


8:7 
% 
uo=s-= VE, 


und wenn man diefen Körper durch einen abgefürzten Kegel ABE, 

Fig. 450, erjest, jo find die Halbmeſſer deſſelben: 

M=-n=YV'!.r= 0797r, 0CA=n = 1,0583r und 
DE=nr = 0,5291r, 

und es ift der Halbmeiler r der Grundflädye des Körpers von gleichem 

Widerflande nad) der Formel 


3 
Pl= —— T zu berechnen. 


Iſt ein Balken gleihförmig belaftet und die Breite unveränderlich, 
aljo u — b, fo hat mam: 
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v Ei 
mr alfo auch 


£2 
T 


und es erhält deshalb derſelbe die Geftalt eines Keiles mit triangulärem 
Yängenprofil 4 BD, Fig. 461. 
Fig. 451. Big. 452. 





2 
Bei conftanter Höhe ift in biefem Falle + = 5 und daher der 


Grundriß des Balkens eine von entgegengefegten Parabelbögen BD und 
CD begrenzte Fläche BDO, wie Fig. 452. 
3 2 

Macht man wieder ahnliche Querſchnitte, fo iſt 5 = = = m dann 
hat man es alfo ſowohl im Bertical- als aud im Horigontalprofile mit dev 
eubifhen Parabel, bei welder die Cuben der Orbinaten wie die Qua— 
drate der Abſeiſſen wachſen, zu thun. 

Wird ein in beiden Enden aufruhender Körper AEB, Fig. 453, 

Big. 453. gleihförmig und zwar auf den 

laufenden Fuß durch q, alfo auf die 
ganze Länge AB = dur 9=ql 
befaftet, fo hat man das Kraftmoment 
fiir einen Punkt O in der Entfernung 
AO —x von einem Stügpunfte A: 
2.292. 2-11 — 
*- 40 3,0: 2), 
dagegen für die Mitte C: 








Nehmen wir einen Körper von unveränderlicher Breite d an, jo haben 
wir zu fegen: 
T 


un. = 3 (ir — 2) und 
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‚T_a® 
6 


— 
wenn A die Höhe CH des Körpers in der Mitte bezeichnet, und es folgt 
nun durch Divifion: 

v? la — 2? 


bh? 


an TB oder 
hN\? 
v! — 71 (iz — 22). 


Wäre k — "1, fo würde vꝰ — Iz — a8, md deshalb das Längen⸗ 
profil der mit 1, I al8 Halbmeſſer conftruirte Kreis AD, B fein; weil aber 


2 
ix — x? noch durd) (7) zu multipliciven ift, um das Quadrat o? 
2 


ber jedesmaligen Höhe MO — NO zu erhalten, fo geht diefer Kreis in eine 
Ellipfe ADB oder AEB über, deren Halbaren CA — a, — 1/1 umd 
CD=CE=b =% fin. 
Dan kann diefen Körper durch einen ebenfläcigen Träger AABDEB, 
Fig. 454. Fig. 454, erfegen, welcher in 
dem Abftande AM — !yl 
von den Stützpunkten B und. 
B, die Höhe MO — hu 


1412 — Yet? 


—__h 
Aal 
— 1, V3.%h hat. Der Nei- 
gungswinkel & der Fläche BD gegen die Are A C ift durch die Gleichung 
h 1 i—ı 


, (1; Vize — *) 
tanq. — ——— — . — 
9 0 0% Mal ViIxz — a2 


_ 2, ML _2h_yzh 


I Vol ıV3 A 
beſtimmt; daher folgt r tang.a — 1/, V3. h und die Höhe des Körpers 
in der Mitte: 
I 
CD=MO+-, tany.a= ?; V3.%r = 1,1548 h, 
dagegen die Höhe deffelben an den Enden: 
AB=MO — — tang.a& — 15 V.ı= 0,5774 h. 





Die Biegung eines Körpers von gleichen Widerftande ift natür- 
(id) unter übrigens gleichen Umftänden und Berhältniffen eine größere als 
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die eines prismatifchen Balkens. Für den Fall, daß der Balken an einem 
Ende feftgeflemmt ift und am anderen Ende von einer Kraft P ergriffen 
wird, beftimmt fich die Durchbiegung wie folgt. 

Die bekannte Gleichung — = = liefert . = — wodurch der Krüm⸗ 
mungshalbmefjer als Function des Abftandes e ausgedrüdt wird. Es Tann 
übrigens bier fie den Tragmobul T aud) jede beliebige innerhalb der Elo- 


ſticitãtsgrenze befindliche ſpecifiſche Spannung. k gejetst werben. Gebt man 
wie in $. 223 


=, jo folgt wie dort 


Y_, _ 28. 
— 


Iſt nun die Abhängigkeit zwiſchen e und — befannt, jo läßt ſich dieſe 
Rechnung ausführen, und file jede Stelle der elaftifchen Linie ihre Neigung 
a fowie nad) nochmaliger Integration die Ordinate y, aljo auch die Senkung 
daſelbſt beftimmen. 

Nimmt man z. B. einen Ballen gleichen Widerftandes mit rectangulärem 
Querſchnitte an, fo ift e — !/, v, und wenn noch die Breite v—b— Const. 
it, jo hat man: 

bv?! DR? 


* ho 
_ — beo—=h 7. daher e= 77, Vz, 


1 
r 


T 

folglich: 
oy___2T Vi 0% - T ri 
5457 TV Vz + Const. 

Die Conftante ergiebt ſich mit Rückſicht born, dag fir 
1 3; = 0m llys, 
daher hat man 
| Y_,„_4T vi 
0% R er (Va - vı) 


und durch Stegration: 
y—- ır Yı (2% Ve — Vi) x. 


Die Conſtante ift * weil fir z = 0 auch y = 0 iſt. 
Fur z — 1 ergiebt id) fir die Ordinate y am feitgehaltenen Punkte, 
d. 5. auch für die Senkung des freien Endes 
Tı 


— — A 
y—8 = kp 
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Noch iſt PI— bir. = oder T — J. daher ergiebt ſich endlich 
die Durchbiegung: 
„—8P® _, 4PpR 
— Ebh® °  EbM’ 


d. i. 2 mal fo groß als bei dem parallelepipediichen Balken von der Breite 
b und Höhe A (vergl. 88. 227 und 235). 
Wirkt die Kraft in der Mitte des Körpers, während der Balken an den 


beiden Enden aufliegt, jo ift natürlich ftatt 2, =, und ftatt 1, — einzufüh⸗ 


ren, und es fällt alsdann 


8 Ppl3 
s— Na Ebm’ 


d. i. ſechszehn Mal Heiner aus als bei einfeitiger Wirkung der Kraft. 
. Bei einem Körper von gleichem Widerftande mit triangulärer Baſis 


wie Fig. 445 darftellt, ift die veränderliche Breite u — T b, und 


uh? bh’z 
Rey BES gr 
bh? E j > ran 
daher der Krümmungshalbmefler r — Taypeon ftant, aljo die Bie- 


gungscurve ein Kreis, und die entiprechende Bogenhöhe 
_ 1 _6PP __, 4PpR 
TE "WE 
d. i. 3/amal fo groß al& bei dem parallelepipedifchen Balten. 

Während die Körper gleichen Widerftandes dadurch gefennzeichnet find, 
daß n — * = für alle Querſchnitte conftant, nämlich gleich dem reci— 
profen Werthe der größten fpecififchen Spannung ift, fo gilt für die Balfen 
von liberall gleicher Krümmung, d. i. für diejenigen, deren elaftifche Linie 
ein Kreisbogen ift, ganz allgemein die Gleichung: 

E 


W 
77 > Const. 


Aus der Bergleichung beider Werthe erfennt man, daß ein Balken gleidyen 
Widerſtandes auch ein folcher von gleicher Krümmung ift, ſobald e eine 
conjtante Größe ift. 
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Drittes Capitel. 


Die Schub-Elaſtieität und Feſtigkeit. 


Die Schubfeſtigkeit oder der Widerſtand des Abſcheerens, Ab- 8. 260. 


drückens (franz. resistance par glissement ou cisaillement; engl. 
strength of shearing), wobei die Trennungsfläche in die Richtung ber 
Kraft fällt, ift ähnlich wie die Zugfeftigkeit zu beurtheilen. Man hat es 
bier mit der Zuſammenwirkung dreier Barallelfräfte P, Q und R, Fig. 455, 

Sig. 455. zu thun, wobei die Angriffepunfte A 
und C von zweien derjelben (P und R), 
einander fo nahe liegen, daß eine Bie- 
gung des zwifchenliegenden Stüdes AC 
nicht möglich ift, und daher eine Tren⸗ 
nung zwiſchen A und C, und zwar in 
einer Fläche DD rechtwinkelig zur Are 
des Körpers, erfolgt. 

Der Widerftand des Abſchiebens ift, 
wie der des Zerreißens und ber des Zer⸗ 
dritdens, dem Querſchnitte des Körpers, oder vielmehr der Größe der Tren- 
nungsfläche F’ proportional, und läßt fi, beim Schmiedeeifen jogar annähernd 
dem des Zerreißens gleichjegen. Es kann daher für Schmiedeeifen der 
Modul K der AZugfeftigfeit auch als Feſtigkeitsmodul für das Abfchieben 
gelten, und folglich die Kraft zum Abfchieben bei dem Querſchnitte F 





P=FK 
gejegt werden. Allgemein ift aber 
P=F.K 


IIIꝰ 


wenn K,, den durch Verſuche zu ermittelnden Widerſtand des Abſchiebens 
oder Abſcheerens pro Flächeneinheit bezeichnet. 


Die Elaſticitätsformel P — —- FE=6FE für Zug und Drud- 
fräfte läßt fi) aucd) auf die Schubfraft P, Fig. 456 (a. f. ©.), anwenden, 


nur bedeutet hier 0 das Berhältnig z — 2 der Verſchiebung CA zur 

Länge oder dem Abftande CB der Kraftrihtungen AP und ER von 

einander, und tjt für Z eine durch bejondere Verfuche zu ermittelnde Er- 
Weisbach's Lehrbuh der Mechanik. I. 35 
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fahrungszahl C einzufegen. Unter dem Verhältniß z 4 = tang. CBA 
tann man bei der Kleinheit von CA auch den Winkel (Bogenlänge fir den 
Fin. 406. Halbmefer Ein) CBA—= BAD— BCD 
verftehen, d. 5. denjenigen Winkel, um welchen 
der urfprünglich rechte Winkel bei C fid durch 
die Verſchiebung von C nad) A verändert hat. 
Bezeichnet man die ſpecifiſche Schubſpannung ⸗ 
d. h. den Widerftand gegen Verſchiebung, wel 
cher von ber Fiacheneinheit des Querſchnittes 
ausgelibt wird, mit £, fo ift 


t= 


t 
Fran @. 
Es findet aljo zwijchen der ſpecifiſchen Schubipannung # und der Ver- 
ſchiebung = eine eben ſolche Beziehung ftatt 4 = (= Const. wie zwiſchen 


der Zug- oder Drudfpannung % und ber Ausdehnung 0, (& = 2). Die 


Größe C nennt man den Modul der Schubelafticität. 

Da die Verjhiebungen, wie überhaupt alle Formänderungen im Innern 
eines elaſtiſchen Körpers auf Veränderungen der Abftände ber einzelnen 
materiellen Punkte, alfo auf Ausdehnung reſp. Zufammendrüdung, zurüd- 
zuführen find, fo muß eine gewiſſe Abhängigkeit zwiſchen den Coefficienten 
der Schubelafticität und denen ber Zug- oder Drudelafticität, alfo zwifchen 
C und E beftehen, wie auch durch die Erfahrung beftätigt wird. 

Denkt man fid) nämlich auf einen ftabförmigen Körper nad einer ber 
ftimmten Richtung einen Zug oder Druck ausgelibt, fo zeigt ſich, daß außer 
der in diefer Richtung eintretenden Ausdehnung refp. Zufammendrüdung 6 
auch eine ſolche in jeder zur Drudrichtung fenkrechten Richtung ftattfindet; 
und zwar zeigt der gezogene Körper in den Querdimenfionen eine Zus 
fammendrüdung und der gedrückte Körper eine Ausdehnung. 

Der Betrag diefer in der Querrichtung erfolgenden Zufammendrildung 
vefp. Ausdehnung z ift immer Fleiner, als die direct durd; den Zug oder 
Drud hervorgebrachte Ausdehnung oder Zufammendrüdung 6, und zwar 
gilt die Beziehung: 

6 


I=-— 
unter m eine Zahl, größer als Eins verftanden. 

Um nun das Verhältnig von C und E zu finden, denfe man ſich unter 
ABCD, $ig. 457, den Durchſchnitt eines ſehr Heinen Wurfels im Innern 
eines durch) eine Zugkraft angegriffenen elaſtiſchen Körpers. Die Kante des 
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Wurfels fei gleich der Längeneinheit, und es wirke auf die Fläche AB die 
Zugkraft x. Im Folge davon verlängern fi die Kanten AD und BC zu 

Fig. 467. A,D, teip. B,C, um die Größe 0; und verfilrgen 
fid, die Kanten AB und DC zu A,B, und D.C, 


um bie Größe < - Aus dem Ouadrate AB CD 
ift daher ein Rechte geworden, defien Seiten 
AD=1+65 m AB =1— - fin, 


In den Diagonalebenen B,D, und A, C, fin- 
den hierbei gleichfalls Heine Verſchiebungen nad) 
den Richtungen B,D, und A, C, ftatt, indem der 
urſprünglich rechte Winkel der Diagonalen AEB in den Heineren Winkel 
A,E,B, übergeht. Bezeichnet 9 die Veränderung dieſes Winkels, jo daß 





y=4AEB-AEB=— — ABB, 


ift, fo bedeutet nach dem Borigen Y die Berfchiebung jeder der beiden ‘Diago- 
nalebenen BD und AC. Um y zu ermitteln, hat man 


y 





ADB= "ABB = — und 
1 = x Y 1 z 
tang. ADB, = ıito = tang. (= — 2) = 7 . 
144 


Hieraus folgt: 


G-2)6 + D=a+0l- 2) 


oder mit Bernadjläfjigung der Meinen Größen zweiter Ordnung 
m + 1 
ya °. 


Denkt man ſich nun den Würfel in der Diagonale DB zerichnitten, fo 
fann man das abgejchnittene Std CD B dadurd) erjegen, daß man in der 
Schnittebene DB zwei Spannungen anbringt, von denen die eine p normal 
zu BD ift und die andere & in bie Ebene BD hineinfällt. Dieſe beiben 
Spannungen müffen mit k im Gleichgewicht fein, wozu bie beiben Gleichun⸗ 
gen erfüllt jein müſſen: 

AB.k= BD.tcos 45° + BD.psin.45°=(t + p) BD cos. 45° 
=(t+p)AB, 


BD.tsin. 460 - BD.p cos. 45°; daher t = p 


35* 





und 
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und nach der erften Gleichung folgt daraus: 


= —- 


2 





Dividirt man dies durch y — 6, fo folgt 
—— —* 
v 2(m+1)o’ 
oder, weil 
— O und * — E., 
6 


*R 


ſo hat man ſchließlich 
m 
—— 


Durch eine ähnliche Betrachtung findet man, daß die Verſchiebung y in 
jedem Punkte irgend einer Ebene nad) einer beliebigen Richtung ber legteren, 
doppelt fo groß ift, ald der Werth der größten in diefem Punkte eintretenden 


fpecififchen Ausdehnung 6, alfo Z — 2, und e8 gilt daher, unter € umd 


k die höchſtens zuläfjigen Schub- und Zugſpannungen verftanden, bie 
Beziehung: 

t_re_,eE__m_ 

k 6E E m+ıi 

Die Conftante m ift durch die theoretifchen Unterfudhungen von Navier, 
Poiffon, Cauchy u. U. gleich vier ermittelt, nach den Verſuchen von 
Wertheim und Regnault fcheint fie aber etwas Fleiner und für ver- 
ſchiedene Materialien verfchieden zu fein. 

Diefe Verſuche*) wurden mit hohlen Stäben gemacht, deren Höhlung 
mit einer Flüffigkeit angefillt war, und welche einem Zuge ausgeſetzt wur⸗ 
den. Dadurch, dag man nicht nur die Yängenausdehnung, fondern auch die 
Bolumenänderung vermöge der aus dem Stabe heraus in eine Capillarröhre 
tretenden Flüffigfeit meffen konnte, ließ fich die Größe m wie folgt beftimmen: 
Bezeichnet I die Länge, d die Weite und v das Bolumen der cylindrifchen 
Bohrung des Stabes, und find unter IT, Id, Av die Veränderungen 
diefer Werthe verftanden, welche fich einftellen, wenn der Stab einem be- 
ftimmten Zuge ausgejegt wird, fo 2 

v—ıa FT und 
Dv=(l+ ID (d + 14% — — 1a: - folglich 


*) Siehe &rashof: Die Feſtigkeitslehre, S. 146. 
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0 +40 _(+ Da + 49: . 
v 1.4? 


Wenn num bie fpecifiiche Ausdehnung des Stabes T beträgt, fo ift die 


jpecifiiche Veränderung der Duerdimenfionen aljo von d nad) dem Bor- 
ftehenden gegeben durch 


dies eingefegt giebt, wenn man bie Heinen Größen höherer Ordnung ver- 
nachläſſigt: 


I v 
Auf ſolche Weife fand Wertheim m zwifchen 3 und 4; genauer: 
für Deffing: m = 2,84 — 8,05, im Mittel m —= 2,94, 
für Eiſenblech: m — 3,25 — 4,05, im Mittel m — 3,64. 
Es folgt daraus, daß 





| für m = 3. Mm=« 





Das Berhalten der Maſſentheilchen bei einer Anftrengung, welche die 
Elafticitätsgrenze liberfchreitet, läßt fich theoretifch nicht unterfuchen, und es 
kann die Ermittelung des Seftigfeitsmodels K,, nur durch directe Verſuche 
gefchehen. Die Berfuche, welche hauptſächlich mit Schmiedeeifen angeftellt 
worden find, haben abweichende Reſultate ergeben, indem die gefundenen 
Werthe von K,, zwiſchen K, und 2/; K, ſchwankten, unter X, die abjolute 
Feſtigleit verftanden. 

Folgende Tabelle enthält die bis jest befannten Elafticitäts- und Feſtig⸗ 
feitömobel entfprechend den Zormeln P= rFCund P= FK, für die 
Schub⸗Elaſticität und Feſtigkeit. 
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Tabelle IIL 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Schub (des Abſcheerens). 








Ramen ber Körper. Elafticitätsmodul C. | Fefigteitsmodul X. 
| 
| Sußeilen . 2er | w7oon s1000 
| Sämiedeilen 22.0 ee | ven «000 } 
Beiner Sußflhl . . 2.2... | ——— 83000 } 
! 1. 117)7 .... { 1 I 
| Ming 2-22 Soon } F 
Laubholz . .......... { ron & } 
Nadelholz ... ........ 592000 20 } 








Gewdhnlich nimmt man C = YyE und X, = Kan. 


8.261. Vernietungen. Auf Abſcheeren find vorziiglid, die Nietbolzen bean« 
ſprucht, welche zur Verbindung von Blechen und anderen plattenförmigen 
Körpern dienen. Es find hierbei der Hauptſache nach zwei Fälle zu unter- 
ſcheiden, entweber werben die zu verbindenden Blechenden AB und CD, 

Big. 108. Big. 489. Fig. 458, über einander geblattet umb 
durch Nieten NN und OO zufam- 
mengehalten (einfchnittige Nietung), 
oder es werben, Fig. 459, bie Blech- 
enden AB und 40 ftumpf zufam- 
mengeftoßen, mit gelochten Laſchen 
oder Dedplatten DD und EE be- 

dedt, unb durch Nieten NN und OO 

feft mit einander verbunden (zweis 

ſchnittige Nietung). Bei ber erfteren 
befonder8 bei Dampfeffeln üblichen 

Verbindungsweiſe, bei welcher jeder 

Niet nur in einem Querſchnitte auf 

Abfcheerung angefprochen wird, bilden die Zugkräfte P, — P in den beiden 

Platten ein Kräftepaar, defien Moment PO ift, wenn 5 die Stärke des 
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Dieches bedeutet. Hierdurch erleiden beide Bleche außer der Dehnung auch 
noch eine Biegung und verlieren daher an Tragfähigfeit. Es ift daher die 
zweite Berbindungsart, bei welcher dieſes Kräftepaar nicht hervorgerufen 
wird, und bei welcher der Niet in zwei Querjchnitten der Abfcheerung wider⸗ 
fteht, die beflere, und wird diefelbe deswegen bei der Conftruction eiſerner 
Drüdenträger u. |. w. immer gewählt. | 

Die Nietbolzen widerftehen einer durch die Zugkraft P angeftrebten Löfung 
der Verbindung außer durch ihre Teftigfeit gegen Abjcheeren auch vermöge 
der Reibung R, welche fie zwiſchen den Blechen in Folge einer in den Bolzen 
vorhandenen abjoluten Spannung hervorrufen. Da ein Nietbolgen nämlic) 
gewöhnlich weißglühend in das Loch eingebracht, und in diefem Zuſtande der 
Schließkopf angeſtaucht wird, fo entfteht durch die nach der Herftellung ein- 
tretende Erkaltung des Bolzens eine Zufammenziehung befielben und in 
Folge defien eine ftarke Prefiung der Platten gegen einander. Die hierdurd) 
erzeugte Reibung kann unter Umftänden fo ftart werden, daß fie allein der 
Zugkraft P das Gleichgewicht hält, der Nietbolzen daher gar nicht auf Ab- 
fcheeren in Anſpruch genommen wird. Nad) Berfuchen, welche in diefer 
Hinfiht von Yairbairn u. U. (unter Verwendung länglicher Nietlöcher, 
in welchen die Bolzen Spielraum hatten) angeftellt worden find, betrug ber 
Reibungswiderftand pro 1 Quadratmillimeter des Nietquerfchnittes zwifchen 
10 und 14 Kilogramm, in befonderen Fällen bei Anwendung von Guß: 
ftahlnieten fogar über 17 Kilogramm. Setzt man einen Reibungscoefficien- 
ten der Ruhe von 0,18 (f. $. 178) voraus, fo würde, da die Reibung an 
zwei Flächen flattfindet, die in dem Bolzen vorhandene Spannung x pro 
Duadratmillimeter diefen Verſuchen zufolge betragen haben: 

10 bi 14 
2.018 ° 2.018 


178 | 
bei Gußſtahl k=7- 018 48,1 Kilogramm, 


bei Schmiebeeifen k — — 27,7 bis 38,9 Kilogrm., 





alſo Werthe, welche den Feſtigkeitsmodeln X, diefer Materialien nahe liegen. 

Da aber auf die durch die Erkaltung des Nietbolgens hervorgerufene 
Längenſpannung niemals mit voller Sicherheit zu rechnen ift, indem die Zu⸗ 
fammenziehung von jehr vielen Nebenumftänden*) abhängt, welche ſich einer 
genauen Rechnung faft gänzlich entziehen, jo pflegt man von diefer Reibung 
in der Regel zu abftrahiren, und fie nur als eine befondere Sicherheit an- 
zujehen. 


*) Bon Einfluß hierauf ift 3. B. die Temperatur, bei welder das Stauden 
des Nietlopfes aufhört, diejenige, weldhe die Bleche während des Nietens ange⸗ 
nommen haben, die Beichaffenheit der Flächen, die Geſchicklichkeit der Arbeiter u. |. w. 
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Fur die Widerftandsfähigfeit der Nietungen haben die, insbefondere von 
Fairbairn bei Gelegenheit des Baues der Britanniabriide angeftellten Ver⸗ 
juche ergeben, daß die Niete auf einer Seite der Stoßfuge zufammen ge- 
nommen etwa denjelben Duerjchnitt Haben müſſen, welchen das Blech an der 
durch die Nietlöcher verichwächten Stelle behalten hat, wenn die Yeftigfeit 
der Nietverbindung eben fo groß, wie diejenige des Bleches fein foll, d. 5. 
wenn ber Bruch mit gleicher Wahrfcheinlichkeit in den Nieten und im Bleche 
eintreten ſoll. Dan pflegt daher die zuläffige Schubfpannung pro 1 Quadrat⸗ 
millimeter Nietquerfchnitt gleich der zuläffigen abfoluten Spannung x, pro 
1 Quadratmillimeter Blech anzunehmen. Hierbei ift e8 nicht gleichgültig, 
wie groß man den Durchmeffer jedes einzelnen Nietes macht. In der Regel 
pflegt man den Durchmeſſer @ des Nietbolzens gleich der doppelten Blech- 
dicke Ö zu machen, alfo d — 25. Unter diefen Verhältniffen beträgt die 


3 
von einem Niet aufzunehmende Zugkraft %k, — Die Uebertragung diefer 


Big. 460. Kraft vom Bleche auf den Nietbolzen 
geihieht auf einer Berührungsfläche, 
welche die Hälfte ABC, Fig. 460, eines 
Cylindermantels vom Durchmeſſer d und 
der Höhe 6 if. Die Projetion DE 
diefer Berührungsfläche auf eine zur 
Drudrichtung ſenkrechte Ebene ift Öd, 
und wenn %,, die ſpecifiſche rückwirkende 
Spannung auf diefe Projection bedeutet, 
fo hat man zu deren Beſtimmung: 





P=k —=h, dd—k, aS; woraus 


1 


k, = >; k, = circa ®/ak, 
Wollte man dem Nietboßzen einen größeren Durchmeſſer geben als die 
doppelte Blechſtärke beträgt, jo würde das Blech im Nietloche eine zu große 
rüdwirfende Spannung erleiden, und man würde Gefahr laufen, daß in 
Folge davon an dem Nietloche auf der Drudfeite aufgeworfene Ränder ent- 
ftehen würden. 

Eine Nietverbindung kann zum Bruche gelangen entweder dadurd), da 
die Nietbolgen abgefcheert werden, oder dadurch, daß das zwifchen den Nieten 
ftehen bleibende Blech abgerifjen wird. 

Bezeichnet e die Entfernung zweier neben einander in einer Querreihe 
befindlichen Nieten von Mitte zu Mitte, jo muß, damit in beiden Hinfichten 
gleiche Sicherheit vorhanden 2 bei Vernachläſſigung der Reibung, die Glei⸗ 
hung gelten: 
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2 
Th=e-h=e—-NSH, woraus 


— (= + ı) à — 21,d bis 3 folgt. 
Die Anzahl n der Nietbolgen, welche auf jeder der Stoßfuge an- 
zubringen find, ergiebt fi) nad) dem Obigen durd) n® _— "k= — P, unter 


P die gefanmte Zugkraft der Bleche verftanden. Won⸗ man dieſe Nieten 
fänmtlih neben einander in einer Querreihe anordnen, fo wäre, unter b 


die Breite des Bleches von der Dicke d — < verftanden, der wirkſame Blech- 


querfchnitt (db — nd) d, und man hätte 
2 
„nnd Z ; deb=n(Z + 1)d 
Die Verſchwächung des * betrüge in dieſem Falle 1d o und die 


Tragkraft an der Nietſtelle würde zu der des vollen Bleches wie zu 


— + 1 fid) verhalten, oder wie 1,57 : 2,57 = 0,6 : 1. Bei diefer An- 


ordnung beträgt daher die relative Verſchwächung des Bleches circa 40 Procent. 
Um diefe bedeutende Verminderung der Tragfähigkeit zu umgehen, orönet 
man die Nieten in mehreren Reihen*) an, ig. 461, derart, daß bie erfte 

Fig. 461. Reihe beiderjeit8 nur einen 
Niet, die zweite zwei u. ſ. w. 
erhält. Um den Vortheil die⸗ 
fer Unordnung zu erfennen, 
jei die in der geftoßenen Platte 
A wirkende Zugfraft P=4p 
gejett, und angenommen, daß 
jeder der vier Nieten a,b, b, c 
gleihmäßig die Kraft p auf 
die Lafchen B, B übertrage. 
Die Platte A wird dann bis 
zum Querſchnitte durch das 
Nietloch a mit 4 p gezogen. 
Der Nietbolzen a überträgt die Kraft p an die beiden Stoßplatten, an jede 





zZ fo daß der Zug der Blatte A zwiſchen a und b nur mehr 3 9, dagegen 


*) Siehe den Auffag von Herrn Schwedler. Wochenblatt d. Archit. Ber. 
Jahrgang I. 





554 Bierter Abfchnitt. Drittes Capitel. [$- 261. 


der in den beiden Stoßplatten BB zuſammen p beträgt. In derfelben Art 
wird duch die beiden Nieten d, die Kraft 2 von A auf B,.B übertragen 
(an jede Stoßplatte p), fo daß zwifchen b, b und c der Zug in A nur noch 
p, der Zug in B, B ebenbafelbft 3 p beträgt. Der Niet c endlich überträgt 

fig. 462. den Reft p der Platte A an 
die Laſchen B, B, deren An⸗ 
ipannımgen dadurch zujammen 
auf 49 gebracht werden. Um 
ſich diefe Wirkungsweife zu ver- 
deutlichen, kann man die Platte 
A als aus einzelnen Strängen 
| beftehend denken, welche an die 





Nietbolzen gehängt find, wie 
B N Fig. 462 I. zeigt. Man er: 
en RE fennt aus der Bertheilung der 

n 7 Kräfte, wie fie in Fig. 462 IL 
eingetragen iſt, daß die ganze 

Berbindung, d. h. die geftoßene Platte A und die Laſchen B, B in dem Quer⸗ 

ſchnitte durch die Mittelnietreihe bb dem geringften Zuge ausgeſetzt iſt. Man 

kann daher auch diefen mittleren Duerfchnitt durch eine größere Anzahl Niet 

Löcher verfchwächen, als die Schnittflächen durch die äußeren Nieten a, c, ohne 

diefen mittleren Querſchnitt dabei einer größeren Gefahr auszufegen. Es 

läßt ſich hierdurch erreichen, daß die Verſchwächung der geftoßenen Platte 
nur den Betrag eines Nietloches ausmacht. Bei nNieten vom Durchmeffer 

4 — 206 ift daher die erforderliche Breite des Bleches gegeben durch: 


d’z d 1 
6-95 t=hn5 +t1)a 
und die Tragfähigkeit ber Verbindung ift 


N 
"3 
7 
n a + 1 
von derjenigen des vollen Bleches. Diefer Werth wird für: 
X 
n =]; * =, = 081, 
nz + 1 ’ 


wie bei beliebig vielen Nieten, welche alle in einer Querreihe angeordnet find. 
Die folgende Tabelle giebt für verfchiedene Werthe von n die entfprechen- 
den Werthe von 


8.261] Drie Schub⸗Elafticität und Feſtigkeit. 555 


n 
2 


on > +1 
fowie die erforderliche Breite 
% 
= (7 + ı)d= Ba. 


Die beiden legten Colummen geben die erforderliche Breite des Bleches bei 
Nietdurchmeffern von 20 und 25 Millimeter an. 








Breite 










Anordnung in 
Reihen. 


Anzahl der 
Nieten n. 





1,11 


















1,2,1 182 , 

1,2,23,1 0,9 10,42 d 2611, 
1,2,3,2,1 0,93 158 d 378 „ 

12 | 1,2,3,3,2,1 0,9 19,84 d 46 , 
16 |1,2,3,4,8,2,1 26,12 d 658 5 


Die drei erſten Werthe von « flimmen mit den von Fairbairn gefun- 

denen Refultaten nahe überein. Derſelbe fand nämlich 
bei nur einer Keihe von Nieten « — 55,67 Proc., 
bei zwei Nietreihen a —=7386 „%, 
bei drei Nietreihen oe — 8147 „. 

Wenn die einzelnen Niete im Allgemeinen auch nicht fo gleichmäßig be- 
anſprucht werben, wie hier angenommen, fo fünnen bie in obiger Tabelle 
enthaltenen Zahlen doch als hinreichend fcharfe Anhaltspunkte angejehen 
werden. 

Die Berfchwächung der geftoßenen Platte durch die Nietlöcher hat man 
nur zu berüdfichtigen, wenn der Stoß auf Zug in Anſpruch genommen 
wird. Bei gedrädten Stößen, wie fie bei den unteren Gurtungen ber 
Brüdenträger vorzulommen pflegen, findet durch die Nietlöcher eine Ver⸗ 
ſchwächung nicht ftatt, indem die Nietbolzen, fofern fie forgfältig eingepaßt 
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find, den Drud ebenfo gut übertragen, als da8 aus dem Nietloche heraus 
gefallene Material e8 zu thun vermöchte. Man darf daher bei gedrüdten 
Stößen den Querſchnitt des vollen Bleches als widerſtehend in Rechnung 
ſtellen. Der Querſchnitt der Nietbolzen beſtimmt ſich in derſelben Art, wie 
bei gezogenen Stößen. 


$. 262. Nietung der Dampfkessel. Die Vernietung durch Ueberblattung 
der Bleche (einjchnittige Vernietung), wie fie bei Dampffeffeln ganz allge= 
mein vorfommt, zeigt Fig. 463. Bezeichnet dabei b die Breite des Bleches 
im Querſchnitte ab nad) Abzug des Nietloches, fo ift die in dieſem Quer⸗ 
v5 Durch die 
Kraft P in der Platte B wird das Blech A außer auf Abreißen noch auf 
Abbrechen im Duerjchnitte ab beanſprucht. Es tritt in Folge deflen in 
Fig. 469. | Fig. 464. 


1 


fchnitte durch P erzeugte abjolute Spannung k — = — 





A noch eine relative Spannung %, (Zugſpannung in der Berührungsfläche 
von A und B) auf, welche ſich beſtimmt durch die Formel: 
b 6? 
M= Po hut m 


Die Sekammtipannung i in der die Berlihrungsfläche bildenden Faſerſchicht 
ce beträgt daher 
k=k+kh=4k; 
und in der Schicht fd, wo k, rückwirkende Spannung bedeutet: 
k=k—kh=—2k. 
Man darf bei diefer Verbindungsart das Blech daher nur mit 1/, k bes 
laſten, wenn % die höchſtens zuläffige ſpecifiſche abſolute Spannumg bedeutet. 
Die relative Inanſpruchnahme des Bleches vermindert ſich, fobald bei ein- 
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tretender Biegung des Bleches der Hebelarm 2 der Kraft P Heiner wird, 


und man pflegt wohl aus diefem Grunde den beiden Blechen von vornherein 
eine dauernde Biegung zu geben, wie Fig. 464 zeigt. Es wirkt dann jedod) 
das Kräftepaar auf Abbiegen des Nietfopfes, welcher dadurch der Gefahr des 
Abſpringens ausgefegt werden kann. 

Die Beurtheilung der Bernietung bleibt übrigens diefelbe, ob die beiden 
Blechränder direct Über einander gelegt find, oder ob die Verbindung durd) 
nur auf einer Seite aufgelegte Dedfplatten bewirkt wird. Bei Anwendung 
einer doppelten Nietung (zwei Nietreihen) fällt die relative Beanſpruchung 
des Bleches, wie der Nieten geringer aus, weßhalb fi die Anwendung der- 
jelben bei Dampfkeſſeln befonders empfiehlt, und bei Locomotivkeſſeln aud) 
allgemein ftattfinbet. | 

Es ift übrigens zu bemerken, daß bei Dampfkeffelnietungen die Rüdficht 
auf möglichfle Dichtigkeit der Fuge eine enge Stellung der Nieten bebingt, 
weßhalb man die Entfernung der Nietbolzen von Mitte zu Mitte nicht 
größer als 21/, d = 56 zu machen pflegt. Bei Brüdenträgern u. |. w. 
wird diefe Entfernung meift größer angenommen. 


Vernietungen auf Reibung construirt. In den vorhergehenden 
Unterfuchungen wurde die Reibung der Platten vernachläſſigt. Will man 
die Reibung nicht außer Acht Lajfen, fo fann die Feftigfeit einer Nietverbin- 
dung in folgender Art berechnet werden. Es feien die ilbereinander ge- 
blatteten Bleche A und B, Fig. 465, durch nNieten neben einander ver- 

Fig. 468. bunden, e8 bezeichne b die ganze 
Breite eines Bleches (ohne Ab- 
zug der Nietlöcher), ferner fei 
K, der Feſtigkeitsmodul für 
Zug, K, derielbe fiir Abſchee⸗ 
ven, und u der Reibunge- 
coefficient — 0,2 für Eifen 
auf Eifen. Wenn der Niet- 
bolzen eine Längenfpannung 
durch die Erfaltung annimmt, 
fo kann dieſelbe höchſtens den 
Werth K, erreihen, und e8 
hätte die Reibung, welche durd) diefe Spannumg hervorgerufen wird, alddann 


2 [} 
ihren größten Werth u — K. Im diefer Größe tritt die Reibung na⸗ 


türlich zwifchen je zwei Flächen auf, welche bei erfolgender Trennung der 
Berbindung ſich auf einander verfchieben. Es fann nun eine Trennung der 
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Verbindung erfolgen, entweder dadurch, daß die Nietbolzen jeder in einer 
Querſchnittsfläche ce abgefchoben werben, oder dadurch, daß ein Blech A 
oder B an der ſchwächſten Stelle d. i. im Querſchnitt ab abreift. 

Dem Abſcheeren ber Nietbolzen widerftehen diejelben mit ihrem gefammten 


Querſchnitte n 7. alſo mit einer, Kraft n = E. Außerdem wider« 
ſetzt fich dem Abfcheeren der Nieten auch die Reibung, welche an ber Fläche 
kl auftritt, und welche ſich nad) Vorftehendem berechnet zu n uw T K,, ſo 
daß die ganze Feſtigkeit der Nieten fich beftimmt zu: 

P| —n“E wE, + Ku) 


ut 


Wenn andererfeitd das Blech B in dem Querſchnitte 9i abreißt, fo ift 
zunächſt die abfolute Feſtigkeit dieſes Bleches an diefer Stelle zu überwinden 
mt (db — ach 8. A,. Außerdem fegen ſich dem Abreigen des Bleches B 
aber noch die beiden Reibungen entgegen, welche zwifchen A und B in ki 
und zwiſchen B und dem Nietkopfe länge Ag auftreten. Jede diefer Reis 
bungen ift nur durch die halbe Preflung aller Nieten erzeugt, weil bei dem 
Abreigen der Platte B nur das Stüd dk fich verfchiebt, die andere Hälfte 
il aber feine Stelle beibehält. Daher beftimmt ſich die Feſtigkeit des Bleches 
gegen Abreißen zu: 

n d’n 


P=(b— nd)öK + 24 27 K 
Gest man P, = P,; = P, fo folgt 
dꝰ a 
(6b — nd)öK, —n 4 Rus 


woraus die Anzahl der Niete folgt: 
no böK, 


” 2 
aök, + — K. 


Die Feſtigkeit des vernieteten Bleches beträgt: 
PR=(b—nd)öK + un ER, 
während die Feftigfeit des ungefhwächten vollen Bleches zu 
P;,=bÖR, fid) ergiebt. 
Segt man P, = P,, fo folgt 
d’n 
döR, =u 7 K,; oder 
ö 


I=und; i= 30-187 
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Nimmt man u — 0,2 an, fo folgt 
128 , 

02 6 = 6,40. 

Könnte man dem Nietboßen aljo einen Durchmefler gleich 6,4mal der 
Blechdide geben, fo würde wegen P; — P; da8 Blech durch die Nietlöcher 
eine Berminderung feiner Feſtigkeit gar nicht erleiden, es würde vielmehr 
das geftoßene Blech ebenjo viel zu tragen vermögen, wie das volle. “Die 
Annahme eines fo bedeutenden Nietdutchmeſſers verbietet fich nad) dem Frü⸗ 
heren, abgejehen von der praftiichen Ausführbarkeit, ſchon dadurch, daß bie 
rückwirkende Prefjung in dem Nietloche beftimmte Grenzen nicht überfchreiten 
darf, und es war mit Rüdficht hierauf d — 26 als brauchbar gefunden. 

Bei Annahme dieſes Berhältniffes d — 26 ift die durch die Nietbolzen 


3 
beroorgerufene Reibung n u = K, nicht jo groß, wie die durch die Niet 


d= 


löcher in der Platte B erzeugte Berminderung ber Feltigfeit nd < K.. 


Dean kann aber die Frage aufwerfen: Wie hod) darf die abjolute Span- 
nung k in der Platte fteigen, damit die erzeugte Reibung doch noch fo viel 
beträgt, wie der Berluft durd) die Nietlöcher. Für diefen Zuftand hat man 


3 
nnd Eh bek=uR= 1,57 u K. 


Setzt man K, nad) $. 218 für Stabeiſen gleich 40 Kilogramm, fo wird 

k=157.02.40 = 12,56 Kilogramm. 

So lange alfo die Spannung in ben Platten diefen Werth nicht über⸗ 
fchreitet, ift durch die Lochung der Platten eine Verſchwächung derjelben 
nicht erzeugt, indem durch die Reibung ein Gewinn an Tragfähigkeit herbei- 
geführt wird, welcher erft dann von der Verſchwächung durch das Lochen 
übertroffen wird, wenn % jenen berechneten Betrag von 12,56 Kilogramm 
überfteigt. In ben Fällen der Praxis wird % meift nicht Über 8 Kilogramm 
betragen, und man erkennt, daß alsdann die Spannung an der ſchwächſten 
Stelle nicht größer ift, als in der vollen Platte. Nur muß man bemerken, 


daß bei k — 8 die Platte eine = — bfache Bruczficherheit gemährt, wäh— 


rend die der Reibung entjprechende Sicherheit nur eine 2356 — 1,57 fache 
if. Bei obigen Rechnungen ift immer vorausgefett, daß der Nietbolgen bei 
feiner Erkaltung eine Zugſpannung gleid) der abfoluten Feftigfeit A, ange- 
nommen babe. Ob ein folcher Zuftand, felbft wenn er anfänglich hervor- 
gebracht fein follte, auf die ‘Dauer fid) erhalten kann, muß jehr bezweifelt 
werden, da mit der Zeit, namentlich wenn die Conftruction Erfchlitterungen 
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Iſt nun FA + F, + -- - der Theil des Duerfchnittes auf der einen 
Seite der neutralen Are, jo giebt aud) Q die ganze Spannkraft auf diejer 
Seite der neutralen Are an. Die Spannung auf der anderen Seite ift der 
Theorie des Schwerpunkte zufolge (vergl. $. 220) der erfteren der Größe 
nad) zwar gleich, aber der Richtung nad) eniBegengeie 


Uebrigens hat man nad) $. 224 8 — = ‚ alfo — = ui . daher folgt 





pP 
ad = — (Aa + Rn +:-). 
In einem Ouerfchnitte, welcher um AB —= r, vom erfteren abfteht, ift 
die Spannung 
Q = (Fı2ı + F2 ++); 


daher ergiebt fid) die ganze Kraft, mit welcher das Stüd A BE über AB 
fortzugleiten fucht aus der Gleichung: 


pP 
-4=Z7MatBat) 
Iſt nun do die Breite des Querſchnittes in der neutralen Are, fo folgt 
daher die Schubfraft längs einer Flächeneinheit in dieſer Are: 
_Q—-Qqa_ P Bu PZ(Fe) 
= v2, = ,yfıatrhat ) = —— db, W 
Wendet man die Bezeichnungsweife der Tifferenzialrechnung an, fo fchreibt 


ſich diefer Ausdruck: 
p f 
= u W / ed F. 


Damit ſich daher der Balken längs der neutralen Are durch Abſchieben 
nicht trennte, ift X, — dem Feftigfeitsmodul X, zu fegen, und damit er 
diefelbe Sicherheit gegen biefes Abfchichen befige wie gegen das Serbrechen, 


ift nöthig, daß die Schubfpannung X, höchftens den Werth — 7 i T es 


reiche, wenn 7 den Zragmobul des Materials fir Zug bedeutet, da nad) 
8. 260 für die höchſtens zuläfjige Schubjpannung 4 und die höchſtens zu⸗ 
läffige Zugſpannung % die Buihung gilt: 


Pen) 
w 














t= — — k. Man hat daher: 
Ps F- bWT m 
ww d- * 7 oder P ſowie 
—_ "ti zp 





m WT 
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Uebrigens ift Z (Fr) au — Fısı = Fa8%, wenn F, und F% die 
Inhalte der zu beiden Seiten der neutralen Are liegenden Theile des ganzen 
Querſchnittes F—= F, + Fr, und sı, 5, die Abftände der Schwerpunkte 
diefer Theile von der neutralen Are bezeichnen. 
Für einen Balken mit rectangulärem Querſchnitte F—=bh hat man 





bhh  bA bh3 
& (Fe) = Fsı =7777 ‚W= und bu, — b, baher 
P 
P= 2/;bhX, und bu, =b = 9 Kuh 
2 
Für einen Träger mit freisförmigem Querſchnitte F — = ift, 


da der Schwerpunkt des Halbfreifes um * d vom Mittelpunkte abſteht, 


zd 2. d? 

; = = — — 4 — 2 

& (Fe) = Fs 3 37 15’ ferner nad) $. 23 
4 

= 2 wb —=d, ee 
.d> 

— — — ü — 2 
P= un: %= 7, X, umd 





P __ VZ 
bo = VE = 1,303 X 


Ebenſo ift für einen Träger mit elliptifhem Querſchnitte F—rab, 


3 
da Hier W — ; Tr? 








z ha= 2/, a?b und b, = — 2b 


2 
4 * pP 
— ⸗ 3 — — — — — 
if, P— ?/,zabX, oder d = In ax, — 0,4244 a 


Endlich hat man für einen hohlen parallelepipedifchen Träger mit 
dem Querfchnitte F = bh — bıh, (Fig. 391, 8. 228): 


2 — 2 3 
Fi 8ı = Le Eu V= ——e— und u — b — by, daher 
(b — by) (bh? — b,h}) X, 
— 2), > 17 5 
P='h bh? — bh} 


Die oben gefundene Formel X — 5 Z(Fe) gilt auch für die Schub- 
3 


kraft in einem beliebigen Abſtande OB — h, von der neutralen Are bes 
Körpers MN, Fig. 468 a. f. S. vorausgefegt, daß man unter Z (Fz) nur 
die Summe der Producte derjenigen Flächenelemente mit ihren Abftänden von 
der neutralen Are verjteht, welche auf der einen Seite des Elemente AB CD 
Liegen, und daß man unter b, die Breite de8 Duerjchnittes in AB verfteht. 
Es ift dabei Übrigens gleichgültig, auf weldyer Seite von AB CD man die 
Broductenfumme Z (Fe) bildet, da die Summe Ha + Fr + - 
36* 
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auf der einen Seite gleich ift der Summe Fuen + Fazıayı auf 
der anderen Seite von ABCD, weil die Producte derjenigen Flächen⸗ 
theile zu beiden Seiten der neutralen Are, welche bis zu + Aı reichen, ſich 
gegenfeitig aufheben. 

Der allgemeine Ausbrud für die Schubfpannung läßt ſich daher fjreiben: 


2 f 
x mer 


Dan erkennt Hieraus, daß für A, — e, alfo fir die äußerſte Safer bie 
Schubſpannung Null wird. Wenn ferner db conftant ift, jo ift die größte 
Big. 468. Schubfpannung in der neutra- 
len Are vorhanden. Letzteres 
ift auch dann der Fall, wenn 
b, in der neutralen Are einen 
Heineren Werth hat, als an 
einer anderen Stelle des Quer⸗ 
ſchnittes. Im allen diefen Ful⸗ 
Ien nimmt die Schubfpannung 
von dem Werthe X, in der 
neutralen Are allmälig zu O 
in der äußerften Faſerſchicht ab. 
Für einen Balken mit recht: 
winfeligem Querſchnitte von 
der Höhe A und Breite d ift 


j 
p 6p 
— IP aa 
x am [90 nem 


r 


Seat man Seifpiefemeife  — S ſo finbet man fir bie Mine 


zwifchen der neutralen und der äußerften Faſer 
6P -6P,, pP 
I=me NN) Se N 
während fie in der neutralen Are die Größe 
6P R 
=mT 
Denkt man ſich, Fig 469, für den Querſchnitt A.B.DC, den verſchiedenen 
Größen z entfprechend, die zugehörigen Werthe von X als Orbinaten an- 
getragen, fo erhält man eine Parabel AGB mit dem Scheitel in G, und 
der fchraffirte Theil AG BF veranſchaulicht die Vertheilung der horizontalen 
Schubfpannungen in dem Querſchnitte. 


pP 
3, — 
er hat. 
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Aus der allgemeinen Gleichung 


pP 
X= uw w. soF 

erfennt man, daß die Schubjpannungen in bemfelben Ouerjchnitte im um- 
gekehrten Berhältnifje zu der Breite des Duerfchnittes b an der betrachteten 

Fig. 469. Stelle ftehen. Aus diefem Grunde ift es möglich, 
daß die Schubfpannung in ber neutralen Are nicht 
den größten Werth Hat, wenn nämlich die Breite 
dafelhft größer ift, al8 an anderen Stellen. Es 
ift 3.2. für einen Ballen von quadratiichem Duer- 
ſchnitte, deſſen Diagonalebene vertical fteht, wenn 
@ die Querfchnittfeite bedeutet, die Größe e=aV!y 
und bie Breite b im Abftande ⸗ von der neutra- 





len Are 
b=2(e — 2); fldid OF = b9e = 2(e — 8) ds, daher 
pP : 12P ſes e es 5 
i= 2(e—e) a A 23 2'7 


_ 2 Ber Far _ 28 3 — 191g 
7 — (2 +es— 2 æ9. 
Dieſer Ausdruck wird ein Darin für 
Ole +ez— 222) _ — —— 
* — 0; d. i. für e — 42, ober fir = 7T; 
und zwar ift hierfür 
—_2? 2 —_ — _ 908 — 9 z 
= (t+e1-25)= u he=nn 
während für die neutrale Are, oder für « — 0 
n= ir F -2 in. 


Hat der Querſchnitt anderer in der neutralen Are eine fehr geringe 
Breite, fo ift die Schubfpannung bafelbft beträchtlicd, größer, als bei dem 
rechtwinfeligen Duerfchnitte, und e8 bedarf alddann immer einer fpeciellen 
Unterſuchung, um fid) zu vergewiſſern daß die Schubſpannung in der neu⸗ 


tralen Are den zuläſſigen Werth —— — T, reſp. * — xi nicht über⸗ 


ſchreitet. Namentlich iſt dies * Fall bei den ſogenannten Blechträgern, 
deren Querſchnitt doppelt Tförmig iſt, und bei welchen die Mittelrippe 
meiftend eine nur geringe Stärke hat. Da hier der Ausdrud Z (Fe) 


566 Vierter Abſchnitt. Drittes Capitel. [$- 265- 


ober S OF wefentlid, von den horizontalen Querrippen abhängt und von 
der Mittelrippe nur wenig beeinflußt wird, fo ift die Schubfpannung von 
"Fig. 470. ber neutralen Are bis zur innerften Faſer 
der Duerrippe nahezu von conftanter Größe, 
und nimmt von da bis zur äußerften Faſer 
der Gurtung ſchnell bis zu Null ab, wie die 
graphifche Darftellung in Big. 470 veran- 
ſchaulicht. Die Stärke der mittleren Blechwand 
ift bei diefen Ballen daher hauptſächlich mit 
Ruckſicht auf die Schubipannung in der neu= 
tralen Are zu beftimmen. 


8.265. Die Schubkraft in der Querschnittsfläche. So wie fid) die 
Drud: oder Zugfräfte der Endflächen eines Balfenelementes AB CD, Fig. 
468, das Gleichgewicht halten, ebenſo find die zwei Kräftepaare bildenden 
Schubkrafte deffelben mit einander im Gleichgewichte. Iſt nun & die Länge 
AB, fowie & die Höhe BC des Elementes, fo hat man die Schubfräfte 
länge AB und CD, EX und — EX, fowie da8 Moment des von diefen 
Kräften gebildeten Paares: EX.$— EEX; und ebenfo die Schubfräfte 
längs BC und DA, &Z und — &Z, fowie das Moment des von benfelben 
Kräften gebildeten Paares — $Z.& — 862; es ift folglich zur Exhal- 

tung des Gleichgewichtes nöthig, daß EEX—=EEZ, d. i. da X=Z ſei. 
Es ift alfo aud) die Formel X — — Di} auf die Beftimmung der 
Schubſpannung Z längs der ganzen Querſchnittsfläche anwendbar. 
Sie ift z. B. für einen Balken mit rectangulärem Querſchnitte, bei einem 


Querſchnittselemente in ber neutralen Are, — ®/; und in einem ſol⸗ 





hen, welches + 1/4 h von der neutralen Are abfteht, — %/; zZ u. ſ. w. 


Die Summe der Schubkräfte längs des ganzen Querſchnittes muß natür- 
lic) gleich fein der Kraft P, oder wenn mehrere Kräfte rechtwinkelig gegen 
die Balkenaxe wirken, glei der Summe Z(P) diefer Kräfte. Dies läßt 
fi aud) wie folgt nachweiſen. Theilt man den größten Abftand e ber 
Querſchnittselemente von der neutralen Are jun r gleiche Theile, fo kann 
man fid) den Querſchnitt auf der entſprechenden Seite der neutralen Are 


aus den Cteifen bi 2, de 2, da u. f. m beſtehend benten, welche in 
Hinſicht auf die neutrale Are die Momente 


NORNO NONE 
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haben, deren Summe — (ya bi +2b,.+3b, +4, + ---) if. 
In Hinficht auf die Gerade, welche um 2 von der neutralen Are abfteht, iſt 
diefe Summe der Momente von den Flächenelementen außerhalb diefer Geraden 
(on +30 +44, 


ferner in Hinfiht auf die Gerade im Abftande 2 * iſt ſie 


*( ) 8b, +4, + -Jufi.mw, : 


und daher ijt die Summe aller diefer Summen, bis zum Abftande e ge- 
gangen: 


=-(-)o +@+D9u +@+3+9u +4] 
=(") ar +2 +++ mdo) 


Es folgt nun die Summe aller Schubkräfte längs des Duerfchnittes auf 
einer Seite der neutralen Are: 


R, = Xıbı (—) + Xb (> )+%u + 


Ph 
= mal die zulegt gefundene Summe 


=,(2)u: +2, +32, + + nd) 
W n U} 09 . 03 . Un). 
Aber es ift auch das Maß des Biegungsmornentes für diefe Duerfchnittshälfte: 


W= Zr) [6 () )+ N —) + b, ()+ ] 


— (-) (12. +2. +3. +: + n:b), 
daher folgt die gefuchte Schubkraft längs diefer Fläche: 
_PW. 
Rı = W 
Ebenfo findet man auch für die Querjchnittshälfte auf der anderen Seite 
von der neutralen Are die Schubfraft A, = = "und es folgt fo fchließ- 


Lid) die Schubkraft des ganzen Querſchuittes R — Am EM) —P, 


weil das Biegungsmoment W des ganzen Querſchnittes gleich ift der 
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Summe W, + Ws von den Biegungsmomenten W, und W, der beiden 
Theile defjelben. 

Mit Hülfe der Differenzialrehnung beftimmt fi) die verticale Schubfraft längs 
des ganzen Querſchnitts folgendermaßen. Es ift die Schublraft des Elementes 


d F im Abftande z von der neutralen Are R = ZiF = X)dF; alio bie 
Schubkraft aller Elemente von demjenigen im Abftande z bis zum äußerften im 


Abftande e: 
. €e € 
B=/X.F= f X.daz, 
z Z 


oder wenn ınan für X N Werth 


e 
= vw 23 F einjett, folgt 


e 
P 
— far fu fon 
2 z 


Die erite Integration ausgeführt, giebt 


€ e 
* * (fer Sr), 
zZ z 
Wenn man die Integration nun für den ganzen Querſchnitt von e biß e, er: 
ftredt, unter e und e, die Abftände der äußerflen Faſern auf beiden Seiten der 


neutralen Are verftanden, fo ift, weil die neutrale Are dur den Schwerpunft 
des Querjchnittes geht, 


€e @ , 
/ — und [ za F — W, folglich 
e, ei 

P 


R=-% W=-P. 


Maximal- und Minimalspannungen. Aus den verjchiedenen 
Spannungen in einem Querſchnitte bes gebogenen Körpers laffen fi nun 
Sig. 471. aud) durch gewöhnliche Kraftzerlegung und 
Zufammenfegung die Spannungen in jedem 
andern Schnitte defjelben beftimmen. Um 
die Spannungen eines Flächenelementes A C, 
Fig. 471, zu finden, deffen Ebene um den 
veränderlichen Winkel BAC=% von der 
Tängenare des Körpers abweicht, zerlegen 
wir die Spannungen in den Projectionen 
AB und BC diefes Flächenelementes in je 
zwei Geitenkräfte, wovon die eine in der 
Ebene von AC und die andere rechtwinkelig 
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gegen A C wirft, und vereinigen dann die Seitenkräfte in A C zu einer ein- 
zigen Schubfraft, fowie die Seitenfräfte, welche vechtwinkelig gegen 40 
gerichtet find, zu einer einzigen Zug» ober Druckkraft. Bei der Breite Eins 
ber Tlächenelemente AB, BC und AC ift die Schublraft längs AB 


— AB.X zu fegen, und in die Seitenfräfte AB. Xcos. und 
AB.Xsin.% zu zerlegen; ebenfo die Schubfraft längs BC 
— BC.Z=BC.X 
zu fegen, und in die Seitenfräfte 
— BO.Xsin.v und BC. Xcos. zu zerlegen. 


Dagegen giebt die Zugkraft BC.Q— BC. = ‚ welche rechtwintelig 


gegen BC gerichtet ift, die Seitenfräfte BC. Qcos.Y und BC. Qsin.v. 
Dezeichnet nun U die gefammte Spannung länge AC pro Flächenein⸗ 

heit, und ebenfo Y die gefammte Spannung rechtwinkelig gegen A C eben» 

falls pro Flächeneinheit, jo hat man 

AC.U=AB.Xoeo.%» — BC.Xsin.v + BC.Q cos. und 

AC./= AB. „Kein v + BC.Xcos.d +BC. Qsin.v. 


BC 
Nun ift aber AB 7 * = cos.Y% und 16” sin. Y, daher folgt aud) 


U= X (cos. Y)? — X (sin. Y)? + Qsin.Yb cos. v und 
V= 2Xsin.Ycos.% + Q (sin. Y)?, oder, da 
(cos. 9)? — (sin. %)? — cos. 2 y und 2 sin. Y cos. y — sin. 2 iſt, 


U Xcos 2 + 1/, Qsin.2u = Xcos.2Y% + — sin 2v. 
und 
V= Xsin.2Y + Q(sin. dv)? = Xsin.2Y + 221 —c00.2%). 


Natürlich geben die Spannungen der Flächen AD und CD, welde in 
Bereinigung mit den Flächen AB und BO das Körperelement ABCD 
völlig begrenzen, gleiche und entgegengefegte Schub- und Zugkräfte. Dagegen 
ift fir ein folches Körperelement auf der Drudjeite von der neutralen Are 
Q negativ, und daher 


8 
U=Xcos.2% — 1 Qsin. 2y—=Xe.2 9 — sin. 2 %, und 


V=Xsin.2% —!,Q(1—008.2Y%) = X sin. 29 — 22 (1008.29) 


Um nun diejenigen Werthe des Neigungswinkels P zu finden, bei welchem 
fowohl die Tangentialfpannung U als aud) die Normaljpannung V zum 
Marimum oder Minimum wird, fegen wir ftatt 2%, 2% + u, wo g einen 
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jehr Kleinen Zuwachs von 2 % bezeichnet, und machen dann die Bedingung, 
daß dadurch der entjprechende Werth von U oder Y nicht geändert werde. Für 
U=Xcos.2% +1,0Qsin.2% erhält man jo einen zweiten Werth 
=Xcos.(2% +) +! Qsin.(2Y + u) 
— X (c0s.2 Y cos. u — sin. 2 Y sin.u) + Ur Q (sin. 2 Y cos. u 
+ 005.2 % sin. u), oder, da cos.u—1 gefegt werden kann: 
U,=Xcos.2Y% +1,Qsin.2% — (XSin. 2 — 1, Qcos.2 Y)sin. u, 
wenn man nun U, — U ſetzt, jo muß X sin. 2% — U, cos. 2 y —= 0 
und daher 


Q 


sin. 2 Y = >y 08.2, d. i.: 
Q 2 .. 
20 rt — 2 
ug 2a, 
Auch folgt hiernach 
sin.  —_ 
fowie VQ?+4X? V(Szf? + (2Xe): 
' 2X 2Xe 
cus.2Yy —= 


VQ+ıxX2 Viseo®+@Xe):' 
und endlich der gejuchte Marimalwerth der Schubfraft U: 
2X? +1), Q? Sg\? 
Un) = — — — 1/ 24Xx2 ⸗ 2* 2 
VorıxX Ver °+ (5 +X 
Sn der neutralen Are iſt Q = 0, daher U, —= X, und tang.2y —=0, 
d. i. — 0 und 180°, oder Y —= 0 und 909; für die entferntefte Fafer 
ift dagegen X=0 und se, daher U, = .-2 und tung. 2y = wo, 


2 
alfo 2% = 90° und 45 Grad. 
Bon der neutralen Are allmälig bis zur äußerften Faſer gegangen, ändern 
ſich folglic, die Neigungswinkel flr die Marimalfpannungen von O und 
90 Grad in folde von 45 Grad um, und geht die Marimaljpannung 


allmälig aus X, in — > über. 


Damit das Dateral in der neutralen Are durch die Schubkraft nicht un- 
günftiger in Anſpruch gepennmen werde, als in den äußerſten haſern n 


darf X, höchſtens den Werth 





die Zugfpannung 8 = 





r ’ * 1 

erreichen, wenn in der äußersten Faſer eine Spannung S gleich T' zugelafien 

wird. Man hat daher 

P2Z(Fz) — Pxe m; S(Fe) _ m 
WW nr" "nH+ı 














X, — Le. 
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Sept nıan ebenfo in V = Xsin.2y + x (1 — c0s.2Y), v + u 
ftatt Y ein und nimmt aud) wieder cos. u — 1 an, fo erhält man: 


VYı = X (sin.2Ycos.u + 008.2 Y sin.u) + Lg (1 — c08.2 Y cos. u 


+ sin.2 Ysin.u) = Xsin.2Y + £ (1 — cos.2 %) 


+ (x c08.2% + 2 sin. 2 v) sin. U, 


und damit nun Y» auf ein Maximum oder Minimum von V führe, muß 
Vi = P, alfo Xcos.2y + z sin.2y —0,b. i.: 


2X 2Xe 
2 = — — — 
tang.2Y = 9 * ‚ſowie 
sin.2 u —rT — und cos.2 vor — ſein 
" VQ+4X — Vg: +4X? 
Tas entfprechende Minimum von P ift 


= — 0 -2-\V(8)+ x 


S2 
— — — — 2 
"Be (=) +, 


und dagegen dag Marimunt: 


7. — —— — 


-&: ,V&)Y+ x. ) + 


Es ift zu fordern, daß V, höchſtens gleich Hr T ei, alſo 


e , Veyı msn 


In der neutralen Are ift Q@ — 0, daher tang. 2 y = — w, alio 
2% — 270° und Y = 135 oder 45 Grad, und 4%, — — Xo, dagegen 
VYa=+ X; in der entfernteften Faſer ift dagegen X = 0 und OS, 
daher tang.2 Y —= 0, alſo 2 Yy = 0 oder 180° und Y = 0 oder 90°; 
V. = 0, dagegen 9, — S. Bei den gewöhnlichen Balken ober Trägern 
PZ(F'z) bi 

7 18 











wächſt aljo die Marimaljpannung V,, allmälig von X, = 
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= ‚ während man von der neutralen Are aus allmälig bis zur Ä 

äußerften Faſer fortfchreitet. | 
. RE . b “ bh? 

Hr einen er Ballen ft Z(Fe) = —, W= „2 

bo =bunde= —, daher find die Grenzwerthe X, — %; IE und 
6Px 

S= a; allgemein ift aber 





Xx— — —-__— bh3 ° 


2W bh? 
daher: 


er +] 


— * a⸗ +V ea) + (5) — a] | . B. firs—yh, 
vn le + Vater], und für = — 0, 


9 P 
557 u. ſ. w. 
Iſt ein ſolcher Balken AB, Fig. 472, an einem Ende B eingemauert, 
fo laſſen ſich die Richtungen der größten und Heinften Normalfräfte 9 und 
fig. 472. V, durd zwei Linienfyfteme darftellen, 
, welche die neutrale Are unter 45 Grab 
und die Endfafern ſowie auch ſich felbft 
unter 90 Grad fchneiden. Die Curven, 
welche unten concav find, entſprechen den 
Zug-, dagegen diejenigen, welche oben 
concad find, den Drudkräften. Die 
fteileren Enden einer jeden Curve ent- 
fpreden den Minimal⸗, dagegen die 
flacheren Enden den Marimalfräften. An den Enden bei D und D, find 
diefe Spannfräfte zu Null geworden, wogegen fie an den Enden C und CO, 
den allergrößten Werth haben. 


rt.) Eee] md Se _ 12 Pas 
2 e 





Vn= 





8. 267. Einfluss der Schubfestigkeit auf die Tragkraft der Balken. 
Die Tragfähigkeit eines Balkens fordert nicht allein, daß die Spannung 


S— = in der äußerten Safer den Werth T nicht erreiche, ſondern auch, 
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daß die Schubfraft in der neutralen Safer X, — a feiner als der 


Werth I 7 77 bleibe. Welche Momente in den gewöhnlich vorkommen⸗ 


den Fällen ſtatt Px in dem Ausdrucke für S einzufegen find, iſt im vorigen 
Capitel vielfach gezeigt worden; es bleibt daher nur noch anzugeben übrig, 
welche Kraftwerthe man in den gewöhnlich vorfommenden Fällen ftatt P im 
Ausdrude für X, einzuflthren bat. 

Wenn der Balken an einem Ende feftgehalten und am anderen Ende von 
einer Kraft P ergriffen wird, fo findet P in der Formel X, — nl er 
feine unmittelbare Anwendung; trägt aber der Ballen außerbem eine gleich- 
mäßig vertheilte Laſt, welche pro Längeneinheit die Größe q bat, fo ift in 
diefem Ausdrude flatt P, P + qz, und insbefondere P + gl einzufegen, 
wenn e8 darauf anfommt, den größten Werth von X, zu beftimmen. Liegt 
Dagegen der Balken an beiden Enden frei auf, und trägt in den Abftänden li 
und , = I — JI von den Stüßpunften eine Laſt P, jo ift für das eine 


Paltenftüd * I P, und für das andere a P ftatt P in die Formel für X, 
zu fegen, um bie Scubipannung in der neutrale Are zu finden. Iſt dagegen 
diefer Balken mit gl gleihmäßig belaftet, jo trägt jede Stütze ꝑ und es iſt 
die Schubkraft P des ganzen Balkenquerſchnittes an einer Stelle, welche um 
z von einem Stüßpunfte abweicht, P = q — x). Dieſelbe fällt in 





der Mitte, wo x — = ift, Null aus, wird nad) den Enden immer größer 


und größer, und ift an den Stüßpunften P — a. 


Trägt der an beiden Enden frei aufliegende Balken nur theilweiſe eine gleich- 
mäßig vertheilte Xaft, welche den Theil c feiner Länge einnimmt, während der 
zweite Theil I— c unbelaftet bleibt, jo trägt vr Stützpunkt des erften Theiles 


von der sangen Laſt ge den Theil ge (1-5 — — ) und der des zweiten den 
Theit II — ‚ und es iſt die verticale 8 in dem Abſtande = vom erſten 
Stutzpunkte: 


pP c 
=2.(1-, — u =q a(e - 5-2) 


Diefelbe hat fr 2 = c die Größe — ST ©, welche fie auch in den Abftänden 
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- 7 
z > c behält. Bedeckt die Laſt gerade die eine Balkenhäffte, ift alfo ce = — 


2 
ſo hat man 
PG — 2), al fra=;, P= 3 
Wenn endlich der Balken AB, Fig. 473, eine auf die ganze Länge dei- 
Fig. 473. felben gleichmäßig vertheilte Laſt 


pl und eine auf die Länge AC 
— c gleihmäßig vertheilte Laft 
ge gleichzeitig trägt, fo find die 
Drücke in den Sturpunlten 





R=&+a(le- 
pl ae 
und Rı = rn 57’ und es 


folgt die verticale Schubkraft in Abftande AO — x vom Stüßpunfte A: 
—_ pl. ( _ m) _ 
P=Z't ale 31 (p + da. 


4 


2 
Diejelbe nimmt fir ze den Werth p (5 — e) — * an und fällt in 
Abftänden x > c, 
pl __pl gc? 
St -rt-9=-E4+ 4 pe, 
Die verticnle Schubkraft P— p (5 — e) — rc in Ct — Null 


ſir c er=2mni 


-(-2 +V@y+2): 


Iſt überhaupt an einer Stelle des Balfens die Schubkraft P=R—qz, 
fo hat man da8 Biegungsmoment dafelbft: 


— geꝛ· 97 2R ). 
M= R& > =35 r en 


Daſſelbe ift aber für z — 2* — x, d. i. für — * ein Maximum, 


wobei P = 0 ausfällt; es nimmt alſo das Biegungsmoment eines Trägers 
an derjelben Stelle den Maximalwerth an, wo die verticale Schubfraft 
— Null ift (f. aud) $. 220), und e8 giebt daher im vorftehenden Falle c 
diejenige Leinge ber Belaftung ge an, bei welcher da8 Moment 
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[& 4gq (e =)] «—_® +9 e? 


BED! pin, . 


a 
SZ 
a 





zum Maximum, und war — 


Diefe Formeln finden ihre Anwendung bei Brüdenträgern, wo dann ge 
die Größe der mobilen Laft bezeichnet. 


Die Shubfpannung X, = me ift befonder& noch bei Körpern von 


gleichen Wiberftande zu berüdfichtigen, welche nad) dem Obigen ($. 257) 
ohne Rüdficht auf die Schubfraft an denjenigen Stellen einen Querſchnitt 
gleich, Null erhalten könnten, an denen das Moment der äußeren Kräfte zu 
Fig. 474. Null wird. Da in biefen Punkten 

nun aber Schubkräfte wirkſam find, 

fo wird dafelbft eine jegt näher zu 

berechnende Größe des Querſchnittes 

erforberlich fein. Bezeichnet % die 

größte Spannung in dem Quer- 

fchnitte, two M ein Maximum (alfo bei 

€, Fig. 442 und 443) ift; £ bie größte 

Schubſpannung an den Stellen, wo 

M=0 ift (alfo bei F, fig. 442, und 

bei A und B, Fig. 443), fo hat man, wenn das Material in diefen Querſchnit⸗ 
ten in gleichem Mage in Anfprud) genommen werben foll, nad) dem früheren 





__m 
OO m+l 

Betrachten wir den in Fig. 474 bargeftellten Körper, welcher bei AC 
eingemauert, bei F durch die Paft P angegriffen wird, und defien Quer⸗ 
Schnitte überall gleiche Breite d haben, fo ift, wenn A die Höhe im Abftande 
U vom Ende, ferner Az die erforderliche Höhe bei F bedeuten: 


bh? 6Ppl 
kn Vak ie‘ 





t x zu ſetzen. 





mr” 
e 


‚In der neutralen Are ift die Schubjpannung 
I=h- PZ(Fz) 


bw 
Man hat daher zu fegen: 


pP m 6Pl 
et I, 
him T Ip; woraus 


U _m+i1 


» 4m 


P 
=’ 





ı 
er firm—=3,, = Ya. 


- 
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Die Schubſpannung erreicht daher in demjenigen Querſchnitte, welcher 
von dem Balkenende um 1/, feiner Höhe abfteht, einen Werth, weldyer das 
Material in demfelben Grade in Anfprud) nimmt, wie die Zugkraft. Bon 
biefem Punkte an bis zum freien Ende muß dem Balfen die conftante Höhe 
Ma gegeben werden, welche ſich aus 


2P . 
m I kb 
In allen weiter von dem Balkenende — Querſchnitten iſt die Schub⸗ 
ſpannung X, Meiner als 3/, x, und find daher fiir die Beſtimmung dieſer 
Querſchnitte die Formeln der Biegungsfeftigkeit maßgebend. Man erfieht 


aus dem obigen Rejultat ! = . daß ſchon eine ſehr geringe Lünge des 


Armes ber Kraft P Hinreicht, um den Einfluß der Biegungsſpannung über- 
wiegen zu laflen; daß alſo die Wirkung der Schubkraft nur in einer kurzen 
Entfernung von dem Angriffäpunfte der biegenden Kraft merklich iſt gegen 
die durch die biegende Kraft hervorgerufenen Spannungen. Man darf daher 
die Wirfungen der Schubkraft in allen übrigen Ouerjchnitten, für welche M 
größer ift, vernachläſſigen, da diefelben zwar in allen Duerichnitten vorhan- 
den, aber gegen die Viegungsipannungen verjchwindend find, jobald 7 den 
oben ermittelten Grenzwerth überjchreitet. 


Dat der Balken gleichen Widerftandes einen redjtedigen Duerjchnitt mit 
conftauter Höhe A, ig. 445, und ift de die Breite des Querſchnittes am 
Ende, fo bat man wieder für einen Duerfchnitt im Abftande J vom freien 
Ende: 





= k=:, k— Yı —— beſtimmt, alſo a, = 








_6Pl _y _PZer)_,„ 2 

Du IWW 9’ 
Sept man wieder I — — k, jo folgt 

P Br 6PI . - 

8 — 

Son — ĩ 7, ; meraug wie oben folgt: 

N 4 

= O1: mm—3, 


Der einem Quifen gleichen Wüeritanes mit kreisförmigem Uxerichuitte, 
a 450, bat man chemie: 
Fr s2PI 
R-- —_ — m 
ı $2 Zu” x.‘ 
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Fir m —= 3 folgt aus 


am Ende d, = VE 


Derjenige Querſchnitt, in welchem das Material durd) die Schubſpannung 
Xo in demſelben Grade in Anſpruch genommen wird, wie durch die relative 
Spannung, ergiebt ſich wieder durch 

iP__m 32PI _m+1,_2 

Ind mtring’ woraus | = 6m ı=;4 
für m = 3. Es ift daher ſchon von demjenigen Querſchnitte an, deffen Ab- 
ftand vom freien Ende - bes Durchmeſſers beträgt, die Wirkung der Bie- 


gungsipannung überwiegend. 





k= ı,k = 





m 16 P 
— PETE der Durchmeſſer 





Einfluss der Schub-Elasticität auf die Gestalt der elastischen 8, 


Linie. Es ift num noch zu unterfuchen, welchen Einfluß die Schub-Eflafti- 
Fig. 476. cität auf die elaftijche Linie oder die Geftalt 
g der neutralen Faſer eines belafteten ent AB, 
| 5 475, hat. Nach der Formel Z F = TC, 
wo C den Mobul der RR und F 
den Duerfchnitt des Balkens bezeichnen, ift die 
durch die Schubfraft hervorgebrachte Neigung bes 
Ballns A,B; r = 2 und daher die entjprechende Senkung des Balfen- 
endes A,, bei der Ränge A, B — I bes Ballens: 
X _PIZ (Fe) 
CC bWE 
Hierzu kommt nun nod) die Senkung Aı A — 52, welche aus der Vie, 
An kl [Ri PI 
gung des Ballens hervorgeht, und welche nad) $. 222 die Größe 5 — 


3WE 
hat; e8 ift daher die ganze Senkung ober Durchbiegung des Balkens: 
_ ILL _Pi/Z(F), ® 
BC=-4,A=ı=ı +8 = Ww a0 35 


2 
Tür den parallelepipedifchen Ballen ift dd = b, 2 (Fe) = z umd 


7 I? rag ao Be 


Beisbpah’s Lehrbuch der Mechanik. J. 


pP 


Ay Ai = =t= 


bh? 
w= 7 daher 
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Die Schubjpannung erreicht daher in demjenigen Querſchnitte, welcher 
von dem Balfenende um Y/z feiner Höhe abfteht, einen Werth, welcher das 
Material in demfelben Grade in Anſpruch nimmt, wie die Zugfraft. Bon 
diefem Punkte an bis zum freien Ende muß dem Ballen die conftante Höhe 
hg gegeben werden, welche fich aus 

— ty Z- bei _2P, 
t27 I] k=3/, k= 2 Dr beftinmt, allo Aa = Pe 
In allen weiter von dem Balkenende abgelegenen Querſchnitten ift die Schub- 
ſpannung X, Heiner als 3/, k, und find daher für die Beſtimmung diejer 
Querſchnitte die Formeln der Biegungsfeftigfeit maßgebend. Man erfieht 


aus dem obigen Refultat I = 3. daß ſchon eine ſehr geringe Länge des 


Armes der Kraft P hinreicht, um den Einfluß der Biegungsſpannung über⸗ 
wiegen zu laſſen; daß alſo die Wirkung der Schubkraft nur in einer kurzen 
Entfernung von dem Angriffspunkte der biegenden Kraft merklich iſt gegen 
die durch die biegende Kraft hervorgerufenen Spannungen. Man darf daher 
die Wirkungen der Schubkraft in allen übrigen Querſchnitten, für welche M 
größer ift, vernachläffigen, da dieſelben zwar in allen Querfchnitten vorhan: 
den, aber gegen die Biegungsſpannungen verjchwindend find, jobald J den 
oben ermittelten Grenzwerth liberfchreitet. 


Hat der Balken gleichen Widerftandes einen redjtedigen Duerjchnitt mit 
conftanter Höhe A, Fig. 445, und ift d, die Breite des Duerfchnitted am 
Ende, fo hat man wieder fir einen Duerjchnitt im Abftande Z vom freien 
Ende: 








6PI — __FP&(Fe) _, 7? 
Ep WISKETw NE 
m 
Sest man wieder t — — k, jo folgt 


P m 6Pl 
sl — — oe . 
non mHtıom‘ woraus wie oben folgt: 


I „mtl 


— — 
— 


h j Mm 





— 1; für m = 3. 


Bei einem Balken gleichen Widerftandes mit kreisförmigem Duerfchnitte, 
Gig. 450, hat man ebenjo: 


Pl __32Pl 
Yard n.d 
— ⸗— PAGPæ) _1P 
dlund Bnd 


und 
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Für m = 3 folgt aus * * 7 k=!,k— Fan der Durchmeſſer 
pP 
ak 
Derjenige Querſchnitt, in welchem das Material burd) bie Schubſpannung 
X, in demſelben Grade in Anſpruch genommen wird, wie durch die relative 
Spannung, ergiebt fich wieder burch 
16 P m 32Pl m 1 2 
Ind m LI mg wvoraus 1 * 42*34 
für m = 3. Es iſt daher ſchon von demjenigen Querſchnitte an, deſſen Ab⸗ 


ftand vom freien Ende r des Durchmeſſers beträgt, die Wirkung der Bie- 
gungsjpannung überwiegend. 


am Ende d, = 8), 





Einfluss der Schub-Elastieität auf die Gestalt der elastischen $. 268. 
Linie. Es ift nun nod) zu unterfuchen, welchen Einfluß die Schub-Elafti=- 
Fig. 475. cität auf die elaftifche Linie oder die Geftalt 

g der neutralen Fafer eines belafteten Boltens AB, 
m 475, hat. Nach der Formel — = r(, 
wo C den Mobul der Schub-Elafticität und F 
den Duerfchnitt des Balkens bezeichnen, ift die 
durch die Schubfraft hervorgebrachte Neigung des 
Balkens A, B; r = 2* und daher die entſprechende Senkung des Ballken⸗ 


endes A,, bei der Ränge A, B — 1 bes Ballens: 
7 __%l _PIZ(Fe) 
AdL=a=rte = Tzwe 
Hierzu kommt nım noch die Senkung A, A = 83 , welche aus der Die, 


me P 
gung des Balkens hervorgeht, und welche nad) $. 222 die Größe =, 


bat; es ift daher die ganze Senkung oder Durchbiegung des Ballkens: 
— AA _ Pl (Z(Fe) 35)" 
BC=-4,A=s=ı +8 = w\20 +35 


Für den parallelepipedifchen Ballen iſt u = b, 2 (Fe) = UL und 


bh® i 
I 0) u 


12 ’ 
Welsbach's Lehrbuch der Mechanik. L 





pP 


M daher 





g 269. 
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E 
oder — = 3 angenommen: 


° 13 h\? 
4P 
tr) 

3.2. fir = 10%, folgt s = 1,01125 - ar 

’ ’ bR®E 
nur 10 mal fo lang als did ift, fo ift feine Senkung am belafteten Ende in 
Folge der Schubkraft im Vergleich zur Senkung durch die Biegung fo Flein, 
daß fie in gewöhnlichen Fällen außer Acht gelaffen werden Tann. 

Um die Elafticitätsmodel eines Balkens AB zu ermitteln, belaftet man 
denfelben ein Mal durd; ein kleineres Gewicht P im größeren Abftande Z, 
und ein anderes Mal durch ein größeres Gewicht ?, im fleineren Abftande 
!ı vom Stüßpunfte B, und beobachtet die entfprechenden Bogenhöhen s und 
s ber Ränge 2 des Balfens. Es ift dann 

PIZ(Fe) Pl: 
— wo '3ws" 
_BIE(F) , PE® | Diül-—ı) 
=. we Tawat aws 18288. 
Um C zu eliminiren, dividiren wir die erfte Gleichung duch P und bie 
zweite durch Pi, und ſubtrahiren dann beide Gleichungen von einander. Es 
folgt auf diefe Weife: 


2a (SE Bem)_ 1 (eu 
pP Pı WE 3 2 WE\S 2 6/’ 


und daher der Elaſticitätsmodul der Zug- und Drudkraft: 
PP, 6 I 1 





‚ wenn alfo der Ballen 


F=7B-adw\ 2 t%) 
Mit Hilfe diefes Ausdrudes und der Formel für s beftimmt fich nun der 
Elaſticitätsmodul der Schubfraft durch die Formel: | 
Pl 32%(Fe)E 


= db 3WEs— pi 


Drehungselasticität. Bei ber Theorie der Drehung oder Torfion 
eines Körpers (f. $. 208), können wir wieber den Fall, daß ein Körper 
HCDL, Fig. 476, an einem Ende feftgeflemmt ift, zu Grunde legen, 
müſſen aber, um feine zuſammengeſetzte Gormveränderung zu erhalten, an« 
nehmen, daß er am freien Ende von einem Kräftepaare (P,— P) ergriffen 
werde, deilen Ebene A HB mit der Umbrehungsebene der Axe CD zuſam⸗ 
menfällt. Denken wir ung den Körper wieder aus Iauter Längenfafern, 
wie 3. B. HK zufammengefeßt, und fegen voraus, daß in Folge der Tor⸗ 
fion diefe Faſern eine fehraubenförmige Lage annehmen, wobei z. B. HK 
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in bie Lage LK kommt, und die ganze Enbfläche eine Drehung um ben 
Bintel HCL— a erleidet. Wenn hierbei die Faferftiide ZU, Kı, Hr. Kz u. .w. 
Fig. 476. von der Länge Eins und 
den Querſchnitten Fi, F. 
u. f. w. die feitlichen Ber- 
ſchiebungen HL, — 6, 
HL=% u. ſ. w. er 
leiden, ſo laſſen ſich bei 
dem Cfafticitätsmodul C 
die entſprechenden Schub: 
tife = MC, 
=%F; Cu. f. w. jegen. 
Iſt nun noch der entfpre- 
ende Torſionswinkel 
H0L=R0L=9, 
und find die Entfernungen 
diefer Fafern von der Are 
CD des Körpers, OH, = 21, OH, — æ, fo hat man 6, — pa, 
%=9P2%..., daher die Krafte 8 = pCFRa.8 =pCR2... 
und deren Momente 9, = pP CAhel, Sn =pCRe.. 

Die ſämmtlichen Kräfte Si, 82... eines Querſchnittes Hi OZ, halten 
jedenfalls dem Kräftepaare (P, —P) das Gleichgewicht; ift folglich 
a der Hebelarm AB diefes Paares, alfo Pa das Moment defielben, fo 
hat man zu fegen: 

Pa=Ssa+Sa+ POBAÆA CFM. 

—— 

Bezeichnet man noch das geometriſche Maß Fre? + Fre? +» - de 
Torſionsmomentes durch W, fo hat man folglich Pa = p dm 

Nun ift aber der Torfionsmwintel für die ganze Korperlänge CD=1, 
« = pl, daher läßt ſich aud) fegen: 

acWw 


2 Pa=°7-, ober Pal=alW, 
und der Torfionswintel: 
Pal 
2) eo = Tw 


Dan fann in Uebereinſtimmung mit dem früheren ($. 220), WC das 
Drehungsmoment, und folglich, W das Maß des Drehungsmomen- 
tes nennen, unb hiernad, behaupten, daß das Kraftmoment Pa direct 
wie der Torfionswintel und wie das Torſions- oder Drehungs- 
moment und umgelehrt wie die Länge des Körpers wächſt. 

37% 
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Das Arbeitsquantum, welches die Torſion um den Winkel & erfordert, 
läßt fi, da der Weg ber entjprechenden Kraft P, aa ift, 


L=E2.o— 


2 





_ P?a?l 
—3w0 


jegen. Diefe Formeln gelten zunächft nur für prismatifche Körper, bei 


ı . 
Körpern von anderen Formen muß man ftatt — einen mittleren Werth in 


die Rechnung einführen. 


Ww 


L 2 


8. 270. Torsionsmomente. Das Maß W= Fr 2? + Fe} + --- be Dres 
hungsmomentes läßt fic nach einer in $. 226 entwidelten Regel aus dem Maße 
des Biegungsmomentes für denfelben Duerfchnitt leicht ermitteln. Iſt nämlich 
W, das Biegungsmaß einer Fläche ABD, Fig. 477, in Hinfiht auf eine Are 
X X, und W, das Biegungsmaß in Hinficht auf eine Are X Z, welche winkelrecht 


Fig. 477. 








gegen die erfte fteht, fo hat man 
das Maß bes Drehungsmomentes 
in Hinficht auf den Durchſchnitt 
zwifchen beiden ren: 

W= Wı, + W.. 

Für einen quadratifchen 
Schaft oder eine Welle mit quas 
dratifchem Querjchnitte ABDE, 
Fig. 478, ift, wenn d die Seite 

AB=BD 
deflelben bezeichnet, nad) $. 227, 
das Maß des Biegungsmomentes 
in Hinfiht auf jede der Aren 
XXund YY: 








M — W; = 13 g 
folglich da8 Maß des Torfiongmomentes 
4 4 
w⸗ MMVM253*75 
und das Kraftmoment: 
Pa = ge — — — nr. 


Fur einen Schaft mit rectangulärem Querſchnitte (br) wäre dagegen 
Pa — dh + A’) 0 = 0,0833 e'tMSG, 


121 


8. 270, Die Schub-Glaficität und Feſtigkeit. 581 


Für eine cylindrifche Welle mit Freisförmigem Querſchnitte AB, 
Big. 479, ift, wenn der Halbmeſſer CA deſſelben — r mißt, das Maß 


ig. 478, Sig. 479. 


des Biegungsmomentes in Hinficht auf eine Are XX oder YY (nad) 
$. 231): 


m=m=", 
daher das Maf des Drehungsmomentes in Hinficht auf den Arpunft C: 
v=23m= er. 


Wirkt folglich das Umdrehungskräftepaar (P, — P) an einem Arme 
HK== a, ober jeber ber beiden Componenten bdeffelben an einem Arme 
CH=(E= 5 fo ift: 
aWC __unrC 

P=7 27 

Iſt die Welle Hohl, und find ihre Halbmeffer rı und rz, fo gilt natur⸗ 

lich die Formel: j 
Pa ertei= Me_ 1,5708 « (rt m c 

Im der Regel wird die Torfion einer Welle ABM, Fig. 479, durch zwei 
fi) das Gleichgewicht Haltende Kräftepaare (P, — P), (Q, — Q) hervor- 
gebracht, und deshalb ift ftatt 2 nicht die ganze Länge der Welle, fondern nur 
der Abftand CM zwifchen den Ebenen, in welchen beide Paare wirken, in bie 
Formel einzuführen; es kann Übrigens aber gleichgültig fein, ob man das 
ZTorfiongmoment dem Momente des Kräftepaares (P, — P) oder em Mo- 
mente des Kräftepaares (Q, — Q) gleichfegt. Bezeichnet man den Hebelarm 
HK des Paares (P, — P) durd) a, und ben Hebelarm NO des Paares 
(9 — Q) durch d, fo hat man aljo 

Pa=gt= aue zu fegen. 


4 
= 157087 C 
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Die vorftehende Theorie giebt uns bei Körpern, welche von ebenen Flächen 
begrenzt werben, von der Wahrheit etwas abweichende Torfiongmomente, weil 
bei ihrer Entwidelung vorausgefegt worden ift, daß die Endflächen des Pris- 
mas, welches eine Torſion erleidet, bei der Torfion eben bleiben, wogegen 
diefelben in Wirklichkeit windfchief ausfallen. Nach den Unterfuchungen von 
Saint-Benant, Wertheim u. |. w. (fiehe Comptes rendus des sdances 
de l’acadömie des sciences & Paris, T. 24 und T. 27, jowie ’Ingenieur, 
Nro. 1 und 2, 1858, deutjch im Civilingenieur, 4. Bd. 1858) ift für einen 
quadratifhen Schaft: 


4 4 
Pa = 0,841 abi c abc 


1" 0,1402 J— 
wobei d die Seitenlänge bes quadratiſchen Querſchnittes bezeichnet. 


Bei Körpern, deren Querjchnittsdimenfionen jehr von einander abweichen, 
3. B. fiir ein Parallelepipeb, deflen Höhe A von feiner Breite d vielfach 
übertroffen wird, find die Abweichungen nod) weit größer. 

Fur einen prismatifchen Körper mit rectangulärem Ouerfchnitte von der 
Breite b und Höhe % hat man | 








bh hbE__bA(b? 4 R°) 


v-mtMmen tg = bob 
_aWC _ abh(b’+RY)C 
Fa= 77 2 
abtC 





Wenn nun diefe Formel für A = b, wo Pa = 51 ausfällt, ſchon 


einen Correctionscoefficienten erfordert, fo ift zu erwarten, daß dann, wenn 
h bedeutend von b abweicht, wo jedenfalls die Seitenflächen eine noch grös 
Gere windſchiefe Berdrehung erleiden, diefelbe nicht mehr die erforberliche 
Genauigkeit gewährt. Im der That findet man durch die höhere Analyfis 
bei Berückſichtigung der windſchiefen Verdrehung: 

__.ah?b?C 

— 362 + hl’ 


und es ift nad) ben neueren Verfuchen von Wertheim der erforberliche 
Correctionscoefficient im Mittel = 0,903, alfo 


Pa 


ah°be Cl ah3be Cl 
. Pı = 0,903 3(#° + A9)1 = 0,301 (0° + Ay 
zu jegen. 
Hft d fehr Hein gegen 7%, fo folgt dann 
8 N 
Pa — 0,01 EHE, 





I 
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0 
Giebt man den Torfionswinfel in Graben an, fegt man alfo « = or 
— 0,017453 «°, fo erhält man: 
1) für cylindrifche Balken oder Wellen mit freisförmigem Duer- 
[hnitte vom Durchmeſſer d = 2r, 
Pal — .r = adn?rt an? di 


na Tan 5 © 
= u erl—= "0.0982 ed*C = 0,02742 art C 
— 0,001714 «440, und 
2) für prismatifche Balken, Wellen oder Schäfte mit quadratiſchem 
Duerjehnitte von ber Seitenlänge b, ohne Rüdficht auf den Correctiong- 
coefficienten: 








ab4l adnzbtC 
Pal= = 0,1667 ob!C = 090 7 0,00291 «Ib tC, 
Umgekehrt ift 
Pal Pal Pal i 
« = 0,637 75 * 10,18 758 =—=6 vo’ fowie 
Pal Pal Pal 
o — — 
Eee 17 Er Eu 57 34 
Die Werthe für c find aus der Tabelle IH. in $. 260 zu entnehmen. 
Hiernach iſt z. B.: 
1) Für Gußeiſen: C = 2000 Kilogramm — 2’700000 Pfund, daher 
für franzöfifches Maß: 
Pal = 55 a’rt — 3,4 add! — 5,8 «bt und 
a0 — ‚1a FE _ 9ag150 Ze — — 0,1790 Zei 


Tv 
oder fllr preußifches Taf. 

Pal = 74000 a'rt = 4630 a!d* — 78360 «'bt und 
a — 0,00001548° —,- Fa N — 0,0002161° Fal 


Fr 
— 0,0001974, Zei Mi 
2) Für Schmiebdeeifen: — — 6300 Kilogramm —= 8'600000 Pfund, 
woraus für franzöftiches Map: 
Pal = 172 a’rt = 10,8 a9d! = 18,3 «bt und 


] 
«0 — 0,0058° a — 0,0990 Zt _ 0,005 Zei 


7. bt ’ 
oder für preußifches af: 
Pal= 235800 art — 14740 ad! — 25000 a®d* und 


al 
er —0, 000004240 = 0,0000678 = = 0,00004 Folgt 
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3) Für Holz ift C — 420 Kilogramm — 570000 Pfund, daher 


für frames Ma: 
Pal = 11,500! — 0,72 a0d4 — 1,22 a0dt und 
ad ⸗ aan Zei — = 1,90 2a} = sn de, 
ober für preußifches Maß: 
Pal = u rt — = J and! — 1654 add und 
ar S 0,0000s390 ZU — 0,0010230 zu _ = 0,000604° us 


Beifpiele. 1) Welcher Umdrefungsmoment kann ein quadratiſcher Schaft 
aus Scmiebeeifen von 5 Meter Ränge und 0,100 Meter Stärke aufnehmen, opne 
eine Zorfion über , Grad zu u E if: 


Pa=183. ya = 91,500 Meterfilogramm. 


2) Beige Torſion erleidet eine hohle gußeijerne Welle von der Länge = 5 
Meter, und den Halbmefjern r, — 0,150 Meter und r, —= 0,100 Meter durch 
ein BE Pa = 1000 Meterlilogramm? Es ift hier: 


= 01a 100000. 5000 — 0294 Grab = 18 Min. 204 Ex. 





$. 271. Drehungsfestigkeit. Iſt bei einem durch ein Sräftepaar (P, — P) 
verdrehten Prisma CKL, Fig. 480, die Schubkraft pro Flächeneinheit in 
einem beftimmten Abftande e von der Are OD — S, fo hat man bie 


Schubtraft in einem anderen Abftande 21, a 8, ſowie deren Moment 


Big. 480. = d 8, und bei dem Quer⸗ 
fönitte F, 
Bes-Ine, 
und ebenfo find bie Momente ber 


Schubkrafte filr andere Duer- 
ſchnittselemente Pa, Fr -.. „ 
welche um 22, #9.. Fu der 


Are OD abftehen, — En ei 


— es folgt 


das ganze Drehungsmoment 
des Korpers: 
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Pao=Sms+ SRGCASABAA ... 


8 
= Gel F . ). d. i. 


1) Pa= u oder Pae= SW, fowie = = 
Führt man nun fir S den Tragmodul 7 der Schubfeftigkeit und fiir 
e den größten Abftand der Duerjchnittselemente von der neutralen Are ein, 
fo erhält man in der Yormel 
2) Pae = TW eine Öleihung zur Beitimmung ber Querſchnitts⸗ 
bimenfionen, bei welchen der Körper nirgends bis über die Elafticitätsgrenze 
hinaus gefpannt oder verfchoben wird. Und ebenfo erhält man durch dieje 
Formel das Kraftmoment P, a, bei welchem der Körper abgewürgt wird, wenn 
man ftatt S den Feſtigkeitsmodul X der Schubkraft einfegt; es ift 
3) P 10 = = . 
Für eine maffive cylindrifche Welle vom Durchmeſſer d — 2r ift 
W nr ar 


7 = Or — 7 daher 
8 3 

Pa—"TT _ "ET _ 01963 47T, fowie 
2 16 
8 8 

Pa= ‚= — ae — 0,1963 d’K. 


Für eine hohle cylindrifche Welle von den Durchmeflern d, = 2rı 
und de = 27, wo. 
4 _ pt 
w_ın on) ift, Hat man dagegen 
e 27 
_ın - Mn _E- HH) _FA rt) 
rR=. 17-0 177 
2 _ | 
wobei F = um den Querſchnitt des Körpers bezeichnet. 


Fur einen prismatifchen Körper mit quadratifhem Querſchnitte, 
deſſen Seitenlänge = b ift, hat man 


4 
„= mde—1,dV2 =bV\,, daher 


w b3 b3 pE T 
— = — = — m) Pa = — — 0,2357 ET. 
e 6Y1y 3V2 3V2 
6 
Wenn man in der Örundformell Pa = PCOW aus $. 269, 9 = ri 


Pr | 
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= fung einfegt, wobei e den Abftand ber entfernteften Safer von der 
Umbdrehungsare CD, fowie 5 ben Winkel HKL bezeichnet, um welchen 
diefe Faſer bei der Torfion aus ihrer urfpringlichen Lage verrückt wird, fo 
erhält man 
Pae —= ( Wtang.d; nun ift aber auch 
Pae = SW, baher folgt 
8 = Ctang d, unb es ergiebt ſich 


T = Ctang.d, fonie tang.d = 7, 


wenn 8 den Verſchiebungswinkel bezeichnet, bei welchem die Spannung 
Fig. 480 a. des Körpers die Grenze ber 
Elafticität erreicht hat. 
Die medanifche Arbeit, 
welche erfordert wird, um bie 
Welle nad) und nad) bie um 
den Winkel a zu verbrehen, ift 





nad) $. 269 

Pa?l 
L= wc" und läßt fi 
daher, wenn man Pa—= — 


* sw 
einführt, aud) Z = 5 7 


ſetzen, wobei natürlich 8 die 

Marimalſpannung bezeichnet. 

Bei der Elafticitätsgrenze iſt S = T, umd e8 folgt daher auch die Arbeit, 

—* aufzuwenden iſt, um den Korper bis zur Grenze der Elaſticität zu 
ſpannen: 


Für einen prismatiſchen Körper mit kreisrundem Querſchnitte iſt 
— mb e= nr, babe: 


dagegen für einen ſolchen mit quadratiſchem Querſchnitte: 
bt b 
wg me= 7, ba: 
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T? bAl 7% 73 
—_ _. _ 2 __ 
50 Fre Ye TR 
Nun ift aber — = — = = der Arbeitsmodul A ber 


Elafticitätsgrenge für Schub, * hat man für den Chyhlinder: 
L = 14V, und für das Barallelepiped: Z — 1, AV. 

Es ift alfo in beiden Fällen diefer Arbeitsaufwand nur dem Bolumen 
V des Körpers proportional (vergl. $. 212 und $. 224), 

Jedenfalls läßt ſich auch die Arbeit zum Abdrehen oder Abwürgen 
L = YBV und !/; BV fegen, wenn B den Arbeitömodul des Ab⸗ 
würgens bezeichnet. 


Nimmt man mit Heren General Morin fiir alle Stoffe 


r — tang.d = 0,000667, 
alfo den Berfchiebungswintel 6 — 2 Min. 18 Sec. an, fo erhält man für 
Gußeiſen: 
T = 2000 . 0,000667 — 1,34 Kilogr. — 1833 Pfund, 

daher bei Anwendung des franzöfifchen Maßes: 

Pa = 0,263 d? — 0,316 b? Millim. Kilogr., 
dagegen für preußifches Maß: 

Pa — 360 d3 — 432° Zollpfund. 

Unter derjelben Bedingung erhält man für Schmiebeeif en: 

T — 6300 . 0,000667 — 4,2 Rilogr. — 5750 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfifchen Maßes: 
Pa = 0,82 d? — 1,0 b? Millim. Kilogr., 
und fir preußifches Maß: | 
Pa = 112843 — 1357 b8 Zollpfund. 
Für Holz erhält man unter denfelben Bebingungen im Mittel: 
T— 416 . 0,000667 — 0,28 Rilogr. — 380 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfifchen Maßes: 
Pa — 0,055 d® — 0,066? Millim. Kilogr., 
und beim Gebrauche des preußifchen Maßes: 
Pa — 74,6. d? — 89,6 bs Zollpfund. 

Die Coefficienten diefer Formeln gelten nur fir ruhende Körper und ganz 
langſam und fanft umlaufende Wellen; bei gewöhnlichen Wellen giebt man 
doppelte Sicherheit, nimmt aljo die Koefficienten nur halb jo groß an; für 
Schnell umlaufende Wellen nimmt man wohl vierfache, und bei fehr rajchen 
und mit Stößen verbundenen Bewegungen ift man jogar genöthigt, eine acht⸗ 
mal größere Sicherheit zu geben. 
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Beijpiele 1) Die gußeilerne Welle einer Turbine übt am Umfarge eines 
auf ihr fitenden Zahnrades von 0,150 Meter Halbmefler eine Kraft von 2000 Kilos 
gramm aus, melde Dide muß man derjelben geben, wenn man eine vierfacdhe 
Sicherheit zu Grunde legt? Es ift hier Pa = 2000 . 150 und bei vierfacher 
Sicherheit gilt die Formel Pa —= Y, . 0,263d? —= 0,066 d?; daher der erfor- 
derlihe Durchmefler: 


d = 29 189 le — 166 Millimeter. 


Iſt der Abfland des gedachten Zahnrades von dem Waflerrade, 7 = 2 Meter, 
fo Hat man nad dem vorigen Paragraphen den Torfionswintel: 





a0 — 029150 £ = 0,2915 En — 0,23 Grab 


— 13 Min. 4,8 Sec. 


2) Bei einer vierfantigen Welle aus Fichtenholz wirkt die Kraft P— 300 Kilo⸗ 
gramm an einem Hebelarme a — 5 Meter, während die Laſt Q an einem 
Hebelarme von 1 Meter in einer arialen Entfernung von P gleid 2 Meter 
zieht, wie did If die Welle zu maden, und wie groß ift die Verdrehung der- 
jelben ? 

Es ift bei vierfacher Sicherheit: 
Pa = 30 . 5000 = !y, . 0,066 5° = 0,016 3, 
daher 


800 . 5000 ung: 
b = 9,500 0016 = 454 Millimeter, 


und die Verdrehung: 
0 = 0,89 800 . 5000 . 2000 


PET — 0,058 Grad — 3,5 Min. 
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Biertes Capitel 


Die Tragkraft langer Säulen oder die Weftigkeit 
des Berknidens. 


Tragkraft einer an einem Ende festgehaltenen Säule. Wenn 
ein prismatifcher Körper AB, Fig. 481, an einem Ende B feflgehalten 
wird, während auf da® andere freie Ende A eine in die Rängenare AB 
hineinfallende Kraft P wirkt, fo ftrebt diefe Kraft den Körper zu zerbriden, 
und ift die fpecififche rückwirkende Spannung in jedem Duerfchnitte F durch 


"— = gegeben. Wenn nun theoretifch auch fein Grund vorhanden ift, 


warum bei genau centraler Wirkung von P der Stab einer Biegung unter- 
worfen fein jolle, jo zeigt doch die Erfahrung, daß eine feitliche Ausbiegung 
der Säule AB allerdings eintritt, jobald die Länge derjelben die Querab⸗ 
meilungen derfelben vielmals übertrifft. Im Folge diefer Biegung werden, 
wie bei der Biegung überhaupt, einzelne Faſern gedrückt, andere gezogen, 
und es tritt die ftärkfte Anftrengung der Faſern an der concaven Seite ein, 


wo zu ber rüdwirtenden Spannung K — = noch die durch die Biegung 


erzeugte relative Spannung &’ — Me fi) gefellt; fo daß die geſammte 
3 Ww 


Spannung dafelbft durch kA — x + K” ausgedrüct if. An der converen 
Seite, wo die relative Spannung x al8 Zugkraft wirkt, beträgt die totale 

- Spannung k — K — x, welche Zug bedeutet, ſobald X’ > K iſt. 
Die Bertheilung der Spannungen in einem Querſchnitte der Säule ift 
aus Fig. 482 erfichtlich. Bezeichnet 8 den Schwerpunkt des Querſchnittes 
Tig. 481. 





7 — — * 
Aò-O-Eαα 


$. 272. 
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ABCD, fo ifl, wenn AD < AB, EF’ die Biegungsare. Macht man nun 
GL=Kk ud@J=K", fo ftellt das Rechte GL M Hdie rückwirkenden Span- 
nungen k’ und das Biered GJKH die relativen Spannungen K” (oberhalb S 
Zug>, unterhalb SDrudträfte) vor, und wenn man JN—=KO0=G L=Kk 
macht, fo erhält man in den Ordinaten der fchraffirten Fläche NE HON 
eine Darftellung der totalen Spannungen. Durch R, wo die Spannung 
Nul if, geht die neutrale Are des Querſchnitts, deren Abftand RS von der 
Schwerpunftsare gegeben ift durch: 

RS _ _NJ d RS _ K_ P Me 

6s = G oder — 7 — 5: 


PV 
woraus RS — FM folgt (vergl. $. 220). 


Diefe Biegung hat man ſich dadurch zu erklären, daß die Kraft P nie 
mals mathematisch genau mit der Are der Säule zufammenfällt, daß die 
Schwerpunftsare der Säule felbft, wegen der nicht abjoluten Hompogenität 
des Materials nicht einmal eine genaue Gerade fein wird. Der Einfluß 
diefer Nebenumftände macht ſich um fo bemerklicher, je länger die Säule im 
Verhältniſſe zu ihrer Dicke ift, und es tritt erfahrungsmäßig bei zumehmender 
Länge jehr bald ein Zuftand ein, wo der Einfluß der Biegung denjenigen 
der Compreifion übertrifft, und wo die Säule einem Zerbrechen oder Zer- 
knicken unterworfen ift, wenn auch die auf reines Zerdrlicken ber Faſern 
gerichtete Spannung %’ nod) fehr weit von dem Feſtigkeitsmodul K, des 
Materials entfernt if. Daher dürfen die Formeln der im erften Kapitel 
behandelten Drudfeftigfeit nur für Körper angewendet werden, bei denen 
das Verhältniß der Länge zur Heinften Duerdimenfion gewifle, aus dem 

Fig. 488. Späteren ſich ergebende Werthe nicht überjchreitet. 
Der im Obigen angegebene all der Feſtigkeit bes 
lafteter fäulenartiger Körper bedarf daher einer 
bejonderen Unterfuchung, und man pflegt den hier» 
bei. geäußerten Widerftand die Strebfeftigkeit 
oder die Feſtigkeit des Zerknickens, auch wohl 
die zufammengejegt rückwirkende Feſtig— 
feit zu nennen. 

Um die Biegungsverhältniffe der Säule AB, 
Fig. 483 IL, zu unterfuchen, ſei B der Coordinaten- 
anfang, P wirfe aud) bei der Biegung des Balkens 
in A vertical abwärts, fo ift das auf Biegung 
wirkende Moment M in einem beliebigen Punkte 
C gegeben duch: M = Pla — y). 

Sest man nım unter Beibehaltung der früheren Bedeutung von M, W, E 
und r: 


x I 
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= WErs 022’ 
fo hat man fir die elaftifche Linie die Gleichung: 
wet Y’=Püa—y) 
oder 2 
WE 0%y _ 
pP 9 ry-eam. 
Diefer Differenzialgleihung entfpricht der Werth 


NOT, 


Sest man hierin x — 1, fo muß y = a werden; folglich gilt: 


——— 
al VD) = 


Sn diefer für den Gleichgewichtszuftand der gebogenen Säule geltenden 
Sleihung kommt die Ausbiegung a bes freien Endes gar nicht mehr vor, 
und man muß daher fchließen, daß, wenn P von foldher Größe genommen 


oder 


2 3 Inaration führt fi) folgendermaßen aus: Setzt man — au, 
fo i ip ? Y- 3. daher wird nach Einſetzung dieſer Werthe die Differenzial⸗ 


2 
gleihung: “ — +u=0. Dieſer Gleichung genügen, wie man ſich durch 


Differenziation leicht überzeugt, die beiden partikul. Integrale: 


u = 6,008 eV gr) un u = rin. (2 2 
a WE 2° WE)’ 
worin c, und cg beliebige Eonftanten find; daher folgt: 


u=y-—-u= «ca. (2V/ Fr) + o0in.(e Vrr) 


Die Eonftanten c, und c, ergeben fih mit ARüdfiht darauf, daß für x = 0, 
y z==0 fen muß, au O0 — a = 50080 + c; sSin. O. folge = — a 


und e⸗ ift Null, weil fur æ S0 auch I=o0if; es iſt nämlich: 
%Y_ P P pP PP. 
32” — Vurtao (VE). Vrs 
alfo für x = 0: 
P 
0=—-4.0+ 01. Vz; d. h. = 0. 
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wird, daß biefer Gleichung genügt wird, alsdann die erfolgende Ausweichung 
jeden beliebigen Werth annehmen kann, daß man daher, wenn einmal eine 
Biegung eingetreten ift, feine Gewähr dafür hat, daß diefe Biegung ſich nicht 
bis zum Bruce der Säule vergrößert. Das Moment P(a — y) ift na» 
tirlih ein Maximum in dem Fußpunkte B, wo y — 0 ift, fo daß ber 
Punkt B als der Bruchpunkt bezeichnet werden kann. Es ift diefes eigens 
thümliche Verhalten dadurch zu erklären, daß das Moment der biegenden 
Kraft Pa bei zunehmender Biegung der Säule in demfelben Maße wächft, 
in welchem die Widerftandsfraft der Säule mit der Biegung zunimmt. 
Wenn man daher P von folder Größe annehmen wollte, dag die Be 


V P r 
dingumg cos. ( WE) — 0 erfüllt ift, d. 5. wenn man 
pP 1 x \? 
Vz, — 7 oder P = ( WE 


jest, fo ift für diefen Grenzfall zwar noch Gleichgewicht vorhanden, es muß 
aber durch die geringfte zufällige Steigerung von P, oder aud) ſchon durch 
etwaige Erfchiitterungen die Säule eine fortwährend wacjjende bis zum 
Bruche führende Durchbiegung memen Man muß daher die Kraft 


7\? WE 
P= (5) WE= 5 W E=- 2,4674 — 
als die den Bruch herbeiführende Kraft betrachten, und hat unter Einfüh- 
rung eines den Berhältniffen angemefjenen Bruchficherheitscoefficienten die 
zuläffige Belaſtung entiprechend Heiner anzuordnen. 


Wenn man in der Gleichung 


y=a 2 — — 


für P die ermittelte Bruchkraft P = — * — einſetzt, jo erhält man fr 
die elaftifche Linie die Gleichung: 


— «(1 — cos. 2 
_— 21 
Setzt man hierin für = nad einander die Werthe: 
x=0 I 21 31 4l 51 61--, 
jo folgt: ® 
y—=0 a 23 a 90 a 2a-- 
Diefe Refultate lehren, daß bei einer Verlängerung der Säule BA, eine 
Biegung bderfelben nad) einer Rankenlinie B A, * As 4 As -., Fig. 484, 


eintreten kann, und die Kraft P= + WE; 
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genügend, um diefen Biegungszufland zu erhalten. Denkt man fid) beifpiels« 





3 
weile die Kraft P — — WE; in As, alfo in einem Abftande 47 von B 
Sig. 484. —* abwärts wirkend angebracht, ſo wird zwar die 


Säule ohne Weiteres nicht nach der Linie BA, Az As A. 
fich biegen, denn e8 wide ſchon bei der Kraft 
MT Bay Tamm Tu? 
die Säule eine Biegung annehmen, analog der in 
dig. 483 dargeftellten, indem das Ende A, nad) der 
Seite ausweichen würde, wie die punftirte Linie BA’, 
andeutet; wenn man jedoch das Ende A, durch ir- 
gend welchen äußeren Zwang, etwa durch Führungen 
veranlaßt, ftetS der Berticalen durch) B fich tangential 
anzufchmiegen, fo tritt in der That eine Biegung nad 
BA, Aꝛ As A, ein, und es ift die Bruchkraft: 
_ x: WE 
4 (BA 
Wenn man aber allgemein die ganze Säulenlänge 
B A, mit I bezeichnet, fo ergiebt ſich die Bruchkraft 
durch 
_a° WE = WE _ ‚we 
4 ABA (a [a 





Aus diefer Betrachtung ergiebt fich der vortHeilhafte Einfluß der Führun⸗ 
gen, welche man bei jehr langen gebrüdten Stangen (Schadhtgeftängen) an- 
wendet, und es läßt fich bei hinreichender Anzahl folcher Führungen, (3. B. 
wenn gebrüdte Anker in dichtjchliegende Röhren eingefchloffen werden), ber 
Einfluß der Biegung gänzlid) befeitigen, jo daß der betreffende Stab nicht 
mehr auf Zerkniden, fondern auf Zerdrüden zu berechnen ift. 


Einfluss der Befestigung. Im vorigen Paragraphen ift für den 8. 273. 
einfachiten Fall der Befeftigung der Säule an einem Ende, und wenn das 
andere Ende ganz frei, die Yeltigfeit der Säule zu 


XNX2 
. P= (z WE 
ermittelt worden. Es wächſt daher die Feſtigkeit einer prisma= 
tifhen Säule gegen Zerfniden direct wie das Maß des Bie— 
gungsmomentes des Duerjchnittes, und umgefehrt wie das Qua— 


drat der Tänge. 
Weisbach's Lchrbud der Mechanik. I. 38 
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Das Biegungsmoment ift natürlich in Hinficht auf diejenige Are zu neh- 
men, für welche der Ausdrud W den Heinften Werth annimmt, da von den 
unendlich vielen Biegungen in beliebigen Ebenen, welche die Säule annehmen 
kann, jedenfalls diejenige eintritt, welcher der geringfte Widerſtand ſich ent- 
gegenitellt. 


8 
Insbeſondere ift fiir eine parallelepipedifche Säule W — 2 zu jegen, 


worin unter A die kleinere Querſchnittsdimenſion zu verftehen ift, daher 


gilt hierfür: , 
a\" bA? bh? 
P=(3,) 2 = 0,2056 - EB. 
I eine chlindrifche Säule vom Halbmeſſer r oder Durchmeſſer d hat 


2 arm ._@®reE at 
P= (7 —EE=-:T = 1,9381 5 B=0,1211% E. 
Ebenjo hat man für eine hohle Säule mit den Halbmeſſern r und r, = ur 
oder den Durchmeffern d und = ud: 
ee — r __ (1 — ut)rt 

=; E= 19381 —, 


(1 — 494⸗ 
12 E 


E 


— 0,1211 


Hierbei kann von vornherein gar nicht angegeben werden, in welcher Ebene 
die Ausbiegung erfolgen wird,’ da bei dem Kreife wie auch bei allen regu- 
lären Bolygonen da8 Maß des Biegungsmomentes für alle durd) den 
Schwerpunkt gehende Aren denfelben Werth hat ($.230). Die Unbeftimmte 
heit gilt jedoch nur fo lange, ale nicht durch Nebenumftände die Biegungs- 
ebene beftimimt ift, z. B. wird eine in fchräger Richtung angebrachte Strebe 
(Krahnausfeger) wegen bes Eigengewichtes jedenfalls eine Biegung in der 
verticalen Ebene annehmen, auch wenn der Querſchnitt ein regelmäßiges 
Polygon ift. 

Wird die Säule ABA,, Fig. 485, am unteren Ende A, nicht feitge- 
halten, fondern nur geſtützt, und zwar mit abgerumdeter Stügfläche (J.) oder 
um Bolzen drehbar (IIL.), und ift da8 obere Ende A genöthigt, in der Rich⸗ 
tungslinie von P au bleiben, fo jedoch, daß auch bei A die elaftifche Linie 
wie bet A, ihre Neigung ändern kann, fo biegt fid) die Are nach einer gegen 
die Mitte 2 ſymmetriſchen Curve ABA,, Fig. 485 I. In A und A,, wo 
das Moment Null ift, wird der Kritimmungshalbmeiler unendlich groß, und 
e8 entipricht die Curve ABA, der Strede A; AA, in Fig. 484, fo 
daß die Grundformel 


p_® WE 
4 (BA) 
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auch für diefen Fall Anwendung findet. Die Größe B A,, Fig. 484, ent- 
fpriht der Größe AB= A,B= 1, AA, = 1 in Fig. 488, folglich 


gilt hier für die Feſtigkeit der Säule 
_zaı WE__,WE 
Do. P= 7 DAL = %G A 


Die Feſtigkeit und daher auch die Tragkraft der Säule iſt demnach in dieſem 
Falle viermal ſo groß, als wenn die Säule an einem Ende befeſtigt iſt 
und am anderen frei ausweichen kann. In dieſem Zuſtande der Biegung 
befindet ſich z. B. die Kurbelſtange einer Dampfmaſchine u. ſ. w. 

Wird ferner eine Säule BB}, Fig. 486 J., an beiden Enden eingeklemmt, 
oder find beide Enden, Fig. 486 III., rechtwinfelig zur Are begrenzt, jo daß 

Fig. 485. Fig. 486. 





die Säule gezwungen ift, bei der Biegung in B und B, ſich tangential an 
die Kraftrichtung anzufchliegen, fo wird die Are berfelben nad) einer Curve 
BACA,B,, ig. 486 II., gebogen, worin A und A, Wendepunfte 
find. Eine Vergleihung mit Fig. 484 führt dahin, dag die Biegung mit 
ber Strecke BA,, Fig. 484, übereinſtimmt, und man bat für diefen Fall 


< anftatt 3 A, in der Grundformel 
_a2 WE 
4 (BA)? 
einzuflihren, werm I wieder die ganze Länge BB, der Säule bedeutet. 
Es ift folglich hier die Feſtigkeit 
’ WE 


_®_WE _,n VE 
) 


P 


38* 
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d. i. ſechzehnmal fo groß, wie in dem Normalfalle, wo das obere Ende 


rer iſt. 
frei iſ Fig. 497. Verſuchen von Hodgkinſon zufolge (ſ. un⸗ 
| ten) ift die Feſtigkeit indefien nur zwölfmal fo 
groß, wie im Normalfalle. Diefe Art der 
Biegung kommt vorzüglic, bei der Kolbenſtange 
einer Dampfmafcine vor, welche einerjeits in 
der Stopfbüchſe, andererfeit8 in dem Kreuz⸗ 
fopfe geflihrt wird. 

Wenn die Säule AB, Fig. 487, an 
einem Ende B feftgehalten und am anberen 
Ende zwar verhindert wird, feitlich auszuweichen 
aber an diefem Ende eine beliebige Neigung 
annehmen kann, fo ftellt fi) bei O ein Wende: 
punkt ein, und die Feſtigkeit ift achtmal fo groß 
wie im Normalfalle, nämlid) 

WE 
12 

Anmerfung 1. Das zulegt für den in Fig. 487 dargeftellten Fall angegebene 
Reſultat ift nur annähernd genau. Die Unterjuhung diejes Falles kann in fol: 
gender Art vorgenommen erden. 

Den Bedingungen der Säulenaufitellung gemäß joll da& obere Ende A durd 
eine Führung oder einen jeitlih gegen A ausgelibten Zwang verhindert werden, 
aus der Richtungslinie der Kraft P auszumeihen. Man fann diefe Führung 
durch cine horizontale auf das obere Ende wirkende Kraft A von folder Größe 
erjegt denken, daß analog dem Früheren (j. $. 272) für —=JI, y = 0 mir, 
Mit Rüdfiht hierauf lautet die Differenzialgleidung der elaftiichen Linie hier: 


wEY=Pa—yW+Al-—a), 
pder da a —= 0 if: 

WEI +HPy—- Al D=0. 
Dieler Pen entſpricht (1. $. 272) das Integral: 


y=cco.(« FE + asin (æ Vrr +Su-n. 


Für die drei Unbelannten c,, c; und A hat man die drei Bedingungen, daß: 








IV. P=2n? 


.=0,y=9;jmar=0, 2 =-0me=,y=0 
zujammengebörige Werthe find. Nach Einjegung diefer Größen erhält man: 
4 
) 0=a4+ pp 


P A 
) 0=aywr-p: 
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3) 0 = c,cos. ( V5) + 0, Sin. ( Ver): 
Aus 1) und 2) folgt: 
P 
am—te Ver 
und daraus und aus 3): 
1 V pr 9 ıV5 ls ı 77; 
Cg WE c08. WE = cn. WE | 
V P V P 
N WE = tang. ( Wr) 


Dieje Gleichung enthält wiederum die Durchbiegung nicht, und man muß dar: 
aus ebenjo wie in $. 272 ſchließen, daß, wenn P einen folden Werth annimmt, 
daß dieſe Bedingung erfüllt ift, eine Biegung bis zu jeder beliebigen Größe, alfo 
bis zum Bruce eintreten fann. Dan wird daher wiederum P fo klein nehmen 
müffen, daß überhaupt eine Biegung nicht eintritt, aljo kleiner als den Werth, 
welcher der Gleichung 


IV g = tar I — 
WE 149. Ver) 


genügt. Diefer Gleihung, welche fich ſchreiben läßt n = tang.n, genügen un- 
endlih viele Bögen »; der Heinfte darunter ift der Bogen von 2570 27°, e& ift 
nämlid: 





oder: 





2570 27’ 


arc. 257927’ = 3n 5600 





= 4,494 
und 
tang. 257027" = tang.77927' — 4,494. 
Es geht ſonach obige Bedingungsgleihung über in: 


V P __ — WE _ ;„ WE 
I WET 4,494 oder P —= 20,19 a = 2,046 7 — 


Anmerkung 2. Wenn in den Entwickelungen dieſes und des vorigen Para⸗ 
graphen in dem Ausdrucke für P die Durchbiegung a nicht vorkommt, die letztere 
daher ganz unbeſtimmt, weil von P nicht abhängig erſcheint, jo liegt der Grund‘ 
hiervon darin, daß in der Gleichung M = v2 für - der angenäberte Werth 


1 











_. 
d 
geſetzt worden iſt. Fuhrt man für 7 den genauen Werth 


_B+@T 


\ ag 
dx? 
ein (vergl. $. 223), jo ergiebt die Ausführung der Rechnung für P allerdings 
einen von a abhängigen Werth: 


2] 


8. 274. 
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Läßt man hierin die Durchbiegung a bis zum Verſchwinden abnehmen, jo geht 
diefer Ausdruck in die oben gefundene Formel 


7\2 
2 
über. Ueberhaupt find die mit er 5 T bebafteten Glieder in der Parenthefe, 





da a in der Praris in den meiften Fällen nur klein ift, gegen 1 verſchwindend 
Hein. Die oben gemachte Vorausfegung erſcheint daher gerechifertigt, dak man 


2 
die Belaftung P jedenfalls Eleiner nehmen muß als (5) WE, bei welder 


Belaftung überhaupt erft eine Biegung möglich wird, denn ber ſchärfere Ausprud 
für P zeigt, wie wenig die Belaftung nur zu wachſen braudt, um fofort beträcht⸗ 
lie und gefährlihe Durchbiegungen herborzurufen. 

Beilpiel. Der Kolben einer Dampfmaſchine hat 0,5 Meter Durchmefler, und 
es beträgt der größte Dampfdruck 0,04 Kilogr. auf jeden Quadratmillimeter. 
Wie ftart muß die jchmiebeeijerne Kolbenftange gemacht werden, wenn deren 
größte freie Länge 1,2 Meter beträgt, und welche Stärke hat man der ſchmiede⸗ 
eilernen Surbelftange von 3 Meter Länge in der Mitte zu geben, wenn man eine 
ſechsfache Sicherheit voraugfegt. 


Der Kolbendrud beträgt 3 m 0,04 — 196350 . 0,04 = 7854 filogr. Man 
bat daher für die Kolbenflange (Fall III.): 


6P = 6.7854 = 4m ME _ um _# 


‚2 64.12002 
woraus d = 36,6 Millimeter fih berechnet. Die Kolbenftange würde man mit 
Rüdfiht auf Abnutzung in der Stopfblihje etwas ftärker, und wohl au von 
Stahl herftellen. 
Für die Kurbelftange gilt (Fall IL): 
__ a2 na nd 

6.7854 =, WE= 00 19700, 

worauß d, — 81,6 Millimeter ala Stärke in der Mitte folgt. 





19700, 


Grenze zwischen Zerdrücken und Zerknicken. Die Formel 
3 

P= — WE für den Sal L, $. 273, ergiebt fiir die Feſtigkeit P der 
Säule um fo größere Werthe, je Meiner die Länge 7 ift, fo daß in der Grenze, 
wo 7 fid) dem Werthe Null nähert, bie Feſtigkeit unendlich groß werden 
wilrde. Es ift der Werth von P aber jedenfalls dadurch befchränft, daß er 
höchſtens gleich FX, werden kann, wenn F'den Querfchnitt und X den Feftig- 
feitömodul des Zerdrückens bedeuten. Sett man diefe beiden Werthe flir die 
Feſtigkeit des Zerdrlidens und des Zerknickens einander gleich, jo folgt aus: 

a? 2x2 WE 

— Ir . BB — _ı_-2Z 

IKR=-mpWED=77 K, 
für diejenige Grenze ber Länge 7, bei welcher bie Rechnung für Zerfniden 

und Zerdrüden gleiche Reſultate liefert. 
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Bezeichnet man das Verhältniß = mit «, fo ift flir den vechtedfigen 
Querſchnitt mit den Seiten b und h, (h die Kleinere Seite): 





W_._bh Mm 
Fr pn m 
für den Freisförmigen Duerfchnitt vom Durchmeffer d: 
Ye nd _ d? 





— nd 16 
fir den ringförmigen Querſchnitt (hohle Säule) mit den Durchmeflern d und 
dı = ud: 
Yun A) _ HA Atua 


4 Va) = =7 
Berner ift das Verhältniß E =v 
bei Öußeifen: mn = 133,8, 
„ Schmiebeeifen: 2020 — 910, 
„ Hot: “ — 229,2. 


und E in die Formel 


Durch Einfegung diefer Werthe 7 


—=V 
= 2 
Für Schmiedeeiſen. Holz. 


8*7 
sl 





1) Redtel . . . - + = 5,23 13,66 6,86 
2) Areis. .... — 4,53 11,88 5.9 
3) Ring. .... — | 455VYıtu2 | 11,85YI+ „9 _ 

ru=1.. * = 6,41 16,75 — 


Der Werth Vı + w? liegt zwiſchen 1 und V2 = 1,414, baher find 
in der legten Columne obiger Tabelle, entfprechend einer verhältnißmäßig 
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geringen Wandftärke, wobei u? — 1 genommen werden fan, die Werthe 
_ angegeben. Iſt 3. B. bei einer fchmiebeeifernen Röhre die Wandſtärke 


0,010”, der äußere Durchmefler 0,300”, fo ift u = 500 = 0983 und 


Vı + uw = V1,87 = 1,367. 
Die in obiger Tabelle enthaltenen Werthe für das Grenzverhältniß . 


reip. z gelten für den in $. 273 mit I. bezeichneten Fall, d. i. für einen 


Stab, welcher an einem Ende befeftigt, am anderen frei ift. Für die übrigen 
mit IL, III und IV. bezeichneten Befeftigungeweifen find die Werthe ber 
Tabelle mit reſp. Y4, VYı6, V8, alfo mit 2, 4 und 2,8 zu multipliciren. 


Wenn allgemein P = « 





2 gejegt wird, worin « die Werthe —,® 


472 oder 27? annehmen kann, fo ergiebt fic) diejenige Länge I, bei welcher 
die Formeln für Zerdrüden und Zerkniden gleiche Werthe für P ergeben, 
durch: 





I) = & a — Veu . 
Nach dem Vorhergehenden müßte man daher die Feſtigkeit einer Säule 
entweder nach der Zerdrüdungsformel PR, = FR, Oder nad) der Zer- 


Inidungsformel P, = a —— = berechnen, je nachdem ihre Ränge Kleiner 


oder größer al8 1, = Yauv ift. Es muß jedenfalls auffällig erfcheinen, 
daß die Feſtigkeit des Stabes von der Länge deffelben erft von dem Augen- 
blide an abhängig fein fol, in welchem diefe Länge die beftimmte Größe I, 
überfchreitet, während geringere Längen einen Einfluß darauf nicht ausüben 
jollen. Die Erfahrung ſtimmt damit nicht überein, indem fie zeigt, daß 
zwar ein Stab von außerordentlich geringer Yänge bie Feſtigkeit PL —=FK, 
hat, daß aber mit der Tängenzunahme die Feftigfeit ftetig ab- 
nimmt. Um diefem DBerhalten gehörig Rechnung zu tragen, hat - 
Grashof*) eine empirifche Formel angegeben, welche mit der Erfahrung 
gut übereinftimmende Reſultate liefert. Danach ift nämlich die Bruchkraft 
P ausgedrüdt durch: 





WE 
Br} _ FR,.« 13 
_PA+PRA FR, + WE 





*) Grashof, Die Feſtigkeitslehre Seite 117. 





en] — mn — — DE GE SE — — — 5—— — 
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Dieſer Ausdruck geht fiir ein ſehr Kleines in P. FK, und für ein 
großes Lin PR = & * über. Um die Formel für die Rechnung be 


quemer zu machen, kann man jegen: 
FK FK K 
P= u — u — 
—— 
WE« auv uv 
Es ergiebt ſich hieraus, daß die Säule berechnet werden kann wie ein auf 
Zerdrücken beanſpruchter Körper, nur hat man als Feſtigkeitsmodul nicht 
KR, ſondern — — einzuführen. Dieſer Werth k — — K 
——— 1 1 + RU 


ift außer von dem Materiale (e = 7) noch von der Länge L, dem Quer⸗ 














K, 


11 


ſchnitte — +) und der Befeftigungsart der Säule (w) abhängig. Die 


folgenden Zabellen enthalten fiir die in ber Praris Häufigften Fälle die 


Werthe von Da diefe Werthe den Bruchbelaftungen ent- 


12 
1 


auv 
fprechen, fo muß man hierin, um die Tragkraft der Säule zu erhalten, 
einen gewiſſen Bruchficherheitscoefficienten n einführen, welcher paflend 
für Gußeiſen u... n=6, 
„ Schmiebeeifen u. . n=4b8 5, 
„ Shbu ....r=106W12 
angenommen werden kann. 
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Der Querſchnitt ift ein Rechteck. 





—-_ 5 10 15 20 25 30 40 50 





= 
Gußeiſen. 

J. 0,53 | 0,22 | 0,11 | 0,06 | 0,04 | 0,08 | 0,02 | 0,02 
II. 0,81 | 0,53 | 0,33 | 022 | 0,15 | 0,11 | 0,06 | 0,04 
III. 0,94 | 0,82 | 0,66 | 0,53 | 0,42 | 0,33 | 022 | 0,16 
IV. 0,88 | 0,69 | 0,50 | 0,86 | 0,27 | 0,20 | 0,12 | 0,08 

Schmiedeeiſen. 

I. 0,88 | 0,65 | 0,45 | 032 | 023 | 0,17 | 0,11 | 0,07 
II. 097 | 0,88 | 0,77 | 0,65 | 0,54 | 045 | 0,32 | 0,23 
II. 0,99 | 0,97 | 0,93 | 0,88 | 0,88 | 0,77 | 0,65 | 0,54 
IV. 0,98 | 0,94 | 0,87 | 0,79 | 0,70 | 0,62 | 0,48 | 0,38 
olz. 

u 1. 0,65 | 0,32 | 0,18 | 0,10 | 0,07 | 0,08 | 0,03 | 0,02 
II. 0,89 | 0,65 | 046 | 0,32 | 023 | o,ıs | 0,10 | 0,07 
IH. 0,97 | 0,88 | 0,77 | 0,665 | 0,55 | 0,46 | 0,32 | 0,23 
IV. 0,93 | 0,80 | 0,63 | 0,50 | 0,88 | 0,80 | 0,19 ' 0,13 

Der Querſchnitt ift ein Kreis. 
3 — sIolsI | 3 | so | “| so 
Oußelfen. 

I. 0,45 | 0,17 | 0,08 | 0,05 | 0,08 | 0,02 | 0,013 | 0,008 
I. 0,77 | 045 | 027 | 0,17 | 0,12 | 0,08 | 0,05 | 0,08 
IU. 0,93 | 0,77 | 0,60 | 045 | 0,34 | 0,27 | 0,17 | 0,12 
IV. 087 | 062 | 041 | 080 | 021 | 0,16 | 0,09 | 0,06 

Scmiedeeifen. 

I. 085 | 0,58 | 0,8 | 027 | 0,18 | 0,14 | 0,08 | 0,05 
I. 0,95 | 0,85 | 0,71 | 0,58 | 0,47 | 0,88 | 0,27 | 0,18 
II. 099 | 095 | oo | 08 | 078 | o7ı | 058 | 0,47 
IV. 098 | 0,92 | 083 | 074 | 0,64 | 053 | 041 | 031 
013. 

° 1 0,59 | 027 | 0,14 | 0,08 | 0,06 | 0,04 | 0,08 | 0,015 
I. 0,85 | 0,59 | 0,88 | 0,27 | 0,19 | 0,14 | 0,08 | 0,06 
I. 0,96 | 0,85 | 0,72 | 0,59 | 0,48 | 0,88 | 0,27 | 0,19 
IV. 092 | 0,70 | 056 | 0,42 | 03ı | 024 | 015 |oı 


Anmerfung. I, IL, III. IV. zeigen an, daß die Befeftigung der Säule 
den gleichbezeichneten allen in $. 273 entiprechend angeordnet ift. 


8. 275.] Die Tragkraft langer Säulen zc. 603 


BeifpielL Der Ausleger eines Krahns ift 10 Meter lang und bat einem in 
feiner Are wirffamen Drude von 30000 Kilogramm zu widerfiehen. Wenn 
derſelbe als jchmiebeeiferne Säule conftruirt werden joll, deren innerer Durchmeſſer 
0,95 von dem äußeren beträgt, wie groß find die Stärken in der Mitte bei fünf: 
facher Sicherheit zu wählen? 

E 20000 


PR La _ — 090: m E__ 20000 
Es iſt hier « = rn? = 9,87 (TI. Fall), Kh=-3ı= 7 = a > 





2 
910 und u = wre u — — = o1ga. Setzt man dieſe Werthe 
2 
und für F denjenigen: F!= za — di — = Teu — u?) = 0,0765 d? 
in die obige Formel, jo erhält man: 
22 
— 2 
5.830000 = 0,0765 d Toooos Fer 
9,87.910.0,119 d? 
oder , 
150000 = — 
+1 
Diefe Gleihung formt fich um in: 
—— 2 150000 — 1,688 a⸗ 
oder 
da — 89127d2 = 8319769300, 
woraus 
, da — 44563 + V10305’630269 — 146079 
un 


d = 382,2 Millimeter, alfo 
d, = 0,9 . 382,2 — 363 Millimeter folgt, 
daher ift die Wandftärke: 
de = Ta = — — 9,6 Millimeter. 
Der Querfchnitt des Auslegers hetrögt: 
F = 0,0765 d?2 — 0,0765 .146079 = 11175 Quadratmillimeter, 


daher kommt auf jeden Dundratmillimeter eine Anftrengung von nn - = — 2,685 


Kilogramm. 


Hodgkinson’s Versuche. — lieber die Feftigfeit des Zerknickens 8. 275. 
bat vorzugsweife Hodgkinſon Verſuche angeftellt, deren Ergebniſſe um fo 
ſchätzbarer find, als die Theorie der Feſtigkeit gegen Zerknicken ſehr unficher 
ift. Diefe Berfuche (ſ. Barlow's Bericht in den Philosophical Trans- 
actions, 1840) beftätigen wenigftens eine angenäherte Richtigkeit ber im Vor⸗ 
ſtehenden entwidelten dormeln. Pen dieſem Experimentator iſt die Formel 


2 nd. 2 %n 
** (2 ) WE 21 64 - (5) 5 


für prismatische Säulen mit kreisförmigen und quadratifchen Onerfniten, 
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wenn man darin für Z einen befonderen Erfahrungswerth fest, fir Holz 
unbedingt richtig. Für Schmiedeeifen ift dagegen diefe Formel nur dann 
genügend, wenn man anftatt d* die Potenz d%79 reſp. A355, und für Guß- 
eijen ausreichend genau, wenn man fir d* und 12 die Potenzen d3’° reſp. 
d3:55 und 247 einführt. 

Die Hauptergebniffe diefer Berfuche au prismatifchen Säulen mit freis- 
förmigen und quadratifhen Duerfchnitten find von Hodgfinjon in den 
folgenden empirischen Formeln dargeftellt. Dabei beziehen ſich die unter II. 
angegebenen Formeln auf den mit II. bezeichneten Fall, daß die Säulen beider- 


feit8 mit abgerundeten oder zugefchärften Enden verfehen find, und daß = 


reip. — größer als 15 iſt. Die unter III. angeführten Formeln hingegen 


gelten fir die mit III. (im $. 273) bezeichnete Stügungsart der Säule, bei 
welcher die Enden rechtwinfelig zur Are abgejchnitten find, die elaftifche Linie 
fich daher an beiden Enden an die urfprüngliche gerade Säulenare tangential 


anfchliegen muß, und unter der Bedingung, daß n oder — größer als 30 iſt. 


Für den Fall J. (ein Ende eingeſpannt, das andere abgerundet und frei) 
beträgt die Feſtigkeit nur ein Zehntel von der im Falle II. 

Für den Fall IV. endlich, (ein Ende eingejpannt, das andere abgerundet 
und in der Are geführt) ift die Bruchbelaftung gleich dem arithmetifchen 
Mittel aus den Refultaten unter II. und III. zu jegen. 

Die Kraft P ift in Kilogrammen, die Dimenfionen find in Millimetern 
zu nehmen. 


Tabelle der Kräfte P zum Zerfniden langer Säulen. 


0 [msn gr | un an g> 
11. 7 oder 72 186. III. TS oder az». 








” mit testen. Duerfgnit, | 70 5 | PTR 

D Sa helm Su m | pm DEN rn ae 
9 
| 0 | rem 

5) Quadratifche Säule aus trocke⸗ _ P- 1771 b4 


nem Fichtenholz. ,2 











&. 276.] Die Tragkraft langer Säulen ꝛc. 605 


Nach Hodgkinſon fol das trodene Holz doppelt jo große Feſtigkeit bes 
figen, wie das friſch gefällte. 

Bei ſechsfacher Sicherheit ift hiernach die Tragkraft für gußeijerne 
Säulen: 


1320 d3,76 d3,76 
im zweiten, und 
7720 3:55 ds.bo 


im dritten Falle, und 





P. 11,770,266 
ı= | 220 | 


P. 11,710,2817 
ı= | 


im dritten alle, u. |. w. \ 


im zweiten und 


Beifpiel. Wie groß ergeben fi nad den Rejultaten der Hodgkinſon'ſchen 
Verſuche die Dimenfionen der in 8. 273 berechneten Kolbenftange und Kurbel: 
ftange? Dean hat für die Kolbenftange (Fall IIL): 

8,56 
Pl 
130045 ’ 
alſo bei 6facher Sicherheit und Z = 1,200 Meter 


8,55 
L w ( q , 
d= Ve — 40,8 Millimeter 


(in $. 273 war d = 36,6 gefunden). 
Ebenso ift für die Kurbelftange: 
8,76 3,76 
pP13 7854 .6 .. 30002 „ns 
d, = 21098 = Vs = 87,6 Millimeter 
(in 8. 273 fand fid 81,6 Millimeter). 


d= 


Einfachere Bestimmung der Tragkraft der Säulen. Die vor- 8. 276. 
ftehenden Formeln für das Biegen und Zerfniden der Säulen find unter 
der Borausfegung entwidelt worden, daß die Kraft P genau im Endpuntte 
Aber Längenare der Säule angreift; da aber diefer Forderung in der Praris 
nie genau Genüge gefchehen kann, und diejes centrifche Angreifen auch auf- 
hört, fowie die Biegung des Körpers eintritt, fo ift es rathfam, bei Beſtim⸗ 
mung der Zragfraft einer Säule gleich von vornherein mit auf den ercen- 
trifchen Angriff Rückſicht zu nehmen. 
Segen wir bei diefer Beitimmung voraus, daß der Angriffspunft D der 
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Kraft P um DA= c von dem Ende A der Axe ber Säule AB, Fig. 
488, abftehe, und nehmen wir an, daß bie Durchbiegung a der Säule flein 


Fig. 488, fei gegen c. Dann können wir die von ber Säulenare 
gebildete elaftifche Linie als einen Kreis vom Halbmeffer 
A 2 
D r— > anfehen. Nun ift aber 
P(a+cdr= WE, daher folgt 
P P(a + Jl2= 2 WEa, jowie 
_ Pl2c und 
"—awE-— pi 
ate— 2 WEc 
„EB. ) 2WE— P" 
AZ ER 


Bezeichnet nun F’ den Querſchnitt der Säule, und e 
die halbe Dide derjelben, gemeflen in der Ebene ABD, 
jo ift die durch den Druck P hervorgebrachte gleihmäßige Spannung in 
jedem Querſchnitte der Säule: 

P 
81 — 7 
und die durch das Kraftmoment P(a + c) hervorgebrachte Spannung am 
äußeren Umfange derfelben: 
= Pa * Je _ 2PEce 
—3WE-— PR ’ 
und es folgt daher bie Drorimalfparnung ‚der Säule: 
P 2PEce 2 EFce 
Bes trsentgwo_ pe =z( t3wE— 75)" 
Sett man nun S = dem Tragmodul T, fo folgt 
2 EFce 
p(1 + SWE_ PR ar) — FT, oder 

P2WE— P® -2EFc)=(2WE— PW)FT. 

Iſt nun Pi? gegen (W + Fce) E Hein, fo läßt ſich jegen 


Pp— 2 WEFT FT ober 
— ——⏑ 14 = ‚ _Fz T a 
2 WE 
P= SE wenn p und vV befondere Erfahrungszahlen bezeichnen. 
p 


Der Civilingenieur Love (j. Mömoire sur la Rösistance du fer et de 
la fonte etc., Paris 1852) folgert aus den Verſuchen von Hodgkinſon 
die Werte 9 —= 0,45 und Y = 0,00337; es ift aljo hiernad): 


8. 276.] Die Tragkraft langer Säulen xc. 607 


P= FT = — — 
1,45 + 0,00337 (z) 
woraus ſich dann folgende Tabelle fiir den Coefficienten 
ı= 1 3 berechnen läßt. 


1,45 + 0,00337 (5) 


















1 
z=|ı10 |» |» o|n|m 70 | so | 90 | 100 
= Io 659] 0,357|0,228| 0,146 | 0,101 | 0,0735| 0,0556] 0,0435 0,0847 |0,0285 


























Diefe Werthe für x find alfo mit dem oben ($. 217 und 218) angege- 
benen Zragmodul 7 des Zerdrüdens zu multipliciren, um bei einem gege- 
benen Längenverhältniffe die Tragmodel langer Säulen zu beftimmen. 

Der General Morin theilt nad) Rondelet folgende Tabelle mit, welche 
jedoch fir Säulen von mittlerer Yänge zu große Werthe für x giebt. 


12 





“||| 72 





I 
4= | ı 


Y 3 Y 6 Y 12 | Y 234 








= | 1 | ös | Yg 





Beifpiele. 1) Weldhe Laft Tann eine 5 Meter lange Säule von Fichtenholz 
tragen, deren Duerjchnitt ein Kreis von 0,3 Meter Durchmefier ift? Für eine 
kurze Säule wäre nad) Tabelle auf Seite 417, der Tragmodul T = 1,8 Kilo⸗ 

5 


gramm, da aber hier das Verhältniß der Länge zur Stärle, = 03” = 16,67 
ift, jo hat man: 
1 1 


= 145 7 0,00837 . 1607: = 355 — 0, 


daher den Zragmobul nur „7 = 0,420 . 1,8 = 0,76 Kilogramm, und daraus 
die geſuchte Tragkraft: 
3002 


P = 0,6 . 3,14 — * 53721 Kilogramm. 


Der Sicherheit wegen iſt jedoch nur etwa 1, dieſes Werthes als Belaſtung 
anzunehmen, alſo: 
53721 


P= — * 17907 Kilogramm. 
2) Wie ſtark iſt eine frei aufſtehende hohle cylindriſche Säule aus Gußeiſen zu 
machen, welche bei einer Länge von 8 Meter eine Laſt von 50000 Kilogramm zu 
tragen vermag? 








g. 277. 
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Nehmen wir den Durchmeſſer der Höhlung d, gleich 8, de8 äußeren Durch⸗ 
meſſers d der Säule an, jo haben! wir nad) 8. 273 E Gall): 
P=-E WE-HIZÄHR- . 
Segen wir in diefem Ausdrucke P = 50000, 12 — 80002, rn? = 81 und für 


E __ 10000 
10 — — * 1000, ſo folgt 


= VER — —— — —— — = 293,5 Millimeter oder rund 0,3 Meter 
und alſo der Durchmeſſer der Höhlung 
d, = 3%, . 0,300 = 0,18 Meter. 
Unfere legte Formel giebt, wenn wir 
I 8 
7 > 03 , = 26,67 
une den geſuchten Querjchnitt der zul: 
_ 385. 50000 192500 


Enur — 


und en wir nun * 
T= Y, 13,13 = 4,4 Kilogramm, jo erhalten wir: 
192500 


F- 11 43750 Quadratmillimeter. 


Nun tF = T (d2 — d2) = ndi .. 0,16, folglich ift die geſuchte Stärke: 


F / 43750 2 
d= Ö16.n = 0,16. — 294,67 Millimeter, 


wofür rund 0,3 Meter wie oben zu feßen ift. 








Körper von gleicher Zerknickungsfestigkeit. Nach dem Bor- 
bergehenden ſoll die Belaftung eines füulenartigen Körpers immer unter 
demjenigen Betrage bleiben, bei welchem überhaupt eine Biegung erft möglich 
wird. Man ann fid) aber nun die Aufgabe ftellen, die Querſchnittsver⸗ 
häftniffe des Körpers fo zu beftimmen, daß für den Fall, daß durch eine 
übermäßige Belaftung dod) eine Biegung des Körpers eintreten follte, die 
Marimaljpannung und alfo aud) die Wahrjcheinlichkeit eines Bruches in 
allen Querſchnitten biefelbe fein fol. Man erhält dadurch einen Körper 
von gleicher Zerfnidungsfeftigfeit. Sett man hierbei einen an einem 
Ende befeftigten Stab voraus, defjen anderes gedrlidtes Ende ganz frei tft, 
fo fett fich, im Falle einer eintretenden Biegung un a, die marimale Span- 
nung in irgend einem Duerjchnitte aus zwei Theilen S, und Sz zuſammen. 
Der erfte Theil S, ift für alle Duerfchnitte gleich groß, nämlich 

5 = = ’ J 
und allein vorhanden, ſo lange eine Biegung nicht eintritt. Der durch die 
Biegung hervorgerufene zweite Theil Sp ergiebt ſich durch die Beziehung 
(vergl. Fig. 481): 


8. 277.] Die Tragkraft langer Säulen zc. 609 





— 5— a # _pe-V 
M=P(ü- = us = Pr 6 
jo daß man, wenn % bie höchſtens zuläffige fir alle Querſchnitte gleiche 
Maximalſpannung bedeutet, die Bedingungsgleichung aufftellen kann: 


S=4+s=5+P%L 


Aus diefer Gleichung könnte man die Dimenfionen irgend eines Quer⸗ 
ſchnittes (alfo W und F)) aus y beftimmen, und wenn man aus der Glei⸗ 
hung der elaftifchen Tinie y durd x ausdrüdte, fo ließen fic) die Dimenfionen 
auch flr jedes © ermitteln. Es ift natürlich, daß man hierbei, um bie 
Gleichung der elaftifchen Linie zu ermitteln, für den Kriimmungshalbmeffer 
r. feinen genauen Werth 


e — x. 





fegen müßte, weil nur dieſe Subſtitution eine Beziehung zwiſchen P und 
der Durchbiegung ergiebt (vergl. $. 273). Abgeſehen von der fchwierigen 
Durchführung einer derartigen Rechnung würde das erhaltene Rejultat aus 
dem Grunde von jehr zweifelhaften Werthe fein, weil, wie im $. 273 aud) 
angegeben worden, jobald P einen gewiffen Werth erreicht hat, eine ſehr ge- 
ringe Bergrößerung von P die Durdbiegung mithin Spannung erheblid) 
fleigern muß. 
Wenn man flir r den Angenäherten Werth 
1 
= 
02° 

fegen wollte, jo witrde, wie im Vorhergehenden, die Durchbiegung a ganz 
aus der Rechnung herausfallen, und die Dimenfionen der Säule würden ſich 
dann gar nicht beftimmen lafien. Um wenigftens da8 Verhältniß ber 
Dimenfionen von zwei verfchiedenen Querſchnitten im Abftande x und z; 
zu ermitteln, hat man wohl verfucht, von der Spannung 


s=P2—F.4z 











den erften, von der Biegung herrührenden Theil pt —P, für ſich allein 


für alle Duerfchnitte conftant zu machen. Hierdurch nen man allerdings 
zu einem Ausdrude fir das Dimenfionenverhältniß zweier beliebigen Quer⸗ 


Schnitte. Da aber diefe Rechnung auf der Bernachläffigung von = gegen 


Weisbach'e Lebrbud ter Medanit. I. 99 
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.—% 
P 1772 
drud dem wahren Körper gleichen Widerftandes nur annähernd entjprechen. 





e, d. i. von “ gegen (a — y) e beruht, fo dürfte diefer Aus⸗ 


Anmertung. Die angebeutete Rechnung läßt fih für eine Säule mit kreis⸗ 
förmigem Querſchnitte folgendermaßen ausführen. Sei z der Halbmefjer irgend 
Fig. 489. eine Querjchnittes der Säule AB, Fig. 489, 9, 
derjenige bei B, jo ift, wenn nur die Biegungs- 
ſpannung berüdfidhtigt wird: 
M=Pü-=*3=-"£ S; 


woraus durch Differenziation 


xı U 








_ In 8 
%y = — TB: 22 folgt. 
Berner ift: 

dY 

I — 

2 

s-#E-,: F- =) 

Tr x dx 

und 


Nun ift aber nah Chigem aud 
3n 82 


Sy — gg ">> | 


2Yy (2% _ In 92 
x (5) * 4 Ep°’'" 


folglih bat man: 


woraus man erhält: 
3n: 52 


day) _ _ 3” 246 
— = 1 EP° + Const. 


Im Fußpunkte 2 ift Er — 0 und z = 3,; daher folgt: _ 


$n 82 
Const. = I EB 


und e8 ift: 


day _ z311 V I3n 820 
a Vi!" -?=-7 7° 
Hieraus findet fidh: 





SnE 2292 

4P Yon 

Die Integration diejer Sleihung giebt, mit Rüdfiht darauf, daß in A, d. i. für 
z=h,y= a, alio $S = 0 und daher z = 0 fein muß: 


3 c F £ — — 
i— x -V 16 p (?* are. sin. 7 z Ver £ ), 


und es folgt für das Verhältniß der Halbmeffer eines beliebigen Querſchnittes 
im Abſtande x zu dem Querſchnitte in B die Gleichung: 


— — 2 arc. sin. _ =) 1 — 2) ] 
7 & 12) £ 


re — 





8. 277.] Die Tragkraft langer Säulen zc. 611 
Die Bruchkraft folgt, wenn man = = O jet, aus 


_T/3rE _ na E 8 2 WE 
I=VYpp AyguP= u(z) ir 413 (3) m " 

Es wäre ſonach der Bafishalbmefler 2, einer Säule von gleichem iberfande 
= VY%= 1,075 mal jo groß zu maden, al& derjenige einer cylindriſchen Säule 
von gleicher Ränge und gleiher Tragfraft. 

Die hier gefundenen Rejultate beruhen, wie ſchon bemerkt, auf der Vernach⸗ 
läffigung der durch P erzeugten directen Preffung. Sie können daher nur jo 
lange gelten, als r gegen (a — yY)e,d. i. z gegen a — y verſchwindend 
klein if. Der Werth a — y liegt zwiſchen den Grenzen a im Fußpunkte B 
und Null im Punkte A, und man erkennt daraus, daß die Vernachläſſigung von 
gegen P® w Y e um {p größere Unrichtigfeiten herbeiführt, je näher ber 
betreffende Querſchnitt an A gelegen if. In A ſelbſt würde bie angeführte 
Rechnung fogar zu einem Halbmefier z — 0 führen, während der Querſchnitt F 


daſelbſt doch mit Rüdfiht auf die rückwirkende Spannung mindefteng gleich z 


ein muß. 

Man wird daher in den Fällen der Praris am beiten thun, von einer ſtrengen 
Form gleicher Widerſtandsfähigkeit abzuſehen, und der Säule am Befeſtigungs⸗ 
punkte (für die Befeſtigungsart IL. in $. 273 in der Mitte) eine Stärke geben, 
welche genügende Feftigkeit gegen Zertniden gewährt, während man die Stärle 
am Ende nad) der Formel für Zerdrüden beftimmt. Läßt man dann dieje beiden 
Dimenfionen durch eine entipreddende möglichft einfache Eurve, die im Fußpunkte 
tangential zur geraden Are der Eäule gerichtet ift, in einander übergehen, fo 
wird man eine für die Praris hinreihend angenäherte Form für die Säule er: 
halten. Dieje Bemerkungen gelten hauptjähli für die Form, welche man den 
Kurbelftangen zu geben pflegt, und ift hierbei zu berüdfidhtigen, daß vie 
Dimenfionen an den Enden meift ſchon durch die conftructiven Rückſichten be: 
fimmt find, welde man auf die Anbringung der Zapfenlager und die Stärfe 
der Zapfen zu nehmen bat. 





39* 
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Funftes Capitel. 
Die zufammengefegte Elafticität und Veftigkeit. 


$. 278. Zusammengesetzte Festigkeit. Nicht felten wird ein Körper von 
zwei Kräften, z. B. von einer Zug- und einer Biegungskraft u. |. iv., zugleich 
ergriffen, wodurch er naturlich auch zweierlei Formveränderungen, z. B. eine 
Fig. 490. Ausdehnung und eine 
Biegung, zugleich erleis 
det. Man nennt bie 
Kraft, mit welcher der 
Körper diefer mehrfachen 
GeftaltSveränderung wie 
derfteht, die zufams 
mengefegte Elajtici= 
tätund Feftigkeit, und 
es follen im Folgenden 
die vorzüglichften Fälle 
diefer Art näher untere 
fucht werben. 

Streng genommen hat= 
ten wir e8 ſchon in dem 
bei der Biegung eines 
Körpers AKBO, Fig. 
490, zu Grunde geleg- 
ten Falle ($. 219) mit 
der zuſammengeſetzten 
Veftigfeit zu thun, da 
ſich eine am Ende A 
diefes Körpers angrei⸗ 
fende Kraft AP—=P 
auf ein NKräftepaar 
(P, — D) und auf eine 
Kraft SP= P zurüd« 

füßren läßt, wovon das erftere, welches wir zeither nur in Betracht gezogen 
Haben, das Körperftüd AS biegt, und die andere ein Abreißen dieſes Stlides 
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von dem übrigen Theile SB zu bewirken ſucht. Die legtere Kraft befteht 
wieder aus zwei Seitenfräften: 0 
P,ı=P cos & 
und 
P,;, =P sin. « 
($. 220), wovon die eine winfelrecht gegen die Faſern und die andere in der 
Arenrihtung der Faſern wirkt. Die Kraft P, vereinigt fich mit den Span- 
nungen der Faſern in Folge der Biegung, vergrößert folglich die Ausdeh- 
nungen auf der Zugfeite der neutralen Are und vermindert dagegen die Zu⸗ 
fammendrüdungen auf der Drudfeite. Die Größe ber Ausdehnung, welche 
jede Safer RS —= KN u. |. w. von der Tänge — Eins durd) die Zugkraft 
P sin. « erleidet, ift (nad) $. 210) 
6. — Psin.u 
Il — FE ’ 

wenn F den Querfchnitt NO des Körpers bezeichnet. Denkt man fi in 
diefem Abftande a, — SS,, Fig. 491, von der Ebene N, O,, welche bie 

Fig. 491. Enden der durch die Biegung ausge- 
dehnten Faſern XN,, RS, LO, be 
ſtimmt, eine Parallelebene N,O, mit 
N, 0, , fo bildet diefelbe die Begren⸗ 
zung der den beiden Yängenände- 
rungen unterworfenen Faſern. Die 
Ebene N; Oz fchneidet die urſprüng⸗ 
liche Begrenzungsebene NO in 8, 
und es entjpricht daher dieſer Durch- 
ſchnitt Sg ber Lage der neutralen Are. 
Der Abftand SS, = eı biefer neu⸗ 
tralen Are von der urfprlinglichen, 
welche nur dem Biegungsmomente entjpricht, bejtimmt- ſich durch die Pro⸗ 
portion: 





385 _SN ‚a_& 
SS NN’ "0 0’ 


wonach alſo er — r 6, folgt. 


Nun ift aber noch < — r ($. 224), daher ergiebt ſich einfad): 
Prsin.a 

Ä FE 

Um biefe Größe (e,) ift aud) der Krümmungshalbmeſſer rı der elaftifchen 
Linie AB größer, als ber Werth, welcher fich für r bisher bei Vernach⸗ 
lälfigung ber Zugkraft Pin. a herausftellte; e8 ift aljo: 





a =r = 
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P sin. ) 





n=rta=ri+a=r(1+7 


Für den Winkel « hat man nad) $. 235, wenn B en Coordinaten- 
anfang bezeichnet: 


, p x? WE . 
ina=a= u (2-5) und eng gh 
jo folgt 
rsina— FR woraus 
2( — 2)’ 
= SER re ſich ergiebt. 


Hiernad) fällt z.B. in B, wo z — 0 ifl, ei = 0 und in A, oder für 
2 —=1, eo = » aus. Get man e, — e, fo ergiebt ſich aus 

P 2lao — 2? 
2EF i—x 
derjenige Werth von x, für welchen die neutrale Faſerſchicht die concave 
Seite des Körpers (bei U, Fig. 491) fchneidet. Die neutrale Faſerſchicht 
geht daher durch B, S, und U und würde, aud) außerhalb des Körpers fort- 
gefest, den Duerfchnitt A erſt in unendlich großer Entfernung erreichen. 


Die Ausdehnung refp. Zufammendriüdung der äußerften Faſer beträgt in 
Folge der Biegung: 


— dd — _ —⸗— 
NN — EPVGE — ) 55 
und die in Folge der Zugkraft Pin. : 
Psin. c 
NN=060= — 
Man hat daher die Geſammtausdehnung ber äußerſten Faſer im Abſtande 
x von B gegeben durd): 


e = 


_„_P/U— De | $in.« 
not 
Setzt man voraus, baf bei diefer Ausdehnung die Elafticitätögrenze o — A 


erreicht wird, jo hat man: 
T—p ( — 5) e „re m 0 


woraus fllr die Tragfraft folgt: 
re — #1 ___- — I ____. 


a—2)e+ Fsina —z)e+ +75 (12-5) 


8. 278] Die zufammengefegte Elaftieität und Feſtigkeit. 615 


Bei den mäßigen Biegungen, weldien die Balken gewöhnlich ausgeſetzt 
find, ift diefer Werth ein Minimum für x = 0, und zwar wie früher ge- 
funden 


p— "IT 
el 





Anmerlung Wird der Ballen 4A, B, Fig. 492, I., II. und III., von 
zwei Kräften P und + P,, welde in den Abftänden Z und 2, von B wirken, 
Fig. 499, angegriffen, jo findet in A, jedenfalls eine 
Eontinuitätsunterbredung im Laufe der new: 
TON tralen Schicht ftatt. Es ift nämlich für die 
a = Ar = me 
und für die Strede A, B: 





eg = A, V⸗a — PER rsin.a. 


Der Sprung der neutralen Faſer in dem 
Angriffsquerfchnitte von P, beträgt daher: 

u, = v4 arme 

Es find hier drei Fälle zu unterjcheiden, 
welche durch die Figuren J., II. und III. dar 
geftellt find. 

S 1) P und P, find glei gerichtet; d. 6. 
N P, it ebenfalls pofitiv. Der Ballen ift dann 
durchweg concan nad) unten gekrümmt, d. i. 
a ift überall pofitiv. Die neutrale Faſerſchicht 
| bleibt dann ftet$ unterhalb der elaftiichen Linie 
ur AA,B, fig. I., und befteht auß den beiden 
guweigen BV, und VV. 

2) P und P, find entgegengejegt gerichtet, 
d. i. P, ift negativ. Hierbei kann auch « 
negativ werden, fobald Pl, > Pl. Bann findet nämlich, Fig. IL, eine Bie- 
gung nach entgegengejegten Richtungen ftatt, und es liegt in F ein Wendepuntt, 
für welden r = o ift, während außer in B auch no in S, dem Puntte 
größter Durchbiegung, « — Null ifl. Demzufolge muß die neutrale Faſer der 
Strede A A, die elaftiiche Linie in S jchneiden, weil e, = 0, wenn « — 0 ift. 
Die neutrale Faſer der Strede A, B befteht hier aus zwei Curvenzweigen B W, 
und 9, W,, für melde die durch F' gehende Normale der elaftiichen Linie eine 
Alymptote ift. 

8) P und P, find entgegengejegt, aber es it Pl, S Pl. In diefem Falle 
ift & immer pofitiv, die Krümmung des Balfens ift in allen Punkten nad unten 
concad. Die neutrale Faſer bleibt daher durchweg unterhalb der elaftiiden Linie, 
und zwar ift fie für die Strede A A,, Gig. III., durch UV, und für die Strede 
A,B durch V,B dargeſtellt. Für den fpeciellen Sal, daß P= — P, if, 
fällt 9, in A,, weile, = 0 ift, und es fällt für dieſen Fall (Angriff durch ein 
Kräftepaar) die neutrale Faſer der Strede A, B mit der elaſtiſchen Linie derjelben zu- 


wre Met 


. 
BEI 
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jammen. Wenn ferner P, > P; dabei aber immer no P,l, S Pi, jo fommt 
Y, oberhalb A, zu liegen, ohne daß jedoch « negativ werden Tann. 


$. 279. Excentrischer Zug und Druck. Wenn ein Balken oder eine Säule 
AB, Fig. 493 und Fig. 494, von einer Zug- oder Drudkraft ergriffen 

Fig. 493. Fig. 494. wird, welche zwar parallel zur 

_p Are diefes Körpers, nicht aber 

in dieſer Are felbft wirkt, fo 
wird ebenfalls die zuſammen⸗ 
gejegte Elafticität und Feſtig⸗ 
feit in Anſpruch genommen. 
Dieje ercentrifche Kraft P läßt 
fi), wie befannt, durch eine 
Axenkraft P und ein Kräfte 
paar (P, — P) erjegen, deſſen 
Armlänge c der Abftand CA 
des Angriffspunftee CO der 
Kraft P von ber Are des Kör- 
pers, und deſſen Moment folg- 


ih — Pe zu jegen ift. Die refultirende Agenkraft AP — P erzeugt eine 
Vaferfpannung S, = = welche für alle Querjchnitte conftant if. Das 


Kräftepaar Hingegen biegt den Körper nach einem Kreisbogen ($. 239) 
WE WE- 
vom Halbmeſſer —X = = De . 

Iſt wieder e ber größte Abftand der Fafern von der durch den Schwerpunft 
eines Duerfchnittes ſenkrecht zur Ebene des Kräftepaars gehenden Are, jo hat 
man bie Marimalfpannung, welche durch das Kräftepaar hervorgebracht wird: 

S— Pce 


= Ip: 





daher die Geſammtſpannung: 
pP P 
s=4s +8 =-,+7 


und folglich, wenn man diefelbe dem Tragmodul 7 gleichjegt, alfo einen bis 
zur Elafticitätsgrenze gehenden Zug der äußerften Faſern annimmt: 


pP Pce Fce\ P 
'Frtw = (1 ? w)F 
Es ift alfo Hiernad) die Tragfraft der Säufe: 
P= 











+ 
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3. B. für emen rectangulären Querſchnitt mit den Dimenfionen b 
und Ah: 





pP — I, 
1+- 
und für einen freisrunden Querſchnitt mit dem Halbmeffer r: 
P= on 
1+ 


Wird die Biegung der Säule durch eine Stüge zur Seite verhindert, wie 
3. 8. BAC, Fig. 495, darſtellt, fo bleibt natikrlihd P—= FT, indem 
durch die Stügung ein Kräftepaar N, — M. hervorgerufen wird, welches 
dem Kräftepaare P, — P das Gleichgewicht hält. 

Wirkt die Kraft am Umfange einer parallelepipedifchen - Säule AB, 


Fig. 496, aljo im Abftande c = ng von der Are, fo hat man: 


FT 
1 +3 


es ift alfo dann die Tragkraft nur ein Viertel von der Tragkraft beim cen- 
trifchen Angriff (Fig. 497). 
Sig. 496. Fig. 496. Fig. 497. Fur eine cplindrifche Säule mit 
_ einer am Umfang angreifenden 
Kraft ft ce — r und daher: 
— FT — 1 
P= 1 + 4 — / 5 F T, ’ 
d. i. ein Fünftel von der Trag⸗ 
kraft, welche ihren Angriffspunft 
in ber Axe des Körpers hat. 
Dieſe Formeln laſſen fi auch 
auf das Zerreißen, Zerdrücken 
und Abbrechen der Körper an⸗ 
wenden; es iſt jedoch dann nöthig, 
für jede Urt der Zertheilung ihren 
befonderen Feſtigkeitscoefficienten einzuführen, aljo 
F 
P= —— 
1 Fce 
=," WE, 
zu fegen, wobei X, den Seftigfeitscoefficienten fitr das Zerreißen (oder Zer⸗ 
drucken) und K, den für das Zerbrechen bezeichnet. 


P= =ı\WFT; 
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Anmerlung. Bei der Entwidelung obiger Formeln ift die Durchbiegung 


des Balkens im Berhältniß zu der Armlänge c verſchwindend Hein angenommen. 


Wäre dies nicht der Fall, jo würde da8 Moment M der biegenden Kraft nidt 
für alle Querſchnitte conftant fein. Es würde dann, wenn P ziehend wirft, 
Fig. 493, das Moment M von A nad B allmälig abnehmen. Da nun der 
Marimalwertd von M in A unverändert P. c beträgt, jo gelten die ermittelten 
Hormeln für die Tragkraft des Balkens in diefem alle auch noch, wenn die 
Biegung de3 Balkens beträchtlich iſt. Wenn jedoch P drüdenp wirkt, Fig. 494, 
fo liegt der Marimalwertö von M in B, und iſt derſelbe von der Durchbiegung 
y jelbft abhängig. Die weitere Betrachtung dieſes alles Hätte alsdann in ähn⸗ 
liher Weile zu gefchehen, wie in dem vorhergehenden Eapitel über die Feſtigkeit 
des Zerlnidens gezeigt worden. 

Die oben beredhnete Maximalſpannung S = + _ findet an der con: 
vexen Seite des gebogenen Körpers ala gugfpannung oder an der concaven 
Seite als Drudipannung ftatt, je nachdem P ziehend or drüdend wirkt. 
Die Spannung an der entgegengelegten Seite ift dann durch = — — aus⸗ 
gedrückt. Dieſe Verſchiedenheit der Anſtrengungen der auf entgegengeſetzten Sei: 
ten gelegenen äußerſten Faſern iſt beſonders bei gußeiſernen Körpern zu berück⸗ 
fichtigen. Bezeichnen wieder k, und %,, die höchſtens zuläſſigen Spannungen für 
Zug und Drud, jo hat man bei einer gedrüdten gußeijernen Säule für 
die zuläffige Belaftung jedenfall den Eleineren der beiden Werthe: 


Fk Fk, 
A I A 
w w 


zu nehmen. Ueberhaupt find die in 8. 247 gemachten Bemerkungen hinſichtlich 
der vortheilhafteften Querſchnittsformen u. ſ. w. aud auf diefen Fall auszu- 
dehnen. 

Aus den Beilpielen dieſes Paragraphen, zu welchen auch das in 8. 262 bei 
Gelegenheit der einjchnittigen Nietung angeführte gerechnet werden muß, ergiebt 
fi die bedeutende Verminderung der Tragkraft, welche jede auch nur unbedeu⸗ 
tende Ereentricität einer Zug- oder Drudkraft im Gefolge hat, und man hat 
eine ſolche aus diefem Grunde möglichft zu vermeiden. Daher ift die Anordnung, 
%ig. 497, wenn möglich immer der in ig. 496 vorzuziehen, und man foll den 
Augen von FKettenhaten u. j. w. deshalb auch immer eine centrale Lage gegen 
die Längenaxe der betreffenden Zugftangen geben. 


Schiefe Zug- und Druckkraft. ‘Die Theorie ber zufammengefegten 
Elafticität und Feftigkeit kommt vorzüglich aud) dann zur Anwendung, wenn 
Fig. 498. eine Kraft P unter einem fchiefen 
Wintel RAP = Ö gegen bie Are 
eines Balkens AB, Fig. 498, wirkt. 
Bon den beiden Componenten 
R= P.cos. 6 und N = Psin. 6 
wirft der eine ziehend und ber andere 
biegend auf den Körper, und es vereinigt - 
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ſich auch Hier die durch die erftere Seitenfraft bewirkte Spannung über ben 
ganzen Querſchnitt F' 
P cos. 6 

F 
mit der durch das Moment Plsin.d des zweiten Komponenten bewirften 
Spannung: 


Ss = 





__ Psin.ö.le 
ber äußerften Faſern, fo daß ſich auch wieder 
T=5=5 HEN gegen ut 
Hiernach ift da8 geſuchte Tragvermögen: 
P— FT 


Fle . 
c08.6 + Ip in. ö 
umd umgekehrt, der entiprechende Querſchnitt: 
pP File . 
F= T cos. o 4 ww sin.d), 


oder wenn man die höchſtens zuläffige Spannung %, für die Biegung und 
k für den Zug — 
cos. d4 Ei 
— P (F —— sin. 8). 


Für einen parallelepipedifchen Batten nn 


Fe 6 
Wr 7, und 
F=P „(a + 2 sim. 6) 
und für einen cylindrifchen Ballen hat man 
Fe 


7 2 ‚ daher: 


F=P er ind). 


Diefelben Formeln gelten auch für den in Fig. 499 (a. f. S.) abgebildeten 
Fall, wo der erfte Component RB dur) Drud auf den Balken wirft, nur 
bat man in ber Yormel fir die Tragkraft des Balkens 


pP Fle . 
F—= T (00.2 + — sin.6) 


fir T niit den Tragmodul des Zerreißens, fondern den des Zerdrückens zu 
fubftituiren. 
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In jedem der im Vorſtehenden behandelten Fälle wird natitrlid; die neu- 
trale Faſernſchicht aus dem Schwerpunkte verriict, und zwar um bie Größe: 


i 4,_Sı,_ Wotgd 
Big. 49. a, e=ge= Fü—g 
unter x den Abftand vom feften Punkte 
B verftanden, 5. B. für den parallel» 
epipedifchen Balfen um 
_ hreotg.d 
— 12(—2) 
Uebrigens ift leicht zu ermeffen, 
daß aus der Vereinigung der durch 
die Biegung bewirkten größten Ausdehnung und Compreffion mit der über 
den ganzen Querſchnitt des Körpers gleichmäßig verbreiteten Ausdehnung 
oder Compreffion der Faſern die Ausdehnung und Compreffion aus 


— +& _P (cos. | lesin.d 
“4-5 64 =) 





a 








hervorgehen. 

Nimmt man der Sicherheit wegen die höchſtens zuläffige Spannung nur 
etwa gleich der Hälfte des Tragmoduls an, alfo für Ho x — 1 Ki 
gramm, für Schmiedeeiſen k— 6 Kilogramm und fir Oußeifen k, — 3,5 Kilo- 
gramm für Zug und %, — 7 Kilogramm für Drud, fo hat man die zu 
Täffige Belaftung: 

1) bei Holz in beiden Fällen: 

F F 


Pe —ı — — — 
000.8 + sind cmd+ sind 
2) bei Schmiebdeeifen in beiden Fällen: 


6F _ 6F 


P= — — ⸗—— —, 
con. + Feind end + sind 
3) bei Gußeifen im erften alle (Fig. 498): 

SF _ 3,5 F 


P= —-—= 
00.8 + Hand 000.84 4 sind 
und im zweiten Falle, Fig. 499, gleic) dem Heineren ber beiden Werthe von: 


B= T7F _ 7F und 


con. + sind 000.8 + 2 sin. 
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2 35 F _ 3,5 F 





GL m.8— c00.8 2 md — 00.8 
h r 


Der im Borftehenden behandelte Fall kommt oft zur Anwendung. Hängt 8. 281. 
3 2. ein Gewicht P an einer gegen den Horizont geneigten Säule AB, 
Fig. 500, fo ift, wenn deren Are um den Winfel PAR — 8 von ber 
Berticalen abweicht, die Zugkraft R — Pos. 6 und die Biegungskraft 
N = Psin.d, daher bie zuläffige Belaftung 


zu fegen. 
Wenn, wie Fig. 501 vor Augen führt, bei ber fchiefen Wirkung ber 
Kraft P auch) noch der Angriffspunft C derfelben excentrifch liegt, jo muß man 


Sig. 500. Fig. 501. 





zur Beurtheilung der Tragkraft des Ballens biefen Angriffspunft erft nach 
D in die Berlängerung der Are AB des Baltens legen, alfo ftatt der Ränge 
BA=1, bie ine BD=BA+AD—=1+ = in Rechnung 
bringen, fo daß ſich ergiebt: 
Fig. 502. Fk, 
P= — 7 an 

008.8 + 26 + =) sin.d 
= Fi k, 
— 61/. e\ 

08.8 + ” sin.d + 5) 
Steht, Fig. 502, der Hebelarm AC 


ſenkrecht auf der Baltenare AB, fo hat 
man in gleicher Weife: 
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Pe Fk, Fk, 

= — = — —— 
— 00845 (und+ ed) 
Ebenſo ift fiir die fchiefe np AB, $ig. 503, wenn diefelbe um ben 


Winkel d von der Berticalen abweicht, die mit Sicherheit zu tragende Laſt: 


P Eh, Fu 


cd + S2 sin.d —— 
worin k,, den Spannungscoefficienten fir Druck bedeutet. 

Wenn ein belafteter Ballen AA, Fig. 504, nicht frei aufliegt, ſondern 
zwiſchen zwei Wänden eingezwängt ift, fo fommt ebenfalls eine Kraftzerlegung 
vor, aus welcher eine Compreffion und eine Biegung des Balkens hervorgeht. 

Big. 508. Big. 504. 
- 








Weichen die Endflähen A, A diefes Ballens um den Winfel 5 von dem 
Querſchnitte deffelben ab, und wirkt die Laſt P in der Mitte B des Baltens, 
fo reagiren die Seitenwände auf die Enden des Baltens mit zwei Kräften 
Q und Q, welde unter dem Winfel 5 gegen den Horizont geneigt find und 
eine Mittelfraft OP— — P geben, woburd) die Kraft P aufgehoben wird. 

Es ift hiernach: 

P=20c08.QCP= 2Qsin.d, 

folglich, umgekehrt: 


Q= 


2sin.d 
Ferner refultirt aus der Reaction Q die Aren oder Drudkraft: 
R= Qu d = 2 ES — 1, Pong. 


und die Normal» oder Biegungsfraft: 
N= gsind— 2. 
Es ift folglich: 
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RN. 

== 44 Ihe, 
d. i. 

vn Peotg.d | Ple 

—27 4v 
und daher die Tragkraft: 
2Fk 
?= Fle 


cotg.Öö + Ya 2 
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zu fegen. Da bie Tragkraft des bei A, A einfach auf Stligen ruhenden 
Ballen P= um: ift, fo erfennt man leicht, daß durch die Spreizung 


die Tragkraft vermindert wird, und um fo mehr, je größer cotg. d, d. i. je 


Heiner 5 ift. 


Derfelbe Fall tritt auch ein, wenn ein geneigt liegender Stempel AB, 
Fig. 505, eine Über ihm aufgefchüttete Laft Q trägt. Nur ift hier Q erft 


Sig. 508. 


in eine Normalkraft Q, rechtwin⸗ 
telig zur Are des Stempels und 


in eine Seitenkraft N, rechtwin⸗ 
telig gegen die Seitenwand (in der 
bergmännifcen Sprache: daß Lie- 
gende) zu zerlegen. Gehen wir 
der Sicherheit wegen von ber Rei⸗ 
bung der loceren Maſſe (Geſteins⸗ 
ſtucle) auf dem Liegenden ab, be⸗ 
zeichnen die Abweichung der End⸗ 
fläche des Stempels von dem 
Querſchnitte deſſelben durch d— 
und die Neigung des Liegenden 
BC gegen den Horizont durch 6. 


ſo erhalten wir: 


9a = Qsinp 
und wegen der gleichmäßigen Vertheifung der Laſt nad) $. 241: 
2Fk 
QaU=——- 
Fl 
eg. + 
und daher: 
2Fk 
Q= 


(eo +1 7) sin 


g. 282. 
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Beifpiele 1) Welche Querdimenfionen muß man einem fdiefliegenden Bal- 
ten AB, Sig. 500, aus Fichtenholz geben, welder eine Länge von 4 Meter, 
eine Reigung' von 60 Grad gegen den Horizont hat und am Ende eine Laſt 
P = 3000 Kilogramm trägt? Die Formel 

Fk 
cos. d + 7 sin. d 
giebt, wenn man P = 3000, k = 1 Rilogramm, d = 900 — 60° = 30°, 
I = 4000 Millimeter einführt und 2 —= %, annimmt: 








h 
F=bh=95%/,h?2 = 3000 c08.30° +5 sin. 300), D. i.: 
A? = 4200 (0,866 + N 3637,24 ET. 


Es ift annähernd: 
= V 50400000 = 369, 
hiernach ſchärfer: 
h — 50400000 + 3637,2 . 869 = 751742127 = 373 Millimeter 
und folglid: 
u = %%h —= 266 Millimeter. 

2) In melder Entfernung von einander find die 0,3 Meter ſtarken Trag- 
ftempel AB eineß fogenannten Föritenbaue8 ABC, Fig. 505, zu legen, wenn 
derjelbe 1,2 Meter weit ift und ſich 20 Meter body auf einem 70 Grad fallenden 
Gange in die Höhe zieht, und vorausgejegt wird, daß das Gewicht eines Cubik⸗ 
meters Berge (Gefteinsftüde) 1200 Kilogramm beträgt ? 

Wird die gejuchte Entfernung zu z Meter angenommen, jo beträgt da8 auf je 
einem Stempel ruhende Gewidt: 

Q = 12.20.1200. x = 28300 x Kilogramm 
und folglih der zum Stempel normale Drud: 
ı = Qsin. 700 —= 28800 . x . 0,9397 —= 27063 x Kilogramm. 
Sind die Endflächen A, B der Stempel unter einem Winkel von d 20 Brad 
abgeihrägt, jo hat man: 


cotg. 20° + Y, — ' 
und daher: 1s155 
255* 0,486 Meter. 


Es beträgt aljo der Zwiſchenraum zwiſchen je zwei Stempeln: 
0,486 — 0,300 = 0,186 Meter. 


Biegung der gespannten Balken. Wenn ein Balfen AB, Fig. 506, 
durch eine biegende Kraft P und eine Arenkraft Q angegriffen wird, jo wird 
die Tragkraft durch die Zugkraft Q nad) dem vorigen Paragraphen ver⸗ 
mindert, da durch Q eine Vergrößerung der abjoluten Biegungsipannung 


in der äußerften Faſer an der converen Seite um 2 herbeigeführt wird, an 
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diefer Stelle daher die Spannung den höchftens zuläffigen Werth % früher 
erreicht, ald wenn Q nicht vorhanden wäre. Es wurde hierbei jedod) die 
' Fig. 506. Biegung als jehr Hein außer 
Betracht gelaffen, welche der 
Balken unter dem Einflufie 
von P erleidet. Iſt die 
Biegung aber, etwa bei grö- 
ßerer Baltenlänge, nicht ſo 
fein, daß fie vernachläffigt 
werden darf, jo hat man 
auch die biegende Wir- 
fung der Kraft Q in Betracht zu ziehen, deren Moment im Punkte B 
durch Qua gegeben ift, wenn a die Senkung bes Endpunktes A unter B 
bedeutet. In Folge diefer von Q angeftrebten Biegumg nach oben werden 
die äußerften Faſern an der converen Seite in gewiſſem Grade entlaftet, 
und man erkennt von vornherein, daß unter beftimmten Berhältniffen die 
biegende Wirkung von @ der ziehenden Einwirkung überlegen fein kann. 
In diefem alle wird die Tragkraft des Balkens durch die Spannkraft nicht 
nur nit vermindert, fondern vergrößert. 
Sei wie früher B der Coordinatenanfang, die X Are horizontal und die 
YXxe vertical, jo ift für ben beliebigen Punkt S, deſſen Abſeiſſe — ift, 








— 
M=PlÜ—-)—-Q@-=WE, 
oder wenn man der Kürze halber 
pP 0. 
— on — 93 
we’ ww 1 fest, jo hat man 
22 


a y=m(l— a) — aa 
Diefer Differenzialgleihung entjpricht das Integral: 
2 
yva-zl-ataetam + Ge) 


z 


*) Bon der Richtigkeit überzeugt man fi) dur) zmweimalige Differenziation, 
dadurch erhält man nämlid: 
92 
a — g2 (Ce + Ce-e2). 
Addirt man hierzu 
-425 - p2 —- a) — ga — a? (Gear + 0 e-ↄſ), 
fo erhält man die Ausgangsgleichung: 
Y-y=rl-n— Pa 
Weisbach's Lehrbud der Mechanik. I. 40 
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worin 5 die Grundzahl derfnatürlichen Logarithmen und C, und C, zwei 
noch unbekannte Conftanten find. Zu deren Beftimmung hat man die Be- 
dingungen, daß 

1) 2 =1I, y= aim Endpunkte A, 


2) —=0, . — (0 im Anfangspunlte B 


zufammengehörige Werthe find. 
Sest man in dem Ausdrude fir y die Werte z = 1, y — a glid 
der Durchſenkung am Ende, jo folgt: 


= —-ZA-Nt+a+ Get Gen, 


woraus . 
Ge O ⸗ (oder = — CR ſich ergiebt. 
Ferner ift 
2 3 
2 =; +4(Ga# — GE?) 


dig. 507. 





Hierin & = 0, * — 0 geſetzt, liefert: 


p? p? 
o ra - =, G ta), 


fo daß daraus 
3 


ae —_ 
Pl 4 E) 
und 
23 22gql 


Nachdem Cı und Os beftimmt find, hat man auch 

02y R F p? — 817 + ger 
9x2? = q? (C, & + 0,87 )= — 7 — — T FT 
und das auf Biegung wirkende Moment: 


— PI_M_ 0a N— wm) p? —E1 + Arte 
M=P(—-2)— Q@—-y)= WE, = WE- Fa — 
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Diefes Moment ift jebenfalls ein Marimum fir den Punkt B, aljo für 
z 0 und y = 0, wofür e8 den Werth annimmt: 

_ _ pꝛ eꝛat — 1 Pa—1 
M= Pi = WET TI 7 — 

Iſt gi ein ähter Bruch, hat man es alfo mit einem kurzen Ballen 
und mit einer Fleinen Arenfraft Q zu thun, fo darf man unter Ver⸗ 
nachläffigung der höheren Potenzen von 2 g2 fegen: 

Til 8 ge13 
a —ı_ 172447, —7 zit tat ’hg% 
Fa m 1 


8 g? 13 I TrgiFgem 
EU 








1+2gl+° 


== ql (1 — 1); m, 
Es wird unter diefer Borausfegung: 
9 
— pI —_ — — 1) 19) — 
M=PlI—Qa=Pli(l /s 4219 pi(t — sWwPE) 
Iſt dagegen die Arenfraft Q fo groß, daß qZ mindeſtens die Zahl 2 
erreicht, jo darf man 1 gegen &?2? vernadjläffigen, und man erhält: 


Pen yrE 


Es beftimmt fi nım die Tragkraft des Balkens in derjelben Art, wie in 
den vorhergehenden Fällen. Die Kraft Q erzeugt in bem Körper bie ab- 
folute Spannung 


re u 


8 = 8, 
und durch da8 Moment M = Pl — Qa erleiden bie Faſern in B im 
größten Abftande e von der neutralen Are die Spannung 

_(PI— Qo)e 
I = ug 
Bezeichnen num wieder x, und x, die höchitens zuläffige abfolute oder 

rückwirkende Spannung, fo hat man für die äußerften Faſern an der con- 
veren refp. concaven Seite des Balkens im Punkte B: 


„44, Alan. _ Pa_—_ı e 


W FT qga@rı W' 
1—— @l-90e__Q, PE—1 
‚Ft W — FF gar 1] W’ 


woraus für das Tragvermögen des Balkens der Heinere der beiden Werthe 
ea +1 Wa 
P, = (#, 8). —— und 
40* 
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— Cu?ö1 Wog 
-P, — ( + 5) a _ 1] ° en folgt. 


Wenn in dem alle, wo glein ächter Bruch ifl, PL— Qa jpeciell gleich) 
Pl (1 — u gejegt wird, fo folgt, jobald nur die Ausdehnung in 








Betracht gezogen wird: 
2 
2» =(6-5) gm (\ J Bra = (k— 906 — 


Ohne die Spannung Q wäre bie Tragkraft 
P=k W. 


le’ 
es verhält ſich daher: 


P:p=r: (8) (I + 5559 


welcher Ausdruck erkennen läßt, unter welchen Verhältniſſen die Tragkraft 
des Balkens durch die Spannung vergrößert oder verkleinert wird. 
In dem Falle, wo g! groß iſt, hat man 


Pl—- Qa=P vF ; 
und es folgt die Tragkraft 


RTV VE 


ragt man wie groß Q fein fe, damit P, ein Marimum werde, fo 
bat man den Differenzialquotienten nah Q gleid, Null zu jegen: 
Ya 
— ıyVr — Q% — a F 3 
_ — 11 %»_ — 04 0: 
oe v# ( ROT 2F — 0; 
woraus 
= * ſich ergiebt, 
und es folgt durch Einſetzung dieſes Werthes: 


- er VER ‚Ever. 


Die Tragkraft des Balfens wird daher durch Spommen zu einem Marimum, 
jobald die Arenfraft Q fitr fi) allein in den Faſern eine Spannung erzeugt, 
« welche den dritten Theil der höchſtens zuläffigen Spannung % beträgt. Das 
Berhältnig diefer marimalen Tragfähigkeit zu der des ungeipannten Balkens 
Pitt: 
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k kFW kW 
Dre EVER, 


V+ F 
— —2 — —. 
/3 35 


Für den rectangulären Querſchnitt von der Breite b und der Höhe % iſt: 


oder 


a) 


—— (EEE — ————— EEE — 


P au) /rk ı V& 
ii — __ — — — — 
2 *575752138V5 


und für den kreisförmigen Querſchnitt vom Durchmeſſer d ift: 


daher 


dꝰ 
F_ "4 _1 
ww _# di’ 
64 


alſo 


P_ 8 k_ VE: 
P 7 5202d ErIMGVE 


Setzt man beifpielöweife für Hol k = 1, E = 1100, fo hat man für 
einen parallelepipedifchen Balken A = 0,040 2 für einen cylindrifchen 


P,_ I ı _ 1 _ 
Balten pP = 0,046 7 Sobald daher nn 0,040 — 25, teip. 
7 1 ‘ ® ” . 
3” vs * 22 ift, beträgt die Tragkraft des geſpannten Balkens 


ebenfo viel, wie die des nicht gefpannten, vorauögefegt, daß die fpannende 
Kraft die Fafern bis zum dritten Theile der höchftens zuläffigen Spannung 
anftrengt. Bei größerer Balkenlänge erft wirft die Spannung günſtig auf 
das Tragvermögen ein. 


Torsion in Verbindung mit Zug- oder Druckkraft. Wird $. 283. 
eine Säule AB, Fig. 508 (a. f. ©.), von einer Arenfraft Q und einem 
Umpdrehungsträftepaare (P, — P) zugleich ergriffen, fo findet eine Zu⸗ 
fammenfegung von Zorfiond- und Zug⸗ oder Drud-Elafticität ftatt, deren 


Meſultat ſich wie folgt beurtheilen laßt. Es iſt 8, — © bie von ber Kroft 


Q hervorgebrachte ſpecifiſche Axenſpannung und 82 — ._ die dem Tor⸗ 
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fiongmomente entfprechende Spannung pro Flacheneinheit, im Abftande e 

von der Langenare des Körpers, unter W das Maf bes Torfiondmomentes 
Fig. 508. 


Fig. 509. 





verftanden. Num können wir annehmen, daß ein parallelepipedifches Körpers 
element ABCD, $ig. 509, von den Normalfräften AB. 5; und — OD. Sı 
auf AB und CD, fowie von dem Kräftepaare (AB. 52, — CD. S;) längs 
AB und CD, und von dem Gegenträftepaare (BC. Z, — AD. Z) längs 
CB und AD ergriffen wird. Wenn nun die Diagonalebene A C den Win- 
tel y mit der Are des Körpers ober der Richtung der Kraft Sı einfchliekt, 
fo find die zu AC normalen Componenten ber Kräfte S,, 5 und Z auf 
der einen Seite von A C: 
AB.Sı sin. v, AB.S, cos. und BC.Z sin. v, 

und es folgt daher die ganze Normalkraft auf A C: 

AC.S= AB.Sı sin. vd + AB.Sı cos.» + BC.Z sin. y, 
ober da das Moment von (BC. Z, — AD. Z) gleich, ift dem Momente 
von (AB.S, — OD.8,), bi: 

AB.BC.Z=B(.AB.S, alſo Z= 8, iſt, 

Z0.8= AB.S, sin. 9 + (AB cos.» + BC sin. V) 5, 
ſo daß rote die Normalfpannung in A C pro Ju chent nhrn · 


——— Sin + (EG am u + 2 Gin.v) 8, folgt 











Nun iſt aber amn v und 2= = 008. Y, daher folgt: 


8= 8 (in. FR + 28 sin. 905.9 = 8, (sin.y)t + & sin.29 
ET 1IePP) L geimav. Gergl. $. 266.) 
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Diefer Werth ift ein Marimum von S für tang.2 dp = — I ober 
1 
. 28 S, 
sin.2yp = — — m c0.2YV = — ‚und zw 
?+A4B Fer in wr 


80 — 283 
Im = (lt ya t 
= + VS + 455”). 


Setzt man die obigen Werthe fir S, und Ss ein, fo folgt: 


— 2— Pae\? 
u Be arten 
Diefe größte Anftrengung der Fafer darf höchftens den Werth % erreichen, 
und es folgt daher aus 


wenn das verbrehende Moment Pa mit M bezeichnet wich, die Bedingungs⸗ 


gleichung: 
—A—— V+(- 2), 


welche Gleichung man aud) ſchreiben kann: 


M—=Pa—"k Vı-& 
⸗ kF 


nl] 


Diefe beiden Ausdriide empfehlen ſich zur Beſtimmung der erforberlichen 
Duerbimenfionen, je nachdem die Torfions- oder Arenfraft überwiegend if. 

Für einen rechteckigen Deep von der Höhe A und der Breite 
db = vh hat man: 





*) Eine ganz allgemeine Behandlung des vorliegenden Falles ift von de Saint 
Benant gegeben worden, fiehe auch Clebſch, Theorie der Elafticität fefter Körper 
und Grashof, Feſtigkeitslehre. Danach ergiebt fi) jchärfer 


En = I 5 + EV FI 


Hierin bedeutet m die Eonftante, von welcher bei Gelegenheit der Schub-Elafticität 
8. 260 die Rede war, und melde nad den dort gemachten Angaben theoretiich 
gleich 4 ift, nach darüber angeftellten Verſuchen zwiſchen 3 und 4 zu liegen fcheint. 
Set man m = 4, fo wird: 


=%, +%VS? +45. 
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Fon 7 — Nabe +) _hiwyı + v 
e YVo+tm — 
daher: 

M=Pa=YyhwYi + v.k 1 

v 


Fur den en Querſchnitt v 1, daher: 


en td _ 8 . 
M = Pa h rVı- _ 1 02357 1 \/ 1 — 5 


Für eine entindeif he Welle vom Halbmeffer r ift: 
1 4 8 
Far, ge har ar 


r ga’ 
daher: 


— pa er” 0 _ V ___9 
M=Pa= Vi — 2, = 1000782 1 


Wirkt die Arenkraft Q zufammendrüdend, jo behalten die im Vorftehenden 

Fig. 510, * gefundenen Yormeln ihre Gültigkeit, da hier 

nicht bloß die Richtung der Kraft S, (Fig. 510) 

die entgegengefeßte wird, jondern aud) die Kräfte 

5; und Z entgegengejegt angenommen werden 

müffen, wenn e8 darauf anfommt, die mari- 
‘ male Spannung S„ zu erhalten. 














Beijpiel. Eine flehende Holzwelle von qua⸗ 
dratiihem Querſchnitte und von 5000 Kilogramm 
Gewicht hat das Umdrehungsmoment Pa == 800 
Meterlilogramm aufzunehmen. Wie groß ift die Stärke zu nehmen, wenn bie 


größte Spannung k = 2 —= 0,3 Kilogramm zuläffig it? Man hat bier: 


\ / 5000 
— ⸗t — 8 — —e — 


woraus 
= RE, 02057 ar V-— om 5000 folgt. 
8 / 800 000 
Annäbernd ift h= 0,3. 0,2357 = 224,5 Millimeter, dafür 
6 1 7 
\ _ 5000 = V ooos = 108, 
294,53 


jo daß nun jchärfer die geſuchte Wellenftärte: 
h —= 224,5.1,018 = 228,5 Millimeter folgt. 
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Torsion in Verbindung mit Biegung. Nicht jelten kommen aud) $. 284. 
Fälle vor, daß ein Balken oder eine Welle von einer Torfiong- und einer 
Biegungskraft zugleich ergriffen wird, namentlich ſind die liegenden Rad⸗ 
wellen in der Regel einer Torſion und Biegung zugleich auögefegt. Denken 

Fig. 511. wir und, um die Berhältniffe des Zuſam⸗ 
menwirkens diefer zwei Kräfte zu erforfchen, 
wieder einen prismatifchen Körper AB CD, 
dig. 511, welcher an einem Ende BD 
feitgehalten und am anderen Ende A von 
einer Normal oder Biegungskraft Q, zu- 
gleich aber nod an einer Stelle C von 
einem Umbrehungs-Kräftepaare (P, — P) 
ergriffen wird. ft 7 die Länge AD der 
Welle, W, da8 Maß des Biegungsmomen- 
te8 derfelben und e, die größte Entfernung 
eines Querſchnittselementes von der neutralen Are, fo hat man bie von der 
Kraft Q erzeugte größte Arenfpannung 


81 = — - -— (vergl. $ . 224); 





bezeichnet dagegen a bie emlänge 3 HK des SKräftepaares (P, — P), W 
das Maß des Torſionsmomentes und e den größten Abftand eines Duer- 
fchnittselementes von der Are OD dieſes Körpers, fo läßt ſich die von dem 
Paare (P, — P) erzeugte größte Schubfpannung 

Pae 


82 = u fegen. 





*3 
Nun vertritt aber, wie leicht zu erkennen iſt, die Spannung S, = Tr 


die Stelle der abfoluten Spannung Si = x 


ber läßt fich aud) hier die Marimalfpannung im ganzen Körper ABCD, 
Big. 511, 


th + 1, yS} + 48 


1, 2a er +1, V (Fi) + 4 (= jegen. 


Bei der Drehung Be Welle muß die neutrale Are, welche durch den Schwer- 
punft des Querjchnittes geht und fenkrecht zur Ebene Q AD ber Laſt feht, 
fortwährend ihre relative Tage zum Querſchnitte verändern, und damit wird 
aud) e, im Allgemeinen verjchiedene Werthe annehmen. Es ift z. B. bei 
einem quadratiſchen Duerjchnitte von der Seite % der Abftand e, zwifchen 
der halben Seitenlänge und der halben Diagonale veränderlih. ‘Die Größe 


im vorigen Paragraphen, da- 
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e jedoch ändert fi) während der Umbrehung nicht, da hierunter der Abftand 
des am meiften von der Are abftehenden Punktes von der Drehare verftanden 
ift. Es möge num, wie dies in ber Praxis faſt immer vorkommt, angenom- 
men werden, daß die Drehungsare der Welle mit der Schwerpunftsare der⸗ 
felben zufammenfällt. In diefem Yalle wird der größte mögliche Werth von 
e, gleich e fein. Da diefem größten Werthe von e, der größte von 81 ent- 
ſpricht, ſo hat man denfelben in dem Ausdrude für 8, einzuführen. Nunmt 
man ferner an, ber Duerfchnitt fei entweder ein reguläres Polygon, oder 
doc) eine folche Figur, welche fiir zwei zu einander jenkrechte Aren gleiches 
Mag des Biegungsmomentes Wı — W; befigt, fo hat man W = Wı 
+ W; = 2W, zu fegen. Unter diefen Vorausfegungen erhält man: 


Qle V Qle\? (>) 

— 1 — — — J — 
Sm /a W, + Ua (7) + 4 92 W, 
Sett man diefe größte Spannung Sm — k, fo folgt: 


= 1 7 7 loe + V(91? + (Pa)?] 


= hr 7 (M + Va? + M? + M?)”), 


wenn das verdrehenbe Moment Pa = M und das biegenbe Moment 
Q3 = Mı gelegt wird. Aus diefer Gleichung entwidelt ſich: 


2 
Go — =) — M} + M®, 


e 
— au Vı- Me 
m 7 und M = k k Wı 


Für den qadratiſchen Querſchnitt von der * h hat man: 
Wı _ Yıskt h? 


und vr folgt: 











ee 1ınV2 6YV2’ 


Io. _ m V gı 6V2 
M= Fam z7,k 1 — En DE 


Fur den Freisförmigen Querſchnitt ift: 


daher: 





*) Die jchärfere Unterfuhung (vergl. Anmerkung zum vorigen Paragraphen) 
liefert auch bier: 
— 1 m l 
mhk M + "zn 


= * M + % N 


Var FM) 
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Wı _'uart _ar 


e r 4 ° 


zr? V QI 4 
M = = — —_— I. _. 
Pa 2 k k sr? 


Da ber von der Drehare entferntefte Punkt bei der Drehung der Welle 
burch die Ebene QAD ber belaftenden Kraft und der Are abwechſelnd ober: 
balb und unterhalb der Are AD Hindurchgeht, fo ift die diefem Punkte ent- 
ſprechende marimale Spannung S, abwechſelnd Zug- und Drudipannung, 
und man hat daher in obigen Formeln für % den Hleineren der Werthe von 
k, und K,, zu fegen, fofern die zuläffige Anftrengung des Materials fir 
Zug und Drud verſchieden ift. 

Sehr gewöhnlich ift e8 nicht ein Kräftepaar (P, — P), fondern eine 
excentriich wirkende Kraft P, welche die Torfion eines Körpers BCD, 

Fig. 512. Gig. 512, hervorbringt. Da fich eine folche 
Kraft in eine gleiche Centralkraft CP=+P 
und in ein Kräftepaar (P, — P) zerlegen läßt, 
deflen Armlänge a der Normalabftand CA 
zwifchen der Are CD des Körpers und der 
Kraftrichtung P ift, fo Hat man es in diefem 
Falle, felbft ohne Hinzutritt einer anderen 
Kraft Q, mit der zufammengefegten Feſtigkeit 
zu thun, indem fich die aus (P, — P) hervor⸗ 
gehende Zorfion mit der durd) die Arenkraft 
+ P.bewirkten Biegung vereinigt. Man hat 
Daher in ben vorftehenden Formeln nur P anftatt Q einzuführen und es folgt: 
k= [+ VER + @D]=5--(+Ver 

2 Wı 2 M 

Tritt zu der ercentrifchen Kraft P noch eine befondere Biegungsfraft Q 

mit dem Momente O7, hinzu, fo hat man natürlich in den obigen Formeln 


Pl + Ql, für M, einzuführen. 


Beifptel. Die jchmiedeeiferne Königswelle einer Mahlmühle ift 1,6 Meter 
zwiſchen den Lagern lang, und trägt in ihrer Mitte ein Stirnrad von 0,75 Meter 
Halbmefler, an defien Umfang eine Kraft P von 1000 Kilogramm wirkſam ift. 
Wie groß ift die größte Faferfpannung, wenn die Welle in der Mitte eine Stärte 





daber: 








*) Schärfer eigentlich: 


— e ſm — 1 m41 
u 7 ee 


= Phi %Vare) 
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bon 0,160 Meter hat? Da die Kraft P Hier in der Mitte zwiſchen den Stütz⸗ 
punkten angreift, fo ift da& biegende Moment 
M =, Pli=Y, 100 . 1600 = 400000 Millimetertilogramm, 
daher 
32 32 
5, = M; 7 = 40000 5 = 400000 7 joo8 


Aus dem verbrehenden Momente M = Pa —= 1000 . 750 — 750000 er⸗ 
giebt fi: 
16 16 


8 = M 77, = 750000 —; = 750000 „— 51T. 100 


Daraus folgt die marimale Anftrengung der äußerften Safer in der Mitte: 
Sm = Ya 0,995 + Ya Y 0,9952 + 4. 0,9332 = 0,498 + 1,057 = 1,56 ſtilogramm, 
oder nach der jchärferen Formel: 

Sm = 3%, 0,995 + 5/, V 0,995? + 4. 0,9832 — 0,373 + 1,321 = 1,69 Silogramm. 

Da nah 8. 271 die zuläffige Spannung für Schmiebeeifen glei 4,2 ange- 
nommen werben darf, jo gewährt die Welle etwa 24, fache Sicherheit. 


— 0,995 Kilogramm. 


— 0,933 Kilogramm. 


Biegungskräfte in verschiedenen Ebenen. Wenn ein Balten 
oder eine Welle BC), Fig. 513, von zwei Biegungskräften Q, und Q, er⸗ 
Sig. 518. griffen wird, deren Richtungen C, Qı 
und C, Q, zwar rechtwinkelig auf der 
Are BC, des Körpers ftehen, aber unter 
ſich felbft nicht parallel find, fo wird 
das Stüd BC, deſſelben von zwei 
Kräftepaaren (2 — Qı) und (9, - Q:) 
gebogen, welche daher zu einem einzigen 
Kräftepaare zu vereinigen find, um bie 
Art und Größe der Biegung beurtheilen 
zu können. Bezeichnen !, und % bie 
Hebelarme der Kräfte Q, und Q, in 
Hinſicht auf den feiten Punkt 2, find alfo 
Qılı und Q,l, die Momente derjelben, 
und ift & der Winkel, welchen die Kraftrihtungen zwifchen fich einſchließen, 
wenn man fie durch einen einzigen Punkt legt, jo Hat man nad) $. 97 das 
Moment des refultirenden Kräftepaares: 


Rce= V(Q 4)? + (Q5%)? + 2 (Qılı) (Qꝛ lↄ) cos. c, 


und es ift für den Winkel 8, welchen die Ebene dieſes Kräftepaares mit der 
des Paares (Qꝛ, — Qı) einſchließt, 


sin.B = 


Um die Größe dieſes —— (RB, — R) und die Ebene deſſelben zu 
finden, kann man bie Kraft Q, von C, nach C, rebuciren und die reducirte 





Q: 1 


sin. u. 
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Kraft Q = ah a mit der Kraft Qı durch das Kräfteparallelogramm zu 


einer Dittftaf R, vereinigen; das Product Rılı — Re ift dann bie 
Größe des refultirenden Kräftepaares, und der Winkel Q, Ci Rı der Wintel 
B, welchen die Ebene dieſes Paares mit der des Paares (Qi, — Q,) ein- 
fchliegt. Dieſe Ebene iſt natlirlich auch diejenige, nach welcher der Körper 
gebogen wird, auch ergiebt ſich mit Hlilfe des gefundenen Momentes Rc 
— R,l, bie größte Spannung des Körpers: 

8— Rce 

w L 

alfo wenn man dieje der zuläffigen Spannung % gleichiekt: 


(Qılı)? + (9%)? + 2(9ı Iı) (9:1) c0S. 0%. 


Wirkt nun auf diefen Körper AB noch ein Umdrehungskräftepaar 
(P, — P) mit den Momente Pa, fo ift die ee een 
— Rce en) (7) 
m,—=k=; 2 Wı + V(eay + (ee) 
zu fegen, wobei natürlich, W, da8 Maß bes new) W das des 
Drehungsmomentes und e, den größten Abftand des Körperumfanges bon 
der neutralen Are, dagegen e den von der Tängenare des Körpers in B be- 








zeichnet. 

Hiernad) ift 

Pae\? _ _ Rce 
(FR . 


—M—k W VAam) + (&b)? + 


Mit Hitffe der Formeln des vorigen Paragraphen laſſen ſich auch bie 
erforderlichen Querjchnittsdimenfionen des Körpers finden, wenn man in den- 
jelben ftatt QL die Größe Rc einfegt. 

Wenn nur eine Biegungsfraft Q, auf den Körper wirft, und berfelbe 
anftatt bes Kräftepaares (P, — P) von einer einzigen Umbdrehungsfraft P 
ergriffen wird, welche fi) in eine Axenkraft P und in ein Umbdrehungsfräfte- 
paar (P, — P) zerlegen läßt, fo hat man ftatt Q, lz das Moment PL in 
ben legten Formeln einzufegen. 


ey 
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Sechstes Kapitel. 


Bon den Federwerfen*). 


8. 2856. Federn. Unter Febern verfteht man geroiffe aus fehr elaftifchen Mate— 

rialien gebildete Conftructionstheile, von ſolcher Form, daß fie unter Ein- 

wirkung äußerer Kräfte möglichft große Formänderungen annehmen. Man 

benußt fie in der angewandten Mechanik außer zu dynamometrifchen Zwecken 

jehr häufig als Organe zur Aufnahme von Stößen (Wagenfedern), um beren 

ſchädliche Einwirfmgen zu mildern, fowie als Magazine zur Auffpeiherung 

mechanischer Arbeit, welche nachher zur Hervorbringung jelbftändiger Bewe⸗ 

gungen gebraucht werden fol (Uhren). Hierhin gehört aud) die Anwendung 

fogenannter Prellfedern zur Verſtärkung gewiffer Wirkungen (Feder⸗ 
hämmer). 

Je nach der Inanſpruchnahme der Federn beſtehen die hervorgebrachten 
Formänderungen derſelben in einer Ausdehnung, Zuſammendrückung, Bie- 
gung oder Verdrehung der Faſern. Zur Herftellung von Federn, bei wel: 
hen das Material durch directen Zug oder Drud einer einfachen Ausdeh- 
nung oder Zufammendrädung unterworfen ift, eignen ſich nur ſolche Stoffe, 
welche innerhalb der Clafticitätögrenze bedeutende Yormänderungen zulafien, 
und man verwendet zır diefen Federn faft ausfchlieglich das Federharz (Kaut- 
ſchuk). Yu den Biegungs- und Verdrehungsfedern verwendet man nur fehr 
elaftifche Metalle, zu den erjteren öfter auch elaftifche Hölzer, Fiſchbein u. |. w. 

Da das Berhalten des Kautſchuks fich jeder theoretifchen Behandlung 
entzieht, und die Conftruction der daraus hergeftellten Federn lediglich, auf 
Berfuche **) fich ſtützen muß, follen hier nur die Biegungs- und Torfiong- 
federn betrachtet werden. 

Nach dem BVorftehenden muß eine Feder ihren Zweck, mechaniſche Arbeit 
in ſich aufzunehmen, um fo volllommener erfüllen, je größer bei einer be 


*) Bei Abfaffung dieſes Kapitels ift bejonders das Werk von F. Reuleaur, 
Gonftruction und Berechnung der für den Maſchinenbau widtigften 
Federarten, 1857, benugt. Siehe ferner: Redtenbacher, Die Geſetze des 
Zocomotivenbaued, 1855, und Philips, Memoire sur les ressorts en acier 
etc. in den Annales des Mines, Tome I, 1852. 

x**) Näheres über die Berfuhe von Werder, an Hautihutbuffern angeftellt, 
fiehe in Reuleaur, Der Conftructeur, 1869, ©. 66. 
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flimmten Belaftung ihre Formänderung ift. Gleichzeitig muß aber ber 
Conftructeur fowohl aus Gründen der Deconomie wie der thunlichften Raum⸗ 
beichränfung die Bedingung eines möglichft geringen Materialbedarfs ftellen, 
und es ergiebt ſich hieraus, daß diejenige Feder theoretifc bie vorzüglichſte 
fein muß, welche fir eine beitimmte Belaftung und eine Yormänderung von 
beftimmter Größe am wenigften Material erfordert. Man erkennt nad) dem 
Früheren daher fehr leicht, daß man bei der Federconftruction womöglich die 
Bildung von Körpern gleichen Widerftandes wird anftreben müſſen. 


Einfache Blattfedern. Als einfachſte Feder kann ein an einem Ende $. 287. 
Sig. 514. B eingefpannter elaftifcher Stab AB (Fig. 
514) dienen, welcher am freien Ende A von 
a der Kraft P ergriffen wird. Iſt dieſer 
£ Stab prismatifh und der Duerfchnitt ein 
A. Rechteck von der Breite d und der Höhe 7, 
p To hat man unter Beibehaltung der bis⸗ 
berigen Bedeutung von W, E, k u. ſ. w.: 
P=kt=k- oder P— 1; — ie 
Bezeichnet man mit f die Federung oder Ducäsiegung A A, des freien 
Endes A, d. h. bie Bewegung des Kraftangriffspunktes, ſo hat man nach 
8. 235: 
Pis . pls 
Jmwi'mwE 
Setzt man hierin Nr P den gen en ' findet man: 


f=Yhg, ie = 57 
21 bh? h. 
Diefen Werth endlich in den Ausdrud für P 1/;k — für 7 einge—⸗ 


führt, erhält man: 
x 1 k? bAl 


— 1 2. — — =. 
P=!/,kbh. 5 =,5 7° 
oder wen man das Volumen * he bhl mit P bezeichnet, 
| E 
V =9Pf 7 


Dieſe Formel enthält das merkwürdige Reſultat, daß das Volumen der 
Feder außer von E und x nur von dem Producte Pf, der ſogenannten 
Vederungsarbeit*), abhängt, von den einzelnen Dimenfionen db, A und } 


*) Das mit dem Namen Federungsarbeit bezeichnete Product aus der biegenden 
Kraft P und der Durchbiegung f ift nicht glei dem von der Feder bei diejer 
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aber ganz unabhängig tft; d. h. es müſſen alle Rechteckfedern aus dem— 
felben Materiale, bei welchen man diejelbe äußerfte Spannung k 
zuläßt, und welche für diefelbe Federungsarbeit Pf conftruirt 
jind, gleiches Gewicht erhalten, wie groß man aud das Ber- 
hältniß zwifchenden Tängen- und Duerdimenfionen wählen möge. 
Dieſes Geſetz behält, wie fi aus dem Folgenden ergeben wird, auch für 
andere Federarten feine Gültigkeit. 
Wenn der Stab AB als Körper gleichen Widerftandes conftruirt wird, 
indem man die Höhe A des Querſchnittes conftant annimmt, fo muß 
nad) 8. 257 die Breite von b am Be- 
feftigungspuntte B bis auf Null bei A 
verjüngt werden, und die Grumdrißform . 
der Feder wird ein Dreieck, ig. 515. 
Die elaftifche Linie wird hier ein Kreis- 
bogen, und die Durchbiegung des freien 
Endes wird nad) dem Früheren 11/,;mal 
- fo groß wie bei der Rechtedfeder, nämlich: 
_ PR» Pu 
J-gws 67 


Setzt man auch hier wieder für P den Werth P 1/;,k Zi ein, fo 


findet man für die Dreiedffeder : 


=& oe R_ 


"ig. 515. 





EL, 
Eh IT Ef 
Wird vielen Werth wieder wie bei der Rechteckfeder in den Ausdruck 
P=1,k en für ng eingeführt, jo folgt: 


kı k? bhl 
— 1 ‚lo. — 
P= !kbh ErT"E 7° 
oder, dba hir bAl = 2 iſt, 
v=3Pj.7 


Auch hier ift alfo das Volumen refp. das Gewicht der Feder unabhängig 
von den Berhältniffen der einzelnen Dimenfionen b, A, J zu einander, und ed 
bedarf eine Dreiedfeder nur den dritten Theil des Materials, welches eine 
Rechteckfeder aus demſelben Dlateriale, bei Annahme derjelben außerſen 
Spannung %k und derſelben Federungsarbeit erfordert. 





Biegung erforderten Aufwand an mechaniſcher Arbeit, ſondern doppelt fo groß, 
da die zum Biegen der Weder nöthige Kraft von Rull bis P gleihmäßig fteigt 
(vergl. 8. 222). 
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Diefe Federform ift wegen ihrer einfachen Herftellung in der Praris fehr 
gebräuchlich. Man könnte zwar auch die Form gleichen Widerftandes im 
anderer Art hervorbringen, ſ. $. 257 u. f., 3.3. dadurch, daß man bei glei- 
cher Duerjchnittsbreite die Höhe ⸗ defjelben nad) dem Verhältniſſe 

 bm pl 
be? Pr 


=ny: 
l 


macht, doch ift diefe Form, Fig. 516, wegen ihrer ſchwierigeren Herjtellung 
weniger gebräuchlich. Die Berechnung einer jolchen Feder Jo deswegen und 
wegen der Weitläufigfeit, mit welcher die 
Ermittelung ihrer Durdhbiegung und 
ihres Volumens verbunden ift, unter- 
bleiben. Die Krlimmung der elaftifchen 
Linie iſt hier nicht mehr conftant, und 
deswegen eignet fid), wie aus dem näc)- 
ften Paragraphen fich ergeben wird, diefe 
Conftruction auch nicht zur Herftellung 
zufammengefegter Blattfederwerfe. Will 
man ſich die Aufgabe ftellen, eine Blatt- 
feder jo zu formen, daß ihre Krümmung eine conftante ift, jo hat man nad) 
$. 259 die Bedingung zu erfüllen: 
WE WE 

Dei der Dreieckfeder ift diefe Bedingung erfüllt, ſoll aber die Breite aller 
Querſchnitte gleich db fein, jo hat man die Höhe z irgend eines Querfchnittes 
im Abftande x von B nad) dem Früheren durch 


BO 1 _ V: 
zz, le=h T 


zu ermitteln. Die Feder ift aber dann fein Körper gleichen Widerftandes 
mehr und erfordert aus diefem runde einen größeren Materialaufwand 
(2/3), al8 die Dreiedfeder. Man wählt diefe Conftruction zuweilen für bie 
Zufhärfung der Enden der einzelnen Lamellen bei zufammengefegten Blatt- 
federwerfen (f. dort). 

Dbige Rechnungen behalten ihre Gültigkeit natürlich aud) in dem Yalle, 
wenn man die Feder an beiden Enden unterftügt oder aufhängt und in ber 
Mitte belaftet. Die Form ift dabei eine ſymmetriſche und die Belaftung in 
der Mitte gleich 2 .P anzunehmen, wenn P die Reaction eines Stützpunktes 
bedeutet. Die Federung f ift hier ebenjo groß wie bei der einjchenfeligen 

Welsbach's Lehrbud, der Mechanif. IL 41 


verändert, oder 


Big. 516. 





rv— 
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Feder und berechnet ſich nach denſelben Formeln, vorausgeſetzt, daß man 
unter J die halbe Länge der Feder, alſo wieder den Abſtand der Belaſtung 
von dem Stützpunkte verſteht. 
Bei den vorſtehenden Unterſuchungen iſt immer eine gerade Mittellinie der 
Feder vorausgeſetzt worden. In den Fällen der Ausführung pflegt man jedoch 
Fig. 817. den Federn meiſt eine gewiſſe Sprengung 
zu geben (Fig. 517), d. h. man biegt die 
Feder in geringem Grade nad einer 
Richtung, welche der durch die Belaftung 
angeftrebten entgegengejeßt ift. Da dieſe 
Biegung immer nur gering ift, fo kann 
fie bei der Berechnung außer Acht gelafjen werden, um fo mehr, als die Feder 
im belafteten Zuftande fi) der der Rechnung zu Grunde gelegten geraden 
Form nähert. 


Zusammengesetzte Blattfedern. Wenn die Tragfraft einer Feder 
eine fehr bedeutende fein fol, fo wilrde ihre Conſtruction als einfache Blatt⸗ 
Fig. 618. feder meiſt zu großen und daher un⸗ 
bequemen Abmeſſungen führen. Man 
vermeidet dieſen Uebelſtand in der 
Regel dadurch, daß man eine größere 
Anzahl (n) einfacher Blattfedern der⸗ 
artig auf einander legt, daß bei ein- 
tretender Biegung jede einzelne Feder 
frei auf der darunter Tiegenden ſich 
verſchieben kann. Wenn man, wie 
in Fig. 518, n einfache Rechtedfedern über einander anordnet, fo erjieht 
man ohne Weiteres, daß jede derfelben die Laſt 








2 
2 
zu tragen vermag, unter beren Einfluß ihr freies Ende fih um 
ya" 
MV 
durchbiegt. Es muß daher das ganze Federwerk eine Tragkraft 
n ,bn? nbh? 
— Z_ıL.___— 1 
nP=k- I k— 


befigen, d. h. eine eben jo große, wie eine einfache Rechteckfeder, deren Breite 
gleich der Summe der Breiten aller einzelnen Blätter ift. Ueberhaupt wird 
fich diefe Feder auch Hinfichtlich der Durchbiegung, Federungsarbeit und des 
Materialbedarfs genau wie eine einfache Rechteckfeder verhalten. 
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Ganz ähnliche Betrachtungen laſſen ſich hinſichtlich einer Combination 
von » gleichen Dreiedfedern, Fig. 519, anftellen; auch diefe Feder ftimmt 
in Bezug ihrer Tragkraft, Durchbiegung umd ihres Volumens vollkommen 
mit einer einfachen Dreieckfeder überein, deren Breite am befeftigten Ende 
gleich ift der Summe ber Breiten der einzelnen Blätter ebendafelbft. Die 
auf einander liegenden Blätter werden auch bei erfolgender Biegung fid) hin- 
reichend genau an einander fchließen, weil bei der Gleichheit der einzelnen 
Blätter jedes derſelben die gleiche Krümmung annimmt. Zwar ift jedes 
Blatt um feine Dicke gegen das vorhergehende verſetzt, doch ift dieſe Größe 
gegen den Krümmungshalbmeifer bei mäßiger Biegung fehr Hein. 

Dean kann fich daher denken, die zufammengejegten Yedern, Fig. 518 und 
Fig. 519, feien dadurch entftanden, daß man ein breiteß vechtediges oder drei- 
ediges Blatt durch entiprechende Schnitte, bei erfterem parallel, bei legterem 
von der Spige auslaufend in » gleiche Theile getheilt habe. Bei der Dreied- 
feder fann man diefe Theilung des Blattes, Fig. 520, noch in anderer Weife 


Fig. 519. Fig. 520. 





und zwar gleichfall8 durch parallele Schnitte vornehmen, und dadurch ebenfalls 
ein zufammengejegtes Blattfederwerk erhalten. ‘Denkt man fich nämlic, das 
dreieckige Blatt acc, durch mit der Mittellinie ab parallele Schnitte in 2n 
gleich breite Streifen geteilt, und die ſymmetriſch zu ab gelegenen Streifen 
zu je zwei und zwei wieder vereinigt, jo erhält man durch Aufeinanderlegen 
diefer ‘Doppelftreifen das Blattfederwert dgagıdı, deſſen Seitenanficht in 
AA, Ag As B dargeftellt ift. Wenn an dem äußerften Punkte A die Kraft P 
angreift, fo verhält ſich das Stück A A, wie eine einfache Dreiedfeder, und da 


Breite ann — Lo — U d und bie Bünge AA Lo. 
die Breite 991, — „ea-, b und die Länge AA, — n ab = m I 
ift, jo hat man die Gleichung: 


2 
pi = 1ek bh 
n 


nn 
41* 
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Diefes Stud AA, nimmt nad) $. 259 eine Freisförmige Krümmung an, 
deren Halbmefjer fid) berechnet zu 


„_WE_bWE 
pi ı»P 
N 


Das oberfte Blatt drückt auf das darunter liegende bei A, mit der Kraft P, 
und man hat fich zu denfen, daß das untere Blatt in A, mit einer Reac- 
tion — P gegen da8 obere wirkt, fo daß das obere Blatt AB in A 
und A, durd ein Kräftepaar P, — P ergriffen wird. In Folge deſſen 
ift das Kraftmoment für alle Punkte zwifchen A, und B conftant gleich 


P.AA,=>P _, woraus für alle Punkte von A, B fich der Krümmungs⸗ 
halbmeſſer ebenfalls zu 


wP WE 
r= R Eu TaPpı ergiebt (ſ. $. 239). 
n 


In derfelben Weife kann die Rechnung für alle Übrigen Blätter geführt 
werden, indem die Kraft P von Blatt zu Blatt jid) fortpflanzt, und jedes 
Blatt mit feinem dreiedigen Ende einer Dreiedfeder ent|pricht, während ber 
gerade Theil, unter der Einwirkung eines Kräftepaarcs ftehend, überall den- 
felben Querſchnitt bedarf. Es geht hieraus hervor, daß die erhaltene Feder 
ein Körper gleichen Widerftandes fein muß, und daß wegen ber überall 
gleihen Kriimmung die einzelnen Blätter fi) ftetS berühren müſſen, ein 
Klaffen zwifchen denfelben alfo nicht eintritt. Man erfennt auch leicht, daß 
hinfichtlich der Federung und des Materialbedarfs diefe zuſammengeſetzte 
Blattfeder volllommen mit der einfachen Blattfeder acc, lübereinftimntt, aus 
welcher fie entftanden gedacht if. Bei der Ausführung findet meift darin 
eine Heine Abweihung ftatt, daß das oberfte Blatt dgagı di feine Zufpigung 
g9ag, am Ende erhält, fondern dafelbft gerade nad) der Punktirung ghhıgı 
begrenzt wird, um dort das Wedergehänge befjer anbringen zu können. Dieſe 
Abweichung veranlagt zwar in dem Stüde A A, eine etwas andere Krüm⸗ 
mung, al8 oben berechnet worden, was jedoch deswegen unbedenklich ift, weil 
das Stüd AA, eine Unterlage, an die es ſich anfchmiegen müßte, nicht hat. 

Um die Zufpigungen der einzelnen Blattenden zu vermeiden, giebt man, 


Fig. 521, den Enden zuweilen dieſelbe Breite > wie den geraden Stücken, 


und verjüngt dafür ihre Dicke nach den Enden "in Es muß alsdann, um 
das Auseinanderflaffen der Blätter zu vermeiden, die Verjüngung fo gewählt 
werden, daß diefe Endftücde der einzelnen Blätter Balfen gleiher Krim: 
mung werden, d. 5. es muß die Bedingung erfüllt werden: 
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1, — 


8 
= — oder e=h = (. 8. 287). 

Hierbei weicht die Form der Feder von der genauen Form gleichen Wider- 
ftandes in geringem Maße ab, und das Gewicht wird dadurch unbedeutend 
größer ausfallen. Bei der in Fig. 521 dargeftellten zweifchenkeligen Feder 


Fig. 521. 





muß übrigens bemerkt werben, baß als freie Länge J jedes Armes nicht der 
Abftand des Stügpunftes A von der Mitte, fondern von den Enden BD, 
BD der Federbüchſe in Rechnung zu ftellen ift. 

Zumeilen handelt e8 fid) darum, Federwerke herzuftellen, bei denen nicht 
fowohl die Belaftung, als vielmehr die Federung beträchtlich fein fol. Um 
in diefem alle eine unbequeme Länge zu vermeiden, pflegt man wohl zwei 
oder mehrere einfache oder zuſammengeſetzte, ein= oder zweiichentelige Federn 
zu combiniren, wobei man denn eine Federung des gefammten Federwerkes 
erhtilt, welche gleich der Summe der Yederungen der einzelnen Theile ift. 
Die Figuren 522 bi8 524 ftellen derartige Kombinationen dar. Die in 
Fig. 522 dargeftellte Anordnung findet befonders fir Dynamometer Anwen- 
dung, die Feder Fig. 523 benugt man u. A. häufig bei gewiſſen Prägma- 
fhinen (zum Fuhren der Nähnadeln u. |. w.), um den durch einen Daumen 
zurückgeſchobenen Prägftempel S behufs des Prägens vorzufchnellen. Die 
Feder Fig. 524 befteht aus einer größeren Anzahl zweiichenfeliger Blattfebern, 

Tig. 522. Fig. 523. Tig. 524. 





und wird häufig in ſolchen Fällen benutt, wo der Druck auch bei eintretender 
Federung möglichſt conftant bleiben foll, 3. B. bei Sicherheitsventilen für 
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Dampfkeſſel. Da nämlich die Reaction einer Feder mit ihrer Durchbiegung 
wächſt, vertheilt man die Durchbiegimg, welche durch die Erhebung des Ven⸗ 
tils veranlaßt wird, auf eine größere Anzahl von Federn, um flr jede ein- 
zelne die Federung möglichſt Hein zu machen. 


Beilpiel. Eine zweiſchenkelige Feder, wie Fig. 521, hat eine Belaftung von 
4000 Kilogramm auf das Arlager eines Eiſenbahnwagens zu übertragen, die 
Dimenfionen jollen beftimmt werden? Die Länge jedes Schentels der Feder von 
der Kante der Federbüchſe B bis zum Tedergehänge A betrage 0,35 Meter, jo 
berechnet fich ein Schenkel AB, da in B die Hälfte der Saft n mit 2000 Kilogramm 
wirkt, durd: 

—= Y,bh?k = 2000 . 850. 
Nimmt man nun eine * der Stahlſchienen von h —= 12 Millimeter und 
fett vorauß, daß im ruhenden Zuftande die Faſern mit höchftens 45 Kilogramm 
pro Quadratmillimeter belaftet werden follen, fo folgt: 


6.2000 . 350 un: 
b= — 648 Millimeter. 
Diefe Breite Tann man etwa auf 8 Lamellen von je 648 = 81 Millimeter 


8 
vertheilen. Die Durchbiegung f berechnet fi zu 


6P1I3 6.2000 . 3503 
= SE = 98.199.000 ” 15,8 Millimeter. 


Die Federn dürfen durch die ruhende Belaftung niemals bis zur Elafticitäts- 
grenze in Anfpruch genommen werden (meift geht man nur bis zu Yg oder 2/, der 
Elafticitätsgrenze), denn während der Bewegung wird die Anftrengung der Feder 
durch Stöße und Erjchütterungen, derentwegen fie angeordnet ift, noch vermehrt. 
Nimmt man an, daß durd) diefe Stöße die gefammte Spannung de8 Materials 
bis zu derjenigen der Elafticitätsgrenze gebracht werden folle, welche für Gußſtahl 
65 Kilogramm beträgt, jo ift die Federung f, gegeben durch: 


fı = Ef = 228 Millimeter, 


jo daß alſo das Spiel der belafteten Feder noch 22,3 — 15,8 = 7 Millimeter 
beträgt. 
Die mechaniſche Arbeit A, welche jeder Arm der fyeder bei der Belaftung P 


und ber ee f aufnimmt, ift rn alſo nad) dem Obigen: 


2 bhl 452 648.12.850 
Lu = 5 = 59000 6 
und ebenſo ift die mechanische Arbeit A,, welche einer Durchbiegung bis zur 
Pa entipricht: 
= /Pıh=Y 5 am =( 2) A — 33,042 Meiertilogramm— 

Die mechaniſche Arbeit, welche die mit 4000 Ktilogramm belaſtete Feder daher 
noch aufzunehmen vermag, wenn fie durch Stöße bis zu der Elaſticitätsgrenze 
beansprucht wird, beträgt daher, indem die oben berechneten Werthe nur für 
einen Arm gelten: 

2(4, — A) = 2 (33,04°— 15,84) = 34,4 Meterlilogramm. 


A=Pf= — 15,837 Meterkilogramm, 
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Drehschraubenfedern. Zu den Biegungsfedern gehört auch die $. 289. 
fchraubenförmig gewundene Feder Fig. 525, welche an dem einen Ende B 
befeftigt ift, während das andere Ende A von einer Kraft ergriffen wird, 
die eine Berdrehung der Feder um ihre Are CD anftrebt, und welcher 
Vedergattung daher von Reuleaur bie obige Bezeichnung beigelegt ift. 

Die näherungsweife Berechnung biefer Feder läßt ſich folgenderweife aus- 
führen. Cei, Fig. 526, SCH eine Scheibe, mit welcher das eine Ende der 

Big. 525. Big. 526. 





Schraubenfeber bei A verbunden ift, und an welder bei B im Abftande a 

von ber Are die Drehfraft P angreift, fo wird unter Einfluß diefer Kraft 

P in irgend einem Querſchnitte der Feder, z. B. in D, eine innere Kraft Q 

rege gemacht, welche mit P im Gleichgewichte ift, und woflir man hat: 
Pa=®r, arg Zt. 

Diefe Zugkraft Q (wenn P in entgegengefegter Richtung wirkt, ift Q eine 
Drudkraft) ſucht eine Verlängerung des gewundenen Federſtabes herbeizu- 
führen, und gleichzeitig den Stab zu biegen. Die ziehende Wirkung von Q 
ift aber im Vergleich zur biegenden unbeträchtlich und kaun gegen Ietere ganz 
vernadhjläffigt werden. Denkt man ſich nun CE fenkrecht auf CD, fo fucht 
die Kraft Q den Stab in E abzubreden, und man hat hierfür die Feftige 
keitsformel: 

= —— — 

Da man zu demſelben Ausbrude gelangt, wo man auch den Querſchnitt 
D wählt, fo ergiebt fi, daß die Schraubenfeber ein Körper gleichen 
Widerftandes ift, fobald fr alle Querſchnitte ® eonftant, d. h. 
fobald die Feder aus einem prismatiſchen Stabe gewunden iſt. 

Der Duerfchnitt des Stabes, woraus bie Feder befteht, pflegt meift ein 


Rechteck oder ein Kreis zu fein, und man Hat dem entjpredjend bei runde 
drähtigen Federn (Drahtftärke d): 
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x d® 
*37 
und bei flachdrähtigen Federn (Querſchnitt dA): 
bh? 
» Ph * 


Bon der Größe des Halbmeſſers r iſt die Feſtigkeit der Feder ganz unab— 
hängig, diejelbe hängt, wie aus den Formeln erfichtlich, außer von dem Ma— 
teriale nur don dem Querſchnitte ab. 

Um die Größe der Federung zu beftimmen, bezeichne J die Ränge des ge= 
wundenen Drahtes, und fei unter @ der Winkel (Bogen im Abftande Eins) 
verjtanden, um welchen der Draht gewunden ift, alſo « —n.2r, wenn 
n die Anzahl der Ummwindungen bedeutet. Man hat dann: 


lI=n2rtn=ro. 


Im belafteten Zuftande wird die Krümmung der Feder ſich ändern, und der 
Krimmungshalbmefler 7 gehe dabei in r, über, wo r, größer oder Feiner 
als r it, je nachdem P die Feder auf- oder zu zudrehen beftrebt if. Der 
Winkel @, um welchen die Feder gewunden ift, wird dabei in @, geändert, 
und zwar jo, daß J — ra; ift, weil der Draht feine Länge J nad) wie vor 
beibehält, jobald man die ziehende Wirkung der Kraft Q vernachläffigt. ‘Der 
Verdrehungswinfel wo, welchem die Feder unter dem Einfluffe von P ausge= 
fegt ift, beträgt daher: 


1 1 ) 
w—0ı, — a = lI— — —). 
71 7 
Wie nun für die Biegung gerader Stäbe die Formel gilt: 
WE M 1 
DE Zu 7 


jo findet man bei einer Unterfuchung der Biegung eines an ſich ſchon nad) 
dem Halbmeffer r gefriimmten Stabes annähernd die Beziehung 
| a_ı_ ı 
WE n r 
iwo r, den Krümmungshalbmefjer nad) eingetretener Biegung Bedeutet. Dies 
jen Werth hier eingefegt in den Ausdrud für w,.erhält man: 


Bi M BE Pa 
„ZI WwE'WwE 


Sest man hierin fir Pa den Werth Pa — k Le jo folgt: 


l 
Tr — ˖ 
e 


| = 
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Aus dem Berbrehungswintel ww folgt aber nım die Federung, d. h. bie 
Berjegung des Angriffspunftes der Kraft P: 





Pa? k al 
[=zwıa=! WETEeE 
Für den kreisförmigen Querſchnitt geht dies über in: 
64 Pa?l k al 


ur 2 7 er 
und fir den rechtediigen Querſchnitt von der Breite d (parallel zur Are ges 
meſſen) und der Höhe % wird: 
Pal __kal 
Ari mm tun 


Multiplieirt man in beiden Fällen P mit f, jo erhält man für die rund⸗ 
drähtige Schraubenfeder: 


— 


z ,d? k al k? nd? 
Funkz Er 5 a En 
oder 
E 
‚= Pf 
und für die Nadbeäbtige Feder: 
bh k al 
PF= kn. 25% 7° Em Ev 
oder 
‚= 3Pf = 


Bergleicht man diefe Werthe von Y9 mit dem flir die ‘Dreiedfeder in 
8. 287 gefundenen, fo ergiebt ſich, daß die flachdrähtige Drehfchraubenfeder 
genau ebenjoviel Material zu ihrer Conftruction erfordert, wie eine aus dem⸗ 
ſelben Materiale und flir diefelbe Federungsarbeit Pf gebildete Dreieckfeder, 
und daß der Materialbedarf ebenfall® wie bei diefer von den einzelnen Di- 
menfionen 7, b und A ganz unabhängig if. Alle aus demfelben Materiale 
für diefelbe Federungsarbeit conftruirten Drebfchraubenfedern fallen daher 
bei Borausfegung derjelben Sicherheit (%) gleich ſchwer aus. 

Bei der runddrähtigen Schraubenfeder ftellt ſich der Materialverbrauc) 
4/;mal fo groß heraus, wie bei der gleichwerthigen flachdrähtigen Feder, oder 
bei der Dreieckfeder. 


Einfache Torsionsfedern. Die einfacjjte Torfionsfeder wird dur $. 290 


einen an einem Ende B befeftigten Draht AB, Sig. 527 (a. f. ©.), gebil- 
det, an deilen freiem Ende A die Kraft P an einem Hebeların a verdrehend 
wirkt. Für die Feftigfeit eines folchen Stabes hat man nad) der Lehre von 
ber Torfionsfeftigkeit ($. 271): 
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Pa—=k®, 
e 
worin % die Höchftens zuläffige Schubfpannung %,, — */sk, und W das 
Maß des Drehungsmomentes bezeichnen. Fur den Kreis hat man 
W=m+m=.2&_.d 
mn Te 82 

und 3 für e zu fegen, daher gilt fir die einfache rundbrähtige Torfions- 
feber die Gleichung: 


Wenn der Querſchnitt des Stabes AB ein Rechteck dA ift, fo ift die Be- 
ſtimmung des Drehungsmomentes W wegen des Windfchiefwerdens der 
Sig. 527. 


Querſchnitte nur durch weitläufige Rechnungen zu beftimmen, und e8 ergiebt 
ſich dann (vergl. $. 270): 
ban3 Ww b2R? 
zum. ynrm 
Mit diefen Werthen folgt fltr die flachdrähtige einfache Torfionsfeder 
_k _bm 
3a Vor + 7 
Um die Federung zu finden, hat man nad) $. 269 den Torſionswinkel: 
Pro Pa.l 
— 6 
Bird Hierin für Pa der Wert) Pa — k u eingefegt, fo erhält man: 
F 
Fi) 











al 


und baher ift die Federung: 
J= 


8 


al 


$. 290.] Bon den Federwerken. 651 


Für den Freiöförmigen Querſchnitt ift e — 2, daher 


ka 
27 ca 
Für den rechtedigen Querſchnitt hat man: 
00 bh 
ver" 
daher: v 

k b? + A? 
/= G al — 


Der Ausdruck für die Federungsarbeit Pf giebt nunmehr fiir die einfache 
runddrähtige Torſionsfeder: 


oder 
v2 — Pf 


Um diejes Bofumen mit dem Materialverbrauche der Biegungsfedern zu 
vergleichen, hat man zu berüicfichtigen, daß % bier die Schubfpannung % 
bedeutet und hat sahen 

kn thkwC=ı,E 
einzuführen. Alsdann erhält man: 
E 
Zu 255 BF ga Pr 
Da das Volumen einer Dreieckfeder und einer flachdrähtigen Drehſchrau⸗ 


benfeder für dieſelbe Federungsarbeit V — 35 Z 5 Pf beträgt, jo folgt hier- 


aus, daß eine runddrähtige Torfionsfeder nur u besjenigen Gewichtes er- 
fordert, welches eine gleichwerthige Dreiedfeder aus demfelben Materiale und 
von gleicher Sicherheit erheifcht. 
Für die flachdrähtige Torſionsfeder ift: 
k Bm %* Vo+m_ ,M 1, 
—_— ___ on. Za I o1,— — 1, —_yV 
Ef 3a Vp + m? C al bh RG bh = °C 


111 


2, E 

v=3 — E M=3oıy J Ya Ph 
d. i. die flachdrähtige einfache Torſionsfeder erfordert einen anderthalbmal ſo 
großen Materialaufwand wie die runddrähtige und daher 5/; von dem einer 


gleihwerthigen Dreieckfeder. 


8. 291. 
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Schraubenfedern. Die gewöhnlichen Schraubenfebern, melde nad; 

$. 289 Biegungsfebern find, fobald fie einer Verwindung unterworfen wer 

Fig. 528. den, gehören dagegen zur Clafſe 

der Torfionsfedern, fofern fie 

einen arialen Zug oder Drud 

auszuhalten Haben. Denkt man 

ſich nämlid) die cylindriſche 

| P_ Schraubenfeder AB, Fig. 528, 

an einem Ende B befeftigt und 

\ ba8 andere Ende A von einer 

nad) der Are BA gerichteten 

Kraft P gezogen oder gebrüdt, 

fo werden in irgend welchem Duerfchnitte, 3. B. bei C, innere Spannungen 

hervorgerufen, welche mit P im Gleichgewicht fein müffen. Die Wirfung 

in C ift aber eine Torfion, indem die Kraft P beftrebt ift, das Stüd CA 

in C um das Stuck BC zu verdrehen. Man hat daher, da das Moment 

der Kraft P in Bezug auf C durch Pr dargeftelt ift, für die Feſtigkeit der 
Feder: 


Pr=sF, 
e 


wie bei der einfachen Torfionsfeder ($. 290). Wie dort erhält man daher 
fiir die rundbrähtige Feder: 


z 
P=k 16 
und für die flachdrähtige Feder: 


1% 


_k_bim 
* 

Dan erkennt hieraus, daß eine cylindrifche Schraubenfeder, bei welcher 
alfo r conftant ift, einen Körper gleicher Widerftandsfähigfeit abgiebt, vor- 
ausgefegt, daf der Querſchnitt des Federdrahtes überall derfelbe ift. 

Um die Federung der Schraubenfeber zu ermitteln, denfe man fic ein 
ſehr Kleines Stüd der Feder von der Fänge 97, weldes man als gerade bes 
trachten kann. Unter Einfluß der verdrehenden Kraft P wird bafjelbe einer 
Torfion da ausgefegt, welche fid) nach $. 269 durch da — an berech⸗ 
net. Da dieſe Verdrehung in allen Querſchnitten in gleicher Weiſe eintritt 
(wenn und W conftant iſt), fo folgt filr den Verdrehungswinkel & der 
ganzen Feder von der Drahtlänge I: 

_ Pr 
 cw 





8. 292.] Bon den Federwerken. 653 


und hierin fir P feinen Werth P—= k n eingeführt: 


a 
S al 


ı— 4 
C 
Den Weg f, um welchen bei diefer Berbrehung « der Angriffspunft von P 
verjchoben wird, hat man zu: 

k rl 

57 

Dieſer Ausdruck für die Federung der Schraubenfeder ſtimmt ebenfalls 
mit demjenigen der einfachen Torſionsfeder ($. 290) vollſtändig überein, da # 
und r in beiden Fällen daffelbe, nämlich den Hebelarm der Kraft bedeuten. 
Man kann daher die in $.290 entwidelten Ausdrüde für f, Pf und V der 
rumd- und flachdrähtigen einfachen Zorfionsfeder ohne Weiteres auch für die 
rund- und flahdrähtige Schraubenfeder anwenden. 

Zumeilen bildet man die Schraubenfedern nicht cylindrifch, ſondern Tegel« 
förmig, damit die einzelnen Windungen beim Zuſammendrücken fi in ein— 
ander, anftatt auf einander legen Fünnen und man hierdurch an Raum ge- 
winne. Insbeſondere gefchieht dies bei Bufferfedern und Boljterfedern. Da 
r hierbei nicht conftant ift, jo geht alsdann die Eigenfchaft gleicher Wider⸗ 
ftandsfähigfeit verloren, fofern man nicht etwa, wie bei den flachdrähtigen 
Bufferfedern öfter gejchieht, die Duerjchnittsverhältniffe ebenfalls fo verän- 


dert, daß — conſtant wird. 


=ra = 


a2 


Federn im Allgemeinen. Aus den vorftehend entwidelten Reſul⸗8. 292. 
taten laſſen fich einige Schlüffe von allgemeiner Gültigkeit ziehen. Das für 
eine DBiegungsfeder von beftimmter Tragkraft P und ebenfalls beftimmter 
Federung F erforderliche Volumen läßt fid) allgemein ausdrüden burd) 


E 
v=ca5#ı 


worin c eine Conſtante bedeutet, welche für verfchiedene Federarten verſchieden 
ft. Diefe Eonftante ift z. B. für die Dreiedfeder gleich 3, für die rund« 
drähtige Drehjchraubenfeder gleich 4 u. |. w. In gleicher Weife ift das 
Bolumen einer Torſoneder durch 
E 
-e * Ye ER Mare 

ausgedrüidt, wo c ebenfalls von der Yederform abhängt und z. 2. flir die 
runddrähtige Torſions- und Schraubenfeder gleich 2, für diefelben flachdräh— 
tigen Federn gleid 3 if. Es folgt hieraus, daß alle Federn einer be— 
ffimmten Art, weldhe aus demjelben Materiale, bei gleicher Sicher— 
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beit und für diefelbe Fedberungsarbeit Pf conftruirt find, genau 
daffelbe Gewicht haben müffen. Um die Güte von Federn überhaupt 
zu beurtheilen, handelt e8 fi nun um die Prüfung der Güte 1) des Mate⸗ 
rials und 2) der Yedergattung. Zu dem Ende jchreiben wir obige Gleichung: 

Pf=— 23 
für Biegungsfedern und 

Pf=8), - IK 7 

cE 
fir Zorfionsfebern. 
Das Product Pf, welches bisher immer al8 Vederungsarbeit bezeichnet 

wurde, ift doppelt jo groß, als die von der Feder bei ihrer Formänderung 


aufgenommene mechaniſche Arbeit, welche letztere nad) $. 222 zu 1/; Pf ſich 
berechnet; es fei diefe Leiftung mit L — !/, Pf bezeichnet. 


Nach $. 212 bedeutet 1/, = den Arbeitsmodul der Elafticitätögrenze, ſo⸗ 


bald 7 die der Eflafticitätögrenze entfprechende Spannung bedeutet. Die 
Spannung % ift immer Feiner als T, meift nimmt man n nur gleich der 


Hälfte des Tragmoduls T an, und es möge die Größe 1, 5 der Arbeits: 


modul ber zuläffigen Spannung genannt ımd mit A — werden. 
Alsdann gehen obige Gleichungen über in: 


L=larv 
c 
für Biegungsfedern und 
L=®%, — AV 
für Zorfionsfedern. 
Man erkennt hieraus zunächſt, daß dasjenige Material fir Yedern das 
2 
vorzüglichfte fein wird, für welches die Größe A — !/; - möglihft groß 


ift, d.h. welches bei einem möglichft Heinen Elafticitätsmodul Z eine möglichft 
große Spannung % verträgt, weil bei diefem Materiale jede Bolumeneinheit 
eine möglichft große mechanifche Arbeit zu leiften vermag. Da man für x 
einen gewifien aliquoten Theil des Tragmoduls T' zu nehmen pflegt, jo kann 
auch der aus Tabelle J. in $. 218 zu entnehmende Arbeitgmobul der Elaſtici⸗ 
tätögrenze zur Vergleichung dienen. Derſelbe beträgt für: 
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Gußſtahl fein, 
gehärtet und 
angelaffen. 







Deutſch. Stahl. | Meifingvraht. Hol}. 





0,072 | 0,015 








woraus man bie Vorziiglichkeit des Gußftahls fiir Federn erkennt. 

Was num die Beurtheilung der Güte der einzelnen Federſyſteme anbetrifft, 
jo kann man zunächft bemerken, daß eine Biegungsfeder von dem Volumen 
V eine Reiftung Z = AV aufnehmen würde, wenn fämmtliche Fafern 
mit der höchften zuläffigen Spannung % in Anfpruch genommen würden. Für 
diefen idealen Zuftand, in welchem fich etwa ein gleichmäßig ſtarker Gummi- 
faben befindet, welcher durch eine Kraft gezogen wird, würde die Conftante 


n — 1 fein. In Wirklichkeit wird aber bei der Biegung der Körper immer 


nur ein Heiner Theil des Materials mit der zuläffigen Spannung x bean- 
ſprucht, und da der übrige Theil des Materials weniger ftarf in Mitleiden- 


haft gezogen wird, jo ift die Conftante * immer weſentlich keiner als 1 
1... 
Die folgende Tabelle enthält eine Zufanmenftellung der Werthe von 7 für 


die Biegungsfedern, ſowie der Werthe ®/, - — für die Zorfionsfedern. 





Brei Wirt 
mäßiger irkungs⸗ 
Federart. Material: grad. 
verbraud). 

Rechteckfeder » .... 1 — 3 0,11 
Dreiedfeder (einfache und 

zujammengejette) . . - 1%, — 1 0,33 
Drebichraubenfeder, rund 

able . er. y, — — 0,25 
dr: Tauben eder, flach⸗ 

au . .. fer 1), — 1 0,33 
—8 Torfions⸗ 

und Schraubenfeder .. Y, 4 9 0,50 
Flachdrähtige Torſions⸗ 

und Schraubenfeder . . 1, hs YA 0,38 


Bei der Nechtedlfeder wird das Material nur an einer Stelle mit der 
äußerften Spannung % beansprucht, nämlich an dem Befeſtigungspunkte und 
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im größten Abftande von ber neutralen Fafer. Daher ift dabei die Federarbeit 
nur 1/, ober 11,1. Proc. von derjenigen, welche eine Feder bei vollftändiger 
Ausnugung aufzunehmen im Stande fein würde. Dei ber Dreiedfeder fo- 
wie bei allen Federn gleichen Wiberftandes tritt die größte Spannung % 
zwar auch nur in dem größten Abjtande von der neutralen Faſer auf, aber 
diefes Verhältniß findet in allen Querſchnitten ftatt, weswegen die Aus: 
nugung hier bedeutend größer ift, und zwar verhältnigmäßig um jo größer, 
je größer der Querſchnitt diefer äußerften Faſerſchicht im Vergleich zum gan⸗ 


zen Duerfchnitte ift. Daher fteigt — bei dem rechtedigen Duerjchnitte, wo 


die Äußerjte Yafer eine Schicht von der ganzen Breite des Querſchnittes aus⸗ 
macht, auf 1/;, während bei dem Freisförmigen Duerfchnitte, wo die größte: 
Spannung k nur in einer Yafer von unendlic, geringer Breite auftritt, n 
nur 1/, beträgt. 

Was die Torfionsfebern anbetrifft, fo erkennt man, daß diefelben jich 
weit beffer zur Aufnahme einer großen Federungsarbeit eignen, 


als die Biegungsfedern. Da nämlich die Leiftung der Torfionsfedern 
fid) ausdrückt dur) 


L= 


af 


k..? 
Br 
und da allgemein - 
k? k2 , 
u — 8, I 

C — / 8 7 iſt, 
To folgt, daß eine Torſionsfeder 8/, — 1,8mal fo viel mechaniſche Arbeit 
aufzunehmen vermag, als eine gleich ſchwere Biegungsfeder aus demjelben 


, 1 
Materiale, und bei welcher bie onftructionsconftante 7 denſelben Werth hat. 


So iſt z. B. bei der flachdrähtigen Torſionsfeder ebenſo groß (1/3), wie 


bei der Dreieckfeder, der Materialverbrauch bei erſterer aber nur ®/, von 
demjenigen der Iegteren. Am gänftigften ftellt fich hier die Wirkung bei dem 
freisförmigen Ouerfchnitte, weil hierbei die am meiften angeftrengte Faſer⸗ 
ſchicht den vollen Duerfchnittsumfang einnimmt, während bei bem rechtedigen 
Querſchnitte nur die vier Edfafern mit voller Kraft ausgenugt werben. 
Die vierte Spalte der vorftehenden Tabelle enthält die Angabe des Ma⸗ 
terialverbrauch8 der verfchiedenen Federn aus demfelben Mlateriale, welche 
für die gleiche Federungsarbeit mit gleicher Eicherheit conftruirt find, und ift 
dabei der Materialverbraud) der “Dreiedfeder glei) Eins angenommen. Die 
Zahlen endlich in der legten Spalte geben unter der Bezeichnung „Wir- 
fungsgrad“ an, wie groß die von der Feder wirklich aufgenommene Arbeit 
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im Berhältniß zu derjenigen Arbeit ift, welche eine gleich fchwere ideale 
Feder aufzunehmen vermöchte. Unter einer idealen Feder iſt hier eine folche 
zu verftehen, bei welcher das geſammte Material der höchften Spannung % 
ausgefegt fein würde. ine folche idenle Biegungsfeder wiirde man theore- 
tiſch z. B. haben, wenn man bei einer Dreiedfeder die gefammte Fläche jedes 
Querſchnittes in zwei Streifen von unendlich geringer Dide concentriren 
fönnte, welche den conftanten Abftand % überall von einander haben und be= 
halten. Ebenſo kann man fich eine ideale Torſionsfeder als eine ſolche vor⸗ 
ftellen, bei welcher das gefammte Material in eine Röhre von geringer 
Wandſtärke concentrirt ift. 

Schließlich kann noch bemerkt werden, daß bei allen im Vorſtehenden be- 
trachteten Federn die Federung⸗ proportional der Belaftung P ift, was von 
befonderer Wichtigkeit fir die Betrachtung der Schwingumgen ift, in welche 
die Federn gerathen, fobald fie den Wirkungen von Stößen ausgejegt werben. 


Scählußanmertung. Obgleich über feinen Gegenftand der Mechanik bis jegt 
fo viele Verſuche angeftellt worden find, als über die Elafticität und Feſtigkeit der 
Körper, jo bleibt doch noch vieles zu unterjuchen und manche Unfiderheit zu bejei- 
tigen übrig. Wir haben Verſuche hierüber von Ardant, Bants, Barlow, 
Bevan, Brix, Buffon, Burg, Duleau, Ebbels, Eytelwein, Fin: 
han, Serftner, Girard, Gauthey, Fairbairn und Hodgkinſon, 
Lagerjhelm, Muffhenbroel, Morveau, Navier, Rennie, Ronde: 
let, Tredgold, Wertheim u. 1 w. Die älteren Berfuche werden jehr auß- 
fuͤhrligh abgehandelt in Eytelmein’& Hanbbud der Statik fefter Körper, Bd. IL, 
nädjftvem in von Gerfiner’8 Handbuch der Medanik, Bd. I. Eine umfäng: 
lihere Abhandlung über diefen Gegenftand liefert auch v. Burg im 19ten und 
2öften Bande der Kahrbücher des polytechn. YInftituts zu Wien. Man findet in 
diefen Schriften zum Theil auch abweichende Theorien abgehandelt. Der Ber: 
fuhe von Brir und Lagerjhelm ift ſchon oben (S. 406) gedacht worden. 
Reue und jehr umfänglihe Verfuhe über die rückwirkende Feſtigkeit der Stein- 
arten, von Brix, rapportirt der 32fte Jahrgang (1853) der Verhandlungen des 
Bereind zur Beförderung des Gewerbefleikes in Preußen. Eine einfache Theorie 
der Biegung von Brix findet man in der Abhandlung „elementare Berechnung 
des Widerftandes prismatiſcher Körper gegen die Biegung“, welche auß den Ber: 
handlungen des preußiſchen Gewerbeverein beſonders abgebrudt iſt. Die neueften 
Unterſuchungen über die Elaſticität von Wertheim find ebenfalls ſchon oben 
(S. 408) beiproden worden. Ueber Hodgkinſon's Verſuche findet man einen 
Auszug in Moſeley's Mechanical Principles of Engineering and Architec- 
ture. Das Hauptwerk von Hodglinfon ift unter dem Titel „Experimental 
Researches on the strength and other properties of cast iron etc., bei 
Hohn Weale, 1846, erſchienen. Eine franzöfijche Heberjegung von Pirel enthält 
Tome IX, 1855, der Annales des ponts et chaussees, aud) wird hiervon in 
einem Auflage von Couche, Tome XX, 1855, der Annales des mines ges 
handelt. Tredgold Handelt in einer bejonderen Abhandlung „über die Stärke 
des Bußeifens und anderer Metalle”, welche in Leipzig 1826 auch deutich erſchie⸗ 
nen it. Uebrigens ift zum Studium zu empfehlen Poncelet's Introduction 
& la Mecanique industrielle, ferner Navier's Resume des legons sur 
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Papplication de la Mécanique, Part. J., deutſch von Weſtphal, unter dem 
Titel „Mechanik der Baukunſt“, zu welder Schrift Boncelet in feiner Theorie 
von dem Widerftande fefter Körper (f. defien Lehrbud der Anwendung der Me⸗ 
chanik, Band IL, deutſch von Schnufe) Ergänzungen liefert. Vorzüglich und 
au im vorliegenden Werke mehrfach benutt iſt: Rösistance des materiaux 
(Lecons de M&canique pratique) par A. Morin, ferner Theorie der Holz: 
und Eilenconftructionen mit befonderer Rüdfiht auf dag Bauweſen von Georg 
Nebhan. Wien 1856. Auch ift zu empfehlen: die ſchon oben (S. 508) citirte 
Schrift, die Feftigkeit der Materialien, von Moll und Reuleaug, ferner Me- 
moire sur la R£sistance du Fer .et de la Fonte etc. par G. H. Love, 
Paris 1852; jowie Tate, die Feſtigkeit eiferner Ballen und Träger, nad den: 
Engliiden von von Weber, Dresden 1851. Die Theorie der zujammengejegten 
Seftigkeit ift zuerft von dem Verfafſer in der Zeitſchrift für das gejammte In⸗ 
genieurweien (dem Ingenieur) von Bornemann u. |. w. Bd. I. abgehandelt 
worden. In den erften Bande der neuen Folge diejer Zeitſchrift („Eivilingenieur” 
1854) wird vom Herrn Runftmeifter Bornemann die graphiſche Darftellung 
der relativen Feſtigkeit abgehandelt; auch werben in demfelben die Ergebnifje der 
Biegungsverjuhe von Bornemann jowie von Lamarle mitgetheilt. 

Weitere Ausführungen der Lehre von der Elafticität und Feſtigkeit kommen in 
der Folge bei der Theorie der Schwingungen und der des Stoßes vor. 

WB. Yairbairn’3 Useful Information for Engineers I. and UI. Series, 
berichten mehrfache Verſuche über die Feftigfeit des Schmiebeeiens in verſchiedenen 
Zormen, ſowie auch Über die von Steinen, Glas u. |. w. In theoretiiher Be⸗ 
ziehung ift, außer dem mehrfadh erwähnten Werte von Grashof: Die Feftigleits- 
lehrte, Berlin, 1866, vorzüglih zu empfehlen: Legons sur la theorie mathe- 
matique de l’elasticite des corps solides par Lame, fowie A Manual of 
applied Mechanicsby W.J.M.Rankine, nädjftvem auch Cours de Mecanique 
applique, I. Partie, par Bresse, jowie Theorie de la Resistance et de 
la flexion plane des solides par Belanger. Die Schrift von Laiſſlhe und 
Schübler: „Ueber den Bau der Brüdenträger” ift dem dermaligen Stande der 
Wiſſenſchaft entſprechend bearbeitet, und daher jehr zu empfehlen; aud enthalten 
Ruhlmann's Grundzüge der Mechanik, 3. Auflage (1860), einen Iefenswerthen 
Abriß der Feſtigkeit. 

Der Civilingenieur und die Zeitſchrift des deutſchen Ingenieurvereins enthalten“ 
mehrere werihvolle Abhandlungen über Elafticitäts- und Feſtigkeitslehre, namentlich 
von Grashof, Schwedler, Winkler u. f. w., ſowie au mehrere gute 
Ueberjegungen von franzöfiihen und engliiden Abhandlungen von Barlow, 
Bouniceau, Fairbairn, Love u. ſ. w.; aud findet man in diefen Zeit: 
Ichriften die Ergebniſſe vielfacher Berfuche über die Feſtigkeit, 3. B. von Fair: 
bairn, Karmarſch, Shönemann, Völkers u. |. w. Einen ausführlichen 
Nachweis der Literatur Über die Feſtigkeit des Eifens und Stahls enthält daB 
Berl von A. v. Kaven: Eollectaneen über einige zum Brüden: und Maſchinenbau 
verwendete Materialien, Hannover, 1869. 


Fünfter Abſchnitt. 


Dynamif feſter Körper. 


Erſtes Sapitel. 


Allgemeine Lehren der Dynamik. 


Materieller Punkt. Die Dynamik behandelt die Bewegungen der $. 293. 
Körper mit Berückſichtigung der Urfachen, durch welche diefe Bewegungen 
bervorgebracht oder abgeändert werden, und unterjcheidet ſich dadurch von 
der Phoronomie, welche diefe Urfachen außer Betracht läßt. Im zweiten 
Abfchnitte ift gezeigt worden, daß die Urfache einer ſolchen Erzeugung refp. 
Abänderung einer Bewegung ftets in dem VBorhandenfein einer Kraft ge- 
fucht werden muß, und man hat für die Größe einer ſolchen Kraft P, welche 
einem materiellen Punkte von der Maſſe M die Acceleration » ertheilt, nad) 
$. 58 die Gleichung 





P=Mp, 
woraus die Beichleunigung 
__ FP __ Kraft lat 
— AWMWaſſe folgt. 


Bewegt ſich nun der materielle Punkt M unter Einfluß der Kraft P in 
einer gewiſſen ebenen Curve, deren rechtwinkelige Coordinaten mit x und y 
bezeichnet werden, fo hat man nad $. 21, unter v die Gefchwindigfeit in 
einem gewiflen Augenblide verftanden: 


eu 08 __W%eg 
Geſchwindigkeit v= Hr Zeit 
umd G 
__ov 28Geſchwindigkeitszunahme 
Beſchleunigung p = 4m” Fit 
42* 


8. 4. 
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Wenn man nun die Geſchwindigkeit v nach $. 35 in zwei Componenten 
v, und v, parallel den Coordinatenaren zerlegt, jo erhält man, unter & den 
Winkel der Gefchwindigfeit mit der X⸗Are verftanden: 

0x _0s0x 0x 


und 


Pu ads 
Ebenjo kann man die Beichleunigung p in zwei Componenten p, und p, 
nad) den Aren zerlegen und erhält: 





Or, __ 0x 
er Ts Y7} 
und 
0, _%y 


er Tr 
Die auf den Punkt M wirkenden befchleunigenden Kräfte nad) den Rich— 
tungen der Aren find nun aber offenbar die Seitenkräfte, in welche ſich die 
bewegende Kraft P zerlegen läßt, alfo 
die Komponente nad) der X-Are X — P cos. & 
und nad) der Y-Are Y=Psimnoe. 
Für diefe Komponenten der bewegenden Kraft gilt nun ebenfo wie für bie 
legtere felbft: 
0?x —_ gr %Y 
Z=M.=M.:; Y-Mn—=Mo 


Diefe Beziehungen gelten auch noch, wenn der materielle Punkt von 
mehreren Kräften angegriffen wird, welche ihrer Richtung und Größe nad) 
veränberlich fein fünnen, nur muß man in diefem Yalle unter X und Y die 
Summe der Componenten aller äußeren Kräfte nad) den Arenrichtungen 
genommen verftehen. Wenn der Weg des Punktes nicht in einer Ebene 
liegt, jondern eine räumliche Curve bildet, fo wird man die hier angebdeutete 
Zerlegung von P in drei Componenten X, Y, Z nad) drei zu einander 
ſenkrechten Aren vorzunehmen haben. 


Innere Kräfte. In dem vorigen Paragraphen ift die bewegte Maſſe als 
materieller Punkt aufgefaßt. In der Wirklichkeit hat man e8 aber mit 
materiellen Körpern zu tun, d. h. mit Syſtemen feſt mit einander ver- 
bundener materieller Punkte, deren gegenfeitige Entfernungen als unabänderliche 
angefehen werden ſollen. Wenn auf einen Punkt eines derartigen Maſſenſyſtems 
eine Kraft wirkt, jo wird die Bewegung defjelben im Allgemeinen eine an⸗ 
dere fein, als diejenige, welche derjelbe Punkt unter Einfluß derjelben Kraft 
annehmen müßte, jobald er ganz frei wäre. 8 wird nämlich jede auf 


8. 294.] Allgemeine Lehren der Dynamit. 661 


ben Punkt einwirkende Kraft vermöge der Verbindungen beffelben mit art 
deren Punkten auch auf diefe leßteren wirken, fo daß beren Bewegungen 
dadurch beeinflußt werden, wie auch andererſeits die Bewegung bes betrach⸗ 
teten Punktes von den Kräften abhängig fein muß, welche auf die übrigen 
Punfte des Syſtems wirken. Wären die Verbindungen der Punkte unter 
ſich nicht vorhanden, fo würden jene Einwirkungen der legteren auf einander 
auch nicht ftattfinden, und die einzelnen Punkte würden als ganz freie den 
auf fie wirkenden Kräften folgen, wobei ihre gegenfeitigen Abftände fich än- 
dern würden. Durch die vorhandenen Verbindungen, welche den Körper zu 
einem ftarren Syſteme machen, werben die gegenfeitigen Abftände der Punkte 
conftant erhalten. Man kann fich daher die Verbindungen als Kräfte vor- 
ftellen,, welche dem Beftreben der äußeren Kräfte, die gegenfeitigen Ab- 
ftände der einzelnen Punkte von einander zu verändern, Wiberftand entgegen- 
ſetzen. Man nennt diefe Kräfte innere Kräfte im Gegenfage zu den an 
den einzelnen Punkten angreifenden äußeren oder bewegenden Kräften. 
Wegen der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirfung müſſen dieſe inne: 
ven Kräfte zwifchen zwei beliebigen Punkten immer paarweiſe von gleicher 
Größe und entgegengefegt vorkommen, und zwar muß die Richtung derfelben, 
die gerade Verbindungslinie zwifchen den beiden betrachteten Punkten fein. 
Wenn das betrachtete Syftem irgend eine Bewegung, fortichreitende oder 
drehende, annimmt, jo muß dabei, wie leicht zu erkennen ift, die Summe 
der Arbeiten der inneren Kräfte gleich Null fein. Denkt man fi 
nämlich zwei beliebige Punkte A und B, ig. 529, von denen .B auf A die 


Sig. 529. Sig. 530. - 
-8 \ 
A AL 
A 





Kraft S äußert, fo daß A auf B mit — S reagirt, um eine gewifje Größe 
a—= AA’ — BB’ unter einem Winkel © gegen A B verfchoben, fo ift die 
mechanijche Arbeit der Kraft + S, wenn AA” die Projection des Weges AA’ 
auf AB bedeutet, gleich 
+85.4A4"= +58.44’cos.0 = + Sacos.« 

und die Arbeit der Kraft — S ebenfo 

— S.BB"= —S8S.BBcos.«—= — Sacos. «; 
daher die Summe beider Arbeiten gleich Null. 

Man denke ſich andererfeits dem Syfteme der Punfte AB eine geringe 
Drehung um einen beliebigen Mittelpunft C, Fig. 530, ertheilt, welcher von 
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A und B bie Abftände a und b haben mag. Die Radien CA und CB 
mögen ferner mit AB die Winkel « und 4 bilden, und die Drehung ge= 
jchehe um den Winkel ACA’—= BCB —= 9. Die Wege ber Punkte 
A, B betragen dann AA’ —= ap und BB’ — bp, und ihre Projec- 
tionen auf die Richtung AB der Kräfte find: 

AA" — AA'.sin. AA A —=apsin. AA A” und 

BB" — BB'.sin. BB’ B" —bosin. BB BP". 


Als Winkel, deren Schenkel paarweise ſenkrecht zu einander ftehen, iſt nun 
AA'A" und BB’B" — Pf, und man hat daher die Arbeit der 
Kraft + S bei der Verdrehung: 


+ 8.44” = S.apsin.« und die von — S 
— S.BB"’ = — S.bpsin. Pf. 

Da nun ftet8 a sin. a — bin. B, jo folgt hieraus die Gleichheit der 
beiden entgegengefegten Arbeiten, und deren Summe ift aljo Null. 

Da nun jede Bewegung aus einer geradlinig fortfchreitenden und einer 
drehenden zujfammengefettt gedacht werden kann, und obige Betrachtung für 
jede zwei Punkte fich anftellen läßt, fo ergiebt fi, daß bei jeder Bewe- 
gung des Syftems die Summe der Arbeiten der inneren Kräfte 
gleih Null fein muß. 

Es gilt diefes Gefeg auch noch, wenn die Größe der Kräfte + Sund — S 
während der Bewegung veränderlich ift, da man fic, die Bewegung immer 
in fo Heine Elemente zerlegt denken kann, daß die Kräfte während diefer 
Elementarbewegungen als conftant angejehen werden bitrfen. 


d’Alembert’sches Princip. Wenn ein materielles Syftem unter 
Einfluß beliebiger Kräfte in Bewegung ift, fo find nad) dem vorigen Para⸗ 
graphen die Bewegungen der einzelnen Punkte andere als diejenigen fein 
würden, welche fie als freie Punkte annehmen würden, fobald diefelben 
Kräfte auf fie einwirkten. Denkt man fid) an jedem einzelnen Bunfte eine 
Kraft angebracht, welche derjenigen gleich und entgegengejegt ift, die dem 
Punkte al8 freiem genau die Bewegung ertheilen würde, welche er wirklich 
hat, fo mwilrde dadurch das ganze Eyftem offenbar im Gleichgewichte fein. 

Sei die an einem Punkte von der Maſſe M angreifende äußere Kraft 
gleich P, fei die an diefem Punkte angreifend zu dentende innere Kraft gleich 
S, fo erfolgt die Bewegung des Punktes durd) die Wirkung der Rejultiren- 
den R diefer beiden Sträftee Ser nun p die Befchleunigung, welche dem 
Punkte M durch dieſe Refultivende A ertheilt wird, fo ift die Größe der 
legteren durch R —= pM gegeben, und es witrde daher der Bunft M im 
Gleichgewichte fein, wenn an ihm eime Kraft — pM angebracht wiirde. 
Denkt man dies an allen Syitempunften ausgeflihrt, jo würde das ganze 
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Syſtem im Gleichgewichte fein unter der Einwirkung ber Kräfte 2(P—pM), 
wobei da8 Summenzeichen auf alle Mafjenelemente ſich zu beziehen hat, auch 
wenn feine äußere Kraft P darauf wirft. 

Die Größe P— pM nennt man wohl die „verlorene Kraft“ des 
Punftes M, weil fie diejenige Componente der äußeren Kraft P ift, welche 
auf die Bewegung bes Punktes M einen bdirecten Einfluß nicht ausübt und 
Tcheinbar verloren geht*). Mit Rückſicht hierauf pflegt man obiges, von 
D’Alembert gefimdene Princip meift in folgende Faſſung zu Heiden: 

„An einem von beliebigen Kräften bewegten Syſteme von 
Maffen ſtehen die verlorenen Kräfte aller materiellen Punkte 
fortwährend im Sleichgewichte*, d. h. es ift unter Einfluß der Verbin- 
dungen ſtets Gleichgewicht zwifchen den äußeren Kräften und folchen Kräften 
vorhanden, welche denen gleich und entgegengefegt find, unter deren Wirkung - 
die wirklich ftattfindende Bewegung der einzelnen Punkte eintreten müßte, 
vorausgejett, daß diefe Punkte frei wären. 

Bezeichnen x, y, æ die veränderlichen Koordinaten eines Punktes M, und 
X, Y, Z die Componenten ber äußeren Kräfte, die auf MM wirken, fo find - 
die Componenten der verlorenen Kräfte nach $. 293 ausgebrüdt durch: 

x_ u, r_-m%%. zum. 
012° 01’ 91? 
Nach dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten drückt fich der Gleich- 
gewichtszuftand, in welchem diefe Kräfte fiir alle Punkte des Syſtems ftehen 
müſſen, aus durch: 


02x y\ _ 
z|(x-u5)42+ (rm) ar+(z— 2) = 


worin Az, Ay, As die Yenderungen der Coordinaten bezeichnen, welche bei 
einer virtuellen Bewegung des Syſtems eintreten. 

Das d’Alembert’fche Princip kann dazu dienen, mit Hülfe der Bedin- 
gumgen des Gleichgewichtes die Befchleunigungen der einzelnen Punkte, daher 
auch ihre Gefchwindigkeiten und Wege zu beftimmen. 


Beifpiel. Eine Kette, deren Maſſe pro Längeneinheit m betrage, ſei über 
zwei gegen einander gelehnte jchiefe Ebenen ABC, ig. 531 (a. f. ©.), gelegt. Die 
Bewegung, welche diefelbe vermöge ihres Gewichtes annehmen würde, wenn keine 
Reibung vorhanden wäre, ſoll unterfudt werden. Seien die Kettenlängen BD 
und BE dur x und y bezeichnet, 7 jei die ganze Länge der Kette, fo ift 

"ty=h aito and 
m __ U m le _%V. 
% * 930 

*) Es verfteht ſich von jelbft, daß die gedachte Componente nicht eigentlich ver- 
Ioren gehen fann, fie wird nur durch die an M angreifende innere Straft neu⸗ 
tralifirt, und ihr Einfluß vermöge diefer inneren Kraft auf andere Syſtempunkte 
übertragen. 
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Die nad) den Richtungen BA und BC genommenen Schwerkraftscomponenten 
find: 
gmz.sin.a und gmy.sin.d, 
und daher die Componenten der verlorenen Kräfte nach eben diefen Richtungen 
Fig. 531. ”x 
B 


IMz.sin.a — mx Fer 


und 
Ay 
gmy.sin.« — my Fri 
Man gebe der Kette nun eine vir- 
tuelle Bewegung, wobei dad Ende D 
um 4x, da8 Ende E um 4y verſcho⸗ 
ben wird. Da die Stette nicht ausdehn- 
bar angenommen wird, jo muß 4y— — 4x jein. Nach dem d'Alembert'ſchen 
Principe ergiebt fich zunächft die Gleichung 


3% 
0=gmzx.sin.«. de—mı a z Je + gmy.sin.d'. yomyYa V, 





oder 
_ _ „dx _ er, 
0= gx sin.« x a — 9 — x) sin.a  — z) a! 
woraus 
dꝛe æ sin. « — — xz)sin.d 9, u ( I sin. «’ 
d02 SI = Zeinet+ sin.) Tea) 


Um die Integration auszuführen, jege man 
I sin. «' 
sin.a + sin. a’ 

Dann bat man 


— =u um z (sin.a + sin. a’) = a. 
Ru _ du 
2 902 

Hierzu gehört das Integral 
u— (ler + C,e" (j. 8. 282) 


= a? u. 


und daher 
Il sin. a’ 
— +at — c — 
ı=(Ce + Ge Ihn + ame” 
ſowie 
— 97 — Vt —al 
== «(le Ge). 


Hierin find C und CO, zwei Eonftante, welche fi beftimmen, wenn man x 

und, v zu Anfang der Zeit kennt. Es ift nämlid für d = 0: 
I sin. «’ 
.=C+ GH ana tr und v=a(C — C,), 
woraus man C und C, beitimmen fann, wenn x, und v, befannt find. 
2 

Aus —a = 3 [x sin.a — — x) sin. «’] ergiebt ſich ferner, daß die Be: 
ſchleunigung Null ift, wenn x sin.a = (1 — x) sine’, d. h. wenn die unteren 
Rettenenden D und E in einer und derfelben Horizontalen liegen. 


8, 296. Princip der lebendigen Kräfte. Das in $. 77 für den materiellen 


Punkt als richtig nachgewiejene Brincip der lebendigen Kräfte behält aud) 
feine Gültigkeit fr ein belichiges Maſſenſyſtem, welches unter der Einwirkung 
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verichiebener Kräfte fteht, wie fi) in folgender Art zeigen läßt. Nach den 
vorigen Paragraphen kann man einen jeden Punkt eines feften Syftems als 
frei beweglich betrachten, wenn man nur zu den an ihm angreifenden 
äußeren Kräften gleichzeitig die durch die Verbindungen auf ihn ausge- 
übten inneren Kräfte hinzufügt. Dan kann daher das Princip der leben- 
digen Kräfte auf ihn anmenden und findet: 
j | 

n——p.s 48. 82, 
wenn 8, und s; die Projectionen des Weges von M auf bie reſpectiven 
Richtungen von P und S und v, reſp. v die Gefchwindigfeiten zu Anfang 
und Ende der betrachteten Bewegung bedeuten. Da dies für alle Punkte 
M gilt, fo hat man aud) 


B> (a? ZI E(P.4) +8 (8.0). 


Hierin bedeutet -& (P. sı) die Gefammtarbeit aller äußeren Kräfte und 
3 (8. s;) diejenige aller inneren. Letztere ift nach $. 294 aber ſtets gleich 
Null, fo dag man hat 


2 __ 
z(m* 








—=% (P.sı), 


d. h, wenn ein beliebiges Syftem mit einander verbundener 
Mafjen unter Einfluß der darauf wirkenden Kräfte eine 
Bewegung madt, fo ift die Arbeit der äußeren Kräfte gleid) 
dem halben Zuwachs der lebendigen Kräfte aller Maſſen— 
theile zufammen. 

Man kanrı das Princip der lebendigen Kräfte auch aus dem d’Alembert’- 
ſchen Principe direct herleiten. Denkt man fich nämlich dem Syſteme eine 
ſolche unendlich Heine Bewegung gegeben, wie fie unter Einfluß der Kräfte 
wirklich eintritt, fegt man alſo O2, Oy, 98 anftatt Ax, Ay, JIz, jo 
bat man 


z[(x- u 0 +(v- n)ös+(z- v,)%|=0, 


oder 





zu ( 02 + Oy + SE 0e)=E(X02 4 YOy+ 200) 
Nun ift aber 
a__f0s 0% 6#\? 
. =G = 6 3) + (2) + 
und daraus | 
2 x 0?x 0y 0? de O0? 
N, 5 + 2 er + 2 55 57 deshalb kann man 
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zM (Gi 0% Er oy+ En 02) = 1,02 (MV) 
jegen, d. h. man erhält die Gleichung: 
1,02 (Mv2) = Z(Xöx + YOy + Zoe), 
oder durch Integration zwilchen dem Anfangs und Endzuftande der Ber 
wegung, welchen die Gefchwindigkeiten v und v, und bie Coordinaten ©, y, 2 
und %,%,,2, entjprechen, erhält man: 


zıyızı 


z(M #) 22 (#5) — / zix0: + Yöy-+ Zoe), 
I 


welche Gleichung offenbar mit der obigen wefentlich libereinftimmt. 

Geſetzt, e8 ferien X, V, Z nur von den Coordinaten x, y, #, nicht aber 
direct von der Zeit t abhängig, und gejegt, e8 eriftire eine Function f(xye) 
derart, daß 


EN-HEM=-HEM=} 


jo ift der Ausdrud Z(Xox + Yoy R 700) offenbar das vollftändige 
Differenzial von f(x, y, 2), und es läßt “ die oben angegebene Integration 
ausführen, wodurd) man erhält: 


z(M =) — * (a 5) = (aYyı2) — fleyo). 


In diefem Yale läßt fich alfo der Zuwachs an lebendiger Kraft eines 
Syſtems von Punkten aus den Werthen angeben, welche die Yunction 
F(zys) annimmt, d. h. aus den Koordinaten oder den Tagen der einzelnen 
Syitempunfte. 

In dem befonderen Falle, wo 2 (Xo0xz + Yoöy + Zi) = 0 ift, 
wird das Integral, alfo f (2 y 2) gleich einer Conſtanten C, und aljo 
F (&ı yı ı) -S (eye) — 0; d. h. das Syſtem ändert feine lebendige 
Kraft nit. Mean ſpricht dann wohl von dem Principe der Erhaltung 
der lebendigen Kraft. 

Diefer Fall ift dadurch gekennzeichnet, daß die äußeren Kräfte, deren Com: 
ponenten X, Y, Z find, unter ſich im Gleichgewichte ftehen würden, wenn 
nicht das Syſtem einmal in Bewegung wäre. Es befindet fi) in diefem 
Valle z. B. eine Maſchine während ihres gewöhnlichen gleichfürmigen Ganges, 
wo die bewegenden Kräfte gerade jo viel Arbeit verrichten, wie die nlitlichen 
und ſchädlichen Widerftände für fich gebrauchen. Hätten die einzelnen Or- 
gane nicht ſchon eine gewifje Gefchwindigfeit erlangt (während der Zeit des 
Anlaufene, wo die widerjtehenden Kräfte gering waren), fo wilrden die 
ſämmtlichen Kräfte fi) im Gleichgewichte Halten, d. h. eine Bewegung nicht 
zu erzeugen vermögen. Man nennt diefen Zuftand, weicher für die Arbeit der 
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Mafchinen ſtets anzuftreben ift, den Beharrungszuftand oder das 
Gleichgewicht inder Bewegung. 


Niveauflächen. Die im vorigen Paragraphen erwähnte Function 
F (zye) hat in dem Falle eine intereflante geometriiche Bedeutung, wo es 
fih um die Bewegung nur eines materiellen Punktes handelt. Es ftellt 
nämlich diefe Function eine gewiffe Beziehung dar zwifchen den Koordinaten 
des bewegten Punktes. Setzt man diefe Function gleich einer gewiſſen Con⸗ 
ftanten C, was gleichbedeutend ift mit 

Ol[lf(zye)] = Xox + Yöy+ Zi =0, 
jo ftellt die Gleichung / (eye) —= CO nad) den Lehren der analytifchen 
Geometrie eine beftimmte Fläche dar, welche alle diejenigen Punkte enthält, 
deren Coordinaten die Gleichung f (xyz) — C erfüllen. Denkt man den 
materiellen Punkt auf diejer Fläche ſich bewegend, fo werden feine Coordi⸗ 
naten in jeder Lage die Function f (zye) — C machen, und die lebendige 
Kraft des Punktes wird bei der Bewegung befjelben nicht geändert. Man 
nennt diefe Tläche eine Niveaufläche für den Punkt. Denkt man fi nun 
der Junction f (xyz) nad) und nad) alle möglichen Werthe beigelegt, fo 
erhält man eine Schaar verjchiedener Niveauflächen, welche ſämmtlich die 
bemerkte Eigenfchaft haben, daß der bewegte Punkt conftant feine lebendige 
Kraft beibehält, jo lange er bei feiner Bewegung auf derfelben Niveaufläche 
verbleibt. Wenn hingegen der Punkt eine Bewegung annimmt, vermöge 
deren er aus einer Niveaufläche f(x yz) = C, in eine andere f (2yz)— 
übergeht, jo ändert ſich feine lebendige Kraft um die Größe C; — G, und 
diefe Größe ift aljo gar nidjt abhängig von dem Wege, weder von der Rich—⸗ 
tung nod) der Länge defjelben, auf welchem der Punkt M von der Niveau: 
flähe Cr zu derjenigen G, gelangt if. Ebenſo ift hieraus erfichtlich, daß 
der Punkt M auf feiner beliebigen Bewegung jedesmal benjelben Betrag 
lebendiger Kraft enthält, jo oft er eine und diefelbe Niveaufläche durchkreuzt. 

So lange der Bunft bei feiner Bewegung in einer Niveaufläche verbleibt, 
ift nad) dem Borftehenden die Beichleunigung Null, weil die Geſchwindigkeit 
conftant bleibt. Es halten ſich während diefer Bewegung fänuntliche auf 
den Punkt wirkende Kräfte im Gleichgewichte, wie fchon aus ber Bedin- 
gung Xox + Yöy + ZO9z —= 0 nad) dem Principe der virtuellen 
Momente folgt. 

Es ift endlich auch leicht zu erkennen, daß die auf den Punkt M wirkende 
befchleunigende Kraft P in jedem Punkte der Bewegung von M normal ift 
zu derjenigermrNiveaufläche, welche durch diefen Punkt hindurchgeht *). 

*) Der Beweis ift folgender: Für die Niveaufläde ft Xdæ + Yıy+ Zie=0. 


ns X 3x Yoy Z>e _ 
Dividirt man durch Pos, jo folgt B 35 + DB 55 + By” 0, weldes 
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Steht der Punkt M nur unter dem Einfluffe der Schwerkraft g, fo hat 
man, wenn die pofitive Z=Are vertical aufwärts genommen wird: 

=0;Y=0;, Z=— Mg; 
daher fiir die Niveauflächen: 
X0ox + Yoy + 202=0 +0 — Mode —=0, 
woraus 
2 
Mm“ = /- Myde = — Mgz + C folgt. 


C beftimmt fi) aus dem Anfangözuftande, wenn man die Gefchwindigfeit 
v = m für z — 0 kennt, fo folgt: 


vi? 
C=M 2’ daher 
3 __ ı?3 
u? 5  — — Mya. 
Die Niveauflähen find daher horizontale Ebenen. 
Iſt ferner der Körper außer der Schwerkraft noch einer horizontalen 
fig. 582. Kraft unterworfen, welche proportional ber 
x-Drdinate fein mag (3. B. der Centrifugal⸗ 
fraft, |. |päter), fo hat man, ig. 532, 
X=M.a, Y=0;,Z= — Mg; 
daher für die Niveauflächen: 
X0x+Z02=M.ardx — Mg.02=0. 
Dies integrirt giebt: 
2 
= — Mge—C 


hie Gleichung einer Parabel, deren Hauptare mit der ZAre Übereinftimmt, 














und deren Scheitel um — unter dev X-Are liegt. 


C 
Mg 
8. 298. Gesetz des Schwerpunktes. Wenn x, y, s die Coordinaten eines 

beliebigen Mafjentheilchens m eines Körpers, und ı, y’, 2’ die Coordinaten 

von dem Schwerpunfte des Körpers find, fo hat man nad) $. 107: 
Zmz—= Mxe; £my= My; me = Me; 

wenn M die Maſſe des ganzen Körpers bezeichnet. 


auch cos.a cos. + cos.b cos.ß + cos.c cos.y = 0 fi ſchreiben läßt, 
unter a, d,c die Winfel der Aren mit P und unter a, ,y die Wintel der Aren 
mit der Tangentialebene in M an die Niveaufläche verftanden. Jene Gleichung 
drüdt aber die Bedingung des Sentredtftehens von P auf der Niveaufläde aus. 
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Diefe Gleihungen müſſen in jedem Augenblide aud) dann erfüllt fein, 
wenn der Körper in Bewegung if. Faſſen wir eine fehr Kleine Bewe⸗ 
gung ins Auge, jo dag x um Ix, y um Iy und z um I 2 zugenommen» 
bat, fo hat & um Ir’, y um Iy’ und 2’ um Se’ fid verändert. Dann 
muß ebenfalls Zm(z + Iz) = M(x + Ir) und fo fort fein. 

Durch Subtraction findet fid) 

Zm.de—=M.JIc, Zm.dJy—=M.Iy; Em. Ae =M.IE. 

Dividirt man diefe Öleichungen durch die Zeit It, welche zur Bewegung 


gebraudjt worden, und beriidjichtigt, daß = gleich der nad) der X⸗Are ge- 


nommenen Geſchwindigkeitscomponente v, ift, u. ſ. w., fo folgt: 
Z mv, — Mv,, Z mv, = Mu; Z mv, = Müv). 
Mit Hülfe der Differenzialrechnung befommt man diefes Reſultat ein- 
facher durch Differenziren nad) 2, nämlid) 
0% ox oy de 02 


oy 
Zu, MN nr, UI ra In 


Es ift alfo bei einem beliebig bewegten freien Körper in jedem Augen⸗ 
blide die Summe der Producte aus den einzelnen Maſſentheilchen in die 
nach einer beliebigen Richtung genommenen Gefchwindigfeitscomponenten der- 
felben gleich dem Producte aus der ganzen Maffe des Körpers in die nad 
derjelben Richtung genommene Gefchwindigleitscomponente des Schwerpunttes. 

Durch ein abermaliges Differenziren erhält man die ganz analoge Be- 
siehung: 

— 02x ay __..0y 0 __,0%0 
En Um Eer — 

Bei einem beliebig bewegten freien Körper ift die Summe der Producte 
der einzelnen Maſſentheilchen in ihre nad) einer beliebigen Richtung genom- 
menen Bejchleunigungen gleich dem Producte aus ber ganzen Mafle des 
Körpers in die nad) derſelben Richtung genommene Beichleunigung. 

Bezeichnen nım wieder X, Y, Z bie Componenten der äußeren Kräfte 
nach den Aren, jo müſſen, da die verlorenen Kräfte im Gleichgewichte Reben, 
die Gleichungen erfüllt fein: 


z(x—m = z(r-m 5} =(; z(z-m5z —=(, 


ot? 012 
und aljo folgt auch: 
0% 02y 0° 7 


ZX=M TS; ZEI=UMT;ZEZ=UTn 


Die vorftehenden Refultate befagen, daß der Schwerpunkt eines 
beliebigen frei beweglihen Maſſenſyſtems, weldhes unter 
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Einwirkung beliebiger Kräfte fteht, fich gerade fo bewegt, 
als wären fämmtlihe Mafjentheilhen in ihm vereinigt, 

sund hätten ſämmtliche äußere Kräfte in ibm ihren gemein- 
ſchaftlichen Angriffspunkt. Durch irgend weldje innere Kräfte kann 
diefe Bewegung nicht geändert werden, da die inneren Kräfte nach $. 294 
ftet8 paarweife gleich und entgegengejeßt auftreten und ſich alfo gegenfeitig 
vernichten. 


8. 299. Bewegung auf vorgeschriebener Bahn. Wenn ein flarrer Kör- 
per, den man als materiellen Punkt betrachten mag, unter der Einwirkung 
äußerer Kräfte in Bewegung gelangt, jo befchreibt er eine Bahn, deren Be- 
ſchaffenheit im Allgemeinen durch die Entwidelungen des erften Abjchnittes 
feftgeftellt worden ift. Insbeſondere ift in 8. 46 gezeigt, daß bei einer 
frummlinigen Bewegung 


die Langentialgefchwindigfeit v — 3. 
die Tangentialbeichleunigung p, — or _ 88 
ie ang g Im 912’ 
2 
die Normalacceleration „= — — o?r iſt, 


vorausgejegt, daß hier unter Os das Wegelement, unter r der Krümmungs⸗ 
halbmeſſer der Bahn umd unter @ die Winkelgeſchwindigkeit verftanden if, 


2 
dv = or md — — @?r gejegt werden kann. Soll der ganz frei 
gedachte Punkt eine gewiffe Curve von beftimmten Kriimmungsverhäftnifien 
durchlaufen, jo muß die Normalbefchleunigung in jedem Punkte obigen Werth 
2 
baben, und ebenſo muß der Werth der ZTangentialacceleration überall 


gleich = fein, wenn fir die Geſchwindigkeit v in der tangentialen Richtung 

der Bahn ebenfall8 beftimmte Feſtſetzungen gemadt find. Es muß z. 2. 
2 

die Normalacceleration — conftant fein, wenn die Bahn Treisförmig, db. h. 


wenn * conftant ift, und e8 muß die Tangentialacceleration gleich Null fein, 
wenn die Bewegung eine gleichmäßige fein fol. Dabei ift zu bemerken, daß 
die Tangentialacceleration nur eine Veränderung der Geſchwindigkeit umd 
nicht der Richtung, hingegen die Normalacceleration nur eine Veränderung 
der Richtung, d. i. der Bahnkrümmung, aber nicht der Gefchwindigfeit her- 
beiführen kann. 

Wenn M die Mafle des Körpers bezeichnet, fo find nad) $. 58 bie bewe- 
genden Kräfte, welche zur Erzeugung jener Befchleunigung erforderlich find: 
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in ber Richtung dr Tangente P=M 7 


und in der Richtung der Normale N—= M - 


Man erkennt hieraus, daß es möglich fein muß, einen frei beweglichen 
Punkt in jeber beliebigen Bahn mit beliebiger Geſchwindigkeit zu bewegen, 
vorausgefegt, daß man den befchleunigenden Kräften in jedem Augenblide 
diejenige Richtung und Intenfität geben kann, welche, der Natur ber Bahn 
und beabfichtigten Bewegung entiprechend, aus obigen Formeln fid) ergeben. 

In der Praris ift dieſes Mittel in vielen Fällen nicht möglich, und er⸗ 
reicht man den Zweck, ben Körper in einer beftimmten Bahn zu bewegen, in 
der Weiſe, daß man den Körper duch Führungen, Leitflächen, Schnitre oder 
in fonftiger Weife zwingt, die gewilnfchte Bahn eimufchlagen. Die Ans 
wendung derartiger Leitcurven und Führungen ift namentlich für den Ma⸗ 
ſchinenbau von großer Bedeutung. 


Da der Körper ohne folche Hülfsmittel nur unter Einfluß der ihn treis 
benden Kräfte eine ganz andere nad) 8. 58 zu beſtimmende Bahn durchlaufen 
witrde, fo hat man den Einfluß einer ſolchen Führung in einer Abänderung 
diefer letztgedachten Bahn zu erkennen. Es kann diefe Aenderumg der Bahn, 
welche der frei gedachte Körper befchreiben wilrde, nur durch Kräfte ge- 
fchehen, wie fie der wirflichen Bewegung entfpredien, und man. muß baher 
annehmen, daß die Leitbahn felbft diefe Kräfte in Form eines gewifien 
Zwanges auf den Körper ausübt, welcher feinerfeits wieder in gleicher 
Stärke auf die Leitung zuridwirkt. 


Man kann nun offenbar die Bewegung eines folchen nicht freien, durch 
Leitflächen geführten Körpers ebenjo wie die eines vollfommen freien ma- 
teriellen Punktes berechnen, fobald man die Führungen durch die Wider: 
ftandsfräfte erfegt denkt, welche fie auf den Körper ausüben. Diefe Wiber- 
ftandsfräfte mitffen im jedem Wugenblide der Bewegung mit den äußeren 
Kräften zufammen den Bedingungen der ſpeciell vorliegenden Bewegung 
entſprechen. 


Denkt man ſich z. B. einen Körper in einem horizontalen kreisförmigen 
Ringe durch eine tangential wirkende Kraft herumbewegt, ſo wird der Ring 
den Körper in jedem Augenblicke an dem tangentialen Fortgeſchleudertwerden 
verhindern nu Aeußerung einer radial nad) innen wirkenden Kraft, deren 


Größe Mm = bett Wollte man anftatt des Ninges einen Faden anwen- 


den, melden i un Mittelpunfte befeftigt, am freien Ende mit dem Körper ver- 
bunden ift, fo witrde die Spannung defjelben von der nämlichen Größe fein. 
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Was die Richtung anbetrifft, in welcher die zur Führung des Körpers 
angewandten Mittel ihre Widerftandsfräfte äußern können, fo hängt diefelbe 
natürlich von der Art diefer Mittel felbft ab. Wendet man dazu Schrüre, 
Fäden, Ketten u. f. w. an, fo ift e8 Mar, daß biefe nur als Zugfraftorgane 
dienen, d. h. nur folche Kräfte auf den Körper ausüben können, welche von 
dem legteren nach dem Befeſtigungspunkte hin gerichtet find, während ftarre 
Körper, wie 3. B. ftangenförmige Lenkſchienen, Kräfte auszuüben vermögen, 
welche in der geraden Berbinbungslinie zwifchen dem geführten Punkte und 
bem eftpunfte fowohl nad) der einen wie nach der entgegengefegten Rich⸗ 
tung wirken. Andere als in biefe Verbindungslinie fallende Kräfte können 
fie aber nicht Außen, fobald man von der Zapfenreibimg abfleht. . Ehenfo 
ift eine Leitcurve ober Yührungsfläche, wern man biefelbe al8 volllommen 
glatt voransfegt, nur im Stande in der Richtung ihrer Normalen auf den 
geführten Punkt zu wirken, und zwar auch nur nach derjenigen Seite hin, 
auf welcher ber geflihrte Körper fich befinde. Da die Materialien ber 
Führungsflächen aber immer mehr oder weniger rauh find, jp wird jede 
Leitfläche außer ihrem normalen Widerftande aud noch mit einem tangen- 
tialen Widerftande auf den geführten Körper einwirken können umd zwar 
höchſtens bis zu dem DBetrage der Reibung. In $. 171 u. f. iſt gezeigt 
worden, wie dieſer Betrag aus dem Normaldrude fich beftimmt, und daß 
derfelbe immer der eintretenden Bewegung entgegengejett gerichtet ift. 

Bezeichne P die Rejultante aller auf den materiellen Punkt wirkenden 
äußeren Kräfte, fei @ ber Winkel, unter welchem biefelbe die Bahnrichtung 
jchneidet und r der Krümmungshalbmefler der Bahn in dem betrachteten 
Punkte, fo ift P sin. « die von den äußeren Kräften auögelibte normale be⸗ 
ſchleunigende Kraft, und es wird daher von der Leitfläche eine Normalfraft 
N gefordert, welche der Bedingung entfpridt : 


y? 
N + Psin.a = M— ‚ 
worin das obere ober untere Zeichen zu nehmen ift, je nachdem bie Com⸗ 
ponente Pein. a nad) dem Krümmungsmittelpunfte hin oder ent- 
2 
gegengeſetzt gerichtet ift. Für den all, daß Psin.a = M— und nad 


dem Krümmungsmittelpunfte hin gerichtet ift, fällt N gleich Null aus, d. h. bie 
Führungsfläche wäre für diefen Fall unnöthig, der Körper wiirde fich frei 
ebenfo bewegen (Planetenbahnen). 

Der Drud R, welchen der Körper gegen bie Fuhrungsflache ausübt, iſt na⸗ 
türlich der Normalkraft N ftets gleich und entgegengeſetzt, daher offenbar durch 


2 
R=—N=— (HF rein e) gegeben. 
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Hierin bedeutet das Minusgeichen vor dem Ausdrude nur die N ent 
gegengejete Richtung von R, d. h. von dem Krümmungsmittelpunkte 
heraus, und zwar gilt hier auch das obere Zeichen (—), wenn P sin. « 
nad) dem Mittelpunfte Hin gerichtet ift, da8 untere bei einer Richtung von 
P sin. & von dem Krimmumgsmittelpunfte her. Wenn der Ausdruck in ber 
Klammer negativ, alfo .R pofitiv wird, fo deutet dies auf eine Richtung des 
Normaldrudes R nad dem Kriümmungsmittelpunfte Hin, die Füh— 
rungsfläche müßte dem ent|prechend angeordnet werben. 

Die in der Bahnrihtung wirkende Kraft ift durch Pcos.« — PN ge 
geben, umter 9 den betreffenden Neibungscoefficienten verftanden. Wenn 
man die Reibung nicht berüdfichtigt, fo ift die tangential bewegende Kraft 
durch Pcos. & ausgedrüdt, und man hat dann 


do 0238 
Pcos.a = Mn == Ma. 
Sest man hierin « — 90°, fo folgt 
Pcs.e=0=-M 3. 


oder das Integral 
Mv = Const. 


Wenn daher die Reſultirende der äußeren Kräfte ftets normal zur Bahn- 
richtung wirft, jo behält der Körper feine Gefchwindigfeit unverändert bet. 
Dafjelbe gilt aud) dann, wenn 2 = 0 ift, der Körper alfo äußeren Kräften 
gar nicht unterworfen it, ſondern nur eine gewiſſe Anfangsgefchwindigfeit 
v befigt. Man fließt daraus, daß, von der Reibung abgefehen, eine Leit 
fläche, auf welcher ſich ein äußeren Kräften nicht unterworfener Körper mit 
einer gewiffen Anfangsgejhwindigfeit bewegt, ohne Einfluß 
auf die Gefchwindigkeit ift. 


Relative Bewegung. In $. 47 wurde bereits die relative Bewegung 8. 300. 
zweier Punkte, d. i. die Bewegung eines Punktes gegen einen anderen jelbft 
auch bewegten Punkt unterfuht. Es Handelt fich jegt um bie Unterfuchung 
des Falles, wo ein Körper gegen ein Syftem von Punkten eine Bewegung 
hat, und wo diejes Syſtem felbft wieder und mit ihm der Körper eine felb- 
fländige Bewegung im Raume, d. 5. gegen ein feftes Coordinatenfyften Hat. 
Da die Erde fich bewegt, fo find eigentlich alle gewöhnlich vorlommenden 
Bewegungen von dieſer zufammengefegten Art, doch beachten wir in der 
Regel nur die relative Bewegung der Körper gegen unjeren Stanbpunft, 
welche uns, da wir felbft die Bewegung der Erde mitmachen, ohne etwas 
davon zu merken, als eine abjolute Bewegung im ftillftehenden Raume 
erſcheint. In der Mafchinentechnit kommen nun vielfach derartige Fälle 
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zufammengefegter Bewegungen vor, fo baß die Entwidelung der beſtimmenden 
Elemente der relativen Bewegung von Wichtigkeit ift. 

Wir denken uns ein abſolut feftliegendes Arenfyften, auf welches wir die 
Bewegungen des bewegten Syſtems fowohl wie die des Punktes beziehen. 
Es ift aus dem Vorhergehenden deutlich, was man unter Weg, Geſchwindig⸗ 
feit, Beſchleunigung, befchleunigender Kraft u. |. w. irgend eines Syſtem⸗ 
punkte zu verftehen hat. Es ſoll die abjolute Geſchwindigkeit und Be- 
fhleunigung irgend eines Syſtempunktes, bezogen auf ein vollftändig feitlie- 
gendes Coordinatenfyftem im Raume, mit v, und p, bezeichnet werden. Ebenfo 
ſollen ©, und », die abfolute Gefehwindigkeit und Beichleunigung des ins 
Auge gefaßten materiellen Punktes gegen ebendafjelbe feite Axenſyſtem be= 
zeichnen. Die Bedeutung diefer Größen und die Beziehungen von p und v 
find aus den vorhergehenden Unterfuchungen bekannt. 

Mit dem bewegten Syfteme wollen wir ein Axenkreuz feft verbunden denken, 
fo daß daſſelbe an der abjoluten Bewegung des Syſtems Theil nimmt. 
Geſetzt, wir befänden und mit diefem bewegten Syſteme ebenfalls in Verbin- 
dung, jo daß wir an der Bewegung des Syſtems in derfelben Weile Theil 
hätten, ohne e8 zu merken, wie wir an der Bewegung der Erde Theil nehmen, 
fo würde ung die Bewegung des Punktes innerhalb des Syſtems ebenfo als 
eine abjolute Bewegung vorfommen, wie und die Bewegungen der Körper 
auf der Erde im gewöhnlichen Leben als abfolute erfcheinen. Es ift bei 
diefer Vorftellung offenbar nicht fchwierig, die Begriffe Weg, Geſchwindigkeit, 
Beichleunigung, befchleunigende Kraft, lebendige Kraft ohne Weiteres auf die 
relative Bewegung des Punktes zu übertragen. Man meint damit dafjelbe, 
was man hinfichtlich der abfoluten Bewegung darunter verfteht, und hat man 
babei diejenige abjolute Bewegung zu Grunde zu legen, welche der Punkt 
haben würde, wenn das ganze Syſtem als ftillftehend vorausgejegt wiirde. 
Auf diefe Weiſe find die Gejege der relativen Bewegung auf die befannten 
ber abjoluten Bewegung zurüdgeführt. Es feien die relative Geſchwindigkeit 
und Beichleunigung des bewegten Punktes M mit v, und p, bezeichnet. 

Um die Beziehungen zwiſchen relativen und abfoluten Geſchwindigkeiten 
und Beichleunigungen zu finden, kann man folgende Betrachtung anftellen. 
An der relativen Bewegung des Punktes M gegen das Syſtem wirb-sffenbar 
Nichts geändert, wenn man dem Syſteme nod) eine neue beliebige Bewegung 
binzufligt, vorausgefegt nur, dag man dem Punkte M aud) genau diejenige 
Bewegung ertheilt, welche demjenigen Syftempunfte Hinzugefligt wurde, der 
augenblicklich mit M zufammenfält. Denkt man fih nun diefe zufäßliche 
Bewegung jo bemeilen, daß fie gerade gleich und entgegengefegt ift mit der 
abjoluten Bewegung, welche das Syſtem hat, jo wird die Bewegung des 
Syſtems dadurch aufgehoben, es wird das Syſtem ein ruhendes, daher ift bie 
Bewegung des Punktes M in dem Syfteme nunmehr eine abjolute geworden. 
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Diefe Bewegung des Punktes M befteht aber aus der abfoluten Bewegung 
deflelben und der hinzugefügten entgegengejegten abjoluten Bewegung des mit 
M zufammenfallenden Syftempunttes. Man kann daher den Sat aufitellen: 
Die relative Bewegung eines Punktes gegen ein bewegtes 
Syſtem ift die Refultante aus feiner abfoluten Bewegung 
und der entgegengefegt genommenen Bewegung des mit M 
zufammenfallenden Syftempunftes Diefer Sa gilt offenbar 
auch von den Geſchwindigkeiten, denn man braucht als die betreffenden Wege 
nur die in der Zeiteinheit zurücgelegten anzunehmen; es iſt aljo auch die 
relative Gefhwindigfeit in jedem Augenblide gleich der 
Refultante aus der abfoluten Gefhwindigfeit des Punktes 
und der entgegengefegt genommenen Geſchwindigkeit des 
mit ihm zufammenfallenden Syftempunftes. 
Nimmt man als bewegted Syftem 3. B. die Schaufel AB, Fig. 533, 
eines Waſſerrades, welche mit der Geſchwindigkeit », — AD fich bewegt, 
Sig. 588. fo daß ihre Yage aus AB in die nahezu parallele 
ED übergeht. Ein Waffertropfen treffe die 
Schaufel in A mit der Gefchwindigfeit AU—v.. 
Wenn nun der Tropfen in der Zeiteinheit von A 
nad) C ſich bewegt hat, iſt die Schaufel in die 
Lage DE geführt, und diefelbe wird jet, voraus- 
gefegt, daß in A ein Stoß nicht ftattgefunden Hat, 
in C von dem Tropfen berührt. Es iſt folglich 
die Größe DC die Verfchiebung, welche der Tropfen entlang der Schaufel 
in ber Zeiteinheit erlitten hat, oder die relative Gefchwindigkeit des Waſſers 
v, gegen die Schaufel. Zieht man CF parallel und gleich AD, fo findet man 
die relative Gefchwindigfeit AF—= DC = v, als Refultante der abjoluten 
Geſchwindigkeit A C des Waflers und der entgegengejegten Gefchwindigfeit 
der Schaufel. Die Gefchwindigfeit v, der Schaufel ift hier geradlinig und 
in A fo groß angenommen wie in 7, was unbedenklich gefchehen Tann, 
wenn man die Zeiteinheit und folglich die Größen AD, AC und AF fehr 
Hein und den Radhalbmeſſer groß gegen AB annimmt. 





Yr. 


Beschleunigung der relativen Bewegung. Der bier gefundene 
Sa über die relative Gefchwindigfeit eines Körpers gegen ein bemegtes 
Syſtem ftimmt mit dem in $. 47 angeführten, welcher ſich auf die relative 
Bewegung bezieht, vollftändig überein. Nicht fo einfach geftaltet fich die 
Beziehung hinfichtlich der relativen Befhleunigung, und es fol bei 
der Wichtigkeit dieſes Gegenftandes fir gewiſſe Zweige ber Technik, nament- 
lich für den Turbinenbau, das Maß fir die relative Beichleunigung im 
Volgenden ermittelt werden. 

43* 


$. 301. 
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Zu dem Zwecke empfiehlt es ſich, zunächſt das Weſen der Beichleunigung 
jelbft etwas näher ins Auge zu fallen. Sei AB, Fig. 534, die Bahn 
Fig. 534. eines materiellen Punktes M, welche er 
unter Einfluß der auf ihn wirkenden 
Kräfte befchreibt. In einem gewiſſen 
Augenblide, wo fich der Punkt M in A 
befindet, habe er eine tangentiale Ge- 
fhwindigfeit u, vermöge deren er in der 
Heinen Zeit 7 um die Größe vor— AC 
in der Tangente AD an die Bahn ſich 
bewegen wiirde, vorausgefett, daß alle Kräfte in diefem Augenblide aufhörten 
zu wirfen. Da dies nicht der Fall ift, jo wird der Bunft nad) Ablauf der 
Zeit r nicht in C fein, und wenn es fid) nun findet, daß er im Gegentheil 
nad) Ablauf der Zeit r in B ift, fo muß man fchliegen, daß der Einfluß 
aller äußeren Kräfte auf den materiellen Punkt von foldyer Beichaffenheit ift, 
daß dadurd) der Punkt aus der Tage C, in die er ohne jene Kräfte gefom- 
men wäre, nad) feiner wirklichen Lage B geführt wird, und ift diefe Wirkung 
in derjelben Zeit 7 vor fi) gegangen. ‘Da man die befchleunigenden Kräfte 
während der jehr kleinen Zeit T conftant vorausfegen darf, jo muß man 
annehmen, daß die Bewegung von C nad) B eine gleichfürmig veränderliche 
ift, und man hat nad) $. 11, III. die Bejchleunigung 





__2s _2CB 
un nm 
Man hat ber Größe CB wohl den Namen Abweichung oder Deviation 


gegeben. 
Um num die relative Beichleunigung des materiellen Punktes zu finden, 
jei vorausgefegt, daß die Bewegungen des Punktes und des bewegten Syftems 
Fig. 535. in einer Ebene erfolgen, da diefe Vor⸗ 
ausfegung in den Fällen, welche uns 
intereffiren, meiftens zutrifft. ‘Der ma- 
terielle Punkt M fei in einem beftimmten 
Augenblide in A, ig. 535, und be 
Ichreibe die Bahn A CD relativ zu dem 
bewegten Syfteme. (Man kann fi) 3.2. 
als Syſtem ein horizontales Turbinenrad 
und als relative Bahn eine Schaufel 
ACD denfen, auf welder ein Wafler- 
tropfen fich entlang jchiebt, dann ift die 
Schaufel der relative Weg des Wafler- 
tropfens in Hinficht auf das bewegte Rad.) 
In A babe der Punkt M eine relative 





&. 301.] Allgemeine Lehren der Dynamit. 677 


Geſchwindigkeit v,, vermöge beren er in der Heinen Zeit vr um vor = AB 
fich) bewegen witrde, wenn er mit diefer Geſchwindigkeit fich gleichförmig be⸗ 
wegte. Der materielle Punkt fei aber nach ber Zeit = in den Punkte C 
der relativen Bahn angelangt, folglich iſt B C nad) dem Obigen die Ab- 
weichung der relativen Bewegung und gegeben duch BC —= 1. pır?, 
wenn p, die relative Beichleunigung ift. 

Der Punkt A des Syftems fol in der Zeit 7 die Bahn A F, der Syitem- 
punkt D die Bahn DH beichreiben, fo daß die relative Bahn von M 
(Schaufel) nach der Zeit T aus der Tage ACD in diejenige FH gelangt 
fein mag, und zwar fol diefe Bewegung von A nad) F und D nach H 
eine ganz beliebige fein, es ift nicht nöthig, wie die bei Turbinenrädern der 
Tall ift, daß AF und DH zwei concentrifche Kreisbögen um die Drehare 
feien. Die Gefchmwindigfeit v, des Syſtempunktes A fol eine folche fein, 
daß A in der Zeit r den Weg v,r — AB in der Tangente an die Bahn 
AF zurücklegen würde, wenn A in dem betrachteten Augenblide fich gleich- 
fürmig weiter bewegen würde. Da aber nad) ber Zeit T der Syſtempunkt 
A in F fic, befindet, jo ift ZF die Abweichung der Bewegung des 
Syftempunftes, und man hat wieder EF — 1, p,r?, unter p, die be- 
treffende Beichleunigung der Syftembewegung verjtanden. Die Diagonale 
AG aus AB und AE ftellt offenbar die Richtung der abfoluten Bewegung 
dar, welche der materielle Punkt M in dem Augenblide hat, wo er fi in A 
befindet, und es würde M offenbar in der Zeit r von A nad @ gefiihrt 
werden, wenn die befchleunigenden Kräfte in dem Augenblide aufhörten, wo 
M in A ſich befindet. In Wirklichkeit ift der materielle Punft M nad 
der Zeit v aber nicht in G, fondern irgendwo auf feiner relativen Bahn 
(Schaufel), welche nad) Verlauf der Zeit 7 die Lage FIH einnimmt. Wür- 
„ den wir biefen Ort Tennen, fo hätten wir nur G@ mit ihm zu verbinden, um 
in der Berbindungslinie analog dem Bisherigen die Größe der abfoluten 
Abweihung und daraus bie abfolute Beichleunigung zu finden. Der 
wirkliche Ort des materiellen Punktes M findet ſich aber leicht, wenn man 
die einzelnen Bewegungen defjelben in dem Syfteme und mit dem Syfteme 
nicht gleichzeitig, fondern nad, einander vorgenommen denkt. Stellen wir 
ums zunächſt das Syſtem als ftillftehend vor, fo bewegt fich nad) dem Vorigen 
der materielle Punkt M von A nad) C. Jetzt wollen wir die Bewegung 
des Syſtems folgen laffen, d. h. die relative Bahn aus ihrer Anfangslage 
ACD in die Endlage FI H überführen. 

Es läßt ſich leicht einfehen, daß jede Bewegung eines feiten Syſtems ſich 
zerlegen läßt in eine Verfchiebung, wobei alle Linien fich parallel verjegen, 
und eine Drehung um eine gewiſſe Are. So können wir auch hier die Ber- 
jegung der Bahn ACD nad FIH fo vomehmen, daß ACD zunächſt 
parallel mit fich ſelbſt nach F'C, D; verſchoben und aus dieſer Mittellage 
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durch eine Drehung um F in die Endlage FJH gedreht wird. Die parallele 
Verfchiebung fei dabei fo vorgenommen, daß A erſt nad) Z und dann von 
E nad) F geführt werde. Nach der erften Verſchiebung des Syitem®, bei 
welcher der in A befindliche Punkt nad) E gelangt, fällt die Tangente AB 
offenbar nah EG. Bei der zweiten Verſchiebung von E nad) F erhält 
man die Lage, welche der urfprünglich in .B gelegene Endpunkt der Tangente 
AB einnimmt, in B,, wenn man G B, gleid) und parallel EF aufträgt. 
Jetzt findet man die Lage, welche der materielle Punkt M nad) diefen beiden 
Berjchiebungen einnimmt, in C,, wenn 
man B, Cı parallel und gleid) BC an= 
trägt. 

Die relative Bahn ift nunmehr in die 
Lage FC, Ds gelangt. Durch eine 
Drehung um F bringt man fie nun in 
die Endlage FJ/H, wobei Ci nah 7 
fällt, und bat man daher in J den Ort 
gefunden, in welchem ber materielle Punkt 
M nad) Ablauf der Zeit 7 fic) wirklich 
befindet. 

Da nun @ derjenige Ort ift, welchen 
der materielle Punkt M eingenommen 
haben würde, wenn im Beginn der Zeit 
r die befchleunigenden Kräfte aufgehört 
hätten zu wirken, fo ftellt offenbar die 
Berbindungslinie E J die abfolute Abweichung des Punktes M vor. 
Wendet man nun auf das Viereck @J C, Bi den Sag von dem Polygon 
der Geichwindigfeiten an ($. 36), fo folgt ohne Weiteres, daß man die ab- 
jolute Abweihung GJ betrachten kann als die Refultante der drei Bewe⸗ 
gungen G@ B,, Bi Cı und CI. Bon diefen drei Größen ift 

GB =EF=!1,n,1ımd BC = BC = pt? 
oben gefunden worden. Um auch C,J zu finden, bedeute & die Wintel- 
geichwindigfeit, mit weldyer bei der Bewegung des Syſtems die gedachte 
Drehung erfolgt. (Gejchtwindigkeit eines Punktes im Abftande Eins von 
der Drehare.) Es muß dann, da der abfolute Werth des Winkels, um 
welchen das Syſtem während der Zeit T gedreht worden ift, durch den Winkel 
Cı FI dargeftellt ift, die Gleihung ftattfinden = GC FJ =owr. Te 
als geradlinig zu betrachtende Feine Bogen C, J hat nun die Größe 


GJ=FJ.p=FJ.or. 


Nun ift ferner FI nichts anderes als der Weg, weldyen der materielle 
Punkt während der Zeit 7 auf der kelativen Bahn zurückgelegt hat, alſo 


tig. 536. 





S. 301.] Allgemeine Lehren der Dynamit. 679 
FJ/ —=vr und daraus folgt ,GJ = v,r.or—= vor. Die gm 
Erzeugung eines folchen Weges erforderliche Beſchleunigung ift aber — 

20,07 . 

r? 

Es ift hiermit. gezeigt worden, daß die abfolute Abweihung GJ die Res 
fultante ift aus den drei Abweichungen G Bı, Bı C, und C,J. Da diefe 
Abweichungen ſämmtlich für diefelbe Zeit 7 gelten, jo können wir dafür die 
Deichleunigungen nehmen, und haben daher den Sag: 

2a — Reslte. (p, Pr, 2 @ vr), 
ober in Worten: Bewegt ſich ein materieller Punkt relativ gegen ein be- 
wegtes Syſtem, fo ift die abfolute Befchleunigung des Punktes die Reful- 
tante aus: 

1) der abfoluten Beſchleunigung des übereinftimmenden Syftem- 
punftes, 

2) der relativen Beſchleunigung des materiellen Punftes, 

3) einer Beichleunigung, welche glei dem doppelten Producte aus ber 
Winkelgeſchwindigkeit der Syftembewegung in die relative Ge- 
ſchwindigkeit des Punktes ift, auf ber relativen Bahn normal fteht, und 
im Sinne der Drehung des Syftems gerichtet ift. 

Hat das Syſtem nur eine fortfchreitende und feine drehende Bewegung, 
jo fällt die Größe C14 fort; FC, D, iſt die Endlage und die abſolute 
Abweihung FC, ift die Refultante von EB, und Bi Ci, d. h. es ift: 


Da — Reslte. (p„ Pr). 
Hat das Syftem nur eine rotirende Bewegung, fo ift, werrn die Bewegung 
wie bei den Wafferrädern mit gleichförmiger Geſchwindigkeit vor fich geht, 


3 
alſo bier — 20.0. 





| 


2 
Pr — — o?r die fogenannte Gentripetalfraft (fiehe $. 327). 


Aus Fig 536 ift noch zu erjehen, daß die relative Abweichung Bı Cı als 
Refultirende zu betrachten ift au B,G@, @J und JO). Bi & ift offenbar 
die entgegengefegt genommene Abweichung der Syitembewegung, 
und J C, hat den der Drehung des Syſtems entgegengejegten Sinn, jo daß 
man jchreiben Tann: 

9, — Reslte. [pn — 2a 2 u.(— @)]. 
Bei gleichförmiger Rotationsbewegung wird — p, die Centrifugalfraft. 
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Zweites Capitel, 


Die Lehre von den Trägheitsmomenten. 


$. 302. Bewegungsarten. Die Bewegung eines feſten Körpers ift entweder 
fortf&reitend, ober drehend, oder beides zugleich. Bei der fortſchrei— 
tenden ober progreffiven Bewegung (franz. mouvement de translation; engl. 
motion of translation) find die gleichzeitig zurlicgelegten Wege der Körper- 


Sig. 537. 


theile unter fid) parallel und gleich, bei der dre⸗ 
henben oder votirenden Bewegung (franz. mou- 
vement de rotation; engl. motion of rotation) 
Hingegen beſchreiben die Theile des Körpers um 
eine gewiſſe gerade Linie, die man die Umdre— 
hungsare (franz. axe de rotation; engl. axis 
of revolution) nennt, concentriſche Kreisbögen. 
Jede zufammengefegte Bewegung läßt ſich als eine 
drehende Bewegung um eine bewegliche Are 
anfehen. Letztere ift wieder entweder veränder- 
lid) oder unveränderlich. 

In progreffiver Bewegung befinden ſich der 
Kolben DE und die Kolbenftange BF einer 
Pumpe oder Dampfmaſchine, Fig. 537, in drehen- 
der Bewegung dagegen ift die Kurbel oder der 
Krummzapfen AC, in zufammengejegter Bewe⸗ 
gung endlich die Kurbelftange AB, denn das 
eine Ende B derſelben hat eine fortfchreitende, 
und daß andere Ende A eine brehende Bewegung. 
Bei einem ſich wälzenden Cylinder ift die Umdre- 


hungsare umveränderlich, bei der Kurbelftange AB hingegen ift dieſelbe 
veränderlich, denn fie ift der Durchſchnitt X zwifchen dem Perpendikel BE 
zur Arenrichtung CB der Kolbenftange und der Verlängerung des Kurbel⸗ 


arms OA (f. $. 103). 


8. 303. Geradlinige Bewegung. Bei ber geradlinig fortſchreitenden 
Bewegung eines Körpers finden die $. 84 und $. 100 gefundenen Bewe—⸗ 
gungögefege eines materiellen Punktes ihre unmittelbare Anwendung. Die 
Moffentheile M}, Ma, M; u. |. w. eines mit der Acceleration p fortſchrei— 
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tenden Körpers wiberftehen der Bewegung vermöge ihrer Trägheit mit ben 
Kräften M, p, M, p, M, p u. |. w. ($. 58), und da die Bewegungen aller 
biefer Theile in parallelen Linien erfolgen, fo find auch die Richtungen diefer 
Kräfte umter ſich parallel; e8 ift daher die Mittelkraft von allen diefen aus 
der Trägheit entipringenden Kräften gleich der Summe 
Mp+Mp+Mr + =M+M%+M; +--)p=Mp, 
wo M die Maſſe des ganzen Körpers bezeichnet, und es fällt aud) der An- 
griffspunft derfelben mit dem Schwerpuntte des Slörpers zufammen. Um 
aljo einen übrigens fret beweglichen Körper von der Maſſe M oder dem 
Gewichte EG —= Mg in eine geradlinig fortichreitende Bewegung mit ber 
Hcceleration 9 zu verfegen, ift eine Kraft 
@p 
P M» 7 

nöthig, deren Richtung durch den Schwerpunft S des Körpers geht. 

Aendert fi in Folge der Einwirkung der Kraft P die Geſchwindigkeit c 
während der Zurücklegung des Weges s in die Gefchwindigfeit » um, fo ift 
die von der Maſſe in fich aufgenommene mechaniſche Arbeit ($. 76): 


v2 — ec? o2 — 0? 
Ps = M= 


5 29 G=(h—kG. 








Beilpiel. Der Kolben jammt Stange von einer Pumpe, Dampfmaſchine, 
Gebläſemaſchine u. j. w. hat eine ungleihförmige Bewegung, bei feinem höchſten 
und tiefften Stande ift er ohne Geſchwindigkeit, und nahe bei feinem mittleren 
Stande ift die Geſchwindigkeit defjelben am größten. Iſt das Gewicht des Kolbens 
und feiner Stange = G und jeine größte Gejchwindigteit in der Mitte feines 
Auf: oder Riederganges = v, fo beträgt hiernach das Arbeitsvermögen, welches 
er vermöge feiner Trägheit in der erften Hälfte feines Weges in fi aufnimmt 
und in der zweiten Hälfte defielben wieder außgiebt: 


Bär G = 500 Silogramm und v = 1,5 Meter iſt dieje Arbeit: 
L = 0,051 . 1,52. 500 = 574 Meterlilogramm. 
Wäre nun noch der halbe Kolbenweg s — 1,2 Meter, jo hätte man die mitt: 
lere Kraft, melde nöthig ift, um den Kolben in der erften Hälfte dieſes Weges 
zu beſchleunigen, und welche derſelbe in der zweiten Hälfte durch feine Verzögerung 


ausübt: L j 2 
v 574 __ 
P= sin G= 13” 47,8 Kilogramm. 


Drehende Bewegung. Geht die bewegende Kraft P eines Körpers 
AB, 519.538 (a. f. ©.), nicht durch den Schwerpunft S, fo nimmt der Körper 


eine Drehung um dieſen Bunft an, und e8 fchreitet diefer fort, als wenn die 
Kraft unmittelbar in ihm angriffe, wie ſich folgendergeftalt beweiſen Täßt. 
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Dan fälle vom Schwerpunfte S ein Perpendifel SA — a gegen bie Kraft» 
richtung, mache die Verlängerung S.B dem Perpendifel gleich und laſſe zwei 
ſich das Gleichgewicht Haltende und parallel mit P wirkende Kräfte, die eıne 
+ Ya P und die andere — , P, in B angreifen. Die Kraft + Y, P 
giebt in Vereinigung mit der einen Hälfte der in A angreifenden Kraft P 
die im Schwerpunkte S angreifende Mitteltraft 
A=4P+1P=P, 
wogegen die Kraft — /, P mit der zweiten Hälfte (1/, P) von ber in A an= 
greifenden Kraft P ein Kräftepaar bildet; e8 reſultirt alſo aus der excentriſch 
wirkenden Kraft P eine durch den Schwerpunkt gehende Kraft 
Pı = P, welche diefen Punkt ſammt dem ganzen Körper progreffiv bewegt, 
Fig. 538. Fig. 539. 
* 


N 
und ein Kräftepaar (1/, P, — "/, P), welches den Körper um den 
Schwerpunkt dreht, ohne einen Drud in demfelben zu erzeugen. Das 
ſtetiſche Moment dieſes Kräftepaares iſt aber 
=WP.BA+Y,P.SB=P.SA=Pas 

gleich dem ftatifhen Momente der in A angreifenden Kraft P in Hinſicht 
auf den Schwerpunkt S; es ift folglich auch die refultivende Umdrehung dies 
felbe, al3 wenn der Schwerpunkt S feftgehalten wiirde und P allein wirkte. 

Wird ein Körper AB, Fig. 539, durch eine Führung oder Leitung 
DE, Di E, gezwungen, eine progreffive Bewegung anzunehmen, fo übt die 
excentrifche Kraft AP — P biefelbe Wirkung auf die Bewegung des Kör- 
pers aus, wie eine gleiche im Schwerpunkte S deffelben angreifende Kraft 
SP, = P,, weil das übrig bleibende Kräftepaar (Y/, P, — 1/5 P) in ben 
diagonal gegenüberliegenden Edpunkten F und G ber Führung die normalen 
Preſſungen N, — N hervorruft, deren Gegenwirkungen zufammen ein Kräfte 
paar bilden, da8 dem Kräftepaare (1/,. P, — 1/5 P) das Gleichgewicht Hält. 
Iſt a die Ercentricität SA der Kraft P ober der Abftand ihrer Richtung 
von dem Schwerpunfte S des Körpers, und bezeichnet db den Abftand HX 


mwiſchen N und — N, fo hat man Nd— Pa, woraus N= 5 P folgt 
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Wird endlich) der Körper AB, Fig. 540, durch eine fefte Are C verhin« 
Fig. 540. dert, fortzufchreiten, fo übt die excentrifche Kraft 
AP=P, deren Rihtung um CA—= a von 

der feften Are C abfteht, diefelbe Wirkung auf 

die Umdrehung des Körpers um dieſe Are C aus 

als ein Kräftepaar (1/5; P, — !/, P) mit der 

Armlänge AB=204A=20B=2a, 

oder dem Momente 1, P. 24 — Pa, weil die 

übrig bleibende centrifche Kraft OP = P—=P 

von den Arenlagern aufgenommen wird (vergl. $. 133). 


In den Fällen der Big. 539 und 540 ift die Reibung unbeachtet gelafien, welche * 
im erfien Falle an den Führungsftangen, im zweiten in den Arlagern ſich ein- 
Reit. Im dem Falle Fig. 539 Können die Reibungen aber unter Umftänden fo 
bedeutend werben, daß jede Verſchiebung längs der Führung unmöglid iſt. Iſt 
9 der Reibungscoefficient zwiſchen G@ und DE ſowie zwiißen F und D, E,, 
To beträgt die Geſammtreibung 

F=29N=2g * Pp. 
Sobald diefer Werth gleich P wird, hört jede Bewegung auf, melden noch jo 
großen Werth P auch annehme. Es wird daher bei gegebenem g darauf an 


tommen, das Berhältniß - möglicft Hein, alfo bei gegebener Egeentricität a die 


Büßrungstänge D retht grob zu maden. Jebenfals muß > 29 fein, wenn 


nicht ein Seftflemmen eintreten fol. Bon der letzteren Eigenfhaft macht man in 
der Technit zuweilen Gebraup, um Gegenftände zu befefigen, indem man d 
tet Mein madıt. In dieſem Halle fan theoretifch feine aud nod) fo große 
Rraft P die Beieftigung löfen. 


Trögheitsmoment. Bei der Umdrehung eines Körpers AB, Fig. $. 306. 
541, um eine fefte Are C legen alle Punkte M,, M, u. ſ. w. deffelben in 
gleichen Zeiten gleiche Centriwinkel M, CN, 
=1M CN; u. ſ. w. — 90 zurild, welchen 
alfo auch bei gleichem Radius, 3. B. OD, 
=(Du{f.mw — Eins (1) ein und 
derfelbe Bogen 

0 
DE=DEuln—-y= nr 
entfpricht. 

Da die Geſchwindigkeit durch den Duo» 
tienten aus einem Wegtheilchen ꝙ und dem 
entfpredjenden Zeitelemente z beftimmt wird, 
jo ift folglich auch die Winkelgefhwin- 


ig. 541. 





634 Fünfter Abſchnitt. Zweites Capitel. [8. 305. 


digkeit (franz. vitesse angulaire; engl. angular velocity), d. i. die Ge⸗ 
Ihwindigfeit derjenigen Punkte des Körpers, welche um die Längeneinheit 
(3. B. einen Meter) von der Umdrehungsare abftehen, für den ganzen Körper 
eine und diefelbe, nämlich 

o = F . 

Ebenſo ift auch die Winkelacceleration, ober die Acceleration des 
umlaufenden Körpers im Abftande Eins (1) von der Drehungsare, für den 
ganzen Körper eine gemeinfchaftliche Größe, und zwar 

40 


T 
wenn hier Som den im Zeitelemente 7 erfolgten Zuwachs ber Winfelge- 
ſchwindigkeit des Körpers bezeichnet. 

Um die Wege sı, & u. ſ. w., Geſchwindigkeiten v,, u; u. f. w. und Acce⸗ 
lerationen 91, 23 u. f. w. der Punkte M,, Ma u. |. w. des Körpers zu finden, 
welche m CM = rn, CM; = nr u. |. w. von der Drehungsare C ent- 
fernt find, hat man natürlich den Winkelweg pP, die Winkelgefchwindigfeit @ 
und die Winfelacceleration x mit r,, 73 u. f. w. zır multipliciren, aljo 

9, = pr, 9 = pr. !. w. 

vi = Or, % = Or, U ſ. w. und 
Mn — xri, PM =ın u. ſ. w. 
zu ſetzen. 

Beſteht folglich die ganze Maſſe M des Körpers aus den Theilen M,, Ma 
u. ſ. w., welche um die Halbmefier 71, r3 u. |. w. von der Drehungsare C 
entfernt find, fo find die Kräfte, mit welchen diefe Mafientheile der Umdre⸗ 
bung widerftehen: 

Pı — Mı Vi = x Mi rn, P, = M, p⸗ = x Mır; u. ſ. w. 
und ihre Momente: 
Pırfı = «M, rẽ. Pa r⸗ — x Mar u. ſ. w. 
Daher ift das erforderliche Moment zur Umdrehung des Körpers mit der 
Wintelacceleration x: 
Pa=xMır? Mr +--- 
=xı(Mr’+ Mr! + Mr; +»). 

Ebenfo find (nad) $. 86) die mechanifchen Arbeiten, welche die Mafien- 
theilchen M,, Ma u. ſ. w. erfordern, um die Gefchwindigfeiten v,, vs u. |. w. 
anzunehmen: 

A = 1 M, v —= 1/, o0®Mı rn); 

4, = 1, M,v} = !/, @® Mr} u. |. w., 
und e8 ift daher die mechaniſche Arbeit, welche der ganze Körper in An- 
ſpruch nimmt, während er die Wintelgefchwindigfeit @ erhält: 
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A=ATtAHr--- 
= !ho?(Mır + M;r; + Mr; +--)). 

Es hängt alfo die Kraft und Arbeit einer rotirenden Maſſe vorzüglich von der 
Summe der Producte Mr? + Mr? + Mar? + --- außden einzelnen Maffen- 
theilen M,, M, u. ſ. w. und den Quadraten ihrer Entfernungen r,, ra u. f. w. 
von der Umdrehungsare ab. Man nennt diefe Summe das Trägheitss, 
Drehungs- oder Maſſenmoment des Körpers in Bezug auf die be- 
treffende Axe (franz. moment d’inertie; engl. momentum of inertia), und 
wir werben e8 in ber Folge durch Mr? oder W bezeichnen. Um aljo einer 
Male M=M + M + -- -, deren Trägheitsmoment in Bezug auf 
eine beftimmte Are W = Mr? —= Mır? + Mır? + - - - ift, um dieſe 
Are die Winfelacceleration x zu ertheilen, ift ein Kraftmoment Pa erfor- 
derlich, welches ſich beftinumt durch: 

1) Pa=xMr?—=xW. 

Dagegen ift die mechanische Arbeit, wodurch diefe Maſſe M in eine Um- 

drehung mit der Wintelgefchwindigfeit © verfegt wird: 
2) Ps = 1, 0? Mr? — !/,@?W. 

Hat die Maffe ſchon anfangs eine Winkelgeſchwindigkeit s, jo ift Die me⸗ 
chaniſche Arbeit, wodurch diefelbe auf @ gefteigert wird: 

P= 10 W — YEW — !ı (@ — E2) W. 

Auch läßt ſich hiernach umgekehrt aus der aufgewendeten Arbeit und An⸗ 
fangsgefehwindigfeit & die Endgejhwindigfeit @ beſtimmen; es ift nämlich: 


o= Ver + 228. 


Nach der Bezeichnungsteife der Differenzialrecdhnung kann man obige Be⸗ 
ziehungen auch fchreiben: 





Winkelgeſchwindigkeit o — 7. 
__0@ 22 
Winfelacceleraton x — mu’ 


Trägheitsmoment W= /r’om, 
worin Om irgend ein Maſſentheilchen bedeutet. 


Beijpiel. Wenn der um eine feite Are C drehbare und anfänglid ruhende 
Körper AB, Fig. 541, ein Trägheitsmoment von 50 Meterfilogramm befigt und 
mittel8 eine um eine Rolle liegenden Seile8 mit einer Kraft P= 20 Rilogramm 
und bei Zurüdlegung des Weges s — 5 Meter in Umdrehung gefegiwird, jo 
ft die erlangte Winkelgeſchwindigkeit dieſes Körpers: 


2Ps 2.20.5 
o—_ vw 50 — Yı = 2 Meter, 
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d. 5. jeder Punkt in der Entfernung eines Meterd von der Umdrehungsarxe legt 
nad Aufnahme diefer Arbeit in jeder Secunde 2 Meter zurüd. Die Zeit einer 
Umdrehung ift: 
t= sr —= 8,1416 Secunden 
und die Zahl der Umdrehungen in der Minute: 
60 60 

t 7 316 19,1. 

Geht die gefundene Winkelgeſchwindigkeit o — 2 Meter in die Geſchwindigkeit 
s —= %, Meter über, jo verrichtet diefe Maſſe die Arbeit: 
Ps = [22 — (8/)2)]. 6 (4 Ne): = de: 25 = 85,98 Meterkilogramm, 
hebt aljo z. B. ein Gewicht P, von 10 Kilogramm 8,593 Meter hoch. 


u 


Reduction träger Massen. Sind die Winfelgefchwindigfeiten zweier 
Maffen M, und M, unter fich gleich, gehören 3. B. diefe Maffen einem und 
demfelben rotirenden Körper an, fo verhalten ſich ihre lebendigen Kräfte wie 
ihre Trägheitsmomente Wı = My; r? und W,—Mjsr}, und find nun auch 
diefe unter fi) gleich, fo befigen diefe Maffen gleiche lebendige Kräfte. Zwei 
Maſſen haben alfo hiernach gleichen Einfluß auf den Bewegungszuftand eines 
ſich umdrehenden Körpers, und es kann eine durch die andere erjegt werden, 
ohne daß dadurd eine Aenderung im Bewegungszuftande vor ſich geht, 
wenn fie gleiche Trägheitsmomente M, r? und Mar? befigen, ſich alfo zu 
einander umgekehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen von der Umdre⸗ 
hungsare verhalten. Mit Hülfe der Formel Mr? = M;r? läßt fid) eine 
Maſſe von einer Entfernung auf eine andere reduciren, d. h. es läßt fich eine 
Maſſe M, angeben, welche in der Entfernung 73 eben den Einfluß auf den 
Dewegungszuftand des fich drehenden Körpers hat, als die gegebene Maſſe 
M, in ber Entfernung r,; e8 ifl nänılid): 
— M, r? — M 
nn rn 
d. i. die auf die Entfernung 7, reducirte Maffe ift ber Quotient 
aus dem Lrägheitsmomente der Maffe und dem Quadrate jener 
Entfernung. 

Segt man 72 = 1, fo erhält man hierfür die reducirte Maffe 


2 
M; — an — W,, 
woraus man fAhließen muß, daß das Trägheitsmoment W eines Kör— 
pers eig Maß abgiebt für die auf den Abftand gleich Eins von 
der Are reducirte Maffe des Körpers. 
Zwei an einer Radwelle ACB, Fig. 542, feitfigende Gewichte Q und 
Qı in den Abftänden CB=b und CB, =a von ber Umdrehungsaxe XX 


M; 
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haben alſo vermöge ihrer Maffen auf die Bewegung der Radwelle gleichen 


Einfluß, wenn Qıa? = Qb3, alfo Q, — 87 iſt. Wirkt daher eine Kraft 


dig. 542. P am Hebelarme CA = CB, = a, m 
eine Maſſe vom Gewichte Q im Abftande 
CB = b in Umdrehung zu fegen, jo hat 
man die lettere auf den Hebelarm a ber 
Kraft P zu reduciren, aljo ftatt Q 
gb 

=: 

und bie von P bewegte Mafle: 


“=(P+%): 


zu ſetzen, weshalb num die Acceleration de Gewichtes P: 





Kraft P —E Pa? 9 
— Maſſe DD ° Pas b2 
und die Winkelacceleration: 
w-m__Lt_. 
= a Dargm? 


ſich ergiebt. 


Beilpiel. ft das Gewicht der rotirenden Mafie @ — 360 Kilogramm, ihr 
Abftand von der Drehare 5b — 2,5 Meter, das die bewegende Kraft ausmachende 
Gewicht P = 24 Kilogramm und deſſen Hebelarm a — 1,5 Meter, jo folgt die 
von P beichleunigte träge Mafie: 


“M=[?+ GE) 0]: 5 = 0102 (4 +3 > 360) = 104,45 
und daher die Beichleunigung des Gewichtes: 


24 
py= 104,45 = 0,230 Meter, 
dagegen die Acceleration der Mafie Q: 
g=2r=%p I — 0,988 Meter 


und die Winfelacceleration: 
x — z — 0,153 Meter. 
Nah 4 Secunden ift die erlangte Winkelgeſchwindigkeit: 


© = 0,188 . 4 = 0,12 Meier v 
und der entſprechende Weg: 
yot— 1,224 Meter, 


— 
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folglich der Umdrehungswintel: 
gg = nen 180° — 70010, 
enblid) der von dem Gewichte P zurüdgelegte Weg: 
s_s= e7 = nt = 1,84 Meter. 


Reduction der Trägheitsmomente. Kennt man das Trägheits- 
moment eined Körpers oder eines Syſtems von Körpern in Hinficht auf eine 
durch den Schwerpunft S des Körpers gehende Are, jo läßt fi) daraus leicht 
das Trägheitmoment in Hinficht auf eine andere mit jener parallel laufende 
Fig. 543. Are finden. Es fei S, Fig. 543, die erfte durch 

— den Schwerpunkt gehende und D die zweite Dre⸗ 
hungsare, fir welche das Trägheitsmoment des Kör- 
pers beſtimmt werden ſoll; ferner ſei SD==d bie 

Mi Entfernung beider Aren von einander, und es feien 
SM, SN = a und NM, = yı die tedhtwinkeligen 
Coordinaten eines Maffentheiles IM, des ganzen 
Körpers. Das Trägheitsmoment diejes Theiles in Beziehung auf D ift nun: 
=M.DM=-M (DN? + NM} —M[d+a)”+ yıl 
und in Beziehung auf 8: 
=4.57=M(SN+NM)=-M (+9), 
daher die Differenz beider Momente: 
= M, (d? + 2da, +2} +yP)— 4 (+ vp)=M, d? + 2 M dz.. 

Für einen anderen Mafientheil M, ift fie: 

= M,d? + 2 Mad, 





für einen dritten: 

= M; a? + 2 M; dxz u. ſ. w., 
daher für alle Maſſentheile zuſammen: 
=(M+M+M;+.-)®’+24 Ma +4: +M5+--.). 

Nun ft aber M + M, + - - - die Summe M aller Maſſen und 
M,2 + M32 die Summe Mx ihrer ftatifchen Momente in Bezug 
auf eine durch den Schwerpunft gelegte Ebene. Es folgt daher die Differenz 
zwilchen dem Trägheitsmomente W, des ganzen Körpers in Beziehung auf 
die Axe D und dem Trägheitsmomente W in Beziehung auf S: 

Wı — W = Md? + 2dMr. 

Da aber endlich für jede Ebene durch ben Schwerpunft die Summe ber 
ftatifchen Momente der Theile auf der einen Seite fo groß ift als die ber 
Momente auf der anderen Seite, die algebraifche Summe aller Momente 
alfo — Null ift, jo hat man au) Mz = 0, und daher: 
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W -— W=Md, j 
W, = W + Md?, 

Es ift alfo das Trägheitsmoment eines Körpers für eine 
ercentrifche Are gleich dem Trägheitsmomente in Beziehung 
auf eine durch den Schwerpunkt gehende Parallelare, ver- 
größert um das Product aus der Majfe des Körpersund dem 
Quadrate des Abftandes beider Aren von einander. 

Man erfieht aud) hieraus, daß von allen Trägheitsmomenten in Bezie⸗ 
bung auf lauter parallele Aren dasjenige am Eleinften ausfällt, deffen Are 
die Schwerlinie des Körpers if. Denkt man ſich ferner um eine durch den 
Schwerpunkt des Körpers gehende Are einen Kreiscylinder concentrifch ge- 
legt, fo ift das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf alle Seiten 
diefes Cylinders von derfelben Größe. 


d. i. 


Trägheitshauptaxen. Zwiſchen den Trägheitsmomenten eines Kör⸗ 
pers in Bezug auf verſchiedene Aren finden noch einige allgemeine Beziehun⸗ 
gen von Wichtigkeit ftatt, welche fid) wie folgt ergeben. Es fei Fig. 544 

Fig. 641. der Schwerpunkt A eines Körpers 
zum Mittelpunkte eines rechtwinkeligen 
räumlichen Coordinatenſyſtems ge- 
wählt, deflen drei Uren AX, AY, AZ 
den Kanten eines Würfels entfprechen. 
Irgend ein Punkt B des Körpers 
habe die Coordinaten x, y, 2, fo kann 
diefer Punkt B aufgefaßt werden als 
Eckpunkt eines Parallelepipedums 
ABDCE, deſſen drei Kanten 
AF=x FE=ywm EB=s 
find. Bezeichnet man mit m bie 
Maſſe des in dem materiell gedachten 
Punkte B enthaltenen Körperelementes, fo ift aus der Figur ohne Weiteres 
zu erfennen, daß das Trägheitsmoment des Maffentheilhens m ſich berech⸗ 
net durch 





m.BFPF —=m(y? + e?) für die Are AX, 
m. BE — m (x2 + 5°) für die Are AY, 
m. BG’= m (2? + y?) für die Are AZ. 

Wenn man daher die Trägheitgmomente des ganzen Körper für bie 
Coordinatenaren bezüglich mit W,, W, und W, bezeichnet, jo hat man 
offenbar: 
w=Emyw+n),; W=Em@+e) W=ZEm(a+ y). 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 44 
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- Will man nun das Trägheitsmoment W, deffelben Körpers in Bezug 
auf eine beliebige Gerade AA, beftimmen, welche mit den Aren die Winkel 
ex, ß, y bildet, fo hat man die Summe 3 m BJ? zu bilden, unter BJ 
die Normale von B auf A A, verftanden. Nun ift 
BI AR —- AR = ++ — AN. 
Gerner iſt AT als Projection der drei Streden AF, FE und EB auf 
A A, gegeben durd): 
AJ = xcos.a + ycos.ß + #cos.y. 
Dies eingeführt, ergiebt da8 Trägheitsmoment in Bezug auf A Ar: . 
W.=Z&m[a? +y? + ee? — (æcos. « + ycos.ß + #cos.y)?] 
—= Z m x”sin.ot + Z m y?sin.ß? + & m e?sin.y? 
— 2 2mzxy cos. cos.ß — Z 2mxe 08.0 008.7 
— 22 myzcos.ß cos. y, 
wofür der Kürze halber gejchrieben werden möge: 
W. = asin.a? + bsin.ß? + csin.y? — 2d cos.a cos. 
— 2ec0s.0cos.y — 2fcos.ß cos. y, 
indem man fett: 
a=äim b=&Emy, e — meæ? und 
d= ZZ mıye=&mze, [= mya. 
Wenn man fi) nun fir alle möglichen, durch A gehenden Geraden AA, 
die entfprechenden TrägheitSmomente W„ bed Körpers berechnet denkt, und 
auf jeder diefer Linien AA, von A aus ein Stüd AO aufträgt, welches 


dem Werthe \ Fr proportional ift, fo liegen die Endpunfte O diefer auf- 
getragenen Streden in einer gewiſſen Fläche, deren Kenntniß über das Ver⸗ 
bältniß der verfchiedenen Trägheitsmomente zu einander Aufklärung giebt. 

Dezeichnen jest x, y, 2 die Koordinaten eines folchen Endpunftes O, 
welcher auf dem Strahle A A, gelegen ift, deſſen Winkel mit den Aren , ß, y 
find, fo hat man offenbar 


45 =.:VW.=co.a, yVW.— c.ß, #) Wa = cos. y 


und daher 
sin. a? —= 1 — 22 W,, sin. P? = 1 — y?W,, sin. „ — 1 — s?W.. 
Diefe Werthe in den oben gefundenen Ausdrud für W, eingefegt, liefert: 
W;=al— W) tb(l — yW)+ec(l — #W,) 
— 2dzyW. — 2ex2W, — 2fye W, oder 
W.=at+rb+c— W(ar +by ce) — W,(2dxy-+2exs 
+2 fys). 
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Dur) Wa dividirt, giebt diefe Gleichung: 
l=(a+b-+e) = — (ar? +by? + cz) —(2dıy + 2erz + 2fye). 


1 — 1 
——7A0 fe ——gtt y 3 
Sept man nun für Ww,” AO? feinen Werth ww +y? +2 


ein, fo folgt nad) einiger Reduction: 
1=22(b+co)+y?(a+c)+e!la+b) — 2dıy— 2ere — 2fyz. 

Diefe Gleichung zweiten Grades entfpricht einer überall gefchloffenen 
Fläche, und zwar einem Ellipfoid, welchem von Boinfot der Name Cen- 
tralellipfoid beigelegt worden ift. 

Jedes Ellipfoid Hat num, wie die analytifche Geometrie Iehrt, drei zu ein- 
ander im Mittelpimfte rechtwinfelige Aren, Hauptaren genannt, welche die 
Eigenschaft haben, daß die eine von ihnen der größte und eine andere ber 
fleinfte Durchmeſſer ift. Bezieht man das Ellipfoid auf diefe Hauptaren 
als Coordinatenaren, fo fallen in der Gleichung die drei Ölieder mit xy, 
xz und yz weg. Wenn man daher in dem vorliegenden alle die Haupt- 
aren als Coordinatenaren vorausjett, jo geht die Gleichung bes Central⸗ 
ellipjoids über in: 

"bb +)+yYlet+t)tePRla+d)>l, 
oder für a, b und c bie betreffenden Werthe 

a=Zmn,b=L&my?, ce —= me? gefekt: 
2,2m HN) + 92. Zum te) +. im? +). 

Nach dem Früheren läßt fich dies aber fchreiben: 

we +WwyV”’ +We=l, 
unter W., W,, W, die Trägheitsmomente des Körpers in Bezug auf die 
drei Hauptaren für den Bunft A verftanden. 


Die Refultate der vorherigen Unterfuchung laſſen fi) nunmehr wie folgt 
zufammenfaffen: Für jeden beliebigen Punkt A eines Körpers *) giebt 


$. 309. 


es ein Ellipfoid, Fig. 545 (a. f. S.) ABCDEFG, von folder Beichaffen- _ 


heit, daß jeder Strahl AO vom Mittelpunfte A nad) einem beliebigen 
Punkte O der Oberflähe in feiner Ränge AO proportional der Größe 


Vz ift, unter W, das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf 


AO verftanden. Sind AB, A C, AD die halben Hauptaren des Ellipjoibs, 
fo ift von allen Geraden, die durch A gehen, die eine Halbare (in der Figur A.D) 
die größte, eine andere (in der Figur A C) die Heinfte, es entjpricht daher 


*) Der Punkt A Tann auch außerhalb des Körpers gedacht werden, nur muß 
er feft mit dem Körper verbunden angenommen werben. 


44* 
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der Are AD das Heinfte, der Axe A C das größte unter allen den Träg- 
heitemomenten des Körpers in Bezug auf die durch denfelben Punkt A 

Big. 545. gehenden Geraden. Wäre alfo A ber 
Schwerpunkt, jo wilrde (nad) $. 307) 
der Hauptare AD das Meinfte unter 
allen mögliden Trägheitamomen- 
ten des Körpers entiprechen. 

Die drei Aken AB, AC, AD 
fügren den Namen Trägheits- 
hauptaren für den Punkt A. 
Seien die Trägheitsmomente für dieſe 
Hauptagen mit Wr, W,, Wı be 
zeichnet, fo findet man aus ihnen das 
Trägheitsmoment für den ber 
Tiebigen Strahl AO zu 
Wa = W. c0s.02 + W,cos.ß? 

















+ Wı c08. 7%, 
welcher Werth ſich ergiebt, wenn man 
die Werthe 
608. & cos. B .c08. 9 
z= A0.0s.0= =, y= ‚= 
Vw' Vw' VW. 


in die Gleichung des Ellipſoids 
we+WwyYV2+We—l 
einfegt. 
Aus dem Ausdrude für W. erkennt man leicht, da 
608.0? + cos. ß? + cos.y? —= 1 ift, daß 
Wa = W.c0s.09 + W,cos.ß? + W.cos. y? 
jedenfalls größer als der Heinfte Werth und jedenfalls Feiner als der größte 
Werth von W,, W, und W, fein muß, wie ſchon oben angegeben wurde. 
Hat man W, = W,, fo folgt 
Wa = W; (cos.0? + cos.ß?) + W,cos. y? ober da 
608.0% + c08.ß? + cos.y? = 1, 
fo hat man auch: 
Wa = We + (V. — W.) 608. 7°, 
d. 5. es ift das Trägheitsmoment W für alle Strahlen AO, welche mit der 
SArxe denfelben Wintel y bilden, von derfelben Größe, alfo auch fir alle 
durch A gehenden Linien in der Ebene X Y, für melde 7 — 900 ift, folgt 
W= W.. Das Ellipfoid ift in diefem Falle, weil AB—= AC, ein 
Rotationselipfoid geworden. Jedes Prisma mit regulär polygonalem Quer⸗ 
ſchnitte entfpricht offenbar diefem Falle. 
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Iſt endlich W., = W—= W.,d.5.AB=AC=AD, fo wiid 
aus dem Ellipfoid eine Kugel, das Trägheitsmoment ift fir alle durch A 
gehenden Axen gleich groß. Diefem Falle entiprechen alle regulären Körper 
und die Prismen mit regulärem Querfchnitte von einer beftimmten Höhe. 

Um die Lage der Hauptaren leicht zu beftimmen, kann man fiir gemijle 
Körperformen noch beftimmte Regeln anführen. 

Hat nämlich ein Körper eine Symmetrieebene, fo ift für jeden 
Punkt derfelben die darin auf der Symmetrieebene fenfredte 
Gerabe eine Trägheitshauptare. Denn denkt man ſich 3. B. bie 
Synmetrieebene ald X Y-Ebene, fo entjpricht wegen der Symmetrie jedem 
+ z ein gleich) große8 — z und es ift daher 


e= Zmz — 0, wf= Zmyze—=0. 


‚Hieraus ergiebt fi), daß die zur ZAre gewählte Normale in einem Punfte 
der Synmetrieebene eine Hauptare des diefem Punkte angehörigen Central- 
ellipfoids fein muß. Eine Symmetrieebene haben beifpielsweife alle nor= 
malen prismatifchen und cylindrifchen Körper in der die Are halbivenden 
mit den Örundflächen parallelen Ebene. Daher ift jede der Are eines 
normalen Prismas parallele Gerade eine Trägheitshauptare für 
ihren Mittelpunkt (zwifchen den Grundflächen gemeffen). 


Hat ein Körper zwei Symmetrieebenen, fo ift die Durd- 
Ihnittslinie derjelben cine Trägheitshauptare für jeden ihrer 
Punkte Seien z. B. die Eymmetrieebenen als ZX- und Z Y-Chene, 
aljo die Durhfchnittsfinie oder Symmetrieare als Z-Are gewählt, fo ift, da 
jedem -+ x des Körpers ein gleich großes — x, und jedem — y ein gleich 
großes — y entſpricht may = 0; Zmz2—=0;, Zmys 0., 
woraus folgt, daß die Symmetrieare eine Hauptare ift, wo man auch den 
Coordinatenanfang A wählt. Diefer Fall findet z. 2. bei allen normalen 
Prismen und Cylindern ftatt, deren Grundfläche eine Symmetrieare hat, 
3. B. bei einem Prisma, deffen Grundfläche ein gleichjchenkeliges Dreied, ein 
Kreisfector, Kreisfegment u. f. w. ift. 

Schließlich Tann noch bemerkt werben, was leicht zu beweifen ift, daß die 
Schwerpunttshauptaren, d. h. die dem Schwerpunfte eines Körpers zuge- 
hörigen Trägheitshauptaren die Eigenſchaft haben, daß eine ſolche zu jedem 
ihrer Punkte ebenfalls eine Hauptare bleibt, und die zugeordneten Hauptaren 
parallele Tage zu den beiden anderen Schwerpunftshauptaren haben. 


Trägheitshalbmesser. Es ift nöthig, die Trägheitsinomente von den 
vorzüglichften Körpern der Geometrie fennen zu lernen, weil diefelben bei 
den Unterfuchungen der Mechanik jehr oft zur Anwendung kommen. Sind 
diefe Körper homogen, wie wir im Folgenden ſtets vorausjegen wollen, fo 


8. 310. 


$. 3ll. 


694 Tünfter Abfchnitt. Zweites Capitel. [$. 311. 


find die Maſſentheile M,, M, u. |. w. den entfprechenden Bolumentheilen 
Yı, Va u. |. w. proportional, und es Täßt fich daher das Maß des Träg- 
heitsmomentes, welches man aud) wohl Trägheitsmoment fchlechtiweg nennt, 
durch die Summe aus den Bolumtheilen und den Quadraten ihrer Entfer- 
nungen von der Umdrehungsare erfegen. Auch laſſen fich in diefem Sinne 
die Trägheitsmomente von Linien und Flächen angeben. 

Denkt man fi) die ganze Maffe eines Körpers in einen Punkt zuſam⸗ 
mengedrängt, jo läßt fid) die Entfernung deſſelben von ber Are unter der 
Borausfegung beftinnmen, daß die fo concentrirte Maffe mit der im Raume 
vertheilten Maſſe einerlet Trägheitsmoment befige. Man nennt dieſe Ent» 
fernung den Drehungs- oder Trägheitshalbmefjer (franz. rayon 
d’inertie; engl. radius of gyration). Iſt W das Trägheitsmoment, M die 
Maſſe und % der Trägheitshalbmefler, fo hat man Alk? —= W und daher: 


W 
VE 


Üebrigens ift zu erinnern, daß diefer Halbmefjer keineswegs einen be- 
ftimmten Punkt, fondern nur einen Kreis angiebt, in deſſen Umfang die 
Maſſe beliebig vertheilt angenommen werben kann. 

Vührt man in der Yormel 

W, — V 4 Mdè, W= MR und W, = Mk? 
ein, jo erhält nıan: 
k’—=kt + ds, 
d. h. es ift das Quadrat des Drehungshalbmeflers in Beziehung auf eine Are 
gleid, dem Quadrate des Drehungshalbmeflers in Beziehung auf die parallele 
Scywerlinie vermehrt um das Duadrat der Entfernung beider Aren von 
einander. 


Trägheitsmoment einer Stange. Bon einer Stange AB, Fig. 
546, welche fih) um eine Are X X durch ihre Mitte S dreht, beftimmt fich 
das Zrägheitsinoment auf folgende Weile. Es fei der Querſchnitt der 
Etange — F, die halbe Länge SA derfelben — J und der Winkel, welchen 
ihre Are mit der Drehungsare einfchließt, d. i. ASN —= «. Theilen wir 
bie halbe Fänge in » gleiche Theile, jo erhalten wir aud) nStücke, jedes von 


dem Inhalte —, die Entfernungen diefer Stüde von der Mitte S find 


2 > 
Z, —, = u. |. w., baher die Abftände derfelben von der Are X X, wie 


3. B. MN: 
1 214 3l . 
= — sin. a, — sin. a, — sin. u. |. w. 
n n n 


und ihre Quadrate: 
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— (= sin. *), (ame) & Isin. u 


Durch Multiplication diefer Duadrate mit dem Inhalte * eines Ele⸗ 


mentes und durch Addition der dadurch erhaltenen Producte ergiebt ſich nun 
das Trägheitsmoment der halben Stange: 


T— [(- "ı 4 E 4 J 


„mr HELL... HM), 

















bder, da 13 4 22 4 32 engere SVif— 


F13 sin. ? 


w= 3 
Da ferner FI das als Maſſe M zu behandelnde Volumen der halben 
Fig. 546. Stange ift, jo folgt endlich: 
x W = Y, MM? sin. a?. 


Der Abftand eines Stangenendes von der Are 
B XX if 





AC=DBD=a=Isin.e, 

daher folgt einfacher 
W= 1/z M u, 

welche Formel auch auf die ganze Stange AB 
anzumenden ift, wern man unter M die Maffe der 
ganzen Stange verfteht. Eine Maſſe M, am End- 
puntte A der Stange hat das Trägheitsmoment 
M, a?, macht man daher Mı —=!/; M, jo hat Mı 
mit ber Stange einerlei Trägheitömoment. Ob 
alfo die Maffe auf die Stange gleichförmig ver- 
theilt, oder ihr dritter Theil im Endpunfte A con- 
centrirt ei, dies kommt in Hinficht auf die Trägheit auf eins hinaus. 


Mit Hülfe der Differenzialrehnung ergiebt fih ein Volumen: oder Maffen- 
element der Stange m—= F.>dl. Der Abftand deffelben von der Are ift Zsin.«, 
unter 3 die beränderlidhe Länge S 4 verftanden, daher ift einfach: 


W = fr (1 sin. a)? = fr d. Ia Sin. = Fein. ofen 


8 
= F sin. — Mas. 


Dieſe Formel iſt nur ſo lange richtig, als die Querdimenſionen der Stange 
klein genug ſind, um letztere als eine materielle Linie auffaſſen zu dürfen. 
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Sept man W — Mk, fo befomyt man k? — 1/,a?, und daher den 
Trägheitshalbmeffer der Stange: 
Big. 517. k= aVi), = 05773 .a. 

Steht die Stange ſenkrecht auf der Drehungs- 

are, fo ift a = 1, daher 
= ı, m, 

Befindet ſich endlich, die Stange AB, Fig. 547, 
mit der Drehungsare C} D, nicht in eimerlei Ebene, 
und ift der fürzefte Abftand der Stangenage von 
der Drehare: 

SS=(G=DD=4d, 
ſowie der Normalabftand AC— B Diver Stangen- 
enden A und B von der mit Ch D, parallelen Are 
CD durch den Schwerpunkt 8 der Stange = a, 
fo hat man (nad) $. 307) das Träggeitsmoment 
der Stange: 

M=WHM®—M(d + at). 





$. 312. Rechteck und Parallelepiped. Die Trägheitsmomente von ebenen 
Flächen beftimmen ſich genau fo wie die Viegungsmomente W — Fıe} 
+ Fre? +»  derfelben. Deshalb laſſen ſich aud) die im vorigen Ab- 
ſchnitte file verfchiedene Flächen gefundenen Werthe von W als Trägheits- 
momente W hier benugen. 
Für das Rechtech ABCD, Fig. 548, ift das Trägheitsmoment in 
Big. 548. Hinficht auf eine Are XX, welche parallel 
mit einer Seite läuft, und durch die Mitte 
S diefer Figur geht, nad) $. 227 
bh! 
„=75 
wo b die Breite AB —= CD, parallel zur 
Umbdrehungsare und A die Höhe AD— BC 
der Fläche bezeichnet. 

Nun ift aber der Inhalt dA dieſes Recht⸗ 
eces als Maſſe M defjelben einzufegen, daher 
folgt das Trägheitsmoment: 

Mh? M /(h\? 
„==: 
d. i. fo groß als daß des dritten Theiles dieſer Maſſe, im Abſtande 


SF=S6= 





w|» 


von der Drehungsare angebradit. 
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Ebenſo ift für die Are Y’Y das Trägheitsmoment 


—— 


Dreht ſich dieſes Rechteck um eine Are ZZ, welche rechtwinkelig gegen 
die Ebene deſſelben ſteht und ebenfalls durch die Mitte S der Figur geht, 
fo hat man nad} $. 226: 


ee Be oT) 


6 


wenn d die Diagonale AO — BD des Rechtedes bezeichnet. Man kann 
ſich alfo in dieſem Falle den dritten Theil der Maſſe des Rechtedes in einem 
der Edpuntte A, B... angebracht denfen. 

Da ſich ferner ein gerades Parallelepiped BEF, Fig. 549, durch 

Fig. 549. Parallelebenen in lauter gleiche rectan⸗ 

guläre Blätter zerlegen läßt, fo gilt 

- diefe Formel auch fir diefes, wenn bie 

Umbdrehungsare durch die Mittelpunfte 

von zwei gegenüber Tiegenden Flächen 

geht. Uebrigens folgt auch aus biefer 

Bormel, daß das Trägheitsmoment bes 

Parallelepipeds gleich ift dem Trägheitö- 

momente des in einem ber Edpunkte A angebrachten dritten Theiles feiner 
Maſſe. 

Die Trägheitshauptaren für den Schwerpunkt find bei dem geraden 
Parallelepiped mit den drei Kanten parallel. Bei einem Würfel find jede 
drei im Schwerpunkte zu einander fenfredhte gerade Linien Trägheitshaupt- 
aren fir den Schwerpunft, und das Trägheitsmoment hat fir alle möglichen 
durch den Schwerpunkt gehenden Axen denfelben Werth. Das Central» 
ellipfoid ift dafür eine Kugel. 








Prisma und Cylinder. Mit Hülfe der Formel für das Trägheits⸗ 
moment eines Parallelepipebes läßt ſich auch das eines breifeitigen 


Big. 550. Prismas beredinen. Die Diagonalebene 
H ADF theilt das Parallelepiped in zwei 
A, B gleiche dreifeitige Prismen mit techtteintelig 
X triangulären Grundflächen AB.D, Fig. 550, 
K Y 68 ift daher für eine Drehung um die durch 

x 


die Mittelpunkte C und K der Hypotenufen 
D gehende Are XX das Trägheitsmoment 
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= Ya Md?. Nach $. 307 erhält man das Trägheitsmoment in Beziehung 
auf eine durch die Schwerpunkte S und S, der Grundflächen gehende 
Are YY: 
Fu a? a 
W= aa mon, 22) 


a? d 
=M [5 — 3) = Ya Mat, 
und es folgt aud) das Trägheitsmoment in Beziehung auf die Seitenfante 
BR: 


W=W+MSB=1,Md + M (A)? — Mas, 
wobei d jedesmal bie Hypotenufe AD ber triangulären Grundfläche be— 
zeichnet. 

Für ein Prisma ADFE, Fig. 551, mit gleichſchenkelig trian- 
gulären Grundfläden ift das Trägheitsmoment in Beziehung auf eine 

Big. 551. Are X X, welche die Mittelpunfte der Grund⸗ 
D finien verbindet, W, — !/s Md?, wenn d 
bie Seite AD—= AE einer Örundflähe 
bezeichnet, weil ſich diefe Fläche durch bie 
Höhenlinie AB in zwei gleiche rechtwinkelige 
. Dreiede zerlegen läßt. Iſt nun diefe Höhe 
AB ber gleichſchenkelig triangulären Baſis 
= Ah, fo hat man das Trägheitsmoment 
diefes Prismas in Beziehung auf die Are 
YY durch die Echwerpunfte der Grundflächen: 
wa — u (3)= Mena — m) 
— M (rd? — \/; RR), 
und endlich das Trägheitsmoment in Beziehung auf die Kante AF durch 
die Spigen A und F der Grundflächen: 
de. m 4h? 
mew+nam=1(-5+% 
= a + MM). 

Hiernad) läßt fid) auch das Trägheitsmoment eines geraden regel« 
mäßigen, ſich um feine geometrifche Are drehenden Prismas ADFK, 
Big. 552, finden. IR CA= OB = r der Halbmeſſer der Grundfläche 
oder eines Ergänzungsdreiedes der Baſis, h die Höhe CN von einem ber 
Ergänzungsbreiede ACB und M die Maſſe des ganzen Prismas, fo hat 
man nach der legten Formel, wenn man darin r ftatt d fegt: 


wenns + »). 
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Das reguläre Prisma wird zu einem geraden Cylinder, wenn = r 
ausfällt, daher ift das Trägheitsmoment diejes Cylinders in Beziehung auf 
jeine geometrifche Are: 


2 
w=1,M (5 + r) = 1, Mr. 


Das Trägheitsmoment eines Cylinders ift alfo gleich dem 
Trägheitsmomente der halben Cylindermaſſe concentrirt in dem 
Umfange deflelben, oder gleich, dem Trägheitsmomente der ganzen Maſſe 
befindlich im Abftande 

k—=r Vi = 0,71071r. 

Hat man e8 mit einem hohlen Cylinder ABDE, ig. 553, zu thun, 
jo ift das Trägheitsmoment bed Ieeren Raumes von dem des maffiven 
Fig. 552. Tig. 553. 

K 





Bp 





Cylinders abzuziehen. Bezeichnet 3 die Länge, rı den äußeren Halbmeffer 
CA und 7, ben inneren Halbmeſſer C@ diejes Körpers, jo hat man, nad) 
dem Borigen, das Trägheitsmoment des hohlen Cylinders: 
=, (Mr — Mr) — x(R. r rn. rd)il=Yyr(rt— ri) 
— / —TM) (r + rn)I=1,M(r? +r), 
weil das als Maſſe zu behandelnde Volumen des Körpers — a (r? — rd) Lift. 
n-+r 


5 und d die Breiter, — rs 





Dezeichnet ferner r den mittleren Halbmeſſer 
der Ringfläche, jo hat man aud): 
2 
w=M(r + 7) 


Kegel und Pyramide. Mit Hülfe der Formel für da8 Trägheits- $. 314. 

moment eines Cylinders läßt fi) nun aud) das Trägheitsmoment eines 
geraden Kegels, fowie das einer Pyramide berechnen. Es ſei ACB, 
Fig. 554 (a. f. ©.), ein fid) um feine geometrifche Are drehender Kegel, 
r—= DA = DB der Halbmeſſer feiner Bafis und? = CD feine ın 
die Are fallende Höhe. Führen wir in gleihen Höhenabftänden » Schnitte 
parallel zur Bafis, jo erhalten wir lauter dünne Scheiben von den Halb- 
meflern 
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23l.on L 
n’ n n 
und der gemeinfchaftlichen Höhe 4 Die Volumina diefer Scheiben find: 
(2) h er, =(*): 
z(-)-—, z2(— "Bufm 
” n n 
und baher bie Trägheitsmomente ten \ 
Ba EN NET VE en 
n) An’ \n 
Die Summe diefer Werthe giebt — das Teäggeitsmoment des 
ganzen Kegel: 


La 
n 





w-Fwrnyar+: +), 
d. i, da 14 Mi #2+3: +... +n= - und die Maffe des Kegels 
M“= Bu jegen ift, 
3 a 
= n Mr:. 
Big. 555. 





-x 


Bezeichnet e = OF einen Halbmefjer im Abftande x = CO von C, fo hat 
man das Volumen oder die Maſſe m einer Scheibe EF 
m=ngdx 
und das Trägheitgmoment derjelben 


3W = Yma= 3 erde. 


Da nung =% rn, ſo folgt: 
Wein 240m, daher 


a 
nr m 3 
-1l (el 4, 
wezn/ee=n h=nM. 


o 
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Ebenſo ift für die gerade Pyramide ACE, Fig. 555, mit rectan⸗ 
gulärer Bafis, unter denfelben Berhältnifien: 
V= ls Md, 
wenn d die halbe Diagonale DA der Bafis bezeichnet. 
Auch ergiebt fich durch Subtraction von zwei TrägheitSmomenten, das 
Trägheitsmoment eines geraden abgelürgten Kegeld (ABEF, Fig. 554), 
deffen Halbmeſſer DA und OF, rı und rz und Höhen CD und CO, hı 


und hg find, in — auf feine geometriſche Axe X X: 


eh 
neh) = or ein) 


ober, da die Maſſe 
M= (mr) = En (rd) if, 
3 ar, 


y5 __yr5 
W= Ya (= 2). 
1 


T5 








Kugel. Auf gleiche Weile beftimmt fi da8 Trägheitsmoment einer 8. 315. 
Kugel, welche fi) um einen ihrer Durchmeſſe DE — 2r dreht. Theilen 
wir die Halblugel ADB, Fig. 556, durch Schnitte parallel zur Bafis 

Fig. 556. ACB in n gleichdide Scheiben wie KH u. |. w., 

und beftinnmen wir die Momente derſelben. Das 
Quadrat des Halbmeſſers FK einer folchen 
Scheibe ift: 

GR = Ca — CR=r— CR: 
daher das Trägheitsmoment derfelben: 


— isn: — (r? — CK): 





= 5 (rt — 272. TR + CK‘). 


Segen wir nun fir CK nad) und nad —, *. Zu f. w. bie — — 


ein, und abdiren wir die Ergebniffe, fo folgt ba Taͤgheitamoment ber 
Halbkugel: 


— 


ar 2rt n? r\t n® . 
— — A__-__. —_ — d — . .. 
=; I»r - *6 )3 .: i 


w=-T an 4 W= 


2 





$. 316. 


702 Fünfter Abſchnitt. Zweites Gapitel. [$. 316. 
Nun ift der Inhalt einer Halbkugel M=?/, ar?, es läßt ſich daher fegen: 
w=°®, .Yar.?=%,Mrı, 
und nimmt man MM für die ganze Kugel an, fo gilt die Formel auch für diefe. 
Bezeichnet o den Halbmefier @K der Scheibe im Abftande ze = CK vom 
Mittelpuntte, jo hat man mit Hülfe der Differenzialrechnung: 
Im =yYm® = ner = Z er dx, 


und da 0? = r? — x, alſo ot = rt — 2r?2 22 + x# ift, fo folgt: 
z=r 





#=3/[e ıır = fe — 2rR 2292 + ztıe), 
z—=0 
oder op 4 
"(5 _27 ı ns" _3 2 
= a\ 8 + 5b/ 1 — — 


Der Drehungshalbmeſſer iſt: 
k—=rV?, = 0,634 .r. 

Zwei Fünftel der Kugelmaffe um den Kugelhalbmeffer von der Drehungs- 
axe abftehend, haben daffelbe Trägheitsmoment wie bie ganze Kugel. 

Die Formel 

W= ?/, Mr: 

gilt auch fir ein Sphäroid, deffen Aequatorhalbmeſſer — r ift (ſ. F. 126). 

Dreht ſich die Kugel um eine andere, von ihrem Mittelpunfte um d ab⸗ 
ftehende Are, jo hat man das Trägheitsmoment berjelben zu fegen: 

W=M(d +; r?). 


Cylinder und Kegel. Das Trägheitgmoment einer materiellen Kreis⸗ 
linie ABDE, ig. 557, in Hinſicht auf eine Are durd) den Mittelpunkt 
C und rechtwinkelig zur Ebene des Kreifes ift, da alle Bunkte un CA=r 
von ber Are abftehen, 

W=Mr. 

Diefe Formel gilt nicht nur für einen Ring aus dünnem Draht, fondern aud) 

für einen Eylindermantel aus dünnem Blech und von beliebiger Höhe, welcher 
$ig. 557. ſich um feine Are dreht, und kann annäherungss 
Y weije auch fiir Schwungringe gebraucht werden, ſo⸗ 
A bald die radiale Dimenfion des Kranzquerfchnittes 
hinreichend Klein gegen den Halbmeſſer ift. Eine 

x genauere Beltimmung ift im $. 313 gegeben. 
Das Trägheitsmoment einer materiellen Kreis⸗ 
D finie in Hinficht auf einen Durchmeſſer X X oder 
-Y YYift für alle Durchmeffer gleich groß. Es ift 
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daffelbe für XX gegeben durch Z my? und fir FY durch Zmzt. Da 
nun das Trägheitsmoment hinfichtlic der in C fenkredht ftchenden Are 
Znt—=Em(e+ 99 
ift, fo folgt 
Zmt=Emt —=\,Zömr, 
d. h. man hat für die Durchmeſſer XX und XX ſowie für jeden anderen 
Durchmeſſer: 
mW=1W='!4Mr. 
Dagegen das Trägheitsmoment von einen Freisrunden Blatte ABDE, 
Fig- 557, welches ſich um feinen Durchmeſſer BE dreht, ergiebt ſich wie 
das Biegungsmoment eines Cylinders: 
ar‘ Mr: 
. MET 
es ift folglich, der Halbmeſſer der Trägheit diefer Fläche: 
k=r VW =ıhr, 
d. i. die Hälfte vom Halbmefier des Kreifes. 

Auch Gier iſ für bie in 0 fenfrehte Are W— 2 Wı = UT, melie 
Formel für beliebige Dide der Scheibe, daher aud) für einen Cylinder hin- 
ſichtlich feiner geometriſchen Are gilt, wie aud) ſchon in $. 313 gefunden 
wurde. ö 

Es läßt ſich num auch das Trägheitsmoment eines Cylinders ABDE, 
Fig. 558, finden, der fi um einen durd) feinen Schwerpunkt 8 gehenden 

Big. 698. Durchmeſſer FG dreht. Ift 2 die Halbe Höfe 
AF und r ber Halbmeſſer CA—= CB des 
Cylinders, fo hat man das Volumen einer 
Häffte deffelben — r?l, umb führt man 
Schnitte parallel zur Baſis und in gleichen 
Abftänden, fo zerlegt man dieſen Körper in n 


2 
gleiche Theile, wovon jeder — an ift, und 
der erſte um 4 der zweite um 2, der dritte um = u. f. w. vom Schwer- 


punkte S abfteht. Mittels der Formel in $. 307 folgen nun die Trägheits- 
momente diefer Blätter oder Scheiben: 


ee) 


fur +) ]e tm 
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deren Summe das Trägheitömoment des halben Cylinders: 
ar 


A 


n 
—* 
— + 9 u(2 +3 
liefert, und ie auch fir den ganzen ylinder gilt, wenn M die 
Maſſe deſſelben bezeichnet. 
Mit Hülfe der Differenzialrechnung ſchreibt fih das Trägheitsmoment einer 
Scheibe im Abftande z von XX in Bezug auf XX: 
3W = Yymr? + mei = nradz @ +2), 
daher folgt: 








Anrals 


ı 
warnt zandı+ 3 


=an. u(2+ 3)=- “(+ 


Auf-ähnliche Weife beftimmt ſich das — eines geraden 
Prismas ABD, Fig. 559, in Hinſicht auf eine Queraxe XX durch den 
Schwerpunkt 8. Iſt x der Trägheitshalbmeier der Grundfläche 4 B bes 
Prismas in Hinficht auf eine Are NN, welche durch den Schwerpunft C 
der Bafis geht und parallel X X läuft, und bezeichnet 2 die halbe Länge 
oder Höhe CS — DS des Prismas, fo hat man dag gefuchte Trägheits- 
moment deſſelben in Hinficht auf die Are XX: 

Ww=MR+'D). 
Sig. 559. Fig. 560. 





Ebenſo findet man für den geraden Kegel ABD, Fig. 560, deſſen 
Umdrehungsare XX dur) den Schwerpunft beffelben geht und auf der 
geometrifchen Are CD winkelrecht fteht: 


W=’!aM(r+ r)- 
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Bezeihnet o den Halbmeſſer einer Scheibe im Abſtande z von der Spige bes 

Kegel, ſo ifte = r re und das Trägheitsmoment einer ſolchen Scheibe für 
eine Are durch die Kegelipige D ſenkrecht zu CD folgt zu: 
ıWwW=m = +nmn?= Bu (£ + 22), oder 


WW =. un etde — 7 7 Ada, daher 


n ri 7 h A? 
75, NEE fer 5 tarhz 


—arıh + 2) = — —P 


Da der Schwerpunkt S um %, h von der Spitze A abliegt, fo ift endlich dag 
Trägheitsmoment in Hinfiht auf X X: j 
WV=M-MYM=N rt YyR— Ya) (+). 

Für alle geraden Prismen und Eylinder ift die geometrifche Are eine 
Schwerpunttshauptare. Die beiden zugeordneten liegen in dem Querſchnitte durch 
den Schwerpuntt. Hat der Querſchnitt eine Symmetrieare, jo ift diefe eine Haupt⸗ 
are (3. B. Prisma mit gleichjchenkelig dreifeitiger Bafis). Laſſen fi) in dem Quer: 
ſchnitte durch deſſen Schwerpunkt zwei zu einander Senkrechte legen, für welche die 
Trägheitgmomente der Querſchnittsfläche, aljo auch des Prismas glei groß find, 
jo find jede zwei in der QuerjchnittSebene im Schwerpunkte zu einander Senk—⸗ 
rechte zwei Schwerpunftshauptaren. Das Trägheitsmoment ift dann für alle 
durch den Schwerpunkt gehenden zur Are ſenkrechten Geraden gleih groß. Dies 
ift der Gall, wenn der Querſchnitt ein Kreis, ein reguläres Polygon, oder auch 
eine Figur von folder Regelmäßigkeit ift (Stern, Kreuz u. ſ. w.), daß die ange- 
gebene Bedingung gleicher Trägheitgmomente für zwei fenfrechte Aren erfüllt if. 


Segmente. Das Trägheitömoment eines Rotationsparaboloides 
BAD, Fig. 561, weldes fid) um feine Rotationsare A C dreht, wird 
Fig. 561. ähnlich wie das einer Kugel beftimmt, Iſt 
der Halbmeſſer der Baſis, 
0(B=(0D=a, 
die Höhe CA — h, und denkt man den Kör- 


per aus n Scheiben, jede von ber Höhe * 
beſtehend, ſo hat man die Inhalte derſelben: 


D 
h 1 2 
n n n N nn N 





weil fic die Quadrate der Halbmeſſer wie die Höhen oder Abflände vom 
Scheitel A verhalten. Hieraus ergeben ſich die Trägheitsmomente der auf 
einander folgenden jcheibenförmigen Elemente des Körpers: 

Weisbach's Lehrbud der Mechanik. L 45 
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— 207, 22.2. 22 —ufm, 


und daher folgt endlich da8 Trägheitsmomentdesgangen Paraboloides: 








wma rt 
22. © — 1), Mas, 
weil das Bolumen bdiefes Körpers nad) der Guldini’fchen Regel 
M=!yah.20. ya" ip 


Diefe Formel läßt fi) auch auf ein niedriges Kugelſegment anwenden. 
It die Höhe % eines ſolchen Segmentes gegen a nicht fehr Hein, fo hat 
man flir das Trägheitsmoment einer Scheibe befjelben: 


— ah — ah 3 — — ah . 23 — 3 4 
W "=;,h(r h?—= > (Ar?h? — 4rh? + 4) 
zu fegen, wobei r den Kugelhalbmeſſer bezeichnet. 


Nimmt man num fucceffiv ftatt % die Werthe 4 a 3h u. ſ. w. an, fo 


N 
erhält man das Trägheitsmoment bes Kugelabſchnittes: 
ıch h\? n® h\3 mn h\*t n® 
ler) - tt 
a h® 4 R 
= 30 (20r — lörh + 3Ah2). 


Der Inhalt ober die Maſſe des Kugelſegmentes ift: 
M=aM(r —ııh), 
daher: 


w=a#(r— !;h)- ı r— ah + Ya rn) 


=, Mh (r — Yıh + Yon m) 
Meift ift genligend genau 
W= 2/5 Mh (r — ba h) = 1,M (a? + 1%; h?). 
Diefe Formel findet ihre Anwendung bei den Bendellinfen. 


$. 3l8. Parabel und Ellipse. Fur eine Parabelflähe ABD, Fig. 562, 
ift (nad) $. 233), wenn man ftatt der Fläche F die Maſſe M einführt, alfo 
F mit M vertaufcht, und die Sehne AB wieder mit 3, fowie die Bogen⸗ 
höhe C.D mit h bezeichnet, da8 Trägheitsmoment in Hinficht auf die geome- 
teifche Are X X diefer Fläche: 
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Ms? 
wi 


und das in Hinſicht auf die Are YY, welche durch den Schwerpunkt 5 ber 
Fläche geht und rechtwintelig gegen X X fteht: 
Ww = "1 MM. 


Hieraus folgt da8 Trägheitsmoment in Hinfiht auf eine durch S redt- 
wintelig zur Barabelfläche gehende Are: 


w=W+WMm=M (5 + %ırs h) —=1,M (5) + ir/30 n]. 


Für eine folcde Are durd) den Parabelicheitel D wäre Hingegen, ba 
DS =, h ift ($. 117), diefes Moment: 


M=W+HCM= ml) + WR] 
und dagegen für eine Are durch den Mittelpunft C der Sehne: 
M=W+ ON = 1m|(5) + HR] 
Fig. 562. 
Y 





Diefe Formel gilt natlirlich auch für ein Prisma mit parabolifchen 
Grundflähen, namentlich, auch für Balanciers, welche aus zwei ſolchen 
Prismen beftehen und um eine durch ihre Mitte C gehende Are fchwingen. 

Hür eine Ellipfe ABAB, Fig. 563, mit den Halbarn CA = a 
und CB = b ift (nad) $. 231) das Trägheitmoment in Hinficht auf bie 
Are BB: 


| 3 2 
w— te) _ Ya 








4 4 
und das in Hinficht auf die Are AA: . 
zab? Mb: 
MET-T 


45* 
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folglich das Trägheitsmoment in Hinſicht auf eine Are durch die Mitte C 
und rehtwinfelig zur Ebene der Figur: 
W=W+WM=!4M (a +). 


Rotstionsflächen und Rotationskörper. Mit Hilfe des höhe⸗ 
ren Caleuls laſſen ſich die Trägheitsmomente von Rotationsfläden und 
Rotationskörpern (f. $. 128) durch die im Folgenden entwidelten For— 
meln ermitteln. 

1) Dreht fi) ein Gürtel oder eine Zone PQ Qı Pı, Big. 564, vom Halb- 

Fig. 564. meffer MP — y und der Breite PQ= ds 
um feine geometrifche Are AC, fo fält, da der 
Inhalt defjelben (nach $. 128) 
20 =2nyds 
ift, das Trägheitgmoment deffelben in Bezug 
auf die Are AC 

a „00 = 2ny?ds 

aus, und es ift folglich das Trägheitsmoment 
der ganzen Rotationsfläde APP, in Hin- 
fit auf ihre Are AC: 

w=2z f y30s. 


2) Eine Scheibe PQ Qı Pı, deren Volumen 99 — zy?9x zu ſetzen 
it, Hat nad) $. 316 das Trägheitsmoment in Hinficht auf die Are AC: 
oVv.y’__ aytdz 





200002 
folglich ift da8 Trägheitsmoment des ganzen Rotationskörpers APP}: 
= 3 f ytoz. 


Wäre AP ein Kreisbogen, und folglich die von ihm durch Umdrehung 
erzeugte Fläche eine Rugelcalotte, fo hätte man: 


yP=2rı — 2m yde—=rdz, 
folglich das Trägheitsmoment diefer Calotte: 


w=2z[@rz a) r02— 2ur (2r [20% -[=2:) 
=2ar (3). 
oder, wenn man die Höhe AM — durch A erfegt: 
Ww=2ern (r- )=m(r-% , 
da der Inhalt oder die Maſſe der Calotte M— 2urk iſt. 
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Für die ganze Kugeloberfläde ift A — 2r und daher 
W = 2%), Mr}. 
Wäre hingegen AP ein Ellipfenbogen und folglich der mittels der ebenen 
Fläche APM durch Umdrehung erzeugte Rotationskörper APP, das Seg- 
ment eines Rotationsellipfoides, fo hätte man 


2 0° 2 
y — ; Rax — =’) 


und daher das Trägheitsmoment befjelben in Hinficht auf die Are 40: 


—— (2ax — 09x 


= aan — 4aa? + xt) 0x 


4 5 
= (az — an +) 
3. 2. für das ganze Elipfei, für welches x — 2a ift: 
W= 8/15 ıbta = 2/,.%; zab?.b? — 2/, Mb}, 


2 
da fich der Inhalt diefes Körpers burd) — ” I, nad — */, nab? ausdrüden 


läßt (vergl. $. 125). 

3) Dreht ſich ferner der Gürtel PQQ, P, um eine Are durch A, melde 
techtwinfelig auf der geometrifchen Are A C fteht, fo hat man (nad) $. 307 
und $. 316) das TrägheitSmoment deffelben 

— 00 (a? + Yyd) = 27 (0 + 1% y?) yOs 
und daher das Trägheitsmoment der ganzen Calotte AP P:: 
‚= » [0 + 4?) yOs. 

4) Dreht fi) endlich die ganze Scheibe PQQ, Pı um eben biefe Are 
dur A, fo ift deren Trägheitsmoment . 
ra + NY) ray (a + Yuy?) dx 

und daher das des ganzen Körper APP:: 
vV= a + "4 y?) y}oz. 

Für ein Rotationsparaboloid (f. $. 317) ift, wenn man deſſen Höhe 

AM durch A und den Halbmeffer MP feiner Bafis durch a bezeichnet: 
y„’_ı% 
an 

folglic) da8 Trägheitsmoment in Hinficht auf die Ordinatenaxe durch A: 


wW— 6 + Ya =) 0% 7 —(H x + Yıa =). 
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alfo, wenn man z — % einführt: 

Ww=!math (h + '/0) = 1 Mh? + Yaa?), 
da das Volumen diefes Körpers — !/, ma? ift (vergl. $. 127). 

‚Hieraus folgt endlich wieder das Trägheitsmoment dieſes Körpers in Hin⸗ 
ſicht auf eine Are durch den Schwerpunft S und rechtwinkelig zu 40: 
M=YM(h + Va) — (2? MR! (a + 1/51). 

Für alle Rotationskörper ift die geometriſche Are eine Schwerpunfts- 
hauptare, und als bie zugeordneten Hauptaren können je zwei durch dem 
Schwerpunkt gehende unter fi und auf der erften Are ſenkrecht ſtehende 
Geraden gelten. Das Gentralelipfoid ift hier ein Rotationsellipfoib; bei 
der Kugel ift es chenfall® eine Kugel und je drei Senkrechte zu einander 
find dabei Hauptaren. Auch ein Cylinder von der Länge 3 und dem Halb- 
meſſer r kann eine Kugel zum Centralellipfoid haben, wenn bie verjchiedenen 
Trägheitsmomente ($.313 und $.316) einander gleich find, d. h. wenn man 

2 t£ 
Y,Mr—=M @ +5), ao 


i=; V3 = 0,866 hat. 


8. 320. Beschleunigte Umdrehung einer Radwelle. Die Theorie ber 
Trägheitsmomente findet bei Mafchinen und Inftrumenten die häufigften 
Unmendungen, weil an dieſen meift rotirende Bewegungen um eine fefte 
Are vorfommen. Es werben deshalb in der Folge noch vielfache Anwendungen 
diefer Lehre vorfommen, und möge baher genügen, zunächſt nur einige eine 
fache Fälle derfelben abzuhanbeln. 

Wirken an einer Radwelle ACDB, Fig. 565, mit den Hebelarmen 
Fig. 565. CA=a un DB—=b zwei Gewichte 

P und Q mittelft vollfommen biegfamer 

Schnitte, und find die Zapfen hinreichend 

dünn, um bie Zapfenreibung vernach⸗ 

x laſſigen zu können, fo bleibt diefe Ma- 

ſchine im Gfeichgewichte, wenn die ftatir 

ſchen Momente P. CA und Q.DBein- 

ander gleich find, alſo Pa — Qb iſt. 

Iſt Hingegen das Moment vom Gewichte 

P größer als von Q, alſo Pa > Qb, 

fo fint P und fteigt 9, ift dagegen Pa < Qb, fo fleigt P und finft Q. Uns 
terfugen wir nun die Bewegungsverhältniſſe in einem ber Iegteren Fälle, 
fegen wir 3. B. voraus, daß Pa > Ob fei. Die dem Gewichte Q ent- 
ſprechende und am Arme d wirkende Kraft erzeugt am Hebelarme a eine Kraft: 
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. welche der dem Gewichte P entſprechenden Kraft entgegenwirkt, fo daß 
die beivegende und in A angreifende Kraft P— 22 übrig bleibt. Die 
Maſſe reducirt ſich beim Verſetzen aus dem Abſtande b in den Abſtand a 
es iſt daher die von der Kraft P— I bewegte Maſſe: 


3 
Mm—-- - (? + 2 a): 
9 
2 
ober, wenn das Trägheitsmoment der Radwelle W — = und daher bie 


ya 
aut In 


2 
auf A redncirte I Maſſe derjelben — — iſt, ſchärfer: 


+): = (Par + 90° + Gm):gar 
Hieraus folgt nun die Ncceleration des Gewichtes P oder Radumfanges: 


2 
Bewegende Kraft 
u Maſſe Pa? + 9: I GR ga? 
Pa — Qb 
Par gm + am 9 
dagegen die Acceleration des fteigendes Gewichtes Q oder bes MWellenumfanges: 
dd, Mb . 9 
Ta’ perguram 
Die Spannung des Seiles von P ift: 


s- -==r(1-2)0.279, 
bie des Geiles von ©: | 
s=0+@=o(1+) 
daher der Zapfendrud: 
G+8+=a+P+9-2+4 


(Pa — 0b)? 
=6 + P+ 0 - parmroE 


Es ift folglich der Drud im Zapfen bei einer ınnlaufenden Radwelle 
kleiner als bei einer im Gleichgewichte ftehenden Radwelle. 
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Aus ben Xccelerationen p und q laſſen fid endlich die Übrigen Bewegungs- 
verhältniffe finden; es ift nad) t Secunden die Geſchwindigkeit von P: 


v=p, 
von Q: 

n=g 
und der durchlanfene Weg von P: 

s=!hpt, 
ſowie der Weg von Q: 

= Y at. 


Beifpiel. Es fei daB Gewicht am Rabe Fig. 566, P = 40 Kilogramm, 
das an der Welle Q — 100 Kilogramm, OA — a = 0,5 Meer, DB=b. 
Big. 566 = 0,15 Meter. 8 beflehe ferner bie Welle 
ae aus einem maffiven Eylinder von 40 Kilo- 
gramm Gewicht und r, — 0,15 Meter Halb: 
meffer, daS eiferne Rad aber auß einer Nabe 
von rg = 0,18 Meter Auferem Halbmefler 
X und 20 Kilogramm Gewicht, einem Kranze 
von 1, —0,5 Meter Auferem, r, — 0,48 Meter 
innerem Halbmefier und 35 Kilogramm Ge— 
wicht und vier Armen von zufammen 18 Kilos 
gramm Gewicht. Man ſoll die Bewegungs—⸗ 
verhältnifie dieſer Maſchine angeben. Die bes 
wegende Kraft am Umfange ift: 


P- a — 1%, . 100 = 10 Kilogramm. 
Das Trägheitgmoment der zu bewegenden Welle ſammt Rad berechnet ſich, 


wenn man Zapfen und Seilmaffen unberüdfigtigt läßt, als die Summe der 
Trägheitsmomente der einzelnen Theile. Man hat für: 


. _Hb _ 0152 _045 
Y die Wele === 


g 
6 ri+rt _ 2 0,15°+0,18% 


2) die Rabe Mr Zt = 055 





2 7 2 9°’ 
9) den Rtan W— © an ,, ober. o ac⸗ =, 
4) die Arme W, = & we, — 
18 (048— ousn | 18 [ED 2, 2,50, 
g E +75 9 
Es ift daher das Trägheitsmoment der vollftändigen Radwelle 
„= 8 B=-M+W+WM+M= un oder GR = 11,91. 


Die gefammte auf den Radumfang reducirte Maſſe ift nun: 
gd2 + GR ,15\2, 11917 1 
M (+ )}= [10 + 100 (5) + u] + 
= (40 + 9 + 47,6) . 0,102 = 9,858. 
Hiernach folgt die Acceleration des Gewichtes P fowie des Radumfanges: 


























8. 321.] Die Lehre von den Trägheitsmomenten. 713 


b 

EB — _10_ _ 1015 Meter 

PTPar gu ran IT ya" 
a? 


dagegen die von Q: 
| b 15 
ı=,’-n' 1,015 = 0,305 Meter. 
Ferner ift die Seilfpannung von P: 


_hı_2 _ _ 1,015 _ — 
S= (1 2) P= (1 98T 40 = 0,896 . 40 = 35,8 Hilogramm 


und die von ©: 
— 9 — 0,305 — 
8.* (1 + 2) = (1 + 9 ) 100 = 103,1 Kilogramm 
und folgli der Zapfendrud (auf beide Zapfen zujammen): 
G+5S+ 5, = 113 + 358 + 103,1 = 251,9 Kilogramm, 


während derjelbe im Zuftande der Ruhe 253 Kilogramm beträgt. 
Nah 10 Secunden hat P die Geſchwindigkeit v— pt—=1,015.10— 10,15 Meter 


erlangt, und den Weg 5 —= * —= 10,15 .5 = 50,75 Meter zurückgelegt, wäh⸗ 


rend Q um 8, = 2 s—=03.5075 = 15,23 Meter geftiegen ift. 


Das Gewicht P, welches dem Gewichte Q die Aeceleration $. 321. 
Pa — ob 
I=Farge ram? 
ertheilt, Tann auch durch ein anderes Gewicht P, erfegt werden, ohne die 
Acceleration von Q zu verändern, wenn daſſelbe an einem SHebelarme aı 
wirkt, flie welchen ift: 
Pa — 2b — Pa — Ob , 
Pa? + 2b2 + GR? Pa? + 0? + GR? 


Pa? + Q? + GM ft man: 
Pa — Ob durch c bezeichnet, erhält man: 


ob +)+ am 
2, 


Die Größe 


a — ca = 


und ben in Frage ftehenden Hebelarm: 


a = NY ec + \ (2) - era r en @& u + ar, 


Auch läßt ſich mit Hilfe der Differenzialrechnung finden, daß Q vom 
Gewichte P dann am ftärkften accelerirt wird, wenn ber Hebelarm des legten 
der Gleihung Pa? — 2 Qab = Qb? + G@K? entjpridt, alfo 





714 Fünfter Abfchnitt. Zweites Capitel. [$. 321. 
60 b2V QM + GM 

* -2: VQy+ 4 

it”). 


Die im BVorftehenden gefundenen Formeln nehmen eine complicirtere Ges 
ftalt an, wenn auf die Reibung der Zapfen und Steifigkeit der Seile Rück⸗ 
fiht genommen wird. Bezeichnen wir den Inbegriff beider Widerftänbe, rebu- 
cirt auf den Umfang der Zapfen, deren Halbmefler = r fein möge, durch F, 


fo ift ftatt der bewegenden Kraft P — v Q, der Werth P — Ob +Fr 
a a 


zu fubftitwiren, weshalb 3. DB. die Beichleunigung von Q: 
_(Pa— Fr)b — Qb 
= Faranram 

und der ber ftärkften Acceleration von Q ent|prechende Arm 


0b + Fr vet Q9b2 + @k: 
ausfällt. 


Beilpiele. 1) Wenn die Gewichte P = 30 Kilogramm, Q = 100 Kilogramm 
an den Hebelarmen a —= 0,5 Meter und 5 = 0,1 Meter einer Radwelle wirken, 
und es ift für diefe Maſchine FA? —= 6; fo ift die Beichleunigung des fleigenden 
Gewichtes Q: , 

30.0,5.0,1— 100.01 — 0,5 — — 
⏑ 0,19r26981 =75. 2176 61=0,085.9,81 0,84 Meter. 

Soll aber ein Gewicht P, — 45 Kilogramm diejelbe Beichleunigung von Q 
hervorbringen, jo ift der Hebelarm von P, 


„54V )- MamEar8 


ober da 30 . 0,52 + 100.012 +6 _ 
12 . 
= 0.08 — 10.01 2,9 Meer if 
„en Van Besen — 2,59 oder 0,31 Meter. 


*, Dem 9 Dem Barimum bon q entſpricht befanntlich (I. anaiyt. Hülfslehren $. 13) 
b 


die Gleichung — 41- — 0. Bilde man au q = FT on row‘ gb 
wau — war (f. analyt. Hulfsl. 8. 8. V.) den Aus⸗ 


nach der om —- = Zi 
drud >I 3. ſo folgt 
dq _ (Pa? + GK) P— (Pa — Qb) 2Pa 
r — (Pa? + Qb" + G&X?2)2 
Diejer Ausdrud wird mit dem Zähler zu Null, aljo wenn 
Pa? + 00? + Gk? = 2Pa? — 2Qab 


Pai — 2Qab = Ob? + G@R2 if. 


gb. 


oder wenn 
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2) Die Beihleunigung von Q fällt am größten aus, wenn der Hebelarm ber 
Kraft oder der Halbmefler des Rades 


01. 100 01. 10 „100. 01° +6 
1.10, yerzr 0 | 


.— — 0,333 + V0,3444 


= 02 Meter AN 
Es if diefe Maximalbeſchleunigung: 
80 .0,92 .0,1— 100 . 0,12 1,76 _ 
= 50.092397 100.0,10.26 1 = 9,59 91 = 0,54 Meter. 
3) Iſt das Moment der Reibung ſammt Seilfteifigleit Fr — 2, jo hat man 
Ratt Q5, 9 u Fr =10.0,1 7 2, = 12 zu fegen, weshalb folgt: 


+ y (5) +5 — 0,40 + 0,63 — 1,08 Meter, 


und die are Warimalbejäfennigung: 
30..1,03.0,1—2.0,1— 100. 0,12 1,89 


am Fir BL = 0,8 Dicker 


Fallmaschine. Die $. 320 gefundenen Formeln für die Radwelle 
gelten auch für die einfache fefte Rolle, denn jegt marı b = a, fo geht die 
Rabwelle in eine Rolle oder Welle über. Behält man die übrige Bezeid)- 

Sig. 867. nung des angeführten Paragraphen bei, fo hat 
man für die Befchleunigung, mit weldyer P 
finft und Q fteigt: 
— de 


— ERDE 
oder, mit Berückſichtigung der Reibung: 
_ (P— Q)a® — Far 
PFIERFgRH+Gm 
Um die Zapfenreibung herabzuziehen, legt 
man die Zapfen C der Rolle AB, Fig. 567, 
auf Frictionsräder DEF und Di Ei Fi. En 


nun die Trägheitsmomente diefer Räder a 


und die Halbmeſſer derjelben, 
DE=DE=a, 

fo hat man, wenn F' wieder die auf den Um⸗ 

fang des Zapfens C reducirten Reibungen be= 

zeichnet, zu fegen: 


P—0)a?— Far 
— P-Qe—Her 5 


(P+Qar+GE +4, 1: 


weil die auf den Umfang der Frictionsräder 
oder der Radzapfen reducirte träge Maſſe die 











8. 322. 





8. 329. 
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ser Kader C * 
der Schwere: 





7 betr Durch Umkehrung erhält man die Befchleunigung 


P+Qa+ GR + 
g = ——-.) 
(P— Q) a? — Far 

Bei einer Heinen Differenz; P — Q beider Gewichte fällt die Befchleunis 
gung p Hein aus, es geht daher die Bewegung langſam vor fich und es ift 
der Widerftand, welchen die Luft den Gewichten entgegenfegt, unbedeutend, 
weshalb fih mit Hülfe von Berfuchen über das Sinfen von Gewichten an 
einer folchen Vorrichtung die Beſchleunigung der Schwere mit ziemlicher 
Sicherheit ermitteln läßt, was bei einem frei fallenden Körper geradezu un- 
möglich ift. Verſuche der Art hat zuerft der Engländer Atwood (f. At- 
wood's Treatise on Rectilinear and Rotary Motion) angeftellt, weshalb 
der Apparat unter bem Namen der Atwood'ſchen Fallmaſchine bekannt ift. 
Zur Beltimmung der Fallräume dient eine Scala HK, an der das Gewicht 
P niederfintt. Aus dem Yallraume s und der utſprechenden Zeitet folgt 
allerdings ſchon 





2.8 

2’ 
hebt man aber die bewegende Kraft während des Fallens auf, indem man 
ein ihr gleiches und einen hohlen Ring bildendes Gewicht ZZ, von einem 
feften engeren Ringe NN, auffangen läßt, fo wird der librige Theil s, des 
Fallraumes gleichförmig durdjlaufen und e8 ergiebt fi) nun mit Hülfe der 
an einer guten Uhr beobachteten Zeit t, die Geſchwindigkeit: 


pr — 


_ * 
=, 
fowie die Acceleration: 
— v A 
PT 


Macht man endlih 4, = t = 1, fo giebt der Verſuch unmittelbar 2 — sı. 
Setzt man ben fo gefundenen Werth von 9 in die obige Formel, fo beftimmt 
fi) dadurd) die Beichleunigung g der Schwere. 


Beschleunigte Bewegung der Rollenzüge. Die Xccelerationen 
ber Gewichte P und Q, welche an einer Berbindung aus einer feften Rolle 
AB und einer lojen Rolle EG, Fig. 568, hängen, ergeben fich auf fol- 
gende Weife. Es feien die Gewichte der Rollen AB und PO — 6 


2 
und Gi, die Trägheitsmomente derſelben = und a und die Halbmefjer 
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CA=amd DE= a, alſo die auf die Umfänge reducirten Maſſen 


G BR? 
M= rar, und M, = -— u Sinkt das Gewicht P um einen ge 


Big. 500. wiſſen Weg s, fo figt @ + Gi auf Yas (6. 168), esg 
= wird daher die Arbeit Ps — (Q + G,) > verrichtet; 


u 





bat bei diefem Sinken das Gewicht P die Gefchmwindig- 

feit v angenommen, fo it Q + Gı in die Gefchwindig- ' 
\ feit > verfegt worden, und e8 hat die Rolle AB bie 
X 


Umfangsgeſchwindigkeit v und die Rolle EG, da bei der 
rollenden Bewegung progreffive Bewegung und drehende 


einanber gleic) find, die Umfangsgeſchwindigkeit > erlangt. 


Die Sunme ber diefen Mafjen und Gejchwindigfeiten entfprechenden leben⸗ 
digen Kräfte ift: 

pP Q+G , (fv\, CR 5 ik} /v\? 

7”"+r7 (3) + 7 "+7 (3)' 
und fegt man nım ihre Hälfte der aufgewendeten Arbeit gleich, jo befommt 
man bie Öleihung: 

245) = ( ra GR a) 
(? Je + Zar) 35 

Hiernach ift die Gefchwindigfeit, * P angenommen hat, nachdem es 


den Raum s durdjlaufen: . 















v— _— — — —_, 
+6, GM Gi 
Fr 4 + a? + 4.4) 
2 
Für die Acceleration p iſt 93 = . daher hier 
P— + 6 
2 


pP =| —— | g. 
+ Gı Gk? Gık} 
P+ 4 + a? + 4a) 
Die Xcceleration von Q + G6i ftp = 5 und ebenfo groß ift auch 
die KRotationshejchleunigung am Umfange von G.. 
Die Spannung des beide Rollen verbindenden Seile BE ift 


s-P— (+2) 2, 2, 
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2 
weil die Kraft (? + =) rn auf die Befchleunigung von P und @ ver- 
wendet wird; die Spannung des befeftigten Seile GH hingegen: 
— ————— 
⸗ 8 S8 a? 25 
weil die Rolle EG durch die Differenz 8 — 5, ber Seilfpanmungen in 
Umdrehung gejett wird. 
Beifpiel. An der Rollenverbindung in Fig. 568 hängen die Gewichte 
P == 40 Rilogramm und Q = 66 Kilogramm, und e8 wiegt jede der majfiven 


Rollen 6 Kilogramm; man fucht die Beichleunigung diefer Gewichte. 
Die bewegende Kraft ift: 


pr 239 _.0-%4° 


die Maſſe einer Rolle auf ihren Umfang rducirtn 
@k3 G.k®_@ — 6 _3 
ga ga: 2 2 (6. 318), 
und die gefammte träge Maſſe auf ven Umfang der Rolle AB rebucirt: 
Q T G , RM 73 8 
= (PH + mt ++ Wi=T,, 
daher die Befisleunigung des —*8 Gewichtes: 
4 16..9,81 
v= 947 9 — 297 = 0,685 Meter; 
dagegen die Acceleration des fleigenden Gewichten: 
9 = z = 0,317 Meter. 
Die Spannung des Seiles BE ift: 





—= 4 Rilogramm, 








S=P—(P+ 2): 2 _-0—4 ar 40 — 2,78 = 87,29 Rilogramm; 
die des Seil GH: 
— 4 ‚»2_ _ 0,635 
=S— 3 397 87,22 8 2.931 —= 87,12 Rilogramm. 


8. 324. Zuſammengeſetzter ift die Bewegimg, wenn bie Rolle EG, Fig. 569, 
nur an einem umgefchlagenen Seile hängt. Nehmen wir an, dag P 
Sig. 569. mit ber Acceleration p finft und Q mit q fteigt, fo er⸗ 
halten wir die Acceleration der drehenden Bewegung am 

AB Umfange ber loſen Rolle: 

1 — — 46. 47). 

Setzen wir nun bie Spannung des Seiles AB —= 8, 

jo erhalten wir: 
P-S- (P + CE — 2 


— 
ferner: 





s-@+M)=(0+ 47. 
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da nad) $. 304 angenommen werden kann, baß 8 in dem Schwerpunfte D 
von EG angreift, und endlid): 


8— I 
9 
. da aud) anzunehmen ift, daß der Schwerpunkt D feftgehalten und die Rolle 
durch S in Umdrehung geſetzt wird. 
Die legten drei Tormeln geben die Accelerationen:: 


__P-B8 _8—- (Q+ 6) _ Sa 
P= Gm "1 +46 u rn 
a 
und alle drei in die Öleihung qı = p — gq eingefeht, erhält man: 
Ss _P-S _8-—-(QH+G) 
7 Gr: 9 ta ° 
Pr 


woraus mm die Seilfpannung 
2Pa? + Gk? 


1 3 3 
tr ram) ro 


folgt. Aus dem Werthe fir S ergeben ſich nun auch durch Anwendung - 


obiger Formeln die Beichleunigungen der Gewichte P und Q. 

Bernacdjläffigen wir die Maſſe @ der feiten Rolle, und fegen wir aud) 
Q = Null, fo erhalten wir einfach: 

FR 2Pa?. G,k? 2 PG,k! 
— AEHPa@HLEN 

Iſt das Seilende AE, ſtatt daß es Über die Rolle AB weggeht, feſt, 
fo hat man die Beichleunigung p — 0, daher qı = — q md fölglid) die 
Spannung: 

+) GM 
 Q@Q+a)a+ Gh 


und für Q — Null: 
S= Ku Ak 
+ 
Iſt der rollende Körper GC, ein maffiver Cylinder, fo hat man: 
2 
SH 1,0, 


1 
und es ergiebt ſich die Spannung für den erften all, wo das Seilende AE 
über bie Rolle A B geht und das Gewicht P trägt: 
8— 2PG 
—3P+G' 
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und für den zweiten, wo das Seilende AE feft ift: 


_ A 
s=7 


Soll im erften Falle das Gewicht P fteigen, jo hat man p negativ, aljo 
8) D, d. i.: 
2PG,k? > PGi + Pa (aꝰ + kN, 
einfach: 
4 
pP a1 + Pr] ’ 
damit ferner Gi finte, ift nöthig, daß S < Gi, alfo 
@ a)... 
P > 1 — 77 ſei. 


Beiſpiel. Wenn bei der Rollenverbindung bes Beiſpieles zu $. 323, Fig. 568, 
dag Seil G A plöglich reißt, jo wird wenigftens anfänglich das Seil BE geipannt 
durch die Kraft: 


ap; GR 
u 2.0 +3 
= — = FW @TLHFI 
autom)? +z)tı TO 
83.72 65976 


=5 BIN” = m 5,210 Kilogramm. 


Hierbei ift die Beichleunigung des finfenden Gewichtes P: 


40 + 3 BC ug 


»= (7, 2®) 9 = (5) 981 = I - 981 =7,9 Meter, 


Gk 
Er 


ferner die Beichleunigung der finfenden Rolle: 
— A) = Fr 981-7. 981— 9,1 Meter, 





Q-+G, 72 72 
und die Umbrehungßacceleration diefer Rolle: 
_ Sa! _ 5,210 _ 
41 * Ge g9= Zur ˖ 9,81 = 17,04 Meter. 


Fortrollen eines Körpers auf einer horizontalen Ebene. 
Wenn ein runder Körper ACD, Fig. 570, mit einer gewiflen Anfangs⸗ 
geichwindigfeit c auf der 





ig. 570. 
dis horizontalen Bahn DE 
A In fortgejhoben wird, fo 
nimmt berfelbe in Folge 





non 2 rn —— 
— der Reibung auf dieſer 
SR — eg Bahn eine Drehung mit 
allmälig wachfender Ge⸗ 
Ihwindigfeit an, deren 
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Ücceleration 9 durch die Be 
Kraft pa? 
— Male M m 
a? 
worin ꝙ den Neibungscoefficienten, G — Mg das Gewicht, alfo ꝙ G 
die Reibung, ferner MX? das Trägheitgmoment des Körpers und a den 
Wälzungshalbmefier CD deffelben bezeichnen. Die durch diefe Acceleration 
in der Zeit & erzeugte Umdrehungsgeichwindigfeit im Abftande CD — a 
von der Are C ift 








g beitimmt ift, 


2 
v=pyi=p es gt. 
Dagegen erleidet die fortichreitende Bewegung des Körpers eine Retarba- 
tion q, welche die Formel 
Widerſtand 9G 
= um 
angiebt, und wonach die Geſchwindigkeit diejer Bewegung nad) t Secunden 
v—=e—-qa=e— 9gt if. 
Segt man nun vı, = v, alfo 


a? 
Paıme— pt 


jo erhält man die Zeit, nad) welcher die Geſchwindigkeit des Drehens gleich 
der des Fortjchreitens wird, und daher das Wälzen des Körpers eintritt: 


et — __ KK _.x., 
(+5 ren 
Am Ende diefer Zeit ift die gemeinfchaftliche Geſchwindigkeit 
3 a?c 


amt rw 
und der progreifive Weg bes Körpers: 
= (FM): _2a+kc RO c _ (2a +k)R cc 


tk 2 a +? og (a + x)2 209g 
MWäre der Coefficient der rollenden Reibung — Null, fo würde der 


2 
Körper AB mit der conftanten Gejhwindigfeit c, — auf der 
horizontalen Ebene ohne Ende fortrollen; da aber dieſer Bewegung noch die 


wälzende Reibung 9 entgegenwirkt (ſ. $. 197), jo wird der Körper nach 


Zurüdlegung eines gewiffen Weges sı zur Ruhe fommen. Am Ende diefes 
Weisbach's Lehrbuh der Mehanil. L 46 


— —— — — — _. oo 
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Weges ift durch die Arbeit EA diefer Reibung das ganze Arbeitsvermögen 
G4 , ER 5 a + KG 


29 2 29 3 29 9 
der trägen Maſſe des Körpers aufgezehrt, und daher 


SG Mt Ge} 





a 0 @ 29 
zu jegen, wonad; der Weg 
„eat a__ ee 8 
"fa 29 Jf(a + KR) 29 
in der Yeit 
„in dtr ne 
Ton Ja 9 


zurückgelegt wird, biß der Körper zur * kommt. 
3 2 
Für eine rollende Kugel ift — 2%, und für einen Cylinder — 1,; 
ſ. 8. 315. 





N — 1 — — 2 — 5 c 
Im letzteren Falle ift z. ®. i 7 za 0, s= 'h 5 
c? 
LE 272277 


Drittes Kapitel. 


Die Centrifugalfraft flarrer Mörper. 


Normalkraft. Die Kraft der Trägheit tritt nicht bloß bei Gefhwin- 
digfeitSveränderungen, fondern aud) bet Richtungsveränderungen 
eines bewegten Körpers hervor, da ein Körper vermöge feiner Trägheit allein 
nur gleihförmig und in der geraden Linie fortgeht (j. $. 57). Die Beurthei- 
lung der Wirkungen der Trägheit bei ftetigen Richtungsveränderungen, nanıent= 
lic) bei der Bewegung der Körper in frummen Linien, und insbefondere im 
Kreife, ift Gegenftand dieſes Capitels. 
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Bewegt ſich ein materieller Punkt in einer Frummen Linie, fo hat derjelbe 
an jeder Stelle eine von der jedesmaligen Bewegungsrichtung ablenfende 
Acceleration, die wir in der Phoronomie unter dem Namen Normalacces 
leration fennen gelernt haben. Iſt der Krlimmungshalbmefier an einer 
Stelle der Bahn des bewegten Punktes — r und die Geſchwindigkei diefes 
Punktes — v, fo hat man fir die Normalacceleration (nad) $. 44): 

Pr} 


r 
Iſt nun die Maſſe des Punktes — M, fo entipricht diefer Normalacceles 
ration eine Kraft: 


Pe, 
die wir al8 die erfte Urfache, weshalb der Punkt an jeder Stelle feine Be- 
wegungsrichtung ändert, anfehen müflen. Hat der Punkt außer der Nor 
malfcaft feine andere (Tangential:) Kraft, jo ift die Gefchwindigkeit v beffel- 
ben unveränderfich — c, und daher die Normaltraft 
Me 
or 
nur abhängig von der jebesmafigen Krümmung oder von dem Kruͤmmungs— 
halbmefler, und zwar Heiner bei ſchwacher Krümmung ober großem Kriimmungs- 
halbmeſſer, und größer bei ſtarker Krummung oder Heinerem Krlimmungs- 
halbmeſſer. Bei doppeltem Krlmmungshalbmeffer ift z. B. die Normalfraft 
nur halb fo groß als bei einfachem Krummungshalbmeſſer. Wird ein mate- 
rieller Punkt M durch eine horizontale Bahn, Fig. 571, gezwungen, eine 
Sig. 5r1. trumme Linie ABDFH zu durch- 
laufen, ſo behält derſelbe, wenn wir 
die Reibung außer Acht laſſen, an 
allen Stellen einerlei Geſchwindigkeit 
c, und übt an jeder Stelle einen der 
Normalfraft gleichen Drud gegen bie 
concave Seitenwand aus. Während 
der Durdlaufung des Bogens AB 
run Ma 
ift diefer Drud — — während 
der, Durchlaufung von BD iſt er = 5 fur den Bogen DF ift er 
= Aue und für den Bogen FA fält er — us aus, wenn CA, EB, 
GD KF 
GD und KF die Krlimmungshalbmefler der Wegtheile AB, BD, DF 
und FA find. \ 
46* 
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Centripetal- und Centrifugalkraft. Bewegt fid) ein materieller 
Punft oder Körper im Kreife, fo wirkt die Normalkraft radial einwärts, 
weshalb fie dann Centripetal- oder Annäherungstraft genannt wird, 
während die Kraft, mit welcher der Körper vermöge feiner Trägheit entgegen= 
geiest, d. i. radial auswärts wirkt, den Namen Sentrifugal-, Ylieh- 
oder Schwungkraft erhalten hat. Centripetalfraft ift die auf den Körper 
einwirfende und entrifugalfraft ift die vom Körper zurückwirkende Gegen⸗ 
kraft. Beide find an Größe einander gleih und in der Richtung entgegen- 
geſetzt ($. 67). 

Bei der Umdrehung der Planeten um die Sonne befteht die Centripetals 
kraft in einer Anziehungskraft der Sonne; wird der bewegte Körper durd) 
eine Führung oder Leitung, ähnlich wie Fig. 571 angiebt, gezwungen, eine 
Kreisbahn zu durchlaufen, jo wirkt die Führung durch ihre Starrheit als 
Centripetaltraft und der Centrifugalfraft des Körpers entgegen, ift endlich 
der umlaufende Körper durch einen Faden oder durch eine Stange mit dem 
Drehungspunkte verbunden, fo ift e8 die Elafticität der Stange, welche ſich 
mit der Eentrifugalfraft des Körpers ins Gleichgewicht ſetzt und eben dadurch 
als Centripetalkraft wirkt. 

Iſt G das Gewicht des in Umdrehung befindlichen Körpers, alſo deſſen 


Mafe M = — ift der Halbmeffer des Kreifes, in welchem die Umdrehung 
vor fi) geht, — r und die Umdrehungsgeichwindigkeit — v, fo hat man 


,„ nad) dem letzten Paragraphen die Centrifugalfraft: 


| alfo aud): 


pP Mm _Ger_,ena 
r gr 2g r 


93 

P:G=2 29 

d. h. die Centrifugalkraft verhält fid) zum Gewichte des Körpers, 
wie die doppelte Geſchwindigkeitshöhe zum Umdrehungshalb- 
meſſer. 

Iſt die Bewegung gleichförmig, welches jedesmal eintritt, wenn außer 
der Centripetalkraft keine andere Kraft (Tangentialkraft) auf den Körper 
wirft, fo läßt ſich die Geſchwindigkeit — c durch die Umdrehungszeite 
ausdräden, indem man fegt: 





= Weg _ 
Bet r ' 
und man erhält hiernach für die Centrifugalkraft: 


= 2 2 2 
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1 
Da 4n? — 39,4784 und für Metermaß 7 — 0,102 ift, jo hat man 


für die Rechnungen bequemer: 

39,4784 
{? 

Oft giebt man an Zahl u der nbrefungen in der Deinute und erjegt 


deshalb t durch — —— , weshalb folgt: 





P= -Mr = 4,025 - T Kilogramın. 





= —— u? Mr —= 0,010966 u? Mr = 0,001118 u? Gr Kilogramm. 
Auch ift für preuß. Maß: 
Gr 


P = 1,2633 a = 0,000351 u? @r Pfund. 


Da = die Winkelgeſchwindigkeit @ iſt, fo läßt fi) auch fegen: 
P= 0°.Mr. 

Hiernach folgt, daß bei gleichen Umdrehungszeiten oder bei gleich viel 
Umdrehungen in einer gewiſſen Zeit, und alſo auch bei gleichen Winkel— 
gefhwindigfeiten, die Sentrifugalfraft wie das Product aus 
Mafje und Drehungshalbmeſſer wächſt, und daß fie unter übrigens 
gleichen Umftänden den Duadraten der Umdrehungszeiten umgelehrt, 
oder den Duadraten ber Umlaufszahlen und alfo aud) den Quadra— 
ten der Winkelgeſchwindigkeiten direct proportional ift. 


Beifpiele. 1) Wenn ein Körper von 20 Kilogramm Gewicht einen Kreis 
von 1 Meter Halbmefjer in der Minute 400 mal durdläuft, jo ift feine Eentri- 
fugaltraft P = 0,M1118 . 4002 . 20.1 = 3577,6 Rilogramm. 

Wäre diefer Körper durch ein Kanfjeil, defien Feſtigkeitsmodul 4,8 Kilogramın 
betrage, mit der Axe verbunden, jo wäre unter Boraußfegung dreifacher Sicher: 
beit der erforderliche Seilquerfänitt: 

F= u — 2236 Ouadratmillimeter, 
wozu ein Durchmeſſer von rund 53,4 Millimeter gehört. 

2) Aus dem Erbhalbmefler r = 20%, Millionen Fuß und der Umdrehungszeit 
oder Tagedlänge t — 24 St. = 24. 60. 60 = 86400 Ser. folgt die Eentri- 
fugaltraft eines Körpers unter dem Aequator der Erde: 

20’250000 G 2558 1 


wäre aber die Tageslänge 17mal fo Hein, alfo 2 = — 16t. 24’ 42”, jo würde 


dieſe Kraft 172 — 289 mal jo groß, aljo ungefähr dem Gewichte F des Körpers 
glei fein. Unter dem Aequator wäre dann die Gentrifugalkraft der Schwerkraft 
glei, und Körper dajelbft würden ebenjo wenig niederfallen als in die Höhe fteigen. 


— .ı (GG, 
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3) Bei der Umdrehung des Mondes um die Erde wird die Gentrifugalttaft 
defielben von der Anziehungskraft der Erde aufgehoben. Iſt G das Gewicht des 
Mondes, a feine Entfernung von der Erde und £ feine Umbrefungsgeit um bier 
jelbe, fo folgt die Gentrifugalraft dieſes Welttörpers 

= 1003 . GE. 

I r der Erdhalbmeher und nimmt man an, dab die Schwertraft in verfhie- 
denen Entfernungen vom Mittelpunkte der Erde umgefehrt wie die nte Potenz 
Diefer Entfernungen wadfe, jo hat man die Siimwere des Monbeß oder Die Anz 
siepungskraft der Erde 

rw 
=6 (2), 


und ſetzen wir beide Kräfte einander gleich, fo erhalten wir: 
—— 
Run it I = Z, a = 1215 Mitionen Zub und € = 27 Lage 7 St. 
42 Din. = 39342 Min. = 39342 . 60 Gec., es folgt daher: 
(= _ 1,2633 . 1215 


—8 =w- =(@). 


und es ift hiernach n = 2, d. h. die Schwertraft der Erde fieht im umgelehrten 
Verhältniffe des Ouadrats der Entfernung dom Mittelpuntte der Exde. 


$. 328. Arbeit der Centrifugalkraft. Iſt die Bahn CAB, Fig. 572, in 

welcher ſich ein Körper M bewegt, felbft nicht in Rue, fondern dreht ſich 

ig. 672. diefelbe um eine Are C, fo theilt fie 

B dem Körper eine Centrifugalfraft P 

mit, vermöge welder da8 Arbeitsver— 

mögen bes Körpers vergrößert oder 

vermindert wird, je nachdem er fich 

bei feiner Bewegung in der Bahn von der 

Drehungsare C entfernt, oder ſich derfelben 

nähert. Iſt M die Maſſe des Körpers, 

© die conftante Winfelgefchrindigfeit, mit 

weldjer ſich die Bahn, 3. B. ein Kreifel, 

um ihre Are C dreht, und bezeichnet z die 

veränderliche Entfernung CM des in der Bahn CAB Laufenden Körpers, 

fo hat man die veränderliche Centrifugalkraft deſſelben: 
P=o!Mz, 

und e8 ift folglich die Arbeit diefer Kraft, während der Körper ein Weg- 

theilchen MO durdjläuft, und der Halbmeiler CM um NO — & wädlt: 


Pt=w!M:.E. 
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Denfen wir und nun den Halbmeffer z aus nTheilchen, jeden — $, 
beftehend, jegen wir alſo ⸗ — n&, und nehmen wir an, baß der Körper 
feinen Weg im Drehungspunkte C beginnt, fo erhalten wir die Arbeit der 
Eentrifugaltraft bes Körpers beim Durcjlaufen des Weges CAM, wobei 
die Entfernung des Körpers allmälig von O bis ⸗ wächſt, indem wir in 
dem legten Ausbrude ftatt s nach und nach die Werthe &, 28,36... nf 
einfegen und die jo erhaltenen Werthe addiren: 
A=@ MH 2E+ 364 +n)=arMf?(l +2 +34 4m), 
oderdal +2 +3 -+- + n bei einer großen Anzahl von Gliedern 


n? 
2 jegen ift: 
a? 
A = o?M{? 3” 1, @2 MR. 
Da bie Umdrehungsgeſchwindigkeit des Kreiſels im. Abſtande CM — 
von ber Ummbrehungsare: 


ift, jo läßt fich folglich einfacher 
A— Mu — 5 @ 


v—=0%8 


jegen, wenn man noch ftatt der Maſſe M das Gewicht g= My des Kör- 
pers einführt. 

Wenn der Körper feine Bewegung nicht in C, fondern in irgend einem 
anderen Punkte A außerhalb der Umdrehungsare beginnt, defien Entfernung 
von C, CA = 2, und Umdrehungsgefchwinbigfeit 

| u = 0%, 
it, fo fällt natürlich die Arbeit '/;, @2 Me? beim Durchlaufen bes Weges 
CA ganz aus, und es ift daher die entfprechende Arbeit der Centrifugalkraft, 
während der Körper von A nach M läuft: 

A=102Me? — "02 Ms} — 1), m? M (e? — 2)) 
(vꝛ — v)) 

— 1 2— —— —— 17 

— /3 M (v vr) — 92 g @. 

Wenn fid) alfo ein Körper in einer farren Bahn oder inne bewegt, 
welche fi) um eine fefte Arc dreht, jo nimmt das Arbeitsvermögen diejes 
Körpers um das Product aus dem Gewichte G deſſelben und aus der Diffe- 


2 2 
renz der Geſchwindigkeitshöhen (27 und 5 welche den Umdrehungs⸗ 


geſchwindigkeiten der Endpunkte A und M des Weges zukommen, zu oder 
ab, und zwar erfteres bei einer Bewegung von innen nach außen, und letz⸗ 
teres bei einer Bewegung von außen nad, innen. 
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8.329. in Körper M trete bei A, Sig. 573, mit einer relativen Geſchwindigkeit 
cı in bie Schaufel AM B eines Kreifelrades ein, welches eine gleichförmige 
Fig. 673. Rotationsgeſchwindigleit Haben fol. Sept 

man nod) voraus, daß auf M äußere bes 

ſchleunigende Kräfte nicht einwirken, fo ift 

nad) $. 301 die relative Beſchleunigung 

von M bie Refulticende zweier anderen Be- 

ſchleunigungen, von denen bie eine gleich der 

entgegengejegten Beichleunigung der rotiren⸗ 

den Kreifelbervegung, alfo gleich der Centri⸗ 

fugalkraft ift, während die andere, durch 

2@c ausgebrüdte, ſtets auf der Schaufel 

normal fteht. Wenn der materielle Punkt 

von A nad) B gelangt ift, hat die relative 

Geſchwindigkeit c, in diejenige cz fid) geändert. Man findet cz nad; dem 
Princip der Iebenbigen Kräfte, indem man den halben Gewinn an Iebendiger 


2 _ 223 
Kraft G ri gleich der Arbeit der relativen Beifeigng feßt. Dieſe 


befteht nur in m Arbeit der Centrifugalkraft A—= @ Sn, ‚1.8.328, 


da bie andere Compouente 2 wc ſtets auf dem Wege AMB ſenkrecht ſteht, 
daher eine Arbeit nicht verrichtet. Man hat alfo: 
_d-dg- Ho 
, 1 
aher: 
vr gan — vi, ober 
d=dtd-n, 
folglich die relative Austrittsgeſchwindigkeit felbft: 
a=Vete-d=Viertee—n), 
wobei © die Wintelgejchwindigfeit des Kreifels, ſowie rı und r3 die Entfer- 
nungen CA und CB des Eintritts- und des Austrittspunfte® (A und B) 
von der Drehungsare C bezeichnen. 

Ebenfo beftimmt ſich die relative Austrittsgefchtwindigfeit cı, wenn ber 
Körper bei B mit der relativen Geſchwindigkeit cz den Kreifel erreicht und 
ſich auf demfelben von außen nad) innen bewegt; es ift nämlich: 

a=V} << —- ⸗V wlr—r). 

Da der Körper beim Durchlaufen des Weges AMB außer feiner relati- 
ven Geſchwindigleit (c) in der Bahn aud) noch die Umdrehungsgeſchwindig- 
teit (v) der legteren hat, fo ift er bei A mit einer abfoluten Geſchwindigkeit 
0, — wı einzuführen, welche ſowohl der Größe als aud) der Richtung nach, 
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durch die Diagonale des aus c, und v, conftruixten Parallelogramms beftinmt 
wird, und es ergiebt fich ebenfo die abjolute Austrittsgefchwindigfeit Bw, 
— wg bed Körpers bei B durch die Diagonale des aus der relativen Ges 
ſchwindigkeit cz und aus v, conftruirten Barallelogramms Bez w; v.. 

Das Arbeitsquantum, welches der Körper bei Durdjlaufung des Krei- 
jel8 in der Bahn AM B gewonnen ober verloren und folglich) der Kreifel 
verloren oder gewonnen hat, ift 


A=Ht (ve — 5) G. 
Sollte der Körper beim Duschlaufen des Kreiſelsi in der Richtung AM B 


jein ganzes Arbeitövermögen — Fr 58 dem Kreifel mittheilen, jo mitßte die ab- 


folute ustrttsgefänsinigteit nn Null, und deshalb nicht allein g =, 
jondern aud) die Richtung von cz der von v; genau entgegengefeßt fein, d. 6. 
ed müßte die Bahn bei B tangential am Umfange des Kreifeld auslaufen. 


Beijpiel. Wenn der in Fig. 573 abgebildete Kreifel den inneren Halbmefjer 
CA=r, = 0,4 Meter und den Äußeren Halbmefir CB = r;, = 0,6 Meter 
bat, und fi pr. Minute 100mal umdreht, jo ift feine Winkelgeſchwindigkeit: 

vw ⸗ u — 8,1416 - = — 10,472 Meter, 
und folglich feine innere Umfangsgeſchwindigkeit: 
vo, = ur = 0,4 .10,472 = 4,19 Meter und feine äußere: 
ty = wrg = 0,6. 10,472 = 6,28 Meter. 

Läßt man nun in denfelben bei A einen Körper mit w, = 10 Meter jo ein- 
treten, daß der Winkel ww, Av,, welchen jeine abjolute Bewegung mit der Ums 
drehungsrichtung einſchließt, « — 30 Brad ift, jo hat man für die relative Ge⸗ 
ihwindigfeit c,, mit welcher ber Körper die Bewegung im Kreijel beginnt: 

ct = vt + we — 2v,w, cos.a = 17,56 + 100 — 72,57 = 44,99, 
und daher: 

a = 6/71 Meter. 

Ferner ift für den Winfel v, Ac, — P, unter weldem fi die Bahn bei A 
an den inneren Kreifelumfang anſchließen muß, damit der Körper ohne Stöße in 
diejelbe einlaufe: 

sin. 4 %, 





- = —., alfo: 
82. cc Cı 

. 10 sin. 30° 
sin. ß == zn 7 


wonad 8 —= 48% 12° folgt. 
Für die relative Austrittsgeſchwindigkeit c, iſt 
c2=ct+ v8 — vi = 44,99 + 39,44 — 17,56 = 66,87, 
folglich: 
C; = 8,13 Meter; 
dagegen für dic abjolute Austrittögeihwindigteit 209, wenn der Sanal oder die 


Rinne AMB den äußeren Umfang unter einem Winkel d von 20 Grad ſchneidet, 
aljo vu Bc, = 160° ift: 
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ws = cd + v2 — 2egvgcos.d = 66,87 + 39,44 — %,58 — 9,73, 


folglich: 
YO, — 3,12 Meter. 
Endlich ergiebt fi aus den Geſchwindigkeitshöhen: 
n — 0,051 . 100 — 5,1 und sn — 0,051 . 9,73 — 0,49 Meter 
das Arbeitäquantum, welches der Körper vom Gewichte GC beim Durdlaufen des 
Kreiſels dieſem mittheilt: 


2 _ 3% 
4- 27 MG= (51 — 049) 6 = 4816, 


3. B. wenn dieſer Körper das Gewicht F — 10 Kilogramm hat: 
A=461.10 = 46,1 Meterkilogramm. 


Anmerkung. Die vorftehende Theorie der Bewegung eineß Körpers in einem 
Kreijel findet ihre Anwendung bei den Turbinen oder Kreijelrädern. 


$. 330. Centrifugalkräfte ausgedehnter Massen. Auf einen Inbegriff 
von Maffen oder auf eine Maſſe von endlicher Ausdehnung ift die oben 
gefundene Yormel für die Centrifugalkraft nicht unmittelbar anwendbar, weil 
man im Voraus nicht weiß, welcher Drehungshalbmeſſer r in die Rechnung 
einzuführen ift. Um diefen zu finden, fchlagen wir folgenden Weg ein. Es 
Fig. 574. ſei in Sig. 574, C Z die Umdrehungsare, 
und CX und CY ſeien zwei rechtwinkelige 
GCoordinatenaren; e8 fei ferner M ein 
Mafientheil, nd MK=x, ML=y 
und MN —= g feien deflen Abftände von 
den Coordinatenebenen YZ, ZX und X Y. 
Da die Centrifugalfraft P radial wirft, fo 
läßt ſich ihr Angriffspunft nach dem Durch⸗ 
ſchnittspunkte O mit der Drehungsare ver- 
legen. Zerlegen wir num diefe Kraft nad) 
den Ürenrichtungen CX und CY, fo erhal= 
ten wir die Seitenkräfte OQ — Q und 
OR= R, für welde gilt: 
00:0P=0L:0MwOR:0OP=0K:OM, 
weshalb nun 





9=-ZPrmur—=!Pp 
r r 


folgt, wobei r die Entfernung OM des Maſſentheilchens von der Umdre— 
hungsare bezeichnet. In gleicher Weife mit allen Maffentheilchen verfahren, 
erhalten wir zwei Syſteme von Parallelfräften, eines in der Ebene XZ 
und das andere in der Ebene YZ, jedes aber auf die Are CZ winkelrecht 
wirkend. Bedienen wir uns zur Unterfcheidung der Inderzahlen 1,2,3 u. |. w., 
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fegen wir alfo die Dtaffentheile M), M,, M;, und ihre Abftände zı, 2, 
X, u. ſ. w., fo befommen wir hiernad) die Mittelfraft des einen Syſtems 
dig. 575: 


9=4+ +0, +. - Ba, Br, Bm 


ri 52 13 
— 0°.(Mız, + My ---) 
und die des anderen: 
R=R+R+-=0t.Myt+Mn+t:)). 
fig. 575. Seten wir endlich die Ab- 

ftände CO, 00, u. ſ. w. der 
Maſſentheile von der Ebene 
XY= 6, 2% u. ſ. w., jo 
erhalten wir für die Angriffs- 
punkte U und V diefer Mittel- 
fräfte die Abflände CU — u 
und CV = v durch die Glei- 
Hungen: 

(dı +9 +:.:)u 

— Qat+ as +. 
und Ri-R ) 
Rısı + Roza +, wes⸗ 
bald folgt: 


„„Qatge + _ Mast Mash: 


+...» 





d QG +0 +. AMii — M 
un 
„„Ratket, E. 
D Ri- R Mivi - M 


Es werden alſo hiernach im Allgemeinen die Centrifugalkräfte eines 
Maſſenſyſtems oder eines ausgedehnten Körpers auf zwei Kräfte zurlicdge- 
führt, die fich, fo lange u und v ungleich) find, nicht zu einer einzigen ver⸗ 
einigen laſſen. 


Beiipiel. Sind die Maflen eines Syſtems: 
M, = 10 Rilogem., M, = 15 Rilogrm., M, = 18 Rilogrm., M, = 12 ilogrm. 
und ihre Abftände: 
zz = 0 Meter, 2, = 4 Mer 2 = 2 Meier 2, = 6 Meer, 
yı = 3 " Yy — 1 ” Y = 5 ” y=93 " 
2, =2 „ u=3 „ u =3 „ 3, =0 „, 
fo hat man folgende mittleren Centrifugalfräfte: 
Q = w2.(10.0+15.4+ 18.2 + 12.6) — 163.2 und 
R= @.(10.3+15.14+18.5 + 12.9) = 171.09, 
und hiernach die Abftände ihrer Angriffspuntte von dem Anfangspunfte C: 


8. 331. 
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10.0.2+15.4.3+18.2.3412.6.0 28 12 
um = 
10.0+15.44+18.2712.6 168 7 1714 Meter 
un 

_ 10.38.2+15.1.34+18.5.3+12.3.0 8375 195 
‚= 10.3415.1+18.5+12.3 1717 57 2,198 Meter. 


Die Verſchiedenheit diejer Werthe von u und v zeigt an, daß die Gentrifugal: 
fräfte durch eine einzige Kraft nicht erfegt werden können. 


Befinden ſich die Maſſentheile in einer Umbrehungsebene, d. i. in einer Ebene 
Sig. 676, XCY, Fig. 576, welche win- 
feftecht auf der Umdrehungsare 
fteht, wie M,,.M; ..., fo laffen 
ſich ihre Centrifugalkräfte in 
eine einzige vereinigen, weil fich 
ihre Richtungen in einem ein- 
zigen Punkte C der Are CZ 
ſchneiden. Behalten wir die Bes 
zeichnungen des vorigen Para⸗ 
graphen bei, fo erhalten wir die 
reſultirende Centrifugalkraft in 
dieſem Falle: 
— 
Sind um CK = x und CL —= y bie Coordinaten des Schwerpunftes 
vom Maſſenſyſtene M=M + M; +: -, jo Hat man: 
M,4 + Mo +---—=Meıw 
MyıtMy+-.—=My 
und es folgt daher die Centrifugalfraft: 

P=#VP’+ my = MV + P— @?Mr, 
wofern noch r — V x? + y? den Abftand CS des Scwerpunftes von der 
Umbdrehungsare CZ bezeichnet. 

Fur den Winfel PCX — a, welchen diefe Kraft mit der Axe CX ein- 
ſchueßt, iſ 





R 
tang. & — 
Sig. 577. e8 geht daher die Richtung der Centrifugals 


fraft durch den Schwerpunkt des Syftemes, 
und es ift diefelbe genau fo groß, als wenn 
die fämmtlihen Mafjentheile im Schwer- 
punkte vereinigt wären. _ 

Für eine auf der Umdrehungsare ZZ rvedit- 
winfelig ftehende Scheibe A B, Fig. 577, ift hier- 
nach die Gentrifugalfraft ebenfalls — ©? Mr, 
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wenn. M ihre Maſſe und r die Entfernung CS ihres Schwerpunftes S von 
der Are bezeichnet. 

Liegen ebenfo die Schwerpunkte der Maſſentheile eines Körpers in ber 
Umdrehunggebene, oder ift dieſe Ebene Symmetrieebene des Körperd ADFF,, 
Big. 578, fo laſſen fid) die Centrifugalträfte der Maffentheile des Körpers 
zu einer einzigen, im Schwerpunkte deſſelben angreifenden Mittelkraft ver- 
einigen, welche dem Abftande S diefes Punktes von ber Umdrehungsare eut · 
ſpricht und ſich daher durch die Formel P Gr Mr beſtimmen läßt. 

Sig. 578. Fig. 579. 


z z 
3 Dir x 
Y D 
—z2 
Fr 


Um die Gentrifugalfraft eines anderen Körpers ABDE, Fig. 579, zu 
finden, zerlegen wir denfelben durch Ebenen winkelrecht zur Are ZZ in fchei- 
benförmige Elemente, ermitteln die Schwerpunkte S,, S, u. f. w. berfelben, 
beftimmen mit Hlffe der legteren die Centrifugaffräfte, zerlegen jede derfelben 

nad) den Arentichtungen CX und C Y in Geitenfräjte, und vereinigen die 
Seitenfräfte in der Ebene 20 X zu einer Mitteltraft Q, fowie die in der 
Ebene ZCY zu einer Mittelfraft R. 

Befinden ſich die Schwerpunkte fümmtlicher Scheiben in einer Parallellinie 
zur Umdrehungsare, fo it = & = m u. ſ. w., fine y-yı=y 
u.f.w., und daher uhr = rı = ra u. ſ. w.; es folgt daher die Cen⸗ 
teifugalfraft des ganzen Körpers: 

P=o!(Mr+Mr +: )=o’Mr, 
und ber Abftanb ihres Angriffspunftes von der Ebene X Y: 
u Mat Mn +: 9r _MatMa+:- 
M+MHt)r M+M+.-- 

Diefen Gleichungen zufolge ift die Centrifugalkraft eines Körpers, welcher 
fid) in Elemente zerlegen läßt, deren Schwerpunkte in einer mit der Umdre— 
hungsare parallel laufenden Linie liegen, glei) der Centrifugalkraft der in dem 
Schwerpunkte diefes Körpers vereinigten Maffe deffelben, und es fällt auch 
der Angriffspunkt diefer Kraft mit diefem Schwerpunfte zufammen. Hiernach 
laſſen ſich die Centrifugalkräfte aller fymmetrifchen Körper (ſ. 8. 108), 








=» 
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deren Symmetrieare der Umdrehungsare parallel läuft, und alſo auch die 
aller Rotationskörper, deren geometrifche Axen mit der Umdrehungsare 
parallel find, finden. Fällt die geometrifche Are eines ſolchen Körpers mit der 
Umdrehungsare zufammen, fo ift die refultivende Centrifugalfraft fogar Null. 


Beiſpiel. Es find die Dimenfionen, die Dihtigteit und Feftigleit eines Wuhl- 
feines ABDE, $ig. 680, gegeben, man foll die Wintelgefptindigteit @ finden, 
bei welcher daS Zerreiken deffelben in dolge der Gentrifugaltraft eintritt. Segen 
Fig. 580, wir den Qalbmefier CF des Mühl: 

fteines — r,, den Halbmefler C@ - 
feines Auges = r, die Höhe AE 
= HL=1, die Diätigteit = y 
und den Beftigfeitsmodul = K, jo 
erhalten wir die Kraft zum Zerreigen 
deſſelben in einer diametralen Ebene, 
P=2(n—r)IK, 
das Gewicht des Steines: 
Gzalrt- ed, 
und den Umbrehungshalbmefier für 
jede Hälfte des Steine, d. i. die 
Entfernung ihres Schwerpunftes von der Umbregungsage (8. 116): 
= vor, 
5 EeE7 

Im Yugenblide des Zerreißens ift die Gentrifugaltraft von einer Hälfte des 

Steines der Beftigleit gleich, wir belommen daher die Beftimmungsgleihung: 
a, S:- 2n—r)ıH, 





ey 2 m—n)ıR, 


und 27 zu beiden Seiten aufgehoben, folgt: 
w Bu -m&_yV- 39K — 
Wor)y Wetnn try 
Mn = 06 Mee, nr, = 0,1 Meer, K = 0,5 Rilogramm und das 
ſperifiſche Gewicht der Mühlfteinmaffe 2,5, alſo das Gewicht eines Eubitmillimeters 
Mafie befielben / = 0,0000025 Rilogramm, fo folgt bie Winkelgeſchwindigkeit beim 
Eintreten des Zerreißens 


3.9810 Porn 
u= V (860000 F 60000 + 10000) 0,0000025 116,8 Millimeter. 


If die Zahl der Umdrehungen in einer Minute = u, jo hat man » = 
30.1168 
mn 























2nu 

m 

daher umgetehrt u = 3, Hier ader = = 1116. Die gewöhnlidje 

Umdtehungszahl eines folgen Mühffteines ift nur 120, alfo nur Y, hiervon. 
Für ein Schwungrad läßt fih r? + rıra + r? = Ir? jegen, wenn r den 

mittleren Kalbmeffer feines Ringes bezeichnet. Daher it hier 

K 


VE seo =ur=YEE. 
27 Y 
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Befinden fid) die ſämmtlichen Theile M), M. ... eines Maſſenſyſtems, $. 


Big. 581, oder die Schwerpunkte der Elemente eines Körpers in einer 
durch die Umdrehungsare gehenden Ebene, fo bilden die Centrifugal- 
kräfte ein Syſtem von Parallelträften, und es laſſen ſich daher diefelben in 
der Regel auf eine einzige Kraft zurüdjühren. Sind die Entfernungen ber 
Maſſentheile oder Elemente von der Umdrehungsare CZ: 

M=n0M=nrufm, 
jo erhält man fir ihre Gentrifugalträfte: 

pP, = w!Mırn, P = @!M;r; u. |. w, 
und daher die mittlere Centrifugalkraft: 
P=eMn+Mn + )=o!HMr 

wofern r den Abftand des Schwerpunftes der ganzen Maffe M von der Um— 
drehungsare bezeichnet. Es ift alfo auch hier der Abftand des Schwerpunftes 
von ber Umdrehungsare als Drehungshalbmeffer anzufehen. Um aber den 
Angriffspunkt O der refulticenden Centrifugalfraft P zu finden, fegen wir die 


Fig. 581. Fig. 582. 

zZ, zZ 

A 
0: 
0 \ A 
o — 
o. 

— 
x VA %%, 





v 
Abftände der Maſſentheile von der Normalebene: CO, = 2, 0 = &r 


u. |. w. in die Formel: + + 
Mina nat 
nnd 
woraus man erfennt, daß die refultirende Centrifugalkraft in diefem alle 
nicht durd) den Schwerpunft geht. 

Mit Hülfe der Formel P— ©? Mr laſſen ſich die Centrifugalfräfte von 
Rotationskörpern und von anderen Körpern der Geometrie finden, wenn 
die Aren diefer Körper mit der Umdrehungsare in eine Ebene fallen. 

Für eine Stange A C, Fig. 582, deren Länge AC— 1 und Neigungs- 
winkel ACZ gegen die Umdrehungsare CZ — « ift, hat man: 

r=KS=ıy,Isin.a 
und folglich die Centrifugalfraft: 
P= o!.1/}Mlsin.e. 
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Um den Angriffspunft O dieſer Kraft zu finden, theilen wir die Stange 
in n Elemente, jedes von ber Maſſe =. Ein folches Element im Abftande 
A von C hat den Drehungshalbmeffer A sin. @; daher die Centrifugalkraft 
ad Asin.a. Da biefe Centrifugaltraft den Abftand A cos. « von C 
hat, fo ift ihr Moment in Bezug auf C durch 


M,. M .,.. 
J Asin.a .1c0.a = at A sin. cos. 


ausgedrüdt. Sept man nun fir A nad) und nad) 4, a, a. .. a, 


und bildet die Summe der Momente, fo ergiebt ſich ns Moment der ganzen 
Stange: 


Par X inaman(+ar+ 4 n?) 
= 1, 0? Ml?sin. cos. x, 
daher der Hebelarm CL —= 0% 0, oder: 

u 1,@0?Ml?sin.acos.a : 1/0: Mlsin.a — ?',1c0s.0%, 
und die Entfernung des Angriffspunttes O von dem in ber Are liegenden 
Stangenende C: 

co=3;1 
Reicht bie Stange AB, Fig. 583, nicht bis zur Are, jo hat man: 
P= yo Fl}sin.a — 1, ot Flisin.a 
= 1,0! Fsin.a (2 — 13), 
und da8 Moment: 
Big. 588. i Big. 584. 
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Pu = \/,@?Fsin. «cos. (I? — 1})*), 

weil die Daffe von CA (Querſchnitt mal Länge) = Fl, und die Maſſe 

von CB= Fl; if. Es folgt daher die Entfernung des Angriffspunftes 


O vom Durchſchnitte C.mit der Are, wenn ld = — die Entfernung 
CS des Schwerpunktes und — I, — 1; die Länge der Stange bezeichnen, 


BAHN +R _ 3 HH? 
* ern +) 








1 
htm 


Diefe Formel gift aud) für ein vectanguläres Blatt ABDE, Fig. 534, 
welches fi) durd) die Arenebene COZ in zwei congeuente Rechtecke theilen 
laßt und deffen Ebene rechtwinkelig gegen diefe Arenebene fteht, weil die 
Centrifugalkraft von jedem der Elemente, welche ſich durch Schnitte normal 
zu CZ ergeben, in der Mittellinie FG angreijt. Sind alfo die Entfernungen 
CF und C@ der beiden Örundlinien AB und DE von dem Axenpunkte 
©. und 2;, fo hat man aud) hier: 





oyliny tl. 
hmm 127 


Ebenſo ergiebt ſich die Centrifugalkraſt eines geraden Kreisfegelg ABD, 
Fig. 585, welcher ſich um eine durch die Spige D deſſelben gehende Are 
Fig. 585. CZ dreht, wenn man in der Formel 
2 P = o?Mr ftatt r den Abftand KS 
des Schwerpunftes S diejes Körpers von 
CZ einfegt. Bezeicnet die Höhe ED 
bes Kegeld und «& den Winkel BCZ, 
um welchen die Bafis AB deffelben von 
der Umdrehungsare abweicht, jo hat man 
KS=DSco.DSK— ®, hcos.a 

und daher die gefuchte Gentrifugaffraft 

P= »:?M.°/ıhcos. a. 

Der Angriffspunft O diefer Krajt ift 
durch die Koordinaten DL = u und 
LO — vbejtinmt, für welche die höhere 
Analyſis unter der Vorausſetzung, daß 


=) Mit Hülfe der Differenzialrechnung hat man das Moment: 
h 


vl} 





Pu wa F dA. Msin. «cos. «= w? F sin. «cos. « 
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die Umbdrefungsare CZ nicht durch die Kegelmaſſe hindurchgeht, folgende 


Ausdrüde: 
r 
u — il, hsin.a RE _ () ] und 


v— 1), hcos.& [ + (ame *)] 


findet, worin r den Halbmeffer FA — EB der Bajis bezeichnet. 


In dem Falle, wenn die Körpertheile weder in einer Normalebene 
zur Umdregungsare, noch in einer Ebene durd) die Umdrehungs— 
are enthalten find, laſſen ſich die refultirenden Gentrifugalfräfte 
= 02 Ma + Mr +) und R=a(My + My +) 
nicht in eine einzige Kraft verwandeln, wohl aber ift es möglich, diefe 
Kräfte durd) eine im Schwerpunkte angreifende Kraft 

= V®+R=0o'!Mr 
und durch ein aus Q und R zufammengefegtes Kräftepaar zu erfegen. 
Bringen wir nämlich im Schwerpunfte S vier ſich da8 Gleichgewicht Haltende 
Fin. 586. Kräfte + Q md — Q, fowie 
+ Rund — Ran, fo geben die 
z pofitiven Theile die Mittelfraft 
\ P=Va+R, 
wogegen bie negativen Theile — Q 
und — R mit den in U und 9 
(1. Fig. 575) angreifenden Cen- 
trifugalfräften die Kräftepaare 
(Q,— Q) und (R, — R) bilden, 
die ſich zu einem einzigen Kräfte: 
paare zufammenfegen laſſen. 

Um mit dieſer Zurüdführung 
der Gentrifugalfräfte eines ums 
laufenden Körpers auf eine Kraft 
und ein Kräftepaar befannt zu 
werden, ziehen wir folgenden ein» 
fachen Fall in Betradt. Die 
Stange AB, Fig. 586, welche 
fid) um die Are ZZ dreht, Tiege 

parallel zur Ebene YZ und ruhe mit dem Ende A in der Are CX. Segen 
wir die Linge AB diefer Stange — 1, das Gewicht derfelben S G, den 
Winkel A BBi, um welchen diefe Stange von der Dreharenrichtung abweicht, 
— 0, und ihren Abftand CA von der Ebene Y’Z, welches auch ihr kurzeſter 
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Abftand von der Are ZZ it, =a. Iſt nun E ein Clement Z der 


Stange und y —= AE, die Horizontalprojection feines Abjtandes AZ vom 
Ende A, fo hat man für die Componenten der Centrifugaltraft D, dieſes 
Elententes: 


= mal rare tm AIE-m ,, 
n n n ” 


dagegen ihre Momente in Beziehung auf die Grumdebene XCY, da der 
Abſtand diefes Slementes von der Ebene X Y: 


E\E = AE, eotg.a — cotg. c iſt, 


Qı 2 = @? = CA.’EE= 0? = aycotg. und 


R,2ı = @? - y? cotꝗ. . 
Die ſämmtlichen Seitenkräfte parallel zur Ebene XZ geben die Reſul⸗ 
tirende: 
M 

= ++ =no’. — a= ma? Ma 

und das Moment derjelben: 
M 

Qu = Qıı + Ga + —=m®- 7 a cotq. (Vi + Ya +") 


sin. 21sın.a 3 1sin.& 
oder, da yı — my y= 77m ſ. w. zu neh 





men und colg.& sin. — cos. « iſt, 
M I M In? 
= 2.— . — 1 2 o.o — 2. — . — 0 
Qu=o „3608. 0 ( +2+3+-.-.+n)=o 8008. 0 — 2 


— 1), w? Malcos. a. 


Es ift aljo der Abftand des Angriffspunktes diefer Seitenfraft von d 
Srundebene X Y: 


s.S=u= 


r 


1/, 2 Mal cos. a 
0? Ma 

d. 6. es fällt diefer Punkt mit dem Schwerpunfte der Stange zufammen. 

Die Seitenfräfte, welche parallel zu Y’Z wirken, geben die Refultirende: 


R=R+BR+ =ely+nt) 


— 1/,1cos.e, 


2 6 
— 08 — —— . 7 = 1/, 02 Mlsin.o& mit bem Momente 
nn 


Rv= 0? = cfg.e(y + Yy +) 
47* 
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(l sin. 2* „_ (2lsin. (21sin.«)® 
(rem...) 


M 
— 0? 7 019. &- 


‚Mn 
77 (sin.a)? ca 4+9+--:-+ 2) 
M 7 n? 
= 0? — — Sin. & cos. &. 
n n? 3 


— 1’, 0? Ml? sin. cos. a. . 
Es iſt hiernach der Abftand des Angriffspunftes O diefer Kraft von der 
Grundebene XV: 


So 


1: 2 nI/1204 
010 — — 2 lcos. œ, 
d. i. dieſer Angriffspunkt liegt um (?3 — 1/2) lcos. æ — 1/,1c08.% ſent- 
recht, oder überhaupt um SO — ein Sechstel der Stangenlänge AB über 
dem Schwerpunft S der Stange. 
Aus den Kräften Q = @? Ma und R = 1), @?! Ml sin. & folgt die 
im Schwerpunkte der Etange angreifende Endrejultirende: 
P=VQ+ R= 0?M Va: + 1,1 sin.ar, 
und das Kräftepaar (R, — R) mit dem Momente 
R.SO = 1 w2 Mlsin.a. !/,lcos.& 
— 1/, @? MI? sin. cos.& — 1/4 @? Ml? sin. 2 u. 





Freie Axen. Nach dem Borftehenden Laffen ſich die Centrifugalfräfte 
eines fi) um eine Are gleihförmig drehenden Körpers entweder zu einer 
Refultivenden allein, oder zu einer ſolchen und einem refultirenden Kräfte- 
paare zufammenjegen. Diefe Kraft und diefes Kräftepaar greifen die Drehare 
des Körpers an und rufen in den feften Unterftügungen oder Zapfenlagern 
derfelben die zum Öfleichgewichte erforderlichen Reactionen hervor. Es ijt 
aber auch möglid), daß die Gentrifugalfräfte ſich gegenfeitig aufheben, jo daß 
die Are alsdann gar feinen Drud auszuhalten hat. Diefer Fall kommt 
3. B. vor bei jedem fi) um feine geometrifche Are drehenden Umdrehuugs- 
förper (Radwelle), und auch bei jedem um eine Symmetrieare rotirenden 
Körper, da in diefen Fällen jedem einzelnen Maffentheilhen in feiner Um— 
drehungsebene ein gleich großes im demfelben Abftande auf der entgegen: 
gelegten Seite der Drehare entipricht, fo daß die Centrifugalfräfte beider als 
gleich und entgegengejegt fich gegemfeitig aufheben. Wenn in ſolchem Falle 
feine äußeren Kräfte auf den Körper wirken würden, fo müßte die Are aud) 
ohne Unterftügungen ihre Lage innehalten, weßwegen man diejelbe in dieſem 
Valle eine freie Are nennt. Aus dem Vorhergehenden ergeben ſich die Be- 
dingungen, unter welchen eine Drehaxe eine freie Are ift. Es ift nöthig, 
daß nicht nur jede der Mittelfräfte Q und ZA aus den parallel den Axen— 
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ebenen XZ und YZ wirkenden Componenten der Sentrifugalfräfte, ſondern 
aud) die Momtentenfummie eines jeden diefer beiden Kräftefgfteme gleich Null 
it, alfo müflen hiernach, unter m irgend ein Maflenclement des Körpers 
verftanden, die Gleichungen erfüllt fein: 


1) Zmz =0; 2) Zmy —=0; 
3) Z mız = 0; 4) Z mye—=0. 


Die beiden erften Gleichungen bedingen, daß die Umdrehungsare, die 
als 2⸗Are gedacht ift, durd) den Schwerpunft des Körpers gehen 
muß. Aus den beiden letzten Öfleichungen ift $. 309 zufolge zu jchlie- 
Ben, daß die Umdrehungsare eine Trägheitshauptare fein muß. Es 
folgt Hieraus, daß die drei in jedem Körper vorhandenen Schwer⸗ 
punktshauptaxen freie Axen deſſelben ſind. 


Freie Axen eines ebenen Massensystemes. Befinden ſich die 
Theile einer Maffe in einer Ebene, bildet 3. B. die Maſſe eine dünne 
Platte oder ebene Figur, jo ift die gerade Linie durd) den Schwerpunft der 
ganzen Maffe und normal zur Ebene derjelben eine freie Are der Maſſe, 
denn es ift in diefem Falle die Maſſe ohne Drehungshalbmefler, und daher 
die einzig mögliche Gentrifugalfraft — Null. Um noch die beiden anderen 

Fig. 587. freien Axen zu finden, fchlagen wir folgen- 
den Weg ein. Sei S, ig. 587, der Schwer: 
punkt einer Maſſe, und fein UU und VV 
zwei in der Maſſenebene befindliche Coordi- 
natenaren, fo beſtimmen wir die Maffentheile 
durch Soordinaten parallel zu diefen Aren, 
3. B. das Maſſentheilchen M, durd) die 
Goordinaten MN =u md MO — vo. 
Sei dagegen X X eine freie Are, YY eine 
Are winfelrecht gegen diefelbe, ferner der zu 
beftimmende Winkel USX, um welchen die 
freie Are von der Coordinatenare SU abweidht, — P, und fegen wir bie 
Soordinaten der Maſſentheile in Hinficht auf die Aren XX und YY: 
Zu, 22 ++ und Yy1 92° * +, alſo für den Maffentheil Me: 

M,K = I und M,L = yı. 


Hiernach ergiebt ſich fehr leicht: 
a =M,K=SR-+ RL=SO0c0s..9-+ OM, sin. g=u, 08.9 + vısin.p, 
n=ML=—-0OR+OF=—.SOsin.p+ OM, cos. 
— — 4 sin. ꝙ + Tı cos. p; 
und daher das Product: 





8. 335, 


| 
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% Yı = (U cos. + v1 sin. PP. (— u 8in.p + vı 008.) 
= — (uf — vi) sin. ꝙ cos. + ui vi (608.92 — sin. P?) 
oder, da sin. ꝙ cos. p—= 1, sin. 2@ und c08. 9? — sin. P?= 005.2 ift, 
21 Yı = — Yılu) — v}) sin.2p + 71 008.29. 
Es ift daher das Moment des Mlaffentheiles M; : 


M, 
May =— = (uf — v?) sin.29 + Mutı c0s.2p, 
ebenfo da8 Moment des Maſſentheiles Mz: 
M. 
M, %ı Ya — — * (u — v2) sin. 2 ꝙ 4 M,uv, cos. 2 ꝙ 


u. ſ. w., und die Summe der Momente aller Maſſentheile, oder das Moment 
der ganzen Mafle: 
. Hay + May + =— 'sin2pl(Mu+Mu+---) 
— (Me? + Mr? + ---)]+ c0s.29 Muv + MW% +). 
Damit XX eine freie Are werde, muß aber nad dem vorigen Para- 
graphen dieje8 Moment — Null fein; wir müffen daher fegen 
hsn2y(MyW t My +. )— My +Mw+] 
— 08.29 (Murdı + M;:wv; +) =0, 
und erhalten hiernad, als Bebingungsgleihung: 
sin.2p __ 2 (Mut + M;wn +») 
cs.29 (MwW+MwW+.)—(MvV+Mv+---) 
__ Toppeltes Moment der Centrifugalfraft 
Differenz der Trögheitsmomente 
Durd) diefe Formel ergeben fid) zwei Werthe für 29, welche von ein- 
ander um 180°, und alfo auch zwei Werthe von 9, welche von einander 
um 90° abweichen; es ift deshalb nicht allein die durch diefen Winkel ꝙ 
beftinmte Age XX eine freie Age, fondern auch die gegen fie winkelrecht 
gerichtete Are YY. 


tang.29 = 





Bon vielen Flächen und Körpern laſſen ſich die freien Aren ohne alle 
Rechnung angeben. Bei einer fymmetrifchen Figur ift 3. B. die Sym- 
metrieare eine freie Are, das PBerpendifel im Schwerpunkte bie zweite und 
die Are winkelvecht gegen die Ebene der Figur bie britte freie Are. Bei 
einem Rotationstörper AB, Fig. 588, ift die Rotationsare ZZ eine 


freie Are, ebenfo auch jebe Normale XX, YY.. . zw diefer Linie durch 
den Schwerpunkt S. Bei einer Kugel ift jeder Durchmeſſer eine freie Are, bei 
einem geraden, von ſechs Rechtecken begrenzten Barallelepipede ABD, 
ig. 589, find es die drei durc) den Schwerpunkt S gehenden und auf 
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den Seitenflächen BD, AB und AD normal ftehenden oder mit den Kan—⸗ 
ten parallel laufenden Aren XX, YY und ZZ. 





Fig. 588. Fig. 539. 
z 
-Z _ı 


Beftimmen wir nod bie freien Axen von einem ſchiefwinkeligen 

Parallelogramme ABCD, Fig. 590. Legen wir durch den Schwer- 
Big. 590, punkt S deffelben die unter ſich recht⸗ 
wintelig ftehenden Goorbinatenaren 
UT und VW fo, daß die eine der 
Seite AB des Parallelogrammes 
parallel läuft, und zerlegen wir das 
Barallelogramm durch Parallellinien 
in 2n gleiche Streifen, wie z. B. 
FG. ft nun die eine Seite AB 
— 2a, die andere Seite AD—=2b, 
und der fpige Winfel ADC zwiſchen 
je zwei Seiten = «, fo erhalten wir für den um SE — = von UT ab- 
ftehenden Streifen FG die Länge des einen Theiles: 
EG=KG+HEK=aH+ zoodg.a 
fowie die des anderen Theiles: 
EF=a— xootg.«, 

und, da * sin. & bie Breite beider iſt, die Inhalte dieſer Streifen 


BET? + zeotg.«) und ze 











(a — x cotg. 0); 


aud) folgen die Maße ber Sentifgeftfte von diefen Theilen in Hinfiht 
auf die Are VV: 


ats hate d="gn 





(«+ zcotg. a)? 
und 
bsin.a 
2n 





(a — zcotg. a)?, 
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fowie ihre Momente in Hinficht auf die Are UT: 


) | 
* “ (a + zcotg.a)?x und ur (a — x.cotg. a)? x. 





Da beide Kräfte in Hinficht auf 9 Y einander entgegengefegt wirken, fo 
giebt die ie Bereinigung ihrer Momente die Differenz: 


2 


ur | in. a 2bgin. 
Segen wir in der Formel für x nad) und nad) Zu ent 


3bsin.a 
n 

jo befommen wir das Maß fir da8 Moment der Sentrifugalfraft des halben 

Tarallelogrammes: 





u. ſ. w. ein, und addiren wir die dadurch erhaltenen Ergebniffe, 


2 3 
2ab su: +++. -+n?)=2uab?sin.0?2cos.«- Fe 3 


— ?2/, ab? sin. @? cos. &%, 
und alfo für das ganze Parallelogramım, oder: 
Mwvı + M;wtı +: = t, ab?sin.a?cos.«. 
Das Trägheitsmoment in Hinficht auf die Are vv ift für einen Strei- 
jn FG: .:. 
b Sin. /(a + zcoig.o)? , (a — xcotg.a)® 
bein. (u + acoino)? „(a = wong? 
n 3 3 
Er 3 + 3 ax colg. a) ?/; sin. © (a? + 3 22 cotg.a?). 
 bsin.a 2 
Setzt man num fir 2 jucceffiv ne mt ent u. ſ. w., und 
jummirt man die fid) ergebenden Werthe, fo folgt dad Trägheitsmoment der 
einen Hälfte: 
2/3 absin.a (a? + b2cos. a?), 
und daher das des Ganzen: 
ı/yabsin.« (a? + b? cos.a?), 
In Hinfiht auf die Umdrehungsare UU ift hingegen das Trägheite- 
moment des Parallelogrammes: 


2 sin. a? 
4Aabsin.o- en — t/, ab?’sin.«? ($. 312); 


e& ergiebt ſich daher die gefuchte Differenz der Trägheitsmomente, d. i.: 
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My+Mw+.)- Mi +My +), 
— !/, absin.« (a? + b2cos.0?) — */; ab? sin. a? 
— !/s absin.a [a? + b? (cos.a? — sin. a?)] 
— !/, absin.a (a? + b?cos.2«). 
Endlich folgt für den Winkel USX — 9, welden die freie Are XX 
nit der Coordinatenare U U oder der Seite AB einfchließt, nach 8. 335: 


tang. 29 = 2(Mwv + ;wv; + -- ) 
2. Agab?sin.ntcs.a „__b?isin.20 
A’, absin.a (a? + b?cos.20) a? + b2cos.2& 
Beim Rhombus ift a — b, daher: 
tang. 2p — sin. 2 _ 2 819. C0S. & —_ Zen. 008.0, 
1+cos.2% 1-+.c0s0?—sin.a? 2 cos. 02 


alſo : 


29 —=a ud 9 =: 


Da diejer Winkel die Richtung der Diagonale angiebt, fo folgt, daß die 
Diagonalen freie Aren des Rhombus find. 


Beijpiel. Bei dem ſchiefwinkeligen Parallelogramme ABCD, Fig. 5%, 
mefien die Seiten AB = 2a = 16 Zoll, BC = 2b = 10 Boll und ift 
der Umfangsmintel ABC = «a = 60°, welche Richtungen haben deſſen freie 
Aren? Es ift: 
tang. 20 — „;en.1200 __25.sin.600 __ 26.0,86603 

j 7 82+52,.cos. 1200 7 64 —25c08.600 464 —25.0,5 
— 0,42040 — tang. 22048’, oder tang. 20248’. 

Hiernach folgen @ — 11024’ und 101024’ als Neigungswinkel der zwei eriten 

freien Axen gegen die Seite AB. Die dritte freie Axe fteht auf der Ebene des 


Parallelogrammes in feinem Schwerpunfte rechtwinkelig. Diefe Winkel beftimmen - 


auch die freien Axen eineß geraden Parallelepipedes mit rhomboidalen Grund: 


flächen. 


Wirkung auf die Umdrohungsaxe. Wenn ſich ein materieller 
Bunft M, Fig. 591 (a. f. ©), ungleihförmig um eine feſte Are C 
dreht, fo hat diefelbe nicht bloß die Centrifugalkraft, fondern auch die Kraft 
der Trägheit diefes Punktes auszuhalten. Während die Centrifugalkraft 
radial auswärts wirkt, hat natürlich, die Kraft der Trägheit eine tangentiale 
Richtung, und zwar entweder der der Umbrehungsbewegung entgegengejegt, 
oder mit derjelben zufamntenfallend, je nachdem die Acceleration diefer Be- 
wegung eine pofitive oder eine negative (Retardation) if. Man kann daher 
auch annehmen, daß die Gentrifugaffraft MN —= CN —= N unmittelbar 
in der Are C angreife, und daß die Kraft der Träghet MP = — P aus 


wet mWF+..)-M}+MUH::) 


746 Fünfter Abſchnitt. Drittes Capitel. [$. 337. 


einem Kräftepaare (P, — P) und einer Arenkraft OP — — P beftche, 
und folglich die ganze Arenfraft OR — R durd) die Diagonale eines aus 
N und — P conftruirten rechtwinkeligen Barallelogrammes beftinmen. 

Iſt r die Entfernung CM der Maffe M von der Umdrehungsare C, 
ſowie & die Winkelgefchwindigfeit und x die Winfelacceleration, fo hat man 
nad 88. 327 und 305: " 

N = 0o°Mr 
und 
P=ıMr, 
daber die gefuchte Mittelkraft: 
R=VN? + PP —= MrVot +4 x? 
und für den Winfel ZON = 9, um welden die Richtung diefer Kraft 
von der Richtung CM der Centrifugalfraft abweicht, 
j —— P— x 
u Zus ee Ay 

Da in Folge der Acceleration x, co veränderlid) ift, fo fallen natürlich auch 
die Centrifugalfraft N und die Mittelfraft R variabel aus. 

Fig. 591. Um die Gentrifugal- und 


Trägheitskräfte eines Syftems 


von Maflen M,, My u. |. w. 
zu vereinigen, zerlegt man dieſe 
Kräfte nad zwei Arenrichtun- 
gen XX und YY in Seiten- 
fräfte, vereinigt hierauf die in 
einer Arenrichtung wirkenden 
Kräfte durch algebraifche Addi- 
tion und fegt endlich die Hier: 
aus refultirenden zwei Kräfte 
wie oben zu einer Mittelfraft 
zufammen. Sind x und y die 
Soordinaten CK und CL des 
hateriellen Buntes M in Hinficht auf da8 Arenfuftem XX, YY, fo hat 
man die beiden Komponenten der Centrifugalfraft N: 





MN=-N= Ms und 


N=-N=amy, 
dagegen die der Trägheit: 
pP ı = 


se 


P=xMy und 
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P, = ZpP=xM x; 
7 


es folgt daher die Geſammtkraft in ber Are XX: 
9=N, + Pı = o?Mx + “My 
und die in der Are YY: 
R=N — P, = o?My — x»Me. 

Hat man e8 nun mit einem fid) um eine fefte Are C, ig. 592, drehenden 
Syfteme von materiellen Punkten oder Maſſen M,, Ma u. |. w. zu thun, 
deren Coordinaten in Hinficht auf eine Coordinatenare X X: 

CK =, (RR =muf.m. 


fig. 592. 





und in Hinficht auf die andere Coorbinatenare YY:: 
CL =y, Co, =y u ſ. w. 
find, fo fällt folglich, die Geſammtkraft in der erften Are: 
g=e!Mı t»Myı tMn +x My + ‚di: 
9=9(Ma+Ma +. )+Myı +My +»). 
und dagegen die in der anderen Are: 
R=o(My+My%+:)—- Mar +Mm ++) aus. 
Bezeichnet man endlich die ganze Mafie Mi + Ma +: bu M 

und die Koordinaten ihres Schwerpunftes in Hinficht auf die Aren XX 
und Y durch = und , fo hat man (ſiehe $. 331): 

M&ı +M% +---—=Mıw 

My + My +. -=My; 


daher einfacher: 
Q = o®Mz + x My ud 
R= 0?My — xMa. . 
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Aus Q und R folgt nun die Mittelkraft: 


s=Vg@+R, 
jowie für den Richtungswinkel X COS — @ berfelben: 
tang. @ = &, 
Q 
Da Mx und My die ftatifchen Momente des Schmerpunftes find, fo 
folgt, daß man bei Beftimmung des Arendrudes (S$) eines in einer 
und derfelben Umdrehungsebene befindlichen Maſſenſyſtemes die 
ganze Maffe in dem Schwerpunkte des Syftemes vereinigt an- 
nehmen fünne, und da die Entfernung de8 Schwerpunftes des Mafjen- 
- fuftemes von der Umdrehungsare 
‚= Very 
ift, fo Hat man aud): 
S—= V[(wo®Mz + xMy)? + (My — »Ma)?] 
V +) +R@+ WM) 
— 4 Var + m Va typ —=Mr Vor o 


Anmertung. Für ein Dreied ABC, Fig. 593, weldes fi) um feinen 
Edpunft C dreht, und defien Edpuntte A und B durch die Goordinaten (z,,Yı) 
und (2, Yg) beftimmt find, hat man nad $. 114 
die Coordinaten feines Schwerpunftes S: 


(=. - Artnr 


Fig. 593. 


und 
_ y- ht 
CS, = y7 3 
und die Maffe, wenn man diejelbe dur den 
fFlächeninhalt mißt, 
M= I Ya — XoYı, 
2 
Auch läßt fi das Trägheitsmoment defjelben in 
Hinfiht auf die Umdrehungsaxe C dur den 





Ausdruck 
— — 2, Y — % 
w= 6 ( =. + Yı =) 


=-F tan tatntnntW 
beftinmen. 
Dieje Kormeln finden auch ihre Anwendung auf ein gerades Prisma, deſſen 
Grundfläche dad Dreied ABC ift. 


Beilpiel. Ein gerades Prisma mit der breifeitigen Grundfläche ABC 
ſoll dur ein conftant wirfendes Kräftepaar jo ſchnell um die Seitentante U ges 
dreht werben, daß es im Verlaufe von t = 1,5 Secunden u = 5%, Umdrehungen 
macht, und nıan joll nicht allein daS Moment diejes Kräftepaares, jondern auch 
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noch die Wirkung diefer Bewegung auf die Are C beftimmen. Es jei die Baſis 
ABC diejes Körpers dur die Coordinaten 
 =15, yı = 05; 2% = 04, Yy = 10 Meter 
beftimmt, ferner die Höhe oder Länge deſſelben 7 = 0,2 Meter, und jeine 
Ditigleit oder das Gewicht eines Cubikmeters y — 500 Kilogramm. Hieraus 
berechnet ſich zunächſt der Inhalt der Baſis: 
F — Ti Ya — Lg yı — 1,5.1,0 — 04.05 — 1,3 
— 2 — 2 2 
und daher die Maſſe des ganzen Körpers: 
M = — — 0,102 . 0,65 . 0,2. 500 — 6,68. 


— 0,65 Quadratmeter, 


Nun ift ferner 
+ a2 + 22 = 225 + 0,60 + 0,16 = 301, 
y + Yı Ya + y2 = 0,25 + 0,50 + 1,00 = 1,75, 
Daher folgt da3 nr des mens: 
— (3,01 + 17) 476 = — 5,26. 

Da in Folge der Beltändigfeit des Umdrehungsträftepaares die Umdrehungsbe— 
wegung eing gleihförmig beichleunigte ift, jo folgt die Winkelgeſchwindigkeit 
ded Körpers am Ende der Zeit = 1,5 Secunden (f. $. 10): 

28 2.2nu 2.2n.5 

7-5 "Te i5 > 20,944 Meter, 

und es ift daher die erforderlihe mechaniſche Arbeit: 

A=1w2W = 1, (20,944)? 5,26 — 1154,55 Weietiogrenm, 

Tie Wintelacceleration ilt 
„-t_ 20,944 

7 18 

Daher da3 Moment des Kräftepaares: 
Pa=xW = 13% . 5,26 = 73,45 Meterkilogramm. 


Die Abftände des Schwerpunftes S der Baſis von den Goorbinaten XX 


und TX find 
2 — at — pr — 0,6333 und 


Il 





u—_— 





— 13,96 Meter, 


folglich ergiebt ſich der elbftand de3 S äwerpunftes von der Are: 
CS=r=YV.« + „2 = 0,6511. 


—= 20,914 = 192422,6 und x? = 13,96? = 194,88; 


Ferner w 


daher folgt: 
. Vot + x2 = V192617,48 — 438,9, 

und es wächſt demnad der Arendrud während der beichleunigten Umdrehung 
des Körpers von 
bis P=xMr = 13% . 6,63. 0,6511 = 60,2 Kilogramm 

i 

R= Vo4 + x2.Mr — 4389 .6,63.0,6511 = 1891,66 Kilogramm. 

Wenn nah Berlauf von 1,5 Secunden Zeit das SKräftepaar zu wirken auf: 

hört, jo nimmt der Körper eine gleihförmige Umbdrehungsbewegung an, und 
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e8 beftehbt von nun an der von der Are auszuhaltende-Drud nur in der Gentri- 
fugalkraft: 

N= Mr = 20,942. 6,63. 0,65311 = 1890,58 Kilogramm. 

Der von 60,2 bis 1891,66 allmälig anwachſende Axendruck ift anfangs recht⸗ 
winfelig gegen die centrale Schwerlinie CS gerichtet, nähert fi) aber während 
des Wachſens der Geichwindigfeit diefer Linie immer mehr und mehr, fo daß er 
am Ende der Zeit & = 1,5 Secunden nur no um einen Winfel 9 von diejer 
Linie abweicht, welcher durch 

P 60,2 


tang. o — NV = 1891,66 = 0,03183 


beitimmt ift und biernah den Werth 9 — 1049 hat. Wenn das Fräftepaar 
zu wirfen aufhört, jo fällt natürlid) die Richtung der Arentraft N = 1890,58 Rilo- 
gramm ganz in die centrale Schwerlinie CS, und dreht fich folglich aud mit 
diejer Linie im Sreife herum. 

Wenn man flatt des Kräftepaares nur eine Kraft P am Hebelarme a auf den 
Körper wirken läßt, fo gejellt fih zu dem obigen Arendrude nod ein diefer Kraft 
gleiher Drud P. 


Mittelpunkt des Stosses. DBefinden fich die einzelnen “Theile MM}, 
My: ...., Big. 594, eines votivenden Maffenfyftemes nicht in einer 
Sig. 594. und derjelben Umdre— 
hungsebene, fo fallen die 
Richtungen der Kräfte 
Qı =w?Mız, +%Mıyı, 
Q, = ©? M, %g +#M;ysxX. 
nicht mehr in die Coordi⸗ 
natenare X X, fondern in 
die Koordinatenebene XZ 
und ebenfo die der Kräfte: 
R,=0@?M,yı —*MıXr, 
R, = 0? M3%s — %M2X3:C. 
nicht mehr in die Coordi— 
natenare YY, fondern in 
die Coordinatenebene YZ. 
Es laſſen fid) nun zwar 
die Kräftefufteme Qı, Qa 
u. ſ. w. und R,,Rs u. |. w. 
auf die befaunte Weije 
($. 330) zu den Mittel- 
fräften: 
9—=QA+9+- und 
R=R+R+t--- 
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vereinigen, da aber ihre Angriffslinien UQ und FR im Allgemeinen nicht 
in eine Ebene fallen, fondern die Drehungsare CZ in zwei verfchiedenen 
Punkten U und V fchneiden, fo ift eine weitere Bereinigung diefer Kräfte 
zu einer Mittelkraft nicht, ſondern nur eine Zurückführung derſelben auf 
eine Kraft und ein Kräftepaar möglih. Die Seitenfräfte en und R find 
natürlich wie oben: 


=0?’Maı +4 +. )+ My +49» +) 
— o°? Mx + «My, und 
R=o’(Myı + My + — Chæ +Mn ++) 
— 0? My — xMx, 
wenn wieder M die ganze Maſſe Mi + M; + -- - und = und y die Ab- 
ftände ihres Schwerpunftes S von den Koordinatenebenen YZ und XZ be- 
zeichnen. 

Segen wir ferner die Abftände der Maflen M,, Ma u. |. w. von der auf 
der Umbdrehungsare CZ rechtwinfelig ftehenden Umbrehungsebene X Y, z,, 
23 u. |. w., fo erhalten wir (wie in $. 330) für die Abftände der Angriffs: 
punkte U und V der Kräfte Q und R von dem Anfangspunfte 0: 

_ AA rt dar +: 

— Qı + Q: + ao. 

— 0(Mra ++ )+#(My2a + My +‘) 

Ma t+Mu +.) + My + My +) 


RaätRas+ 
—— 
Oo My + M%2%+-)—% (Mass +M&5% + -- ) 
(My typ t+t)—-rMaı tat 
Wird die Are CZ in zwei Punkten A und B (Zapfenlagern) feftgehalten, 
welche um die Koordinaten CA — 1, und CB — 4; vom Anfangspunfte 
abftehen, jo zerlegt fich die Kraft Q in bie Seitenfräfte: 


6 


 — v 
n= (1 R und 72 = — R, 


und 


U — 


X = 











und die Kraft R in die Seitenfräfte: 








und es ift nun der Drud im Zapfen A: 


s=-V+Y, 


und der im Zapfen 2: 
S=-Yyxr?+ Tr 
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Wird die Aeceleration der Umdrehungsbewegung nicht durch ein Kräfte: 
paar, deſſen Moment Pa ift, fondern durch eine excentrifche Kraft P am 
Fig. 595. Hebelarme a hervorgebradit, 
jo tritt noch ein dieſer Kraft 
P gleicher Drud zu den 
Arenfräften Q und R Hinzu. 
Laſſen wir diefe Krafı P 
parallel zur Are CY und 
im Abftande FO=a von 
der Umdrehungsare, recht: 
winfelig gegen die Ebene 
XZ wirken, und nehmen 
wir nod) an, daß ihre An- 
griffslinie um CF=HO 
— b von der Coordinaten- 
ebene X Y abftehe, jo wird 
durch diefelbe nur die Kraft 
R um P vergrößert, und 
zwar der Theil X, im Stüte: 
punkte A um 
j a —b 
n= (4) 
und der Theil Y, im Stlig- 
punfte B um 











Veen Mxcı + 2% — 0, fowie 
My + My +: =0, ferner: 
M, &ı 2ı + M,one +: -=0 und 
MysıtMys + =, 
und folglich die Umdrehungsare CZ eine freie Are ift, fo fallen nicht allein 
die Kräfte Q und R, fondern aud) ihre Momente Qu und Rv einzeln Null 
aus, und es ift daher (vergl. $. 334) zu folgern, daß bei Umdrehung eines 
Maſſenſyſtemes um eine freie Are fich nicht allein die Centrifugalkräfte, ſon⸗ 
dern auch die Trägheitöfräfte einander da8 Gleichgewicht halten. 

Nehmen wir an, daß ficd) das Maſſenſyſtem in Ruhe befindet, daß aljo 
© — Null ift, oder fehen wir von der Wirkung der Centrifugalkräfte auf 
die Umdrehungsare ab, jo erhalten wir einfacher die Arendrilde: 

9=+My=x(My +My +‘) 
R=—ı»Mı = —ı (M, &ı + M3 %; 4 .. +), fowie 
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Qu=x(My&ar + My! +) um 
Rr= — x (Ma2ı + 42% +... 

Wenn die Ebene XZ Symmetrieebene und folglich auch Schwerebene 

des ganzen Maſſenſyſtems ift, fo fällt 
My tMy» +: =-0ıw 
Myaıt+Mya+'  =0, 

und daher aud) 


=—=(, 
fowie 
Qu= 0 
and. 
Machen wir nun noch die Forderung, daß die Umdrehungskraft 
P_*W 
177 


durch die Trägheitskraft R aufgehoben wird, ohne eine Wirkung auf die 
Umdrehungsare zurüdzulaffen, jo können wir 


P+R=0O 
und 
Pb+Rv=0, 
d. i.: 
w 
—— (Mm + in +) S 0, ſowie 
“Wb ” 
2 — x Mnat+ 49%, +::-)=0 





fegen, und es folgt hiernad): 
W _Mır? + Mırz +: - - __ Trägheitsmoment 


em: Mn + Mi +: ftatiiches Moment un 
b — Mas + M:9%% + -- 4— Mas + Mrt& + --- 
Ww Maıt+Ma+ 
__ Eentrifugaffraftmoment 


ftatifches Moment 


Diefe Coordinaten beftimmen einen Punft O, welcher der Mittelpuntt 
des Stoßes genannt wird. Derfelbe Hat die Eigenichaft, daß irgend 
eine durch ihn gehende Stoßfraft, welche auf der durch die Dreh— 
are gelegten Symmetricebene des Körpers ſenkrecht fteht, eine 
Wirkung auf die Drehare deffelben nicht ausübt. 

Wenn man die X Y-Cbene von C nad) F, alfo um die Größe 


b — Maaıt+Mas + --- 
Ma +M2+'-- 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 48 
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verfchoben denkt, fo ift der Abjtand der Kraft P von diefer Ebene — Null, 
und man hat daher: 
== Ma + 2:2 +: 

Ma t+Ma +: -- 
oder: 

Msa+M;:%2 +. =0. 

Da nun nad) der Borausfegung auch Myızı + Meya2£2 + --=O iſt, 
jo ergiebt fic, hieraus nad) F. 309, daß CZ eine Trägheitshauptare für den 
Punkt F ift, und man kann daher aud) jagen: 

Damit die Drehare eines einer Stoßfraft P unterworfenen Körpers Feiner 
Stoßwirkung ausgefegt ift, muß 

1) die ftoßende Kraft ſenkrecht ftehen auf der durch die Drehare und den 
Schwerpunft gelegten Ebene, 

2) die Drehare eine Trägheitshauptaxe für denjenigen Punkt fein, in 
welchem fie von einer durch P ſenkrecht zur Drehare gelegten Ebene ge- 
ſchnitten wird, und 

3) der Abftand der ftoßenden Kraft von der Drehare die Größe 

ao Mır? + Mir! + - - - __ Trägheitsmoment 


Ma +M2% +::- ftatiles Moment 
haben. 


Beijpiele 1) Für eine gerade Linie oder eine Überall glei dide Stange 
CE, fig. 596, welde an einem Ende C mit der Umdrehungsaxe CZ unter 
Sig. 596. einem beftimmten Wintel ZU E zulammenftößt, ift, wenn 
M die Maffe derjelben und 7 den Abftand DE ihres 
zweiten Endes E von der Umdrehungsare bezeichnet, das 
Trögheitsmoment: 
W= Mk2 = ,,Mr? (j. 8. 311), 
dagegen das ftatiihe Moment: 
Mı = YMr. 
Bezeihnet nun A die Projection CD der Stangen: 
länge CE auf die Umdrehungsare CZ, jo hat man 
0 _2ı1_h. 
0,M x r 





alfo: 


h 
Mas, =— Mt Mu4a=— My, x}, u. \. m. 





und e8 folgt daher das Eentrifugalmoment: 
h 


h 
M, 212, +42 + = (Mı v+M2+)=7 WMr='5Mhr. 


Daher find die Goordinaten des Stoßmittelpunttes O diefer Stange dur 
| 1, 2 

FO=a— Trägheitömoment _ Mr 
ſtatiſches Moment 1, Mr 
CF =b- Eentrifugalmoment _ 1, Mhr 
7 fatifcges Moment ” 1a Mr 


— Yr und 





= Yh 
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beſtimmt, und es ift demnach diefer Mittelpuntt um zwei Drittel der Stangenlänge 
CE vom Ende C und um ein Drittel derfelben vom Ende der Stange entfernt. 
Fig. 597. 2) Das Trägheitsmoment einer rechtwinkeligen 

Dreiedsflähe ABC, Fig. 597, melde fih um eine 





2 Kathete CA dreht, ift, wenn man deren Maſſe durch 
M und deren Katheten CA und AB durch A und r 
A B bezeichnet: 
3 
T-H -Y.l- y, Mr? (j. $. 229), 
K L und das ſtatiſche Moment derjelben, da ihr Schwerpunft 
S um 5 von der Are CA abiteht, 
Mr 
c Mo 
folglich ift der Abftand des Stoßmittelpunftes O diejer Fläche von eben biefer Are: 
1, Mr 
FO=a= —— 


Für ein ſtreifenförmiges Element KL des Dreieckes, welches die Länge x und 
die Breite 2 bat, und um UK = z von der Spitze C abfteht, ijt das Eentri- 
fugalmoment: 


h 
Mxz = Er In xz, 


oder, da — —_ =+ al <= 7 z iſt, 


Mir! h/r\? 
en, (3) Ä 
Rimmt man nun für 3 nad und nad 1 (*), 2 (*), 3 (2)...n (2) 


und abdirt die dadurch erhaltenen Werthe für Mxz, jo ergieht fich das ganze 
Gentrifugalmoment: 


Mu +Mn2+ =" — .+n3) (*) 





h h 
En 
= 1, Mrh, 
und daher der Abftand des Stogmittelpunttes O vom Eckpunkte C: 
— yYMrh_ 
CF =b= YMr Y, 


— — — — —— — — — 


43* 
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Viertes Capitel. 


Bon den Wirkungen der Schwerkraft bei Be- 
wegungen auf vorgefchriebenen Bahnen. 


$. 339. Gleiten auf der geneigten Ebene. Ein ſchwerer Körper lann auf 
mandherlei Weife verhindert werden, frei zu fallen; betrachten wir indeffen im 
Folgenden nur zwei Fälle, nämlich denjenigen, daß ber Körper von einer 
geneigten Ebene unterftügt wird, und denjenigen, daß er um eine horizon- 
tale Are drehbar ift. In beiden Fällen find die Wege des Körpers in einer 
Berticalebene enthalten. Befindet fi der Körper auf einer geneigten 
Ebene, fo zerlegt ſich das Gewicht deffelben in zwei Seitenkräfte, von denen 
die eine normal gegen bie Ebene gerichtet ift und von diefer aufgenommen 
wird, und bie andere parallel zur Ebene und auf den Körper als bewegende 
Kraft wirkt. Iſt G das Gewicht des Körpers ABCD, Fig. 598, und « 
die Neigung der fchiefen Ebene FH 
gegen den Horizont, jo Hat man nad) 
B F 8150 jenen Normaldrud: 
N= @cos.a 
und dieſe bewegende Kraft: 
P= Gsin.a. 
Die Bewegung des Körpers kann 
nun entweber gleitend oder wälzend 
fein; berüdfichtigen wir zunädjft nur 
die erftere. Im diefem Falle nehmen alle Theile des Körpers gleichen Ans 
theil an ber Bewegung deffelben, und haben daher auch eine gemeinfchaftliche 
Acceleration p, die ſich durch die befannte Formel: 


Ti. 598. 


ausbriiden läßt. Es ift alſo 
p:g9=Sina:l, 
d. h. die Beſchleunigung eines Körpers auf der ſchiefen Ebene 
verhält fi zur Beſchleunigung des freien Falles wie der Sinus 
des Neigungswinkels der fhiefen Ebene zu Eins. Wegen ber hi 
zutretenden Reibung gewährt aber dieſe Formel felten hinreichende Genauig- 
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feit; e8 ift daher nothmwendig, in vielen Yällen der Anwendung aud) auf die 
Reibung Rüdficht zu nehmen. . 

Bewegt ſich ein Körper auf einer frummen Fläche, fo ift die Acceleration 
veränderlich und an jeder Stelle gleich der Acceleration, welche der Berüh—⸗ 
rungsebene an die krumme Fläche entfpricht. 

Gleitet ein Körper mit der Anfangsgeſchwindigkeit Null auf einer geneig- 
ten Ebene ohne Reibung herab, fo ift nad) $. 11 die Endgefchwindigfeit nad) 
t Secunden: 

v = gsin.a.t = 9,81 sin.a.t Meter —= 31,25 sin.@.t Fuß 

und der zurüdgelegte Weg: 
os 1, g8in. a .t? — 4,905 sin. «.t? Meter = 15,625 sin. @.t? Fuß. 
Beim freien Falle ift vı — gt und 1 —= !/a gi?, es läßt ſich daher fegen: 
vv y =s:ı — s„in. &: Ll, 
d. h. es verhalten ſich die Endgeſchwindigkeit und der Weg 
beim Fallen auf der ſchiefen Ebene zur Endgeſchwindigkeit 
und dem Wege beim freien Fallen, wie der Sinus des 
Neigungswinkels der ſchiefen Ebene zur Einheit. “ 
In dem rechwinkeligen Dreiede F@H, Fig. 599, mit verticaler Hypo⸗ 
Fig. 599. tenufe FG ift die Kathete: . 
FH=FGsin.FGH=FGsin.FHR=FGsin.o, 
wenn & die Neigung FAR diefer Kathete gegen den 
Horizont bezeichnet; es ift daher: 
FH: FG =sin.o:l, 
es durchläuft alfo ein Körper die verticale Hypotenuſe 
FG und die geneigte Kathete FM in einer und berfel- 
ben Zeit. Es läßt ſich hiernad) zu dem Fallmege auf 
der ſchiefen Ebene der entjprechende Weg des freien 
alles, und zu dem legteren der erftere durch Conftruction finden. 

Da bie auf dem Durchmeſſer FG, Fig. 600, ftehenden Peripheriewintel 
FH,G, FB:G u. |. w. lauter rechte find, jo fehneidet der Halbkreis über 

Fig. 600. FG von allen in F anfangenden fchiefen 
Ebenen die mit dem Durchmeſſer, und deshalb 
auch unter ſich, in gleichen Zeiten durchlaufe- 
nen Wege FH), FH, u f. w. ab. Man 
jagt daher: die Sehnen eines Kreifes 
und der Durchmeſſer deffeiben wer— 
den gleichzeitig oder ifohron durch— 
fallen. Uebrigens gilt diefer Iſochronismus 
nicht allein für die Sehnen FHi, FN, u. ſ. w. 
welche im höchſten Punkte F' des Kreifes an- 
fangen, fondern auch für die Sehnen H,@ 
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1;G u. ſ. w., welche in dem unterften Punkte G deſſelben auslaufen. 
Zieht man nämlich von F die Schne FK, parallel mit U, G, fo haben F. 
mit ZIG gleiche Lage und gleiche Länge. Kin Körper durchfällt daher 
beide Sehnen in derfelben Zeit, d. h. in der Zeit, welche er zum Durchfallen 
des Durchmeflerd FG gebrauchen würde. 


Aus der Gleichung 


v? v⸗ 
8— 2p — 29Sin. 
für den durchlaufenen Weg folgt: 
v? 
ssin.a — 29 
und umgekehrt: 
v== YV2gssin.a. 


Nun ift aber 3 sin. & die Höhe FR (Fig. 601) der ſchiefen Ebene oder 

die Verticalprojection 3 des Weges FH — s auf derfelben; es find daher 

Fig. 601. die Endgefhmwindigkeiten von Körpern, 

KT welde mitRullAnfangsgefhmwindigteit 

von verſchieden geneigten, glei Hohen 

Ebenen FH, FH, u. ſ. w. herabfallen, 

unter fi gleich und aud gleich der Ge— 

ſchwindigkeit, weldhe ein Körper er— 

langt, wenn ervonder Höhe FRdiefer Ebenen frei Herabfällt. 
(Hiermit ift ſowohl $. 45, als aud) S. 87 zu vergleichen.) 

Aus der Gleichung 





s = Ingsin.a.t? 
folgt die Formel für die Zeit: 








io 2s — 1 \y2esime _ 1 2h 
gsin.& sin.“& g sin. &% 9 
Für den freien Fall durch die Höhe FR B iſt aber die Zeit: 
t, = 2h ’ 
9 


es ergiebt ſich demnach: 

t: ti — 1: sin. — :: h — PM: PI, 
es verhält ſich alſo die Zeit des Fallens auf der ſchiefen 
Ebene zur Zeit des freien Falles von der Höhe dieſer Ebene 
wie die Länge zur Höhe der ſchiefen Ebene. 


Beiſpiele. 1) Bon einer ſchiefen Ebene FH, Fig. 602, iſt der Anfangs⸗ 
puntt F’ gegeben und der Endpunkt ZZ in einer gegebenen Linie AB fo zu be- 
ftimmen, daß der Fall auf diejer Ebene in der fürzeften Zeit erfolge. Zieht 
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man dur) F die Horizontale FG bis zum Durchſchnitte mit AB, und madt 
man GH = GF, io erhält man in H den geſuchten Puntt und alſo in FH 
die Ebene der fürzeften allzeit; denn führt man durch F' und H einen fi an 
FG und G@H tangential anlegenden Kreis, jo find deſſen iſochron durchlaufene 
Sehnen FK,, FR, u. |. w. kürzer als die Längen FH), FH, u. j. w. der 
Fig. 602. entſprechenden ſchiefen Ebenen; es ift folglid aud die 
Ballzeit für jene Sehnen Heiner, als für diefe Längen, und 
die Fallzeit für die jchiefe Ebene FH, welche mit einer 
Sehne zufammenfällt, die fürzefte. 
2) Man foll die Neigung derjenigen ſchiefen Ebene FH, 
ee Dig. 602, angeben, von welcher ein Körper in derſelben 
Cl Zeit herabfällt, die er gebrauchen würde, wenn er erft von 
ZIEH der Höhe FR frei herabfiele, und dann mit der erlangten 
H\/K,| Gefchwindigteit horizontal bis H fortginge. Die Zeit zum 
D Herabfallen von der ſenkrechten Höhe FR — Ah ift: 


B ti - 


und die erlangte Geſchwindigkeit in Z ift: 
v— V2 gh. 

Tritt nun beim Uebergange aus der verticalen Bewegung in die horizontale fein 
Geihmindigfeitsverluft ein, was erfolgt, wenn die Ede R abgerundet ift, jo wird 
der Weg RH = hcotg.« gleihförmig und in der Zeit 

= h cotg. « _ heotg. a = Yacotg. u |/ 2% 

® v2 gh g 

durchlaufen. Die allzeit für die jchiefe Ebene ift: 


= — vr 
sin. a g’ 
fegen wir daher t = t, + t,, jo erhalten vi die Beitimmungsgleihung: 
1 1 —— 1 
na” —= 1 + „,cotg.«a oder * — tang.«a + , 


deren Auflöfung auf tang.« = %/, führt. In der entſprechenden jchiefen Ebene 
verhält fi) hiernady die Höhe zur Baſis zur Länge wie 3 zu 4 zu 5, und es ift 
der Reigungsmwintel « = 36°52’11”. 


3) Bei einer ſchiefen Ebene von der gegebenen Baſis a ift die Zeit zum Herab⸗ 


gleiten: 
f =] / 28 - Va — /_ 2a =} / Aa , 
gsin.« gsin.acos.a Y gsin.2«' 


fie fallt daher am fleinften aus, wenn sin. 2a am größten, d. i. = 1, alfo 
200 — MP oder a? — 459 if. Bon Dädern mit 45% Neigung fließi daher 
das Waſſer in der kürzeſten Zeit herab. 














Geht die Bewegung auf einer ſchiefen Ebene mit einer gewiſſen Anfangs⸗ 
geſchwindigkeit c vor ſich, ſo hat man die in 8. 13 und 8. 14 gefundenen 
Formeln in Anwendung zu bringen. Hiernad) ift für einen auf der fchiefen 
Ebene binauffteigenden Körper die Endgefchwindigfeit : 


8. 34l. 


760 Fünfter Abjchnitt. Viertes Capitel. - [$. 341. 
v=c— gsin.a.t 
und der zuriidgelegte Weg: 
s=ct — \,gsin.a.t?, 
dagegen für den von der fchiefen Ebene herabfinfenden Körper: 
v=c+ gsn.e.tmds=ct + 1,95in.«a.tR. 
Uebrigens gilt in beiden Fällen der Bewegung die Formel: 
9 — ce ve — ce y3 ec? 
= 5 sin.a oder s sin. « — —* — 29 397 

Es ift alfo ftets die Berticalprojection (h) des auf der fchiefen 
Ebene zurüdgelegten Weges (s) gleich der Differenz der Ge— 
Ihwindigfeitshöhen. 

Stoßen zwei ſchiefe Ebenen FG und GH, Big. 603, in einer 
abgerundeten Kante an einander, fo findet beim Webergange des fallenden 

Fig. 603. Körpers von ber einen Ebene zur anderen fein 
Stoß und deshalb auch kein Gefchwindigfeitsverluft 
M ſtatt; es gilt deshalb auch für das Herabfallen 
eines Körpers von dieſer Verbindung zweier Ebe⸗ 
a nen die Regel: Fallhöhe (FR) gleich Diffe- 
" ven der Geſchwindigkeitshöhen. Uebrigens 
Rift leicht zu ermeſſen, daß dieſe Regel auch bei dem 
Sinken und Steigen auf einer derartigen Verbindung von beliebig vielen 
Ebenen, ſowie beim Fallen und Aufſteigen auf krummen Linien oder Flächen 
ihre Richtigkeit behält (vergl. 8. 87). 

Beiſpiele. 1) Ein Körper ſteigt mit 10 Meter Anfangsgeſchwindigkeit auf 
einer ſchiefen Ebene von 220 Neigung hinauf, wie groß iſt ſeine Geſchwindigkeit 
und fein zurückgelegter Weg nad 11/, Secunden? 

Es ift die Geſchwindigkeit: 
v—= 10 — 981. sin. 22°. 1,5 = 10 — 9,81 . 0,3746 . 1,5 = 4,49 Meter 
und der Weg: 

c+v, _ 10 + 4,49 
er u Tu 










1,5 = 10,837 Meter. 


2) Wie hoch erhebt fi) ein Körper mit 20 Meter Anfangsgeſchwindigkeit auf j 
der jchiefen Ebene von 489 Anfteigen? 
Es ift die jenfrechte Höhe: 


2 
h= 37 — 0,051 . 400 — 20,4 Meter, 


daher der ganze Weg auf der ſchiefen Ebene: 


h 20,4 
8 — 755 ing 27, 46 Meter. 


Die zur Zurüdlegung defielben nöthige Zeit ift: 
28 2.27,46 


t= = _——- — 2,75 Secunden. 
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Gleiten auf der geneigten Ebene mit Rücksicht auf Rei- 
bung. Die gleitende Reibung übt einen bedeutenden Einfluß auf das 
Fallen und Steigen eines Körpers auf einer fdjiefen Ebene aus. Aus dem 
Gewichte & des Körpers und aus dem Neigungswintel x der ſchiefen Ebene 
folgt der Normalbrud: 

N = @cos.& 
und hieraus wieder die Reibung: 
F=-9N=9Gocos.«. 
Subtrahirt man diefe von der Kraft P= Gsin.o, mit welcher die Schwer- 
fraft den Körper von der fchiefen Ebene herabtreibt, jo bleibt die bewegende 
Kraft: 
P= Gsin.a — $G.cos.&, 

und es ergiebt ſich die Befchleunigung des von der fchiefen Ebene herabſinkenden 
Körpers: 

— Kraft _ Gsin.a — 6 cos. æ 

Maſſe G 

Bei einem auf der fchiefen Ebene hinauffteigenden Körper ift die bewe- 
gende Kraft glei — (G sin. « + 9.@cos. «), daher auch die Acceleration 
p negativ und gleich — (sin.« + @Pcos. a) 9. 

Sind zwei auf verfchiedenen Ebenen FE und FH, Fig. 604, befind- 

Fig. 604. liche Körper durd) eine über eine Xeitrolle 
C gelegte, vollkommen biegjame Schnur mit 
einander verbunden, jo ift e8 möglich, daß 
der eine von beiden Körpern finft und den 
anderen mit emporzieht. Bezeichnen wir die 
Gewichte diefer Körper durch F und Gi 
und die Neigungswinfel der fchiefen Ebenen, 
auf welchen dieſelben fortgleiten, durch « 
und &,, und nehmen wir an, daß G finfe und G, mit emporziehe, jo erhal- 
ten wir als bewegende Kraft: | 
P= @sin.a — Gi sin. — 6cos. — @ Gh 08.0, 
— @ (sin. — 9 cos.) — Gı (Sin. + 9 cos.) 
und al8 bewegte Maſſe: 


9 = (sin. a — 9 008.0) 9. 








„+4 
9 
daher die Acceleration, mit welcher GC ſinkt und G, ſteigt: 
6 (sin.a — cos.) — Gi (sin.@, + 908.0) 
Pan 


Da die Reibung al8 widerftehende Kraft feine Bewegung erzeugen fann, 
fo ift fir das Sinten von G und Steigen von G, nöthig, daß 
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@ (sin. — Pc08.0) > Gı (Ein. 4 P c0s.0ı), 





alſo 
6 sin. + 908.0 ii 6 _ sin. (an +0) 
G sin.@ — Pc0s.0 ' a sin. (& — 0) 
iſt. Sol hingegen Gi finfen und G mit emporziehen, fo muß fein: 
a sin. + 9c08.& 


G Sin. — PC08.0ı 
@ sin. — @ 08.0 wi @ <a —o), 
6 sin.a + pcos.a’ " Gı sin.(@ + 0) 





Co lange aber na innerhalb der Grenzen 
1 


sin.&ı + @ cos. um! sin. on — P C08. 0 
sin.« — 008.0 sin. + P 008.0 
sin. (0 + und ra — 0) 
sin.(& — 0) sin.(& + 0) 

fiegt, fo lange wird die Reibung jede Vewegung verhindern. 


oder 


Beifpiele. 1) Ein Sqchlitten gleitet auf einer 50 Meter langen und 20 Grab 
fallenden Schneebahn herab und geht, unten angefommen, auf einer horizontalen 
Schneebahn fort, bis ihn die Reibung in Ruhe verfegt. Wenn nun der Eoefficient 
der Reibung zwiidjen Schnee und Eihlitten — 0,08 ift, melden Weg wird der 
Sglitten, ohne Rüdficht auf den Widerftand der Luft, auf der horigontalen Ebene 
zurüdlegen? 

3 ift die Acceleration des Schlittens: 

pP = (sin.a — Pcos.«) g = (sin.20° — 0,03 . 608.220) . 9,81 
0,3188 . 9,81 = 3,078 Meter, 
daher die Gndgefgmindigteit des Kerabgleitens: 


v= V2ps = V2.3,078.50 = 17,54 Meter. 
Auf der horigontalen Ebene ift die Acceleration: 








mM=-9=-—- 008. 9aL= = 0,294 Meter, daher der Weg: 
v2 
DE En 2 = 523,5 Meter. 
Die Zeit zum Herabgleiten ift: 
25 _ 10 _ u € 
= = 175g = 57 Secunden 
Fig. 608. und zum Sortgleiten: 
25 1047 
= I _ & 
= ı mu 59,6 Secunden, 


daher die ganze Fahrzeit: 
‚ t+4 = 658 Serunden — 1 Minute 5,8 Secunden. 
2) Ein gefühter Kübel X, Fig. 605, mit 250 Kit 
gramm Bruttogewict, jol durd ein ſentrecht mi 
siehendes Gewicht G von 260 Kilogramm auf einer jdjier 
h — x ſen Ebene FH von 30 Meter Länge und 50% Reigung 
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emporgezogen werden; welche Zeit wird dazu nöthig fein, wenn der Eoefficient 
der Reibung des Kübels auf der Leitung 0,36 beträgt? 

Es ift die beivegende Kraft: 
G — (sin.a + gcos.«) K = 260 — (sin. 50° + 0,36 . cos. 50°) . 250 

— 260 — 0,9974.250 —= 10,6 Kilogramm, 
daher die Beichleunigung: 

10,6 
P 550 + 260 

ferner die Zeit der Berwegung: 


t —⸗ vV&- V 3 60 —= 17,16 Secunden 


und die Endgejchwindigfeit: 


28 60 
23 a Men 


9,81 = 0,0208.9,81 = 0,204 Meter, 


Rollende Bewegung auf einer schiefen Ebene. Bei einem $. 343. 
von einer fchiefen Ebene herabrollenden Wagen wirkt vorzüglid) die 
Arenreibung der Beichleunigung entgegen; ift G das Gewicht des Wagens, 

r der Aren- und a der Radhalbmefler, fo beträgt die auf den Rabumfang 
reducirte Zapfenreibung: 


ar N= 7 Gcos. & 
und daher die Befchleunigung: 


p= (sin. u — = cos. «) 9. 


Wälzt ſich ein runder Körper AB, z. B. ein Cylinder oder eine Kugel 
u. ſ. w., von einer ſchiefen Ebene FH, ig. 606, herab, fo hat man es 
Fig. 606. mit einer progrefjiven und drehenden Bewegung 
zugleich zu thun. In der Regel ift die Accelera⸗ 
tion p des Fortſchreitens gleich der Acceleration 
des Drehens, d. h. die Bewegung ift eine rein 
wälzende, ohne Öleiten, indem der Berührungspunkt 
auf dem rollenden Körper einen ebenfo großen 
Weg zurüclegt, wie auf der ruhenden Unterlage 
_ ($. 173). Seßen wir daher das Trägheitmoment 
des ſich wälgenden Körpers — Gk? und den Halbmefler CA des Wälzens 
— a, fo erhalten wir für die Kraft AK —= K, mit welder die Walze in 
Folge des Eingreifens ihrer Theile in die Theile der fchiefen Ebene in Um⸗ 
drehung gefegt wird: 





GR? 
K=» — gas . 


Nun wirkt aber die Kraft X der Kraft GE sin. & zum Herablaufen ent- 
gegen; es folgt daher die bewegende Kraft für die progreljive Bewegung: 
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P=Gsina — K 
und die Beichleunigung derjelben: 
G sin. — K 
pP= mg 9. 
Eliminirt man K aus beiden Gleichungen, jo erhält man: 


Gk? 
Gp = @Ggsin.a — ap 


folglich die gefuchte Acceleration : 








1+— . 
Bei einem ſich wälzenden homogenen Gylinder ift k&? — !/, a? ($. 313), 


daher 
__.98in.& 








P=171,7 2/3, gsin. 0; 

bei einer Kugel aber A? — */, a? ($. 315), daher 
gsin.n 5 an 

p — 1 + 2/, — /r 9 Sin. 0; 


es iſt alſo bei dem rollenden Cylinder die Beſchleunigung nur 2/, und bei 
der vollenden Kugel nur °/, mal jo groß als bei einem ohne Reibung gleis 
tenden Körper. 

Die Kraft des Drehens ift: 


gsin.a Gk? G k? sin. & 


So lange diefelbe Heiner ift als die gleitende Reibung ꝙ @ cos. &, jo lange 
läuft aud) der Körper vollfommen wälzend von der Ebene herab. Iſt aber 


2 
K>9Gcosa, d. i. tang. > op ( + 5): 


fo reicht die Reibung nicht mehr aus, dem Körper eine der fortjchreitenden 
Geſchwindigkeit gleiche Umdrehungsgefchtwindigfeit zu ertheilen; es ift daher 
dann die Acceleration des Fortſchreitens wie bei der gleitenden Reibung: 

v = a ZT 9 — (sin. & — ꝙ cos.) 9 
und die der Umdrehung: 


_9Gcsu a? 
Pi ga, ar IT P 7590080 
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Für einen hohlen Cylinder mit dem inneren Halbmefler r, und dem 

2 2 . 
äußeren r; hat man A? — tn (1.8. 313), wofilr man bei verhältniß- 


mäßig geringer Wandftärfe, aljo wenn r, nahezu gleich r, ift, x? —= r?=.a? 
fegen fan. Es ift demnach für einen Cylindermantel (3. B. einen ‘Dampf: 
teffel oder ein Rab mit geringer Kranzftärte) die Beichleunigung 
| gs8sin. __ gsin.a 
111723 
nur bald fo groß, wie beim leiten ohne Reibung und daher ohne Rollen. 
Nach dem Obigen beftimmt fi) der größte Werth für die Neigung & ber 
ichiefen Ebene, bei welcher noch fein Gleiten eintritt, durch 
tang. & — 29 bei einem Cylindermantel, 
tang. & —= 3 @ bei einem maffiven Cylinder und 
tang. & —= 3,5 @ bei einer Kugel. 
Bei größeren Wertden von & ftellt fic) neben der wälzenden Bewegung 
des fintenden Körpers ein Gleiten ein. 
Bei einem Wagen vom Gewichte E mit Rädern von Halbmefier « und 
dem Trägheitsmomente W, — Gı k? und Zapfen vom Halbineffer r hat man: 





3 Gsn.a— Geos. — K 
X — und p — a 
=» ga? p —— 


G 9, 
d. i.: 
Tr 
9 (sin. — p 7 68. 0) 
p — 
1 x 
14 Ga? 


Beijpiele. 1) Ein belafteter Wagen von 2000 Kilogramm Gewicht mit 
Rädern von 1,2 Meter Höhe und einem Trägheitämomente von 90 rollt von 
einer jchiefen Ebene mit 129 Neigung herab; welches ift feine Acceleration, wenn 
der Eoefficient der Arenreibung 9 = 0,15 und die Stärfe der Radaxen 
2r — 0,08 Meter beträgt? 





Es ift: 
G,k! — 90 — r — 0,04 _ 
Ga? — 2000.06 0,125 und 9 >= 0,15 sr 0,01, 
daher die gejuchte Bejchleunigung : 
’ 0 __ 20 
p= 9,81. (sin. 12° — 0,01 .cos. 12°) — 1,73 Meter. 


I -+ 0,125 
2) Mit welchen Uccelerationen rollt eine majfive Walze von einer ſchiefen Ebene 
berab, deren Fallwintel « = 40° beträgt? 
Iſt der Eoefficient für die gleitende Reibung der Walze auf der Ebene & = 0,24, 
jo hat man: 


o(1 + =) =-04(1+2) = 07; 
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nun ift aber fang. 400 = 0,839; es fällt daher dung. « größer als » (1 +4) 
und die Acceleration der rollenden Bewegung Heiner als die der progrejjiven Be: 
megung aus. Die lebtere ift 

p = (sin. a — 9 cos. «) g = (0,6423 — 0,24 . 0,7660) . 9,81 = 4,50 Meter, 
die erftere aber nur 


2 
pı = 9 55 gcos.« = 0,24 . 2. 0,7660 . 9,81 — 3,6 Meter. 


Das Kreispendel. Ein an einer horizontalen Are hängender Körper 
ift im Gleichgewichte, fo lange fein Schwerpunkt ſenkrecht unter der Are liegt; 
bringt man aber den Echwerpunft aus der die Are enthaltenden Berticalebenc, 
und überläßt man den Körper fich felbit, fo nimmt derfelbe eine ſchwin— 
gende Bewegung, d. i. eine hin» und hergehende Bewegung im Kreiſe, an. 
Im Allgemeinen heißt ein um eine horizontale Are ſchwingender Körper ein 
Kreispendel oder Pendel fchlechtweg. Iſt der ſchwingende Körper ein 
materieller Bunkt, und befteht die Verbindung deſſelben mit der Umdrehungs⸗ 
are in einer gewichtslofen Linie, fo hat man es mit einem einfachen oder 
mathematifchen. Pendel zur thun; befteht aber da8 Pendel in einem aus⸗ 
gedehnten Körper oder aus mehreren Körpern, fo heißt dafjelbe ein zu- 
fammengejegtes, phyfifches oder materielles Pendel. Ein ſolches 
Pendel läßt ſich als eine feſte Verbindung von lauter einfachen, un eine 
gemeinschaftliche Are ſchwingenden Pendeln anfehen. Das einfache Pendel 
ift nur ein eingebildetes, feine Annahme gewährt aber befondere Vortheile, 
weil es leicht ift, die Theorie der Bewegung des zufammengefegten Pendels 
auf die des einfachen zurüdzuführen. 


Wird das in C aufgehangene Pendel, Fig. 607, aus feiner verticalen 
Lage CM in die Lage CA gebracht und num fich felbft überlaffen, fo geht 
Fig. 607. es vermöge feiner Schwere mit einer bejchleunig- 

ten Bewegung nad) CM zurüd, und es fommt 


— deſſen Maſſe im tiefſten Punkte A mit einer Ge⸗ 

2 
ſchwindigkeit c an, deren Höhe 5 der Fallhöhe 
DM gleich iſt. Im Folge dieſer Geſchwindigkeit 
z durchläuft es nun auf der anderen Seite den Bogen 
1227 MB = MA und fteigt dabei wieder auf bie 
M Höhe DM. Bon B aus fällt e8 von Neuen nad) 


M und A zurüd, und jo geht es wiederholt im 
Kreisbogen AB hin und her. Wäre der Widerftand der Luft und die 
Arenreibung ganz befeitigt, fo würde dieſe ſchwingende Bewegung des Pendel 
ohne Ende fortgehen; weil aber diefe Hinderniffe nie ganz wegzubringen find, 
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jo werden die Schwingungsbögen mit der Zeit immer Meiner und Meiner, 
und das Pendel geht enblid) zur Ruhe über. 

Die Bewegung des Pendeld von A bis B nennt man einen Schwung 
oder Bendelfchlag, den Bogen AB felbft aber den Schwingungsbogen; 
der den halben Schwingungsbogen meſſende Winkel, um melden fid) das 
Pendel zu beiden Seiten von der Yothlinie CM entfernt, heißt der Elon- 
gationswinfel, Ausſchlagswinkel oder Ausſchlag ſchlechtweg. Die 
Zeit, in welcher das Pendel eine Dscillation macht, heißt endlich Schwin- 
gungszeit oder Schwingungsdaner. 


Theorie des einfachen Kreispendels. Wegen der häufigen An- 
wendung der Bendel im praftichen Leben, namentlich bei ihren, ift es wichtig, 
Big. 608. die Schwingungszeiten berfelben zu lennen; 

c die Beſtimmung derfelben ift daher eine 

Hauptaufgabe der Mechanik. Segen wir 

in der Abficht, diefe Aufgabe zu löſen, die 

Pendelline AC=MC=r, Fig. 608, 

und bie einem ganzen Schwunge entſpre⸗ 

A chende Fall⸗ oder Steighöfe MD = h. 
Nehmen wir nun an, daß das Pendel von 
A nad) 6 gefallen fei, und fegen wir 
die diefer Bewegung entſprechende Fallhöhe 
DH=x, fo können wir die in @ er- 


* langte Geſchwindigkeit 
v ⸗ Vagx 
und das Zeittheilhen, innerhalb defien der Wegtheil G A durchlaufen wird, 
„IK _ 08 
v 29x 


fegen. Beſchreiben wir nun aus der Mitte O von MD = h und mit dem 
Halbmeſſer OM = OD — !/;h einen Halbfreis MND, fo fünnen wir 
von diefem einen Bogentheil NP angeben, welcher mit GK gleiche Höhe 
PQ= L RH hat und in einfacher Beziehung zu dieſem Wegtheile 
G@K ftcht. Wegen der Aehnlichteit ber Dreiede GKL und CEH ift 


0x _ 06 
KL GH 

und wegen der Aehnlichteit dev Dreiede NPQ und ONH ift 
NP ON 


?7 "NH 
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Dividiren wir daher diefe beiden Proportionen durch einander und berüdfic- 
tigen wir, daß KL = PQ ift, fo erhalten wir da8 Verhältniß der genann- 
ten Bogentheile: 

GK _ _CG.NH 

NP _ GH.ON 


Der Lehre vom Kreife, und insbefondere dem Theorem von ber mittleren 
Proportionallinie zufolge ift aber 

GE= MH@CM— MH) wNHM—=MH.DH, 
e8 folgt daher: 

GK __. Cd. VDH — r Vz 

NP 0N.V2CM-MH hV2r— (h— a) 


und die Zeit zum Durdjlaufen eines en 


r Vz — x 
ran khV29l2r — G—-) 


Vz 
In den meiften ill 3 der Anwendung geftattet man dem Pendel nur 


einen Kleinen Ausichlag, und es ift deshalb 5 fowie * und alſo auch 








— eine ſo kleine Größe, daß wir ſie ſelbſt, ſowie ihre höheren Potenzen, 
außer Acht laſſen, und nun 
——— 
T—= Dh 
fegen können. Die Dauer eines halben Schwunges, oder die Zeit, inner⸗ 


halb welcher das Pendel den Bogen AM zurücklegt, ift gleich der Summe 
von allen, den Elementen G A oder NP entjprechenden Zeittheilchen, 


oder, da —FF ein conſtanter Factor iſt, gleich V mal Summe aller 
den Halbkreis DN M bildenden Elemente, d. i. — . V: mal Halbfreis 


(7 ſelbſt, alfo 
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Diefelbe Zeit braucht aber auch das Pendel beim Auffteigen, weil hier 
die Geſchwindigkeiten diefelben find und nur in der Richtung entgegeugefegt 
vorkommen, deshalb ift denn eine ganze Schwingungsdauer doppelt fo groß, d. i. 


= 2t, a8. 
9 


Schärfere Formel für die Schwingungszeit des Kreispendela. $. 346. 
Nimmt man die X=Are horizontal im tiefften Punkie MM des Kreifes, Fig. 609, 
Fig. 609. und die Y-Are vertical durd) den Aufhängungs- 
puntkt Can, fo ift die Gleichung des Kreifes 
gegeben ducch: 
"=a+ (r— y)? oder ?2—=2ry — 32. 
Hieraus folgt: 


— D 2292 —=(2r —2y)Oy ober „= — 


nd 
Nun hat man allgemein für jede Curve: 


er 
HH 0x\? 
3 — 272 2 — dr I 
05? = 02? + 9y 0y +1] 


R 
M 








alfo in unſerem Yalle: 





92 — dy? —) |- JB | 
03? = 0y I( z +1] = 0y dry — gi +1 
y? 
— — — . 
pp 


Dividirt man beiderſeits mit 972, fo folgt: 
Zi 2 EEE 
02 02 2ry— 38 
Nun ift aber - — », wenn v die Tangentialgefchtwindigfeit bedeutet, und 


da nad) dem Princip der lebendigen Kräfte‘ (j. $. 77) 
”—=29(h — ı) 
ift, jo hat man die Gleichung: 
0? r? 


3 dry — gi oh — 9) 
oder: _ 
5 TE. 22 EEE —W ( _y\* 
 Veso-Wanm-mM 9 Vhy — y? ar 


Um dies zu integriren, ſchreiben wir: 


tet 


Weisbach's Lehrbud der Mechanik. I. 49 
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Durch Integration vs nme 


Vllt 


Man kann jest jedes einzelne Glied integriven, wenn man die befarmte 
Kecurfionsformel benugt : 


yvoy_ ___ yoiyay—y j @r— ı)h fr yoy 
Vry—y zu n 2n Vy—y: 
Berüdjichtigt man, daß der erſte Summand auf der. rechten Seite zu Null 
wird fowohl für y = 0, wie für y — h, fo ergiebt ſich durd) ‚wiederholte 
Anwendung obiger Recurfionsformel bis zu n = 0: 


frz yoy _1. >: 5.. er) 
‚4. 


—— 
— 6. — 











= arc. sin. (— 1) — are. sin. (+1) = !ı — Z — 7 ilt, 

jo folgt für die Dauer einer halben Schwingung von A nad) M: 

TE EROROERCTEL 

= nV? jr 37) 24) \# 

Het] 
2.4.6 2r 

Da die Gefchwindigfeit beim Steigen auf der anderen Ceite genau fo 
abnimmt, wie fie beim Duvchfallen der Bogenhälfte AM wächſt, fo ift die 


Zeit zum Durdjlaufen des ganzen Bogens oder die fogenannte Schwin⸗ 
gungsdauer: 


= 24 =[1 + Wr. + — 9 


Schwingt das Benbel. im Salbtreife, jo hat man A = r und daher 
die Schwingungsgeit: 


(1 BUT — * nr 3— FE = 11002/5- 


In den meiften Tällen dev Anwendung ift der Shringungeiogen viel 
fleiner als der Halbfreis, und die Formel 
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L_ h Vz 


Aus dem Elongationswinfel « folgt cos. « — 


hinreichend genau. 





— 1 — 
r 


r—h h 
r’ 


alſo 2 1 — cos. und daher: 
h 1 — 008.0 a\? 
— — 1) — c — — 1. 
KT hg rm (ein 3); 
es läßt ſich folglich hiernad) die einem gegebenen Elongationswinkel ent- 


Iprechende Correction der Schwingungszeit finden. Iſt z. B. diefer Winkel 
& — 15°, jo bat man: 


ho .. 150\? 

— —1 — I — 

5* /4 (sin. 2 )= 0,00426, 
dagegen fir & — 5°: 

R _. 0,00047; 


gr 
bei dem legten Elongationswinkel ift alſo die Schwingumgsdauer 


t = 1,00047 z v:- 


Dan kann aljo bei einem Ausfchlag unter 5° ziemlich genau die Schwin- 


gungsdauer 
r zz 
(ai = Vr = 1,003 Vr 
9 Vs 
ſetzen. 


Pendellängen. Da in der Formel 


(==V/! 
9 


der Ausſchlagswinkel nicht vorkommt, ſo folgt auch, daß die Dauer kleiner 
Pendelſchwingungen gar nicht von dieſem Winkel abhängt, daß alſo ver⸗ 
ſchiedene, jedoch nicht weit ausſchlagende gleich lange Pendel iſochron 
ſchwingen oder gleiche Schwingungszeiten haben. Ein Pendel mit 4 Grad 
Ausſchlag hat alſo (faſt) dieſelbe Schwingungsdauer, als ein Pendel mit 
1 Grad Ausſchlag. 

Vergleichen wir die Schwingungsdauer t mit der Zeit t, des freien Falles, 
fo flogen wir auf Folgendes. Die Zeit zum freien Fallen von ber Höhe r if 


2r r 
t — — is 2 ‚Ve, 
a 9 v2 9 
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daher folgt 

th — 7: V2; 
die Zeit eines Pendelſchwunges verhält ſich alfo zur Zeit, in welcher ein 
Körper von einer der Pendellänge gleichen Höhe frei herabfällt, wie die 
Ludolph'ſche Zahl m zur Quadratwurzel aus 2. Die Zeit zum Durd)- 
fallen von 2r ift: 


ti =’ ar = „VE; 


daher verhält fi aud, die Schwingungsdauer zur Zeit des Fallens 
von einer der doppelten Pendellänge gleichen Höhe wie m zu 2. 

Segen wir die den Pendellängen r und rı entiprechenben Schoingunge— 
zeiten 2 ud ti, fo a wir: 


:h=Vr: Vm: 
e8 verhalten ſich alfo bei einer und derfelben Beicjleunigung der Schwere 
die Schwingungszeiten wie die QDuadratwurzeln aus den Pen— 
dellängen. ft dagegen n die Zahl der Schwingungen, weldye das eine 
Pendel in einer gewiffen Zeit, 3. B. in der Minute, macht, und n, die 
Zahl der Echwingungen, welche in derfelben Zeit vom anderen Pendel ge- 
mad)t werden, jo hat man: 








not: 
Im 


daher umgekehrt: 
N: = Vr, : Vr, 
d. 5. die Schwingungszahlen verhalten fi) umgefehrt, wie die 
Duadratwurzeln aus den PBendellängen. Das viermal fo lange 
Pendel giebt aljo die halbe Schwingungszahl. 
Ein Pendel Heißt einSechndenpendel, wenn feine Schwingungsdauer eine 


Secunde beträgt. Segen wir in der Formel? — x r t — 1, jo befommen 


wir die änge des Secundenpendel! r — 5. für das preußiſche Fußmaß: 


r = 3,1662 Fuß = 38 Zoll, 
für das Metermaß aber: 
r — 0,9938 Meter. 


. 2 
Aus der Formel E — -V: folgt dur) Umkehrung g — (7) r; es 


läßt ſich alſo hiernach aus der Pänge r eines Pendels und aus der Schwin⸗ 
gung&daner t defjelben die Beichleunigung g der Schwere finden. Dieſe 
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Methode ift einfacher und ficherer al8 die Anwendung der Atwood’jchen 
Fallmaſchine. 


Anmerkung. Durch Pendelbeobachtungen hat man auch die Abnahme der 
Schwerkraft, von den Polen nach dein Aequator zu, nachgewieſen und deren Größe 
beftimmt. Diefe Abnahme hat ihren Grund in dem Einfluffe der Gentrifugaltraft, 
welche aus der täglichen Umdrehung der Erde um ihre eigene Are entjpringt, jowie 
in der Zunahme der Erdhalbmeſſer von den Polen nad dem Aequator zu. Die 
Gentrifugalfraft vermindert z. B. im Aequator die Schwere um Yygn ihres Werthes 
($. 326), während fie unter den Polen jelbft Null if. Iſt 3 die geographiiche 
Breite des Beobachtungsortes, fo hat man, Pendelbeobachtungen zufolge, an dieſem 
Orte die Acceleration der Schwere: 

9 = 9,8056 (1 — 0,00259 cos. 2 A) in Metern, 
aljo unter dem Aequator, mo = 0 alfo cos. 2 = 1 ift, 
9 = 9,8056 (1 — 0,00259) = 9,780 Meter 
und unter den Polen, wo 8 = 90° aljo cos. 2B = cos. 180° = — 1 ift, 
9 = 9,8056 . 1,00259 — 9,831 Meter. 
Vebrigens ift g auf Bergen Kleiner als im Niveau des Meeres. 


Cycloide. Dan kann auf unendlich, mannigfaltige Weife einen Körper 
in Schwingungen oder hin⸗ und hergehende Bewegungen verjegen, nennt wohl 
auch jeden in einem ſolchen Bewegungszuftande befindlichen Körper ein 
Pendel, und unterfcheidet hiernad) verfchiedene Arten von Bendeln, wie z. B. 
das Kreispendel, welches wir im Borftehenden betrachtet haben, ferner das 
Cyeloidenpendel, wo der Körper in- Folge feiner Echwere in einen 
Cycloidenbogen hin⸗ und herfchiwingt, ferner da8 Torſionspendel, wo der 
Körper in Folge der Torfion eines Yadens oder Drahtes ſchwingt, u. f. w. 
Hier möge nur noch vom Cycloidenpendel die Rede fein. - 


Die Cycloide APıD, ig. 610, ift eine krumme Linie, welche 
von jedem Punkte A eines Kreifes A PB beichrieben wird, der fid) 
Fig. 610. auf einer geraden Linie 

| BD wälzt. Hat fid) 

dieſer Erzeugungskreis 
um BB, = CC, fort⸗ 
gewälzt, ift er alfo in 
die Page A, Bı gekom⸗ 
men, fo hat er ſich nud) 
um den Bogen AP = 
AP, =BB,=PP, 
gedreht, es ift folglich die irgend einer Abſciſſe AM entſprechende Ordinate 
MP, — Ordinate MP des Kreiſes plus Drehungsbogen AP. Bei diefem 
MWälzen dreht fi) der Erzeugungsfreis um den jedesmaligen Berührungspunft 
in der Grundlinie BD; fteht er alfo in Aı Bi, fo dreht er fi um Bi 
und befchreibt dadurch das Bogenelement P, Q, ber Cycloibe; es ift folglich) 
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die Sehne B, Pı die Richtung der Normale und die Sehne A, Pı die 
der Tangente PT im Punkte P, der Cycloide. Die bis zur Ordinate 
OQı reichende Berlängerung PQ der Sehne AP ift auch gleid) dem 
Cycloidenelemente P, Qı; da ferner der Weg PR bes Drehens gleich tft 
dem Wege RQ bes Fortichreitens, fo ift PQ Grundlinie eines gleichichen- 
feligen Dreiedes PRQ und gleich der doppelten Linie PN, weldje das 
Perpendifel RN abjchneidet; endlich, ift aber PN die Differenz von zwei 
benachbarten Sehnen AR und AP und folglich das Cycloidenelement 
P, Qı = der doppelten Sehnendifferen; (AR — AP). Da bie ftetig 
auf einander folgenden Bogenelemente zufammen einen ganzen Bogen A Pı 
und ebenfo bie fänmtlichen Sehnendifferenzen die ganze Schne AP aus- 
machen, fo ift hiernach die Länge des Cycloidenbogens AP, glei dem 
Doppelten der ihm zugehörigen Kreisfehne AP. Der halben Cycloide 
AP, D entipricht der Durchmeſſer als Kreisjehne; es ift daher bie Fänge 
der halben Cycloide gleich dem doppelten Durchmeſſer (2 AB) de8 Erzeu- 
gungskreiſes. 


Cyceloidenpendel. Aus den im Vorſtehenden gefundenen Eigenſchaften 
der Cyeloide läßt fich num die Theorie des Chycloidenpendels oder die 
Vormel für die Zeit der Schwingung eines Körpers in einem Cyeloidenbogen 
leicht entwideln. Es ſei AKM, Fig. 611, die Hälfte des Cyecloidenbogens, 

Fig. 611. 





in welchem ein Körper fällt und fteigt oder ofeillirt, und MZ fei der Er» 
zeugungsfteis, aljo CE = CM = r ber Halbmefjer deffelben. Hat ber 
Körper den Bogen AG durchlaufen, ift er aljo von ber Höhe DH=x 
herabgefallen (vergl. $. 345), fo hat er die Geſchwindigkeit v = V29x 
erlangt, mit welcher er daS Bogenelement GK in der Zeit 
_ GE _ 68 
= T Von 
durchläuft. Wegen ber Aehnlichkeit ber Dreiede GLK und FHM ift aber 
GE __FM 
KL MH 





De 
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oder, da FM?—= MH.ME, 


GK VMH.ME VME 


KL OHE — Yun 
wegen der Aehnlichkeit der Dreiede NPQ und ON MH ift 
NP _ ON 
PQ_ NH 
oder, da NH —= MH.DH, 
NP __ON 
PQ VMH.DH 


Nun ift KL = PQ, daher folgt durch Divifion: 


GK__VME VMH.DH _VME.DH 


— 
— — — m A 





NP YVMH ON — ON 
oder, da ON die halbe Fallhöhe — z ME=2r und DH=x if, 
@K _V2rz _2Vorz 
NP mr 0 0 
2Varz — GK 


- NP in die Formel 7 — 





Gest man nun GK = 7 


V29x' 


jo erhält man: 
‚Ve. vp-2\/r.we 
hVv2gz h 9 
Die Zeit des Fallens von A bis M ift nun die Summe aller Werthe 


von T, welche man erhält, wenn man für NP nad) und nad) alle Theile 
des Halbkreiſes DNM einführt, alfo 


= 2 Zn Halbkreis DNM (5 h) . 
Auf diefe Weife erhält man die Zeit zum Durdjfallen des Bogens AM: 


7 2/2 - V: 
h=—h 7 Fi 7 


und da die Zeit des Steigens im Bogen MB ebenſo groß iſt, die Schwin⸗ 
gungszeit oder Zeit zum Durchlaufen des ganzen Bogens AMB: 


t=2h, = 2/2 = „ Vir. 
9 9 


Da dieſe Größe ganz unabhängig iſt von der Bogenlänge, ſo folgt, daß 
mathematiſch genau die Schwingungszeiten fir alle Bögen einer und derſel⸗ 
ben Cycloide gleich find, das Cycloidenpendel alſo volllommen iſochron 





x 
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ſchwingt. Vergleichen wir dieſe Formel mit derjenigen für die Schwin- 
gungsdauer eines Kreispendels, fo folgt, daß die Schwingungszeiten für 
beide Pendelarten einander gleid) find, wenn die Yänge des Kreispendels 
gleich ift dem vierfachen Halbmeſſer von dem Erzeugungsfreife des Cyecloi⸗ 
denpendels. 


Auf analytiſchem Wege beſtimmt ſich die Schwingungsdauer des Cycloiden⸗ 
pendels wie folgt: Nimmt man AH, Fig. 612, als X-Are und AB als Y:Xre 
an, fo ift, unter @ den Wälzungswinfel des erzeugenden Kreiſes verftanden, 

zs—=r(p+ sin.g)undy=r(l — cos.q), 
daraus folgt: 

dr _ Y_yg 

9 7 r (1 -++- cos.9) und I 7 r sin. ꝙ. 
Hieraus ergieht fi durch Divifion: 


- VA —yi 





Man erhält aljo: 


2r 
ar? HI yny2ll — a9 — — du⸗e 
Bar + 3y (1435) = 2214 == T 
Man hat daher jet wieder nach dem Princip der ebendigen Kräfte, wie beim 
Kreispendel ($. 346), 
982 er 


woraus fich ergiebt: 
r 3% 
ä VE. BETA 
9 Vay—y? 


Hieraus folgt allgemein: 


d: 2y—h 
= Vi [ UL =VE are. oo. Y 
9 Vhy— y2 9 ‘ h 


und wenn man für % die Örenzmwerthe A und Null einjegt, ergiebt fi) die Dauer 
einer halben Schwingung von C bis A: 


tb, = [arc.cos. 1 — are. cos. (-1)]] = nr V: 


-wie oben. 

Unmerfung. Um einen an einem biegjamen Faden hängenden Körper in 
einem&ycloidenbogen ſchwingen laflen zu können und dadurch ein Eycloidenpendel 
herzuftellen, hängt man denfelben zwifchen zwei Eycloidenbögen CO und CO, 
Fig. 612, auf, jo daß fi der Faden bei jeden Ausichlage von dem einen Bogen 
ab: und auf den anderen aufwideltl. Daß bei diefem Ab: und Aufwideln des 
Badens COP der Endpunkt P deſſelben eine der gegebenen Eycloide gleiche 
Curve bejchreibt, daß aljo die Evolvente der Eycloide eine gleiche Eycloide in 
umgelehrter Lage ift, läßt fich einfach jo darthun. So wie die Länge der halben 
Cycloide COA= CD=2AB ift, ebenio hat man den Bogen OA = ber 
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abgewidelten Geraden OP; aber Bogen OA ift = zweimal Sehne AF—=2G0, 
daher ud PC = GO = AF und HN = AE. Beſchreibt man nun über 
DH= AB einen Halblreis DKH, und zieht man die Ordinate NP, jo hat 
Fig. 612. man KH —= PG und daher auch 
B 0 PK=GH=- AH — AG = AH 
TREE euere; — FO = Bog. AFB — Bug. AF 
= Bog. BF = Bog. DK, 

und endlih die Ordinate NP — ftreis: 
ordinate NK plus entjprehender Bogen 
DK; es ift aljo NP die Ordinate einer 
Cycloide DPA, welde dem Erzeugungs: 

freiie DKH entipridt. 

Ueber die Anwendung des Eycloidenpen: 
dels bei Uhren j. „Jahrbücher des polytechn. 
Inftitutes in Wien“, Bd. 20, Art. II. Auch 
Prechtl's technologiſche Encyklopädie,B.19. 





Die Curve der kürzesten Fallzeit. Cs läßt ſich mittels des 
höheren Calcüls nachweiſen, daß die Cycloide außer diefer Eigenfchaft des 
Iſochronismus oder Tautochronismus aud) noch die des Brachyſto— 
hronismus befigt, daß fie nämlich diejenige Linie zwifchen zwei gegebenen 
Punften ift, in welcher ein Körper in der kürzeſten Zeit von dem einen 
Punkte nach dem anderen herabfällt. 

Der Beweis hierzu läßt fi, nad) Jacob Bernoulli, auf folgende 
Weile führen. 

Es ſei die relative Yage zweier Punkte A und B, Fig. 613, durch den 
verticalen Abftand AC = a und den horizontalen Abftand BC — b md 

Fig. 613. die einer horizontalen Linie DE durch 
den verticalen Abftand AD — h ge 
geben; man jucht den Punkt X, in mel- 
chem ein von A nad) B fallender Kör- 
per die Linie DE durchſchneiden muß, 
um in der kürzeſten Zeit von A nad) B 
zu gelaugen. Kommt der Körper in A 
nut der Gefchwindigfeit v an, fo ift die 

B L c Geſchwindigkeit in X: 

vı = Vv? + 2gh; 
jegen wir nun voraus, daß die Punkte A, A und B einander unendlich 
nahe liegen, ober daß a, b und A fehr Fein find gegen v, jo können wir aud) 
annehmen, daß AK gleichförmig mit der Gefchwindigfeit v und KB gleid)- 
förmig mit der Geſchwindigkeit v, durchlaufen werde, daß alfo die Zeit zum 
Durdifallen des Weges AKB 


N M 
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Bezeichnen wir DK durd) z, jo haben wir: 


AK=VRM# + er und KB=V(ea— A? +(b— 2) 
und daher: 


V®r+2#2ı Va@—-mM+0-— 9% 
=. 4 — *. 


Diefe Zeit wird nun ein Minimum, wenn wir ihr erftes Differenzial- 
verhältniß, d. i. " 


Ä 08 p»Vr+2 uVa—n: +) 
een. 


Nun ift aber 
e 


KD 
Vm tm KA — cos. AKD= cos. Oo 


t 


und 
— —— — BL = 008. KBL = cos. Pi. 
Ve_mro—n BE 
wofern wir die Neigungswinfel der Wege AK und KB gegen den Horizont 
mit ꝙ und @, bezeichnen; daher erhalten wir als Bedingungsgleichung : 
C08.9 __ C0S.@Pı 
eo. 0a. 
Segen wir die den Geſchwindigkeiten v und v, entſprechenden Yallhöhen 
MA=yıwud NK = yı,, aljo 
v— V2gy und = V2gy, 
fo geht unfere Gleichung in folgende 
208.9 _ 008.91 
Vs Vyı 
über, und wenden wir nun unferen Fall auf das Fallen in einer krummlini⸗ 
gen Bahn SAKB an, fo folgt hiernad), daß für jede Stelle in diefer Curve 


8. 
der Quotient c08. P 








1. 
eine conftante Zahl, etwa — Var ift. 


Vy 2r 

Diefe Eigenfchaft entfpricht aber einer Cyeloide SGM, Fig. 614, denn 
es ift für ein Wegelement @K diefer Curve: 
Fig. 614. 
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GL_ FH _VMH.EH _\/EH -\yr 
GK_ FM VMH.EM YEM Y2 
c08.@ 1 
V» Var’ 
wobei r den Halbmeſſe CM = CE des Erzeugungskreiſes EFM be: 
zeichnet. 
Es ift alfo ein Cycloidenbogen S@ derjenige, in weldem ein 
Körper in der kürzeſten Zeit von einem Punkte Snad einem 
anderen G herabfällt. 


608.9 —= 


und daher: 








Das materielle Pendel. lim die Schwingungszeit eines zufammen- 
gefegten Pendels oder irgend eines’ um eine horizontale Are C ſchwin⸗ 
genden Körpers AB, Fig. 615, zu finden, fuchen wir zunächſt den Mittel- 

Sig. 618. punkt bes Schwunges oder Shwingungspuntt, 
d. i. denjenigen Punkt X des Körpers auf, welcher, wenn 
er für fich allein um C ſchwingt oder ein mathematiſches 
Pendel ausmacht, diefelbe Schwingungsdauer hat wie der 
ganze Körper. Man fieht leicht ein, daß es diefer Er- 
Härung zufolge mehrere Schwingungspunkte in einem 
Körper giebt; gewöhnlich meint man aber nur denjenigen 
von ihnen, welcher mit dem Schwerpunfte in einem unb 
demfelben Perpendifel zur Umdrehungsare liegt. 

Aus dem veränderlichen Ausichlagswinfel XOF 9 folgt die Be- 
jchleunigung des ifolirten Punktes X: 

= 9 8in.p, 
weil mai fich vorftellen kann, daß derfelbe von einer fchiefen Ebene mit der 
Neigung KHR = KCF— 9! herabgleitet. Iſt aber Mk? das Träg- 
heitömoment des ganzen Körpers oder ber Körperverbindung AB in Hinficht 
auf die Are C, Ms deſſen ftatifches Dioment, d. i. das Product aus ber Maffe 
und aus dem Abftande OS s ihres Schwerpunftes S von der Umdrehungs- 
are C und r die Entfernung OK des Schwingungspunktes X von der Um⸗ 
drehumgsare ober die Ränge des einfachen Pendels, welches mit dem materiellen 
Pendel AB iſochron ſchwingt, jo hat man die auf K reducirte Mafle: 
MR? 
y3 








und bie bahin reducirte Umdrehungskraft: 


= — Mosin.o; 


folglich die Beichleunigung: 
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— Krft _ 8 J Mk? 

PT Maſſe Fr | 

Damit diefe® Pendel mit dem mathematifchen einerlei Schwingungsdauer 

habe, ift nöthig, daß beide an jeder Stelle ihrer Bewegung einerlei Bejchleu- 
nigung befigen, daß aljo 





Msr . . 
Mr’ gsin.p — gsin.p 


ſei. Diefe Gleichung giebt nun: 
__ Mk? _ Trägheitsmoment 
rs — Tatiches Moment 

Man findet alfo die Entfernung des Shwingungspunttesvom 
Drehungspunkte, oder die länge bes einfahen Beudels, wel: 
hes mit dem zufammengefegten gleide Schwingungsdauer 
hat, wenn mandas Trägheitsmoment bes zufanımengefegten 
Bendels durd fein ftatifches oder Gewichtsmoment dipidirt. 





r 


Setzt man diefen Werth von r in die Yormel (a7, fo erhält man 


fir die Schwingungsdauer eines zufammengefegten Pendels die Formel: 
Mk: k2 

— GT — 
Mas g8 


h k? 
(=alır 2)VE 


Umgekehrt läßt fi, aus der Schwingungsdauer eines aufgehängten Kör- 
pers jein Trägheitsmoment finden, indem man jegt: 


t\2 £\2 
Mk =—= (-) . Mgs oder KR? — (-) 98. 


Anmerkung 1. Um das Trägheitsmoment DIk?2 eines Körpers aus der 
Schwingungsdauer deſſelben beſtimmen zu können, iſt nöthig, daß man das ſtatiſche 
Moment Mgs = Gs deſſelben kenne. Das letztere findet man dadurch, daß man 
den Körper AU, Fig. 616, durch ein Seil ABD aus feiner Gleichgewichtslage 
bringt, welches über eine Leitrolle gelegt und dur Gewichte P geipannt wird. 
Das Perpendikel CN von der Drehungsare C gegen die Richtung des Seiles 
AB ift der Hebelarm a de3 Gewidtes P, und Pa ift gleih dem Momente 
G. CN ve im Schwerpunfte S niederziehenden Gewichtes GC. Bezeichnet a den 
Wintel VCS= CSH, um welden der Störper dur die Kraft P gedreht 
wird, jo hat man noch: 

CH=-ÜSsin.a=ssin.«, 





tin 


oder genauer: 


olglich: 
Ion Gs sina= Pa 
und das geſuchte ftatiiche Moment: 

Pa 


Gs = — . 
82. xe 





8. 351.] Bon den Wirkungen der Schwerkraft zc. 781 


Anmerkung 2. Ein jehr einfaches und brauchbares Bendel ADF, fig. 617, 
befteht in einer Bleikugel A von ungefähr 30 Millimeter Durchmeſſer und in einem 
Fig. 617. 


G 


dig. 616. 





feidenen fyaden, deilen oberes Ende C von einer Zwinge D mit einer Preßſchraube 
feftgehalten wird. Diefe Zwinge wird durd einen Arm ZEF geftedt und mit 
demjelben dur eine Schraube G feſt verbunden, nachdem man ihn mittels feines 
ſchraubenförmig zugeichnittenen Endes F’ in einen Thürftod oder einen anderen 
feften Punkt eingebohrt hat. Bei einer Länge CA = 0,2485, alfo nahe Y/, Meter, 
ſchlägt diejes Pendel halbe Secunden, und zwar faft eine Stunde lang, wiewohl 
in immer Heineren und kleineren Bögen. 

Beifpiele 1) Für eine gleihförmig dichte prismatiihe Stange AB, Fig. 618, 
deren Drehvunkt Cum CA=]L, un CB=!, von den Enden A und B. 
abiteht, hat man, wenn F' den Querſchnitt diefer Stange bezeichnet, das Träg- 
heitsmoment nah & 311: 

MRP=4F(i’ +1) 
und das ftatiihe Moment: 
M=WF(i? — 1), 
es ift daher die Länge des mathematiſchen Pendels, welches mit diefer Stange 
2: iſochron ſchwingt: 
Fig. 618. „_ MM 3 I+% _1 + 3d2 
mM "nn GA? 
u wenn 3 die Summe d, + 1, und d die Differenz 2, — I, bezeichnet. 
: Soll diefe Stange halbe Secunden jchlagen, jo hat man: 


r=Y- 3 — Y, . 0,9988 — 0,248 Meter, 
beträgt aber die ganze LXänge der Stange 0,3 Meter, jo ift zu jegen: 


2 
0,248 — m re oder d2 — 0,496 d = — 0,08, 
es folgt daher: 


d — 0,248 — V0,0315 — 0,071 Meter 






Y 





und hieraus: 


d__ 1 — 4 


I, —! * 0,186 Meter, ſowie 7, — „> 0,114 Meter. 
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2) Für ein Pendel mit kugelförmiger Linie AB, Fig. 619, ift, wenn & das 
Gewicht und 2 die Länge CA der Stange oder des Fadens, Dagegen K daS Ge: 
Fig. 619. wit der Kugel und r, ihren Halbmefir MA —= MB bezeichnet: 

„OB + KÜHN? + Nr], 
YGl+Kil+ rn) 

Wiegt nun der Draht 0,05 Kilogramm und die Kugel 2 Kilogramm, 
ift ferner die Länge des Drahtes 0,4 Meter und der Halbmeſſer der 
Kugel 0,04 Meter, jo hat man die Entfernung des Schwingungöpunf: 
tes diefes Pendels von der Schwingungßare: 

_ 1% 0,06. 0,42 + 2(0,442 + %, 0,042) 

- 7, 005.04 62.044 

0,3884 
Ohne Rüdfiht auf den Draht wäre r = 85 * 0,4414 Meter. 


und die träge Maſſe der Kugel in ihrem Gentro angenommen, wäre r — 0,44 Reter. 
Die Schwingungszeit diefer Kugel ift 


in V: — 1,003 V0,4394 — 0,665 Secunden. 


— 0,4394 Meter. 








F 
Anmertung 3. Aus der Formel t = «VE erfennt man jofort, daß die 


Schwingungsdauer t um fo größer wird, je Heiner der Abſtand 8 des Schwer: 
punftes von der Schwingungsare if. Man madt hiervon Gebraud, wenn es 
fi darum handelt, Pendel von geringer Länge und doch großer SchwingungS- 
dauer zu conftruiren. Wollte man 3. B., daß bie im obigen Beifpiele 1) bes 
rechnete Bendelftange ganze Secunden ſchlage, aljo mit einem mathematiſchen 
Pendel von 0,9938 Meter Länge iſochron jei, jo läßt fich dies, obſchon die Stange 
nur eine Länge von 0,3 Meter hat, durch eine geeignete Aufhängung derjelben 


jederzeit erreihen. Man bat dann nämlich die Gleichung: 


2 3 
r = 0,938 — re ober d2 — 1,8876d = — 0,03, 


woraus d = 0,015 Meter folgt, jo daß die beiden Pendelarme 


> 4 _ 0,1425 Meter 





= I = 01% und 1, —! 


werden. 

Im Allgemeinen erlennt man hieraus, daß jede Verlängerung eines materiellen 
Pendels rüdwärts über die Drehare hinaus die Schwingungsdauer vergrößern 
muß, indem hierdur der Schwerpuntt des ganzen Pendel der Drehungsare 
entſprechend näher gerüdt, d. h. 8 verkleinert, jomit r vergrößert wird. 


Reciprocität des Aufhängepunktes und des Schwingungs- 
punktes. (8 jei S der Schwerpunft eines materiellen Pendeld AB, 
Fig. 620, der Abftand SC der Schwingungsare C vom Schwerpunfte fei 
a, das Trägheitsmoment für eine Are, die im Schwerpunkte parallel der 
Drehare ift, ſei W,, To ift nach $. 307 das Trägheitsinoment für die Um⸗ 
drehungsare: 

W.=W, + Ma? 
und alfo die Entfernung des Schwingungspunftes von der Drehare: 


8. 352.] Bon den Wirkungen der Schwerkraft ꝛc. 783 


u... We __W + Ma _ W, 
Kern m mt" 

Es möge nun das Pendel in dem Punkte X aufgehängt werden, welcher 
den Abftand r — a vom Schwerpunfte hat, fo ift jet die Yänge 71 des 
mit dem Pendel ifochronen einfachen Pendels durch diefelbe Formel gegeben, 

Fig. 621. wenn man darin für den Schmerpimttsabftand a den 
A nunmehrigen Werth r — a einjegt; e8 wird dann: 
— V 
| — M( — a) 
Set man für r — a den Werth aus der obigen 


71 7 — a. 


W, . 
Formel Ma jo folgt: 














m, m_,MmMm_ 
7 tt 
Ma 


Dean erkennt hieraus, dag der Shwingungs- 
punkt mit dem Aufhängepunfte vertauſcht 
werden fann, ohne daß die Shwingungs- 
dauer eine andere wird. Es wird aljo C zum 
| Schwingungspuntte, wenn K als Aufhängepumft ge- 

B wählt wird. 

Man benust diefe Eigenfchaft bei dem fogenannten, zuerft von Bohnen- 
berger vorgefchlagenen und fpäter von Kater angewendeten Reverfiond- 
pendel AB, Fig. 621, welches mit zwei fchneidigen Aren CO und K aus- 
gerüftet ift, die fo gegen einander geftellt find, daß die Schwingungszeiten 
diefelben bleiben, das Pendel mag um die eine ober um bie andere Are 
ſchwingen. Um nicht die Aren gegen einander verftellen zu müffen, werben 
noch zwei Laufgewichte P und Q angebracht, wovon das kleinere durch eine 
feine Schraube geftellt werben Tann. Hat man dur, Verſchieben ober Ein- 
ftellen diefer Laufgewichte e8 dahin gebracht, daß die Schwingungsdauer dies 
felbe ift, da8 Pendel mag um C oder um K ſchwingen, fo befonmt man in 
der Entfernung CK beider Schneiden von einander die Yänge r des einfachen 
Pendels, welches mit dem Reverfionspendel gleichzeitig ſchwingt, und es er- 





giebt fi) nun die Schwingungsdauer durch die Kormel: 
r 
L—n — ⸗ 
9 


Aus der obigen Formel für die Länge r eines mit einem zufammengejegten 
Bendel iſochronen einfachen Pendels 


_W 
mtr" 
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ergiebt ſich ohne Weiteres, daß ein in C, Fig. 620, aufgehängtes Pendel von 
beliebiger Form dieſelbe Schwingungsdauer au dann no haben muß, wenn 
es in einem Punkte C, aufgehängt wird, welder von S um diejelbe Größe a 
entfernt ift, wie C, und es ift ebenfalls deutlich, daß der zu CO, als Aufhängungs- 
punkt gehörige Schwingungspunft X, von S denjelben Abftand haben muß wie 
K.von $. Dan ertennt daraus, daß es für jedes Pendel vier in gerader Linie 
liegende Puntte C, K, C, und K, giebt, für melde als Aufhängepunkte das 
Pendel diefelde Schwingungsdauer hat. Sollen die beiden Bunfte C und X, 
ſich deden, in weldem Falle natürlih auch K und CO, zufannnenfallen, jo bat 
man SC = SK,d.h. a=r— a zu jegen. Es führt dies zu der Bedingung 
a= we oder Ma? —= W,. 
Dezeihnet man Ws mit MA2, jo hat man: 
Ma=MRoera=k, 
d. 5. es muß die Entfernung des Aufbhängepunftes von dem 
Schwerpunkte gleid fein dem Trägheitshalbmeſſer des Bendels 
(für einedurh den Shwerpuntt gehende Are). 
Diefe Beziehungen gelten übrigens nit nur für ftabjörmige, jondern ganz 
allgemein für alle Körper. Iſt AB, Gig. 622, ein belichig geformter Sörper, 
Fig. 622. defien Schwerpunft S it, jo giebt es für jeden 
um S beſchriebenen Kreis C’C,, deſſen Radius 
a ift, einen zweiten Kreis KK, vom Halb: 
meſſer — a — m von folder Beſchaffen⸗ 
heit, daß den vier Durchſchnittspunkten C,K, 
C,, K, diejer beiden Kreiſe mit einem be: 
liebigen Durchmeſſer gleide Schwingung®: 
dauer entipricht, vorausgefegt, daß die Auf: 
bängungsaren dur dieſe Punkte parallel zu 
derjenigen Schwerpunftsare angenommen wer: 
den, auf welde Ws bezogen ift. Je größer 
C, . der eine Kreis CC, wird, defto kleiner wird 
jein Gegenkreis XKK,, und beide fallen zu: 
jammen in den Kreis CK, KC,, jobald der 
Abſtand SC gleih dem Trägheitshalbmefler % angenommen wird. 
In diefem Falle wird r ein Minimum, wie man fich leicht überzeugt, wenn 


Mk? dr . . 
man ar = Ma + a den Werth 3a entwidelt und gleich Null jest, Dies 
ergiebt: 





x 


g 
vr __E 1=0vdera=k. 
»a a 


Wälzendes Pendel. Mit dem Schwingen eines Pendels läßt ſich aud) 
das Schaufeln oder Wiegen eines Körpers nit walzenförmigem Fuße 
vergleichen. Diefes Wiegen ift zwar, wie jede andere wälzende Bewegung, 
aus einer progreffiven und einer Drehbewegung zuſammengeſetzt, allein es 
läßt fid) auch annehmen, daß e8 aus einer einfachen Drehung mit veränder: 
licher Drehaxe bejtehe. Diefe Drehare ift aber der Stützpunkt P, wontit der 
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ſchaukelnde Körper ABC, Fig. 623, auf ber horizontalen Baſis HR 

aufruht. Iſt der Halbmeffer CD. = CP der walzenförmigen Baſis 
Sig. 628. ADB=r und ber Abftand CS des Schwer⸗ 

punktes S des ganzen Körpers vom Mittel 

punkte C diefer Baſis — 3, fo hat man für 

„ die dem Drehungswinkel SCP — p ent 

B ſprechende Entfernung SP — y des Schwer⸗ 

punktes vom Drehungspuntte: 

y„?—=r? + s? — 2r8008.9 

—=(r — 5)? +4rs (ein. 2). 
Bezeichnen wir noch das Trägheitsmoment des ganzen Körpers in Hinficht 


auf den Schwerpunft S durd) Mk?, fo erhalten wir das Trägheitömoment 
in Hinſicht auf den Stügpunft P: 

W=MRP? + 9)=M [# + (r— 5)? +4rs (sin 2). 
woflir bei Heinen Schwingungswinfen M [k? + (r — 592 + rsgp] 
oder gar nur M[k? + (r — 8)?] gefegt werben fan. Da nun das 
Kraftmoment = @.SN = Mg.CSsin.p = Myssin. p ift, fo Pig 
die Winfelacceleration für die Drehung um P: 


v— Kraftmoment __ Mysn.p_ ___gsinp 
Trägheitsmoment M[k? 5 M — 52] K?+(r — 9) 


Beim einfachen Pendel ift diefelbe — — m wenn r, beffen Länge bezeich⸗ 
1 
net; follen daher beide ifochron fchwingen, fo muß fein: 











988in. ꝙ gsin.ꝙ di _# +(r — s)” 
RH(r— ) 7 8 


Die Shwingungszeit der Wiege ift kenn 
Fig. 624. ix Va _ = VF + — 9 
55 


98 

Dieſe Theorie läßt ſich auch auf ein Pendel AB, Sig, 624, 

mit abgerımbdeter Umdrehungsare C.M anwenden, wenn man ftatt 

r den Krimmungshalbmeſſer CM dieſer Are einführt. Wäre ftatt 

der runden Are eine fchneidige Are D angebradit, jo würde die 
Schwingungszeit 


_ Ve+D®_ Ve+e- 9 
n=ryTD N Ed 


betragen, wofern ber Abftand CD ber Schneide D vom Mittel- 
punkte C der runden Are durch 2 bezeichnet wird. Beide Pendel 
haben nun gleiche Schwingungszeiten, wenn 

Weisbach'é Lebrbud der Mechanik. I. 60 
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2 — 2 2 — 2 2 2 2 
x46 — +09 oder WM „ohtr_, 
s—ı 8 s — x 8 
k? k2x Ph 
ift. Schreiben wir — *57— + gu annähernd, und vernadjläffigen 
wir +2, fo erhalten wir: 
278* 
u — 82 — k? " 


Anmerkung. Bon dem coniſchen Pendel ift unter dem Artikel „Regulator“ 
im dritten Theile die Rebe. 

Im Supplemenibande wird von den fehwingenden Bewegungen ausführlich 
gehandelt. 


Fünftes Capitél. 
Die Lehre vom Stoße. 


Stoss überhaupt. DBermöge der Undurchdringlichkeit der Materie kön⸗ 
nen zwei Körper, gleichzeitig nicht einen und denſelben Raum einnehmen. 
Kommen aber zwei bewegte Körper fo mit einander in Berlihrung, daß einer 
in den Raum bes anderen einzubringen fucht, fo findet eine Wechſelwirkung 
zwifchen beiden ftatt, welche eine Veränderung in den Bewegungszuftänden 
diefer Körper zur Folge hat. Dieſe Wechjelwirkung ift e8, welche man Stoß 
nennt. 

Die Verhältniſſe des Stoßes hängen zunähft von dem Geſetze der 
Sleihheit der Wirkung und Öegenwirfung ($. 67) ab; während 
bes Stoßes driüdt ber eine Körper genau ebenfo ftarf auf den anderen, wie 
biefer in entgegengefegter Richtung auf jenen. Die im Berührungspunkte 
der beiden Körper auf der gemeinfchaftlichen Berlihrungsebene ſenkrechte Ge⸗ 
abe ift die Richtung der Stoßkraft. Befinden fich die Schwerpunfte 
beider Körper in diefer Linie, jo heißt der Stoß ein centrifcher oder 
Centralftoß, außerdem aber ein ercentrifher Stoß. Die Körper A 
und B in Sig. 625 geben einen centrifchen Stoß, weil ihre Schwerpunfte 
8, und 8; in der Normale NN zur Berührungsebene DE liegen; von den 
Körpern A und B in Fig. 626 ftößt A centriſch und B excentriſch, weil 
S, in und S, außerhalb der Normal- oder Stoßlinie NN befindlid) ift. 











⁊ 
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In Hinſicht auf die Bewegungsrichtung unterſcheidet man den geraden 
Stoß und den ſchiefen Stoß von einander. Beim geraden Stoße 


Fig. 625. Fig. 626. 





fallen die Bewegungsrichtungen beider Körper in die Stoßlinie; wenn 
dies‘ nicht der Fall iſt, wird der Stoß ein ſchiefer genannt. Bewe⸗ 
gen ſich 3. B. die Körper A und B, Fig. 627, in Richtungen 8, C, unb 
5, Ca, welche von der Normalen oder 
Stoßlinie NN abweichen, fo findet 
ein ſchiefer Stoß ftatt, während ber- 
jelbe ein gerader wäre, wenn Diele 
Bewegungsrichtungen ‘mit NN zu- 
fammenfielen. | 

Außerdem unterfcheidet man noch 
den Stoß freier Körper und den 
Stoß ganz oder theilweiſe un— 
terſtützter Körper von einander. 


Fig. 627. 





Die Zeit während der Mittheilung oder Veränderung der Bewegung $. 355. 


durch den Anſtoß ift zwar fehr Fein, aber Feineswegs ımenblich Hein; fte 
hängt, fowie die Stoßkraft felbft, von Maffe, Geſchwindigkeit und Elafticität 
der zum Stoße gelangenden Körper ab. Man kann diefe Zeit aus zwei 
Perioden bejtehend annehmen. In der erften Periode drücken die Körper ein- 
ander zufammen, und in der zweiten dehnen fich diejelben ganz oder zum 
Theil wieder aus, Durch das Zufammendrüden wird die Elaſticität zur 
Wirkung gebracht, welche fi mit der Trägheit ins Gleichgewicht fegt und 
eben dadurd) den Bewegungszuftand der zufammenftoßenden Körper verändert. 
Wird bei dem Zuſammendrücken die Elafticitätsgrenze nicht überfchritten, 
geht aljo der Körper am Ende des Stoßes in feine vorige ©eftalt voll» 
fommen wieder zurück, fo nennen wir den Körper einen volllommen 
elaftifchen; nimmt aber der Körper am Ende des Stoßes feine vorige 
Form nicht vollftändig wieder an, fo heißt der Körper unvollfommen 
50* 
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elaftifch, und behält endlich der Körper die durch das Marimum des 
Zufammendrüdens erhaltene Form, beſitzt er alfo gar fein Beftreben zum 
Ausdehnen, fo wird er ein unelaftifcher Körper genannt. ebenfalls 
ift aber diefe Eintheilung nur in Beziehung auf eine gewiffe Stärke bes 
Stoßes als richtig anzunehmen; denn es ift möglich, daß ein und berfelbe 
Körper bei einem ſchwachen Stoße fich noch elaſtiſch und bei einem ftarten 
Stoße unelaftifc zeigt. Streng genommen giebt e8 zwar weder einen voll- 
tommen elaftifchen, noch einen vollfommen unelaftifchen Körper; doch nennen 
wir in der Folge folche Körper elaftifche, welche nad) dem Stoße ihre ur⸗ 
Iprüngliche Geftalt annähernd wieder annehmen, und diejenigen unelaftifche, 
welche durch den Stoß bedeutende bleibende Tormveränderungen erleiden 
(vergl. $. 206). 

In der praftifchen Mechanik werden die zum Stoße gelangenden Körper, 
wie 3. B. Holz, Eifen u. ſ. w., ſehr oft al8 ımelaftifche angejehen, weil die 
felben entweder an und file fic) eine Heine Elafticität befigen, oder durch 
Wiederholung der Stöße ihre Elaftieität größtentheils verlieren. Uebrigens 
ift e8 eine wichtige Regel, Stöße bei Maſchinen und Bauwerken fo viel wie 
möglich zu vermeiden oder zu mäßigen oder in elaftifche zu verwandeln, weil 
durch dieſelben Erfchätterungen und große Abnugungen, oft fogar Brüche 
herbeigeführt werden, und weil diefelben einen Theil der Leiftung der Ma⸗ 
ſchinen conſumiren. 


Centralstoss. Entwickeln wir zunächſt die Geſetze des geraden Cen⸗ 
tralſtoßes frei beweglicher Körper. Denken wir uns die Stoßzeit aus 
lauter gleichen Theilen 7 beſtehend und nehmen wir an, daß die Stoßkraft 
während des erften Zeittheilchene — Pi, während des zweiten P,, während 
des dritten P, ſei u. ſ. w. Iſt nun die Maffe des einen Körpers A, Fig. 628, 
— M,, fo hat man die entſprechenden Xccelerationen: 

Fig. 628. Pı P, 
pı = M, ıP — M, ’ 
_B 
p, = m u. f. w. 
Nach 3. 19 ift aber die einer Ac- 
celeration p und einem Zeittheilchen 


z entiprechende Geſchwindigkeitsver⸗ 
änderung: 





x = pt; 
e8 find daher für den vorliegenden Fall die elementaren Geſchwindigkeits⸗ 
veränderumngen: 
Pıt P,tT x P,t 


% = m’” 
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und es ift die in einer gewiflen endlichen Zeit erfolgte Geſchwindigkeits⸗ 
zunahme reſp. Abnahme der Maſſe M:: 


utmt+mte=(A+B+B+t og 


ſowie die entfprechende Gefchwindigfeitsveränderung der Maſſe B von ber 
Größe M,: 
T 


=A+B+A+) m 


Bei dem folgenden ober ftoßenden Körper A wirft die Stoßkraft der Ge- 
fchwindigfeit ci entgegen, es findet folglic, hier eine Geſchwindigkeitsabnahme 
ftatt, und es ift die nad) einer gewifien Zeit noch übrig bleibende Geſchwin⸗ 
digkeit diefes Körpers: 


„=a—-(P +P +) 7 


bei dem vorangehenden oder geſtoßenen Körper B Hingegen wirft bie Stoß⸗ 
fraft in der Bewegungsrichtung, e8 erhält daher die Geſchwindigkeit c, einen 
Zuwachs und e8 geht diefelbe in 
r 
u=a+t(Pı + Pı +)% 
2 
über. 

Eliminiren wir aus beiden Gleichungen (PL + Ps + ---) r, fo bleibt 
ung die allgemeine Formel: 

. M (a -vm)=M (% — 6) ober 
Mi vi + M;v; = Mıcı + Mc. 

Dean bezeichnet wohl das Product aus Maffe und Geſchwindigkeit eines 
Körpers durch den Namen Bewegungsmoment und kann hiernach behaupten: 
in jedem Augenblide der Stoßzeit ift die Summe ber Bewe— 
gungsmomente (Mid, + Mat) beider Körper eben fo groß 
wie vor dem Stoße. 

Im Augenblide des größten Zuſammendrückens haben beide Körper einer- 
lei Geſchwindigkeit v, fegen wir daher diefen Werth ftatt v, und ©, in die 
gefundene Gleichung, fo bleibt: 

Mv+ Mv= Ma + Mo 
und es ergiebt ſich die Gefchwindigkeit beider Körper im Wugenblide ber 
ftärtften Jufammendrüdung: 


v— Mycı + Ma 
M + 4% 
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. fammendrüden kein Beftreben, fi) wieder auszubehnen, jo hört alle Mit: 
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theilung oder Veränderung der Bewegung auf, wenn beide Körper bis aufs 
Marimum zufammengedrädt find, und es gehen daher‘ auch beide nach dem 
Stoße mit der gemeinfchaftlichen Geſchwindigkeit 
— My, cı + .Mac: 

vum —— 
M, + M 
fort. ; 

Beijpiele. 1) Bewegt fi ein unelaftiiher Körper B von 30 Kilogramm 
Gewicht mit 3 Meter Geſchwindigkeit, und trifft ihn ein anderer unelaftiicher 
Körper A von 50 Silogramm mit 7 Meter Geſchwindigkeit, fo gehen beide nad 
dem Zujammentreffen mit der Geſchwindigkeit 

_50.7+3.3 _350+90_4_ ,, 
= rn an gm Meter 

fort. 
2) Um einen Körper von 120 Kilogramm Gewicht aus einer Geſchwindigkeit 
C = 14, Meter in eine Geſchwindigkeit v von 2 Meter zu verjegen, läßt man 
ihn von einem 50 Kilogramm fchweren Körper ftoßen; welche Geſchwindigkeit 
muß diefer haben? Hier ift 


a. ENT 2 4 8 = 32 Meter. 
1 


Elastischer Stoss. Sind die zum Stoße gelangenden Körper voll⸗ 
kommen elaftifch, fo dehnen fie ſich, nachdem fie fich in der erften Pe 
riode zufammengedrüdt haben, in der zweiten Periode der Stoßzeit allmälig 
wieder aus, bis fie am Ende der Stoßdauer ihre urjprüngliche Geftalt 
wieder angenommen haben. In Folge hiervon wird dem geftoßenen Körper 
eine fernere Bejchleunigung ertheilt, während der ftoßende Körper eine fernere 
Berzögerung erleidet: Da aber die mechanifche Arbeit, welche aufzumenden 
ift, um einen elaftifchen Körper zufammenzudrüden, gleich ift der Arbeit, 
welche derfelbe bei feiner Ausdehnung wieder ausgiebt, fo findet beim Stoße 
zwifchen elaftischen Körpern ein Verluſt an lebendiger Kraft nicht ftatt, und 
es gilt daher fiir denjelben noch folgende zweite Gleichung: 


I. Mıv? + MV} = Mic! + Mic, oder 
M(—-v)=M(vV — ec). 

Aus den Gleichungen I. und IL laffen fid) num die Gefchwindigkeiten 
v, und ©, der Körper nad) dem Stoße finden. Zuerft folgt durch Divifion: 
4-4 _ Yo 
a—-—u m—i 


at =u +, dry — vv =Ga — cr 
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Sest man nun den fic) hieraus ergebenden Werth 
v=atr - 
in die Gleichung I., fo folgt: 
Mi vi +Mnmn + M; (a —o)=Mıca + Mc ober 
(M + M)mu =(M + M.)cı — 2M (a — 0), 
wodurch ſich nun herausſtellt: 
2M (cı — 6) 


— — und 
v4 M+M, 
2M; (a — 6.) 2M, (a — 6) 
— C —— C — en —— —— * 
9 1 at M, +. M, ar M + M 


Während bei unelaftifchen Körpern der Berluft an Gefhwindigfeit 


des ſtoßenden Körpers 
Mc + Ma _M (a — a) 


Tem M+M 
ift, fällt hiernach bei elaftifchen Körpern berfelbe doppelt fo groß, nämlich 
a—n _ 2Mı (Ei — 6) 
Mm + M 


aus, und während bei unelaftifchen Körpern der Gef cwindigkeits— 
gewinn des geſtoßenen Körpers 


v—c _ Ha + Mc — c. — #ı Ei — 6) 
3 M, + M, M, + M; 
beträgt, ſtellt fich bei elaftiichen Körpern derfelbe zu 
__2Mı (ci — 6) 


ee 7 
ebenfalld doppelt jo groß Heraus. 


Beifpiel. Zwei volllommen elaftiihe Kugeln, die eine von 10 Kilogramm, 
die andere von 16 Kilogramm Gewicht, ſtoßen mit den Gejchwindigkeiten 12 Meter 
und 6 Meter gegen einander, welches find ihre Geſchwindigkeiten nach dem 
Stoße? Es ift Hier M, = 10 und c, = 12 Meter, fowie M, = 16 und 
C = — 6 Meter zu fegen, daher ergiebt fih der Geſchwindigkeitsverluſt des 


erften Körpers: 
ci — di = 2.16(12+6) — _ 2.16.18 — 22,154 Meter, 


und der Geichwindigleitsgewinn des anderen: 
yy—- = n 18 — 13,846 Meter; 


e3 prallt hiernach der erfle Körper nad dem Stoße mit v, = 12 — 22,154 
—= — 10,154 Meter, und der andere Körper mit — 6 + 13,846 = 7,846 Meter 
Geſchwindigkeit zurüd. Webrigens ift das Maß der lebendigen Kraft beider Körper 
nach dem Stoße 
M, v + My0} = 10.10,152 4 16.7,846°? = 1031 + 985 = 2016 
ebenjo groß wie vor dem Stoße, nämlich: 
M,c# + M,cę = 10.122 + 16.6? = 1410 + 576 — 2016. 
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Wären dieſe Körper unelaſtiſch, jo würde der erſte nur £ı 2 Y — 11,077 Meter 


an Geſchwindigkeit verlieren, und der andere 2 (3 = 6,923 Meter gewinnen; es 
würde aljo der erfte Körper nach dem Stoße noch die Geſchwindigkeit 12 — 11,077 
— 0,923 Fuß behalten, und der zweite die Geſchwindigkeit — 6 -+ 6,923 = 0,923 
annehmen, übrigens aber der Arbeitsverluſt 

[2016 — (10 + 16) 0,9232] : 2 9 = (2016 — 22,2) . 0,051 = 101,7 Meterlilogramm 
entftehen. 


Besondere Fälle. Die in ben vorftehenden Paragraphen entwidelten 
Vormeln für die Endgejchwindigfeiten des Stoßes gelten natürlich auch dann 
noch, wenn der eine Körper in Ruhe ift, oder wenn ſich beide Körper einander 
entgegen bewegen, oder wenn eine Maſſe unendlich groß ift in Hinſicht auf 
bie andere u. ſ. w. Iſt die Maffe M, in Ruhe, fo dat many —= 0, 
daher für unelaftifche Körper: 


M, cı 
Ä M+M' 
dagegen für elaftifche: 
na aa MB c, und 
Ta M+M, — 
= 0 + ul 2 Mıcı — _2M 


M+M M+M" 
Laufen die Körper einander entgegen, ift aljo ca negatio, ſo folgt für 


unelaſtiſche Körper: 


— M, ci — M; Cy 
M+M 
und für elaftifche: 
2M; (cı + ©) — 2 M, (cı + ©) 
tm Mena rm 
Sind in diefem Falle die Bewegungsmomente einander gleich, ift alfo 
M,c = Mc, fo ift beim unelaftifhen Stoße v = 0, d. h. bie 
Körper verjegen einander in Ruhe; bei elaftifchen Körpern ift aber 
2 (Mıcı + Mıcı) 


v, = 0 — 


vi — ci — gm — 261— 6 und 
2(M;c M, 
a=- rt - -— a +22 =+6; 


dann kehren aljo die Körper nad) dem Stoße mit entgegengefeßten Geſchwin⸗ 
digkeiten zurüd. Sind hingegen die Maffen einander gleich, fo hat man 
fir unelaftifche Körper: 
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} C — — 
„-aa 
2 


dagegen für elaftifche: 
vi — — md W = c, 
d. 5. dann gehen die Maſſen mit verwechfelten Gejchtwindigkeiten zurlid. 
- Laufen die Maffen wieder in gleicher Richtung, und ift die vorausgehende 
Maſſe M, unendlich groß, fo hat man für unelaftifche Körper: 


— M,c 


M; 

und für elaftifche: 
= — 2 (i — c) — 26 — ci = 4a +0 =6; 
es wird alſo die Geſchwindigkeit der unendlich großen Maſſe durch den An⸗ 
ſtoß der endlichen Maſſe nicht abgeändert. Iſt nun noch die unendlich große 
Maſſe in Ruhe, alſo cz — 0, fo hat man für unelaſtiſche Körper: 

v=(0 
und für elaftifche: 

vi — — 1,9% =; 


dann bleibt alſo auch die unendlich große Maffe in Ruhe, es verliert aber 
im erfteren Falle der anftoßende Körper feine Geſchwindigkeit vollftändig, 
und es wird diefelbe im zweiten Falle in die entgegengefeßte verwandelt. 

Der Stoß bringt nad) dem Vorhergehenden immer gewifle Aenderungen 
in den Geſchwindigkeiten der einzelnen Maſſen hervor, die Bewegung des 
gemeinfhaftliden Schwerpunttes der zufammenftoßenden Maſſen 
wird aber in keinen Falle durch den Stoß abgeändert. Nach dem Geſetze 
des Schwerpunftes ($. 298) geht nämlich die Bewegung eines beliebigen 
Maſſenſyſtems fo vor fich, als ob alle Maffentheilchen in dem Schwerpuntte 
des Syſtems vereinigt wären, und in diefem Punkte auch alle äußeren Kräfte 
angriffen. In dem Falle des Zuſammenſtoßens find äußere Kräfte nicht 
vorhanden, indem die Maſſen mit gleichförmiger Gefchwindigfeit fich bewe- 
gend vorausgefegt find, und die durch den Stoß rege gemachten Kräfte innere 
find, die fich paarweife aufheben. Aus diefem Grunde kann die Bewegung 
des Schwerpunftes der zufammmenftogenden Maflen durch den Stoß nicht 
geändert werden, und e8 muß diefer Schwerpunkt vor, während und nad) 
dem Stoße mit gleicher Geſchwindigkeit und in derfelben Richtung ſich 
bewegen. 


Beilpiele. 1) Mit welcher Geſchwindigkeit ift ein Körper von 8 Kilogramm 
an einen ruhenden Körper von 25 Kilogramm anzuftoßen, damit der legtere eine 
Geſchwindigkeit von 2 Meter annimmt? Wären die Körper unelaftiih, jo hätte 
man zu jegen: 
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— M, c, 


M, + M,' 
d. i.: 
Bc 
2 
daher: 


ci * 83), = 8), Meer 
die gejuchte Geſchwindigkeit; wären fie aber elaftiih, fo hätte man: 
2 M,cı 
= ’ 
1 2 
ci ⸗ s88 = 4% Meter. 
2) Trifft eine Maſſe M,, Fig. 629, die ruhende Maſſe M, = nM, mit der 


Geſchwindigkeit c,, jo bat man bei volllommener Elafticität diefer Maflen die 
Geſchwindigkeiten: 


„AM, - PEN a EEE. ER EG —— 
‚surBasma mM u TTA ꝛ 
Trifft die Maſſe M, mit dieſer durch den Stoß erlangten Geſchwindigkeit v, die 


Mafe M; = nM, = n?M,, ſo haben wir nad dem Sioße die Geſchwindig⸗ 
feiten von 3f, und M,: 


daher: : 


„HM, Ir 2 50 ma »=(-)e 
:7=M+M * 1I+n eu ı 87 mM,+nM, ® \1-+n/ 
Die legte (zte) Maſſe M. hat, 
dig. 629. wenn das Verhältniß je zweier 
auf einander folgender Mafien 
glei n ift, die Geſchwindigkeit 


2 \r—l . 
U = () .C}, und die 
vorlegte Maſſe M.-ı, weldye 
gegen M, mit der Geſchwindigkeit 
® 2 e—2 
= (1775) -& 
in 2 \8—2 
ı R : : : ' — 
ftieß, hat nad) dem Stoße die Geſchwindigkeit v’,—ı = It» (4 7 -) cı- 
HM 3. B. das Gewicht jeder Maſſe nur halb fo groß, wie das der vorher: 


gehenden, alfo n = 5 fo folgt 





3 9 
= 3 ci, vg =(5) GH, ip (3) c, = 13,32c, und 


i 2 8 
v= Jeu vu = 3 ci, —(9) Gy = 3() c =3,33 cı- 
Sind die Maſſen jämmtlic von gleiher Größe, ift aljo n = 1, fo folgt für 
die letzte (zte) Maſſe: 
%ı = GC 
und für alle anderen: 
vi — 0, v. 0, vg =0--- vom, 
d. h. die erſte Maſſe M, giebt ihre Geſchwindigkeit c, an die legte Maſſe M. ab, 
und alle zwiſchen diejen befindlichen Mafien verbleiben in Ruhe. 
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Arbeitsverlust. Beim Zufammenftoßen unelaftifCher Maffen findet $. 359. 
ftets ein Berluft an lebendiger Kraft ftatt, weshalb. die Maffen nad) 
dem Stoße nicht fo viel Arbeit zu verrichten vermögen, wie vor dem Stoße. 
Bor dem Stoße enthalten die mit den Gejchwindigkeiten c, und cz fort 
gehenden Maffen M, und M, die lebendige Kraft: 
M, cr + M;, ec , 
nad) dem Stoße haben aber bie mit der Gefchwindigkeit 


fortgehenden Maſſen die lebendige Kraft: 
M, v + Mv; 
es giebt daher die Subtraction diefer Kräfte den Verluft an lebendiger 
Kraft durch den Anftog: 
AMi (c?ꝰ - v) 4 M. (c — v) 
=M (a - v) (ci — ) — M (c + 0) (v — 6); da nun 
HM (cı —-)=M 1 -)- Aa 
ift, fo folgt: 


K=(c +v——o) Mı M;(cı —c;) — (ı —@)?Mı M; _ (c - c.) 


M 4 M; — M, + M;, ı,1 
M MM; 
Sind die Gewichte der Maſſen G, und G,, ift alfo 
M, Am; — Ee, 
9 9 
ſo hat man hiernach den Verluſt an mechaniſcher Arbeit oder Leiſtung: 
4 _ a — 0)? Gı % , 
29 G + & 
Man nennt .S 


— — das harmoniſche Mittel aus G, und G, und 
re darmonill und 63 


kann hiernach behaupten: der Berluft an Leiftung, welcher durd den 
Stoß zweier unelaftiichen Maffen herbeigeführt und auf die Formveränderung 
derjelben verwendet wird, ift gleich dem Producteaus dem harmonifchen 
Mittel beider Maffen und aus der Fallhöhe, welche der Dif- 
ferenz der Geſchwindigkeiten diefer Maſſen entfpridt. 
Uebrigens läßt ſich auch fegen: 
E M(? - 0) + Me —o) 
= Mı, (e?—2c,0+0?+209- 202) + M,(c?— 2630492 +2v— 202) 
=M (a —V? +2Mva—v) + M (3 — VW? +2 Mv(o— v) 
=M (a —W’+M (a — v, 
weil M (a — v) — M, (v — 0) if. 
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Hiernach ift alfo die durch den unelaſtiſchen Stoß verlorene 
lebendige Kraft glei der Summe von den Producten aus den 
Maffen und den QDuadraten ihrer Öefhwindigkeitsperlufte oder 
Sefhwindigkeitsgewinne. 

Iſt eine der Maſſen, 3. B. M,, in Ruhe, jo hat man den Arbeitsverluft: 
% ah @G, 

29 G, + A+%' 
und ift die bewegte Maſſe Mı, jehr groß gegen die ruhende, ſo verſchwindet 
GEa gegen Gi, und es bleibt: 


— 
4=,,% 


A= 


Beijpiele. 1) Wenn bei einer Mafchine in jeder Minute 16 Stöße zwiſchen 
den unelaftiihden Maſſen 


M,.= —* Kilogramm und M, = T Kilogramm 


mit den Geſchwindigkeiten c, = 5 Meter und c; = 2 Meter erfolgen, fo if ihr 
Berluft an Leiftung in Folge diefer Stöße: 

_ 99 
A 1%, (6 — 2)" , 1000. 1200 — Mıs - 9 . 0,051. 000%, = 1,836 . 1%, 
— 66,77 Meterlilogramm per Secunde. 

2) Wenn auf einer Eiſenbahn zwei Wagenzüge von 60000 Kilogramm und 
80000 Kilogramm Gewicht mit den Bejhwindigkeiten c, = 6 und co, = 4 Meter 
gegen einander ftoßen, jo entfteht ein auf die Zerftörung der Locomotive und 
Wagen verwendeter Arbeitsverluft, welcher bei vollftändigem Mangel an Elafticität 
der zum Stoße gelangenden Theile 





_ (64+4)2 60000 ..80000 _ 480000 _ 
beträgt. 
Härte. Kennt man die Elafticitätömodel ber zum Stoße gelangenden 


Körrer, fo kann man aud) die Kraft des Zuſammendrückens und die 


Größe deffelben finden. Es feien von den Körpern A und B, Fig. 630, 


die Ouerjchnitte F} und Fy, die 
Tängen I, und I; und die Efaftici- 
tätsmodul Z, und Ey. Stoßen beide 
mit einer Kraft P gegen einander, 
fo find die bewirkten Yufamnıen- 
drüdungen nad) $. 210: 
Pl in 
= FE, BE und Aa = BE’ 
und e8 ift das Verhältniß derſelben: 


Fig. 630. 





.0 
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y_ bh, 
2 FE b 
F 
Bezeichnen wir nun der Einfachheit wegen = Eı durch ZA, , ſowie = 
| 


durch A, fo erhalten wir: 


P 
A = zz ,= 5. 
ſowie: 
A; — H. 
Pr a “ 


Nennen wir nad) dent Veiſpiel et 8 (j. The Mechanics of 
Engineering $. 207) die Größe — die Härte eines Körpers, fo folgt, 


daß die Tiefen ber Zufammendrüdungen den Härten umgekehrt 
proportional find. 


Stößt eine Maffe M = Fi mit der Geſchwindigkeit c auf eine unbe- 


wegliche oder unendlich große Maſſe, fo verwendet fie ihre ganze lebendige 
Kraft auf das Zufammendritden, e8 ift daher (nad) $. 212): 
Me? ec? 
1 —_ I I 
RA=Z=;, 


Nun ift aber der u A gleich ber Summe von den Zufammendridungen 
4, und 4, und A, — ir ‚ jowie A, = ri H, es folgt daher: 


m + 
jowie umgefehrt: 


__ HH: 
A +B 
und die Beitimmungsgleidjung: 
HA, AB 0 
42 — G, 
JH+E H, + HB: 29 
alſo: 
ic A +B @ 
AB 9 


woraus fih nun P, A, und A, berechnen lafſen. 


Beiſpiel. Schlägt man einen ſchmiedeeiſernen Hammer von 25 Quadrat⸗ 
centimeter Bafis und 0,150 Meter Höhe mit einer Geſchwindigkeit von 6 Meter 
auf eine DBleiplatte von 12 Quadratcentimeter Bafi8 und 0,025 Meter Dide, jo 
fielen fi folgende Berhältnifie heraus. Der Clafticitätsmodul des Schmiede: 
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eiſens iſt E, = 20000 und der des Bleies E, — 500, daher find die Härten 
dieſer Körper: 

_ F,E, __ 2500 . 20000 


—— 150 = 383338 und 
_ F,E, _ 1200 . 500 _ 


Das Gewicht GF des Hammers ift, wenn das ſpecifiſche Gewicht des Eifens zu 
7,7 angenommen wird: 


G=02.15.77 = 289 Kilogramm, 
folglich ergiebt fich re worin g in Millimetern zu nehmen ift, da E, und Z, 
q 2,89 


fih auf dieje Einheit beziehen, zu — 7 = pn” 0,000295. 


Segt man nun diefe Werthe in die Formel = c V H+B; . 6 ein, jo 
HA, A, 9 


erhält man den Weg des Hammers beim Zuſammendrücken: 


x — 60001/357383 . 0,000295 _ 69 Millimeter. 


833333 . 24000 
Hieraus folgt die Stoßkraft: 
H ÆE 333333. 24000 
= 2 = — —— = 2 Ki 
P= B,tH CH, 357355 0,69 15462,2 Kilogramm, 
ferner die Zujammendrüdung des Hammers: 
P _ 154622 _ | 
= H, = 333858 = 0,046 Millimeter 
- und die der Bleiplatte: 
P _ 154622 _ nr 
=," wm” 0,644 Millimeter. 


Elastisch - unelastischer Stoss. Bewegen fich zwei Maflen M, 
und M, mit den Gefchwindigfeiten c, und c, hinter einander her, fo ift im 
Augenblide der größten Zujammendrüdung die gemeinfchaftliche Geſchwin⸗ 
digkeit beider nad) $. 356: 

v»— Mc+ Mo 
M, + M 
und die auf die Zuſammendrückung verwendete Arbeit nach $. 359: 
4— GG -a? MM _G-o? Ah 
2 M+M 29 Gı + @% 
Nun läßt ſich diefe Arbeit auch 
— — 1 — HAB 
A= 1, P= a P (A + A) = Ya H, + A, 
fegen, es ergiebt fich folglich die Summe der Zuſammendrückungen beider 
Maflen: 


A = (ca — 6) 


A? 


Gi @ Hi + B 
ı(h+G) HH 
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woraus ſich nun die zuſammendrückende Kraft P und die Zuſammen⸗ 
druckungen A, und A, der einzelnen Maſſen finden laſſen. 

Sind die Maſſen unelaſtiſch, ſo bleiben dieſe Zuſammendrückungen and) 
nad dem Stoße; ift aber eine von beiden Maſſen elaſtiſch, fo dehnt fich 
diefelbe in einer zweiten Periode wieder aus, und bie daraus erwachlende 
Arbeit erzeugt eine neue Gejchwindigkeitöveränderung. Iſt z. DB. die Mafle 


M, = 5 elaftifch, jo wird in biefer zweiten Periode des Stoßes bie Arbeit: 


pı 1 HH, 
h Ph = !h H 2H\A + — 


— 66 -, + B; 
frei. Man Hat daher in diefem Yalle für die Gefchwindigkeiten v, und vs 
nad) dem Stoße die Formeln: 


Mv + Mu = Mc + Ya um 
M, M. H 
2 2— 2 2 _o.\1. 2, —— 
Mıv; + M}v,) = Mıv + Mv + (cı 4) M, + M H,+ EM 
M, M. M, M. H. 
—M. 2 2__ — 2. 11T 2. — — 
101 4 M;c; j (cı c,) 4 M, —— +(4— c,) M,+M; H,+H; 
d. i.: 
‚MM HH 
M+M H-+B 
Segt man den Geichwindigkeitsverluft cn — ı — x, fo hat man den 
Geſchwindigkeitsgewinn: 


M, v> + M; w=M, ec’ + M; 23—(cı — 3)? 





2 2 M, , 
und e8 nimmt die legte Gleichung die Form: 
M,x M; H 

22 —2 —a(2 m) _p_H__#__, 

( 1 ) “tr (ci LM —— 
oder: 
M+M; 2 2 M,; — 

=, % 2(cı cꝛ) æ 4 (cı C9) Fa TR Tr 

M. 

Multiplicirt man diefelbe mit 2 und fest man 

ultiplicirt m iejelbe mit „= 77 jeß 


_ ÖäÄ _ — 1 — _B 
H, +*B; Hi + B' 
jo erhält man die quadratifche Gleichung : 
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2 
"2a - am tra) 
» — 
*—CG — 2 — +M/ 4+M 
oder: 


deren Auflöfung ben nn © des erften Körpers giebt: 


8. 362. 


-=-a-n=a—a)g +: Fa * Ver 7) 
und den Geſchmindigteitzgeminn des anderen Körpers: 


——— — (1+ Vz) 


Beilpiel. Wenn man annimmt, daß in dem Beifpiele des vorigen Para- 
graphen der eijerne Hammer vollflommen elaftiih und die Bleiplatte ganz un⸗ 
elaftiich ift, jo erhält man den Geihmindigkeitsverluft des mit 6 Meter Ge: 
ſchwindigkeit auffallenden 2,89 Kilogramm fchmeren gammers, no=0 um 
M; = © zu jeßen ift: 


_ — _ 24.000 u 
a—-n=e (1+ V mr alt) Sera) 6140,29) =7,554M, 


daher die Geſchwindigkeit des Hammers nad dem Stoße: 
v=a— Tb54 =6 — 7554 = — 1,554 Meter. 
Die Geſchwindigkeit der unterftügten Bleiplatte bleibt natürlih Null. 


Unvollkommen elastischer Stoss. Sind die an einander ftoßenden 
Körper unvollkommen elaftifch, jo dehnen fich diefelben in ber zweiten 
Periode der Stoßzeit nur zum Theil wieder aus, es wird aljo auch die beim 
Comprimiren in der erften Periode verbrauchte lebendige Kraft in ber 
zweiten Periode nicht vollftändig wieder ausgegeben. Sind wieder A, und 
A, die Tiefen der Eindrücke, und ift P die Stoßfraft, jo hat man die Are 
beitSverlufte beim Comprimiren = 4, PA, und Y/, Pi,. Wird nun beim 
Ausdehnen hiervon das ufache, oder allgemeiner, beim Ausdehnen bes einen 
Körpers da8 u, = und beim Ausdehnen des zweiten das usfache zurück⸗ 
gegeben, fo bleibt der gefammte ArbeitSverluft nach dem Stoße: 


A 1, PI(GI -m)At+tl— WA), 
oder A, = = und 4, = = geſetzt: 
1 2 


— 1-4 , 1], 
A] 





$. 362.] Die Lehre vom Stoße. . 801 
Nach dem vorigen Paragraphen ift aber 
H,B;A MM H H. 
H+R M+M HB 
daher ergiebt ſich der in Frage geftellte Arbeitsverluft: 
A _(ı —6)? MM HB: (# + 1 =) 
2 M+M H+B A, B; 
_ (aa) MıM; (1 H + Ms =). 
2 M M, A, +B; 
Um nun die Gefchwindigfeiten v, und 2; nad) dem Stoße zu finden, 
haben wir die Gleichungen: 
Mu t+Mv=Mc+ Mo und 
M,v?+ M,v?—= My c?!+ M,c} 
— (ca — 6)?: Mı, M; a — 4) +(1l — 4)Hı 
M, + M; H, +4, 
mit einander zu verbinden und aufzulöfen. Ganz auf diefelbe Weife wie 
im vorigen Paragraphen ergiebt fid) der Gefchwindigfeitsverluft des 
erften Körpers: 


Ua Hı + uı Hr 
a-a=a- ml + Y a) 


und der Gefhwindigfeitsgewinn des vorangehenden Körpers: 


ln %H, + mE 
mama + Ve) 

Diefe beiden allgemeinen Formeln enthalten auch die Gefege des voll- 
kommen elaftifchen und des unelaftifchen Stoßes. Set man in ihnen u; 
—% — 1, fo erhält man die fchon oben gefundenen Formeln für den 
Stoß zwifchen vollfommen elaftiihen Körpern, nimmt man aber k, = 
— 0O an, fo erhält man die Formeln des unelaftifchen Stoßes u. ſ. w. 
Sind beide Körper von gleichem Grade der Elafticität, ift alfo uı — Us, 
jo hat man einfacher: 


=. — 
ci — u =(ca J— + Ve) 


P= ud A= (ca — 6) 





und cl N 
1 
Iſt w die Mafle M, in Ruhe und unendlich RM jo folgt: 
ci — I c (1 4 Vu), d. i.: 


v=—( Ve, jowie umgefehrt: 


26 
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Läßt man die Maſſe M, von einer Höhe A auf eine feſt unterftlißte 
gleihartige Maſſe Mz herabfallen, und fteigt diefelbe nad) dem Auffchlagen 
auf eine Höhe A, zurüd, jo kann man aus beiden Höhen den Goefficienten 
der unvollfommenen Klafticität durd) die Formel 
Mh 
=; 
finden. Schon Newton fand auf diefe Weife fir Elfenbein : 
u = (2)? = #iz = 0,79, 
für Glas: 
u — (15/6)? = 0,9375? — 0,879, 
für Kork, Stahl, Wolle: 
u — (5/)? —= 0,555? — 0,309. 
Hierbei wird jedoch vorausgeſetzt, daß der ftoßende oder auffallende Körper 
die Kugel: und der geftoßene Körper oder die Unterlage eine Plattenform hat. 
Der General Morin ließ Gefchügfugeln von 6 bis 20 Kilogramm 
Gewicht auf verfchiedene Mailen von Thon, Holz, Gußeifen, melde 
an einem Federdynamometer oder einer Federwage aufgehangen waren, 
berabfallen, und fand, daß für Thon umd für Holzftüde u nahe — 0, 
dagegen für Gußeifen c nahe = 1 ift, daß alſo der Stoß mit den erfteren 
Körpern als unelaſtiſch, und der mit dem letzteren als vollkommen elaſtiſch 
angejehen werden fann (ſ. A. Morin, Notions fondamentales de Me- 
canique, Art. 67—70). 


Beiſpiel. Welde Geſchwindigkeiten nehmen zwei Stahlplatten nah dem 
Stoße an, wenn diejelben vor dem Stoße die Gejhmwindigkeiten c, — 10 und 
Cg = — 6 Meter befiten, die eine 30 und die andere 40 Kilogramm wiegt ? 


Hier if 
4—ı = (1046). 14 %)=16.%.1% 1° - 14,22 Meter, und 
»—-6= 2 . 14,22 —= 10,66 Meter, 
daher find die geſuchten Geſchwindigkeiten: 


vi = ca — 1422 = 10 — 14,22 = — 4,22 Meter und 
9=6+ 1066 = — 6 + 10,66 = 4,66 Meter. 


$. 363. Schiefer Stoss. Weichen die Bewegungsrichtungen Si Ch und & Cy 
zweier Körper A und B, ig. 631, von der Normale N N zur Berührungs⸗ 
ebene ab, fo ift der Stoß ein fchiefer. Wir führen die Theorie deffelben 
auf die des geraden Stoßes zurück, wenn wir die Öefchwindigfeiten Si Cı = cı 
und 5 C, — c⸗ nad) der Normale und nach der Tangentialrihtung zer- 
legen. Die Seitengefchwindigfeiten in der Richtung der Normale NN geben 
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‚einen Centralftoß und werben daher and) genau fo verändert, wie beim 
Gentralftoß, die mit der Berührungsebene parallelen Geſchwindigkeiten hingegen 
Fig. 631. verurfachen gar feinen Stoß und bleiben 
daher unverändert. Vereinigt man die 
nach den Regeln des Centralftoßes ver- 
änderte Normalgeſchwindigkeit eines jeden 
°* Körpers mit der unvemändert gebliebenen 
Tangentialgeſchwindigkeit, jo erhält man 
die refultirenden Gefchwindigfeiten dieſer 
Körper nad) dem Stoße. Segen wir 
die Winkel, welche die Bewegungsrich⸗ 
tungen mit der Normale einschließen, 
& und ag, aljo Ci Sı N = a, ud N — m, fo erhalten wir für 
die Normalgefchwindigkeiten S, E, und & E, die Werthe c, cos.a, und 
Cz 008. & , dagegen für die Zangentialgefchwindigfeiten S, F, und S, Fr, 
Cı Sin. &, und cz Sin. a. Durch den Stoß erleiden aber die erfteren Ge⸗ 
Ihwindigkeiten Veränderungen, und es geht die erfte ii in: 


(1 +Va) 





vi — ci 608.%ı — (C1 005.) — (3 003.05) —— =, =, 


und die zweite in: 


Yg ==Cy 008.0 + (Cı cos. — (2 008.0) ——— MM, = =, (1 + Vu), 


wofern, wie jeither, M, und M, die Maſſen beider Körper bezeichnen. 
Aus v, und c, sin. a, ergiebt ſich die refultirende Geſchwindigkeit Sı Gı 
des erften Körpers: 
Vi —Yv} + c} sin. a, 
und aus 2, und cs sin. & die Geſchwindigkeit 82 G, des zweiten Körpers: 
v7, on a}; 
auch ergeben ſich bie Abweichungen der Geſchwindigkeitsrichtungen von der 
Normale durch die Formeln: 


ci sin. 0; Cy Sin. 0% 
— — — —, 
V 


Vi 


wenn B, den Winkel GC, Si N fowie 6, den Winkel G. S, N bezeichnet. 


Beifpiel. Zwei Kugeln von 80 und 50 Kilogramm Gewicht flohen fi mit 
den Geichwindigleiten c, = 20 und c, = 25 Meter, deren Richtungen um bie 
Winkel «, = 21035’ und «, = 65920’ von der Normale der Berührungsebene 
abweichen, in welchen Richtungen und mit welchen Geſchwindigkeiten gehen dieſe 
Maſſen nad) dem Stoße fort? Es find die unveränderlichen Seitengeſchwindigkeiten: 

ci sin.a; = W.sin. 21035’ = 7,357 Meter und 
cz sin. a = 25. sin. 65020’ = 22,719 Meter, 


tang.Bı = und tang. B, = 


51° 
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dagegen die veränderliden: 
€, 608.0 = W.cos.21036' — 18,598 Meter und 
62608. 0, = 25.008.65020 — 10,433 Meter. 
Sind die Körper unelaftifch, jo Hat man u — 0, daher die veränderten Rormal: 
geihwindigkeiten: 
v, = 18,598 — (18,598 — 10,438) . Sy, — 18,898 — 5,103 — 13,495 Meter und 
va = 10,433 + 8,165.% = 10,433 + 8,062 — 18,495 Meter. 
Die refultirenden Geſchwindigkeiten find nun: 
v, =V 13,4952 + 7,357? = V 236,4 — 15,87 Meter und 
Y, =V 13,492 + 22,719? = V 693,27 = 26,42 Meter; 


für ihre Richtungen Hat man: 
7,857 n 
tang.fı = gang; 109.tang. fı = 0,73658 — 1, A = 28936 und 


tang. 2 = Bas log.tang. By = 0,22622, 43 = 59° 17". 





$. 364. Stoss gegen eine unendlich grosse Masse. Trifft die Mafie A, 
Fig. 632, gegen eine andere unendlich große Maſſe oder gegen ein un- 
bewegliches Hinderniß BB, hat man alfo g — 0 und M; — @, fo folgt: 

vi = 0 008.0 — Cı 608. & (+Va)=—a 08.0, Va und 
n=04+ nm at Ve)_ 0. 

Iſt nun noch a — 0, fo wird auch v, = 0, ift aber a = 1, fo folgt 

= — 008.0, d. h. beim unelaftifhen Stoße geht die Nor— 

ig. 682. malgefhwindigfeit ganz verloren, 
beim elaſtiſchen hingegen wird fie 
in die entgegengefegte verwandelt. 

Fur den Wintel, um welden die Bere 

gungsrichtung nad) dem Stoße von ber 

Normale abweicht, ift 

N . . 

c, 8in.aı Cı Sin. 0, 
tang.fı = ——— — — 
aß v € 608. & Va 


vr 
= — tang. a, _: 
7 


Für unelaftifche Körper wird alſo: 
tang. Bı = u _ ©; di. = 90° 
und für elaftijche: 
tang. Pı = — tang. a, di. = — 0ı. 


Nach dem Stoße eines unelaftifhen Körpers gegen ein unelaftifches Hin- 
derniß geht alfo der erftere mit der Tangentialgefhtvindigfeit cı sin. 4 in 
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der Richtung SF der Beruhrungsebene fort, nad) dem Stoße eines elaſtiſchen 
Körpers gegen ein elaftifches Hinderniß aber geht der Körper mit unver- 
änderter Geſchwindigkeit in einer Richtung 86 fort, die mit der Normale 
NN und ber anfänglichen Richtung X in eine Ebene fällt, und mit ber 
Normale denfelben Winkel E SN einſchließt, wie die Bewegungsrichtung 
vor dem Stoße mit chenderfelben auf der entgegengefegten Seit. Man 
nennt den Winkel X SN, welden die Bewegungsrichtung dor dem Stoße 
wit ber Normale ober dem Lothe einfchliegt, den Einfallswintel und 
den Wintel GE SN, welchen die Bewegungsrichtung nad dem Stoße eben- 
damit bildet, den Austritts- oder Reflerionswintel, und fann hiernach 
behaupten: beim volltommen elaftifhen Stoße fallen Reflerions- 
und Einfallswintel mit dem Einfallslothe in einerlei Ebene, 
welche die Einfallsebene genannt wird, und es find beide Winkel 
einander gleid. 


Beim unvollkommen elaftiichen Stoße ift das Verhältniß Ve der Tan 
genten diefer Winkel gleich dem Verhältniſſe der durch die Ausdehnung zurid- 
gegebenen Geſchwindigkeit zu der durch die Compreffion verlorenen Geſchwin⸗ 
digkeit. Mit Hilfe diefes Gefeges Täßt ſich nun leicht die Richtung finden, 
in weldjer der Körper A, Fig. 633, gegen das unbewegliche Hindernig BB 
zu floßen ift, damit er nad) dem Stoße eine gewiffe Richtung S X verfolge. 
Iſt der Stoß ein elaſtiſcher, jo fällen wir von einem Punkte Y der gegebenen - 

Bio. 688. Richtung das Perpenbitel YO gegen 
das Einfallsloth NN, verlängern dafs 
felbe, bis die Verlängerung O Yı dem 
Verpenbitel felbft gleich wird; SYı ift 
dann die in Frage ftehende Stoßrichtung, 
-N N denn es ift diefer Gonftruction zufolge 

BVintel NSY, = NSY. Iſt der 
Stoß unvolltommen elaſtiſch, fo made 
man 0oHn=Vr.0Y; dann  YıS 
ebenfalls die gefuchte Anfangsrichtung, da 
tang.cıı _ OYı 
tang.dı Or 
Fällt man ein Loth YR gegen bie Linie SR parallel zur | Berührungs- 


—=Va ausfällt. 





ebene, und macht man defien Verlängerung RX = RY Vr fo befommt 


man aus leicht einzufehenden Grlinden ebenfalls in SX die geſuchte Einfalls- 
richtung. 
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Anmerlung. Die Theorie des jchiefen Stoßes findet ihre vorzüglichſte An⸗ 
wendung beim Billardjpiel. &. Theorie mathematique des effets du jeu 
de billard, par Coriolis. Na Eoriolis ift beim Anſtoße eines Billard: 
balles gegen die Bande daS Berhältnik der zuriidgegebenen Geſchwindigkeit zur 
Einfallsgefhmwindigteit — 0,5 bis 0,6, aljo « = 0,52 = 0,25 biß 0,6? = 0,36. 
Mit Hülfe diefes Werthes läßt fih nun aud die Richtung angeben, in welder 
ein Ball A gegen eine Bande BB zu ftoßen iſt, damit er von diejer nad) einem 
gegebenen Punkte Y zurüdgemworfen werde. Dan fälle von dem gegebenen Bunlte 
Y das Berpenditel YR gegen die mit der Bande parallel laufende Schwerlinie des 


Balles, verlängere dafjelbe um RX = v; — 10), bis 1%, feines Werthes und 


ziehe die Gerade Y, X; der fi) herausſtellende Durchſchnitt D ift die Stelle, 
nad welder man den Ball A zu ftoßen hat, damit er durch Bricol nad Y 
gelange. Durd die Drehbewegung des Balles wird diejes Berhältnig allerdings 
noch etwas geändert. 


8. 365. Stossreibung. Bei dem fchiefen Stoße entfteht aud) eine Reibung 
zwifchen den fich ftoßenden Körpern, welche die Seitengefchwindigfeiten in der 
Richtung der Berührungsebene abändert. Die Reibung F des Stoßes 
beftimmt ſich wie die Reibung des Drudes; bezeichnet P die Stoßfraft und 
Hp den Heibungscoefficienten, fo ift fie F= PP. Sie unterjcheidet fich 
nur infofern von dev Reibung des Drudes, als fie, wie der Stoß jelbft, 
nur während einer fehr Heinen Zeit wirkſam if. Die durd) fie hervor- 

. gebrachten Gefchwindigfeitöveränderungen find aber deshalb nicht unmeßbar 
Hein, denn die Stoßfraft P und folglich auch der Theil 9 P derjelben ift 
in ber Regel jehr groß. Bezeichnet man die floßende Mafle durch I und 
die durch die Stoßfraft P erzeugte Normalacceleration durd) p, jo hat man: 


P= Mp und daher F=YMp, 


fowie die Verzögerung oder negative Acceleration der Reibung während des 
Stoßes: 


F_ op 
mr» 


d. i. pmal fo groß, wie die der Normalkraft. Nun Haben aber die Wir- 
fungen beider Kräfte gleiche Zeitdauer; es ift daher auch die durch die 
Reibung erzeugte Gejhwindigfeitsveränderung Pmal fo groß, 
wie die durch den Stoß bewirkte Veränderung in der Normal: 
gefhmwindigfeit. ° 

Die Richtigkeit diefer Theorie hat Morin durch Verſuche dargethan 
(ſ. deifen Notions fondamentales de Mecanique). 

In dem alle, wenn ein Körper mit ber Gefchwindigfeit c gegen eine 
unbewegliche Maſſe BB unter dem Einfallswintel @, Fig. 634, ftößt, ift 
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nach dem vorigen Paragraphen die Veränderung in der Normalgefchwin- 
digfeit: 

w == C0Cc08.% (1 + Ve): 
daher die durch die Reibung bewirkte 


Veränderung in der Tangentialge⸗ 
ſchwindigkeit: 


Fig. 634. 


—gpv=9c(l + Ve) cos. 0%. 
Es geht aljo nad) dem Stoße die 
Seitengeſchwindigkeit c sin. c in 
csin.a— gpe(l + V) cos. « 
—[sin.a— pcos.0(1 + Ve) ]e 
über, und fie fällt bei vollkommen elaftifchen Körpern 

= (sin. — 29 co8.0)c, 
dagegen bei unelaftifchen Körpern 
— (sin.a — Pcos.a)c 





aus, 

Durd) die Reibung während des Stoßes erhalten die Körper fehr oft 
eine Drehung um ihren Schwerpunkt, oder e8 wird, wenn eine Dreh⸗ 
bewegung vor den Stoße fchon vorhanden war, diefelbe abgeändert. Iſt 
dag Trägfeitsmoment des runden Körper A in Hinficdht auf feine durch 
den Schwerpuntt S gehende Drehaxe — Mk? und der Drehungshalbmefler 
SC= u, fo hat man die auf den Berührungspunkt C veducirte Maffe des 
Körpers 

_ Ms 
= 
daher die durch die Reibung FF hervorgebradhte Dregbefchleunigung dieſes 
Bunttes: 
F __9Mp «a? 


PT yora? Mira PP R? 
und die entfprechende Gefchwindigfeitsveränderung: 


a? a? _ 
pump r (1+ Vu) c cos. 0. 
2 2 
Bei einem Cylinder iſt nr — 2 und bei einer Kugel - — 5/2, daher 
folgt für diefe runden Körper die durch den Stoß gegen eine feite Ebene 
hervorgebrachte Veränderung in der Umdrehimgsgeichwindigfeit: 


ov=29(1 + Vu) c cos. wm —=>5,p(l + Vu) C C08. 0. 


Die im Obigen entwidelten Formeln für die Geſchwindigkeitsveränderungen 
durd die Stoßreibung beruhen auf der Borausjegung, daß dieſe Reibung während 
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der ganzen Stoßdauer wirklich ſtattfindet. Dieſelbe hört aber in dem Augen» 
blide auf zu wirken, in welden die Geſchwindigkeitscomponente des ftoßenden 
Körpers parallel zu der geftoßenen Fläche, d. h. die Geſchwindigkeit des Gleitens 
zu Null wird, weil von diefem Augenblide an, wo das leiten aufhört, von 
einer Reibung nicht mehr die Rede fein Tann. 

Wenn u die Umdrehungsgeſchwindigkeit des ftoßenden Körpers M um feine 
zur Einfallsebene ſenkrechte Schwerpunftsare an feinem Umfange bezeichnet, fo 
ift die Geſchwindigkeit des Gleitens bei Beginn des Stoßes gegeben durd: 

yz=cesin.atu, 
je nachdem die Umpdrehungsgejhwindigfeit u im Berührungspunfte mit der fort: 
jchreitenden Bewegung c sin. « gleiche oder entgegengefegte Richtung hat. Für 
den Fall, daß diefe beiden Größen glei und entgegengefegt find, ift „ = O und 
e8 findet überhaupt feine Reibung, fondern ein Rollen ſtatt. Im Allgemeinen 
find folgende Fälle zu unterſcheiden: 

1) Die fortichreitende Geſchwindigkeit c sin. « und die Umfangsgeſchwindigkeit x 
haben gleiche Richtung, Fig. 635. Die Reibung wirft dann in der Richtung BF 

on und zwar verlleinernd auf c sin. a ſowohl wie 
dig. 635. auf u, fo dak nad dem Stoße die fortichreitende 
Geſchwindigkeit ce sin. « — pe cos.«(1 + Yu) und 


2 — 
die Umfangsgeſchwindigkeit u— pc cos. « (1 +YVu) 


oder bei der Kugelform u 2 p.ccos.a(l+ Yu) 


beträgt. Als Bedingung für die Gültigkeit dieſer 
Gleichungen hat man y, > 0, d. }. 





cesin.a + u > 9.000s.a(1+Vp). 


Man ertennt Übrigens leicht, daß die fortichreitende Bewegung zu Null 
und fogar negativ wird, fobald Ycos.a (1 + Vu) SE sin. a oder wenn 
tang.a Sp (1+ Vu) if. Setzt man pcos.« (1 + Vu) = sin. « in die 
Bedingungsgleihung ein, fo folgt u > 2 p.ccos.« (1 -+ Yu) oder 


u>2csin..a 


Nimmt man für Vu den Mittelwert Vu —= 0,55 und 9 — 0,20 an, fo 
folgt (1 + Vu) —= 0,310 und « = are. tang. 0,310 = 17020 iſt der: 
jenige Winkel ZH AE, unter welchem die Kugel gegen die Ebene FB geſtoßen 
werden muß, wenn die Gefchwindigkeit c sin. « vernichtet werden, d. h. wenn Die 
Kugel in dem Einfallslothe zurüdprallen fol. Die Umfangsgeihmwindigfeit u der Kugel 


muß dann mwenigftend u — 3 c sin. a betragen, wenn die Reibung während der 


ganzen Stoßdauer wirken fol. It tan. <y (1 + Vu) oder & < 170307, 
jo wird, immer unter der Vorausſetzung, daß die Reibung während der ganzen 
Stoßdauer ftatifindet, die fortfchreitende Bewegung negativ, d. h. die in der 
Richtung ZA ankommende Kugel wird nad) einer Richtung AJ zurückgeworfen, 
weldde mit ZA auf derjelben Seite des Einfallslothes Tiegt, indem die Seiten: 
geihwindigfeit EJ negativ geworden if. Man fanıı hierbei jogar die Kugel 
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veranlaflen, in derjelben Geraden zurüdzufehren, in welder fie vor dem Stoße 
ging. Tür diefen Yall hat man den Winkel ZAJF gli « zu: jegen, oder 
tang. EAJ — tang. a. Nun ift aber 

EJ _ esin.a — pc cos. « (1+YV u) 

AE — C.C08.« Vu 


= — tang.« / 4 + 9 ( 49) 
u u. 
Segt man alfo 
— tang. «u V: +y (1 +Y}) = tang.«, fo folgt tang.«—=p, 
u u 


daher für = 02, « = 11020. 

Denft man fi), die Kugel bewege ſich im Einfallglothe FA gegen die fefte 
Ebene, nimmt man aljo « = 0 an, jo geht die allgemeine Bedingung für die 
Gültigkeit der Reibungsformeln 


tang. EAJ = 


csin. «+22 g(1+ YVu)ccos. «über inu> — = g(ı+ Vn) c. 


Iſt dieſe Bedingung erfüllt, ſo wird die Kugel unter Winkel 8 reflectirt, 
für welchen man hat: 


tang.ß = csin. æ — PC cos. ei — —— ee 


— c 008.0 Vu 
Für 9 = 0,2 und Vu = 0,55 folgt: 


= — 0,564; 8 — 29030 und 9 (1 + Vo) = 1,088. 

Um diejen Winkel von nahezu 380° kann ein normal gegen die Bande geftoßener 
Billardball beim Zurückgehen von der Normalen nad links oder rechts abgelentt 
werden, je nachdem man ihm (durch einfeitiges Stoken) eine Umdrehungs⸗ 
geſchwindigkeit nach der einen oder anderen Richtung im Betrage von mindeftens 
1,085 c extheilt. Eine geringere Umfangsgeſchwindigkeit hat eine geringere Dauer 
der Reibung, daher eine geringere jeitlihe Ablenkung des Balles zur Folge. 

2) Die fortfchreitende Geſchwindigkeit c sin. « und die Umfangsgeſchwindigkeit u 
haben entgegengefegte Richtung. Die Geſchwindigkeit des Gleitens ift in dieſem 
Falle y = csin.a — u und ftimmt hinfichtlich der Richtung mit der größeren 
der beiden Geſchwindigkeiten überein. 

a) It daher csin.a > u, fo wirft die Reibung F’ der fortjchreitenden Ge- 
Ihwindigfeit c sin. « entgegengeſetzt (Fig. 636), daher auf dieje verzögernd, hin— 

Fig. 636. gegen auf u vergrößernd ein, jo daß die Geſchwindig⸗ 
" feit des Gleitens nad) dem Stoße 


tang.ß = 0,2 


yı = cesin.a — U 2 pcoos.a(ı + Vo) 


ift, vorausgefegt, daß dieſe Größe nicht negativ, d. h. 
daß 


csina—u> z pccos.«(1+ Vu) 





ESSEN 
NIS N 


ift. Wenn dieje Bedingung nicht erfüllt it, wenn 
man vielmehr: 


ION. 
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7 — 
c sin. e — u 7 PC cOo8.« (1 + Vu) 


hat, worin » ein ächter Bruch ift, fo findet die Stoßreibung nur während eines 
Theiles der Stoßdauer ftatt, bis y zu Null geworden ift, und man hat nad dem 
Stoße die fortſchreitende Geſchwindigkeitscomponente gleich 


esin.a—vye.co.a(l + Yu) 
und die rotirende Geſchwindigkeit gleich 


u+ v2 pceos.c«(1 + Vu). 


b) Wenn dagegen cesin.«a < u, jo wirkt die Reibung in der Richtung von 

csin.a, aljo hierauf beſchleunigend und auf u verzögernd ein (Fig. 637), und 

Fig. 637. man bat als Bedingung für die Gültigkeit der oben 
entwidelten Reibungsformeln: 





u— csin.« [er eos. a(1+Vu) > 0, 
d. h.: 
u— csin.« > 3 pccos.a (1+ Yu). 
Alsdann ift die tangentiale Geſchwindigkeit nach 
dem Stoße: 


esin.«a + gecos.a (1 + Vu) 

und die Umfangsgeſchwindigkeit: 

u - 7 pccos.« (1 + Vu). 

Iſt aber obige Bedingung nicht erfüllt, jondern hat man: 

uv— csina=v z .gecos.«(1 + Yu), 
worin » kleiner als Eins ift, jo‘ findet man wieder die Tangentialgejchwindigleit 
nad) dem Stoße gleich 

esin.a + v» oc cos.a (1 + Vu) 
und die Umfangsgeſchwindigkeit gleich 

u, 2. pe oon« (I + Vu); 
in diefem alle hat die Kugel eine rollende Bewegung angenommen. 

Es ergiebt fi aljo, daß dur‘ die Stoßreibung in dem alle a), wenn 
ce sin.a > u ift, der Ball beim Zurüdprallen eine Annäherung an das Ein: 
fal3lotH und in dem Falle b), wo c sin.« < u ift, eine Ablenkung von dem 
Einfallslothe erfährt. 

Beiſpiel. Wenn ein Billardball mit 5 Meter Geſchwindigkeit und unter 
dem Einfallswinkel « = 45" gegen die Bande ſtößt, welche Bewegungen nimmt 
derfelbe nad dem Stoße an? Setzt man für Y u den mittleren Werth 0,55, To 
hat man die normale Seitengeihmwindigfeit nad dem Stoße 
— — ccos.a Yu = — 0,55 ..5. 008.45° = — 2,75 VY, = — 1,94 Meter, 
und nimmt man mit Eoriolis g —= 0,20 an, fo erhält man die Seiten: 
geſchwindigkeit parallel zur Bande 
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— esin. « — g (1+ Va)ccos. «a =(1— 0,%0.1,5) . 3,536 = 0,69 . 3,636 





— 2,439 Meter, 
aud) folgt für den Reflerionswintel B: 
2439 _ 
tang.p = Tygy = 12648, 
alfo: B= 51027, ı 
und die Geſchwindigkeit nad) dem Stope bleibt 


1,944 
= gr = 3,12 Meter. 
Außerdem nimmt der Ball auch noch die Umdrehungsgeſchwindigkeit 
3%, 9.155 . 3,536 — 2,710 Meter 
um jeine verticale Schwerlinie an. Da der Ball ſich nicht gleiten, fondern 
wälgend auf dem Billard fortbewegt, fo ift anzunehmen, daß er außer der fort: 
ſchreitenden Gejtwindigteit c — 5 Meter auch noch eine gleihgroße Umdrepungs: 
gefpwindigteit befige, und daß fid) dieſe ebenfalls in die Componenten 
ccos.« = 3,586 und esin.« — 3,586 Meter 
zerlegen lafie. Die erfte Eomponente entjprict einer Drehung um eine Are 
parallel zur Bandenaze und geht in 
ccos.a — + Va) ccos.« = 3,536 — 2,740 = 0,796 Meter 
über, die andere Componente csin.« — 3,536 Meter entfpricht einer Drehung 
um eine Axe normal zur Bande und bleibt unverändert. 


Stoss drehbarer Körper. Stoßen zwei un fefte Aren G und RS. 366. 

drehbare Körper A und B, Fig. 638, gegen einander, fo ftellen ſich 
Gefhwinbigfeitsveränberungen her⸗ 

Fig. 638. aus, welche fi aus den Trägheite- 

momenten Mk? und M;k} diefer 

Körper Hinfichtlich der feften Aren 

und mit Hiffe der im Vorftchenden 

gefundenen Formeln beftimmen laffen. 

ind die Berpenditel GH und KL, 

welche fid) von den Drehungsaren 

gegen die Stoßlinie fällen laſſen, a, 

und @, fo hat man die auf die Foth- 

puntte H und L in der Stoßlinie 

A 


vebueirten trägen Maſſen — a und —I AN Führt man diefe Werthe 


ftatt M, und M, in die Formeln fir den u Centralſtoß ein, fo befommt 
man die Gejchwindigkeitsveränderungen dev Puntte H und L ($. 362): 
Myk}:a} 
ae + Vr) 


MR: a; — 
— + Ve), Tonic 





=(a— 0) 
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, — M, k): :a) 
2 — 4, =(a — Ra 24 Mk}: 30 + Vu) 
_ Mk: a, 
= a + Ve). 
woferg c, und cz die Gejchwindigfeiten diefer Punkte vor dem Stoße waren. 
Bezeichnen wir die Winkelgefchwindigfeiten vor dem Stoße durch &, und &, 
und die nad) dem Stoße durd ©, und @,, fo haben wir c, = a, &» 
G =4&, fowie v, = 1,0, und y — a,@, zu fegen, und erhalten 
für den Ntoßenben Körper den Berluft an Winkelgeſchwindigkeit: 
M,k} 
& — 0 = a, (Mı&ı — 4 85) WR F + Ve) 
und für den geftoßenen Körper den Gewinn an Winkelgeſchwindigkeit 


M, k 
9 — & = a (a — 6) Teer +Vu), 


folglich die Winkelgefchwindigkeiten nad) dem Stoße felbft: 


— A x 
9 — — A, \tı Ei — Ay E: 1 Vu) — a —_ 
1 1 ı (a 8 2 )( + u) Ha + Mala 
und 
M, k/ 


3, —=&,4+% (ak — %8,) (1 + VE) rar Mas 
Sind beide Körper vollkommen elaftifch, fo hat man u — 1, alfo: 


1 + Vp =2, 
und find fie unelaftifch, fo hat man a = 1, alſo: 
1 + Vu —]. 
Im legteren alle ift der durd) den Stoß hervorgebrachte Berluft an 
lebendiger Kraft nad) $. 359: 
K= (a, & — % 8)? ‚—_Mk.Mk 
M,k?a? + M,k}a} 


Beifpiel. Die armirte Welle AG, Fig. 639, hat in Hinfiht auf ihre Um- 
drehungsare G@ das Trägheits- 
ig. 639. moment 

M, kt? = 2000 : 9 
und der Stirnhbammer BK daſ- 
jelbe in Hinficht auf feine Are X 

Aa k2 = 8000 : 9. 
Der Hebelarm GC ver Welle 
it 0,6 Meter, ſowie der Hebel- 
arm K C des Hammers 2 Meter 
und die Winfelgefhwindigleit der Welle im Wugenblide des Stoßes an den 
Hammer = 1,2 Meter. Wie groß ift diefe Gejhwindigteit nach dem Stoße, und 
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welche Leiftung geht durch jeden Stoß verloren, wenn gänzlider Mangel an 
Elafticität vorausgefegt wird? Es ift die gejuchte Winkelgeſchwindigkeit der Welle: 


8000 
5000.41 5000. 0,8 = 12 (1 — * 0,882 Meter 


o, =12—0,62.1,2 

und die des Hammers: 
2000 

2000 ..# F8000 „0,63 — 9265 Meter. 
. . GC 0,6 
(Es ift natürlich au = m . KEFz u 0,3 @,.) 
Der Urbeitsverluft bei jedem Anftoße ift: 

__(0,6.1,2)2 2000 . 8000 2000 
4= 249 2000.4-1 8000. 0,05 01. ‚0518. Tg 


u=2.0,6.1,2 


— 88,8 Meterlilogr. 


Stoss eines schwingenden Körpers. Kommt ein freier, gerad= $. 367. 
Fig. 640. linigt bewegter Körper A, Fig. 640, mit einem 

um eine fefte Are X drehbaren Körper BCK 

zum Stoße, jo findet man die Gefchwindigfeiten nad) 

dem Stoße, indem man in den Formeln des vorigen 

Paragraphen ftatt a, &; und a, @, die progreffiven 





44. M xꝰ4 
Geſchwindigkeiten c, und vi, ſowie ſtatt die 


1 
träge Maſſe M, des erſten Körpers einſetzt, die 
übrigen Bezeichnungen aber unverändert läßt. Es 
ift hiernach die Geſchwindigkeit der erften Maſſe nad) dem Stoße: 
— 7 M;k; 
y»=a— (la —m5)(1 +VeR)- Mat Mk 
und die Wintelgefchwindigfeit der zweiten: 
— — D. —— 
o- E - %(c 4 &;) (1 +Vu) Ma? + M,ki 
Iſt die Maffe M, in Ruhe, aljo & — 0, fo hat man: 


— MN: x 
vs, = — ci (1 Vu) or r an 
y 





und 


M, % 
9% —=a(l +) Zar me 


Iſt Hingegen M, in Ruhe, ftößt alfo die ofcillirende Maſſe, jo hat man 
6, — 0, daher: 


— 2 
v — mE (1 +YVu)- —* 


Ma; + Mk} 
und 


»=4(1-( + Yu) HM 5) 


Ma?+ Mk} 





814 Fünfter Abſchnitt. Fünftes Gapitel. [8. 367. 

Die Geſchwindigkeit, welche einer ruhenden Maſſe von einer anderen durch 
den Anftoß ertheilt wird, hängt nicht allein von der Geſchwindigkeit des 
Anſtoßes und von den Maffen der Körper, fondern aud) von dem Abftande 
KL = a, wilden der Stoßrichtung NN und der Are K des drehbaren 
Körpers ab. Stößt die freie Maſſe, fo nimmt die drehbare Maffe die 
Winkelgeſchwindigkeit 

M, a; 


»=o(1+ Ve) ar m 


an, und trifft die ſchwingende Maffe gegen die freie, fo erhält diefe die 
Geſchwindigkeit · 
M;k}.a 
v=&( +) 
es werben alfo beide Gejchwindigfeiten um fo größer, je größer 
4; 


Ma’+M, 





7 oder A 


M%+ * 


alſo je Heiner Ma, + M a if. 
m 


Segen wir ftatt @, a + z, wo x fehr Hein ift, jo befommen wir den 
Werth des letzteren Ausdrudes: 


M,k} Mk}/ —_x _ 
Mat2)+ er mut @H(irirere), 
oder, wegen ber Keinheit der Potenzen von m, 7 


ur (m Ah) 


Soll nun a dem Heinften aller Werte von Mia, + 





nn entfprechen, 


R 
fo muß das Glied + (m — a) & wegfallen, weil daffelbe entgegen- 


Fig. 641. gefegte Vorzeichen annimmt, je nachdem 2: pofitiv 
oder negativ vorausgeſetzt wird, und daher jedenfalls 
einen negativen Werth annchmen ann : 
Es folgt aljo: 
(Mm — 10) = Nul, d. i.: 


a? 





M;k} 
Mn, 


folglich: 
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NM; k} 
d = u —k 
Wenn man alfo in diefem Abftande a den einen Körper gegen den 
anderen ftößt, jo nimmt diefer die größte Gefchwindigfeit an, und zwar: 


) = (1 + Ve)  Va=u + Va) >= 


in dem alle, wenn der drehbare Abıne geftoßen wird; und 


)a=tkn (1 + Ve) V# -(ı + Va) 2 


wenn der freie Körper einen Stoß erhält. 

Man nennt den in der Stoßlinie befindlichen Endpunkt Z des der größten 
Mm 
M, 
zuweilen, jedoch unpafjend, Mittelpunkt des Stoßes, angemeflener vielleid)t 
Stoßpuntt. 

Es ift derjelbe nicht mit dem oben ($. 338) gefundenen Mittelpunfte 
des Stoßes zu verwechleln, deſſen Entfernung von der Umdrehungsare 
durch den Ausdrud 


Geſchwindigkeit entfprechenden Abftandes oder Hebelarınes « — k, 


— Mık, Kr kz 

Ms ss’ 
beftimmt ift, worin s den Abftand des Schmwerpunftes der Maſſe M, von 
der Umbdrehungsare bezeichnet. Wenn die Richtung NN des Zufammen- 
ftoße8 der Maſſen M, und M, durch den Mittelpunkt des Stoßes geht, jo 
fält die Reaction auf die Umdrehungsare der legteren Null aus. 

Damit z. B. ein Hammer beim Auffchlagen nicht pralle, d. i. auf die 
Hand, welche ihn hält, oder auf die Hülfe, um welche er fich dreht, nicht 
reagire, ift c8 nöthig, daß der Schlag durd) den Mittelpunkt des Stoßes gehe. 

Wird der aufgehangene Körper KB im Stoßpunfte, alfo im Abſtaude 


a= „ V# von der Are X, durch eing Maffe M, mit der Kraft P 


| . 2. oh}. 
*) Die Differenzialrechnung giebt für dag Minimum von M,a + an ein: 
fach die Gleichung: 
— a-+ 


a 


M,k/ A) 


2% Me ki 


—M, — 0, woraus wie oben 


M;k} 
a= Ve# u —ky V# folgt. 
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geftoßen, fo ift die Reaction auf die Are: 
PR=P+R=P-—al;s(j.$. 338). 


ah 


Da P= 2 ift, fo folgt die Winkelacceleration x = 15 und 
Mık; 


Msa 
M;} 


ner er) VE) m 


Beifpiele. 1) Bei einer prismatiſchen Stange CA, Fig. 642, die fi um 
einen ihrer Endpuntte dreht, fieht der Mittelpuntt 
Big. 642. des Stoßes um 


CO=-a=- he yr=yca 


»Ms= P, fo daß mun die gefuchte Reaction: 











von der Axe ab. Wenn man aljo die Stange an 
einem Ende fefthält, und mit dem in der Entfer- 
nung CO = % CA befindlichen Punkte auf ein 
Hinderni O auffglägt, jo wird man fein Prallen 
fühlen. Der Stoßpunft dieſer Stange fteft dagegen um yz% von € ab; iR 

h 
3. B. die Mafje des geftoßenen Körpers, M = M,, jo hat man diefen Abftand 


= 0,5774 r. In dieſem Abflande muß alfo die Stange CA an die 








ruhende Mafje If, anſchlagen, damit diefe mit der größten Geſchwindigkeit fortgeht. 
2) Bei einem Parallelepipede BDE, ig. 643, weldes fi um eine zu vier 
Seiten defjelben parallel gehende und um SA= s vom Schwerpunkte abftehende 
Are X X dreht, iſt der Abſtand AO des Stoß: 

Fig. 648. mittelpunftes O von der Are: 


+ Ydı 
_—z, 


woddie palbeDiagonaleC Der Seitenflachen bezeicpnet, 
durch welde die Are XX hindurqhgeht ($. 312). 
Ginge die Stoßfraft P dur den Stoppunft, fo 
hätte man: 


a=hYp=Vernand 


und daher bie Reaction auf bie Are: 


P= Pa -Z)=P(1 Varta): 


$. 368. Ballistisches Pendel. Cine Anwendung der im Vorftchenden ent 
widelten Lehren findet man in der Theorie des balliſtiſchen Pendels oder des 


a= 
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Pendels von Robins. Dafjelbe befteht in einer großen, um eine horizontale Are C 
drehbaren Maſſe M, Fig. 644, welche durch gegen fie abgeſchoſſene Gefchlig- 
Fig. 644. fugeln A in Schwingungen ver- 
jest wird und dazu dient, die 
Geſchwindigkeiten der erfteren zu 
ermitteln. Damit ein möglichft 
unelaftifcher Stoß eintrete, iſt in 
der vorderen Seite, mo die Kugel 
anfchlägt, eine Oeffnung ange 
bracht, die man von Zeit zu Zeit 
mit frifchen Holze oder Thon 
u. |. w. ausfüllt. Es bleibt dann 
auch die Kugel nad) dem jebes- 
maligen Schuſſe in dieſen Maſſen 
ſtecken und ſchwingt mit dem ganzen 
Körper gemeinſchaftlich. Zur Er⸗ 
mittelung der Geſchwindigkeit der 
Kugel iſt es nöthig, den Elon- 
gationswinkel dieſes Pendels zu 
kennen; deshalb wird noch ein 
Gradbogen BD angebracht und 
ein Stift E unter dem Schwerpunkte des Pendels befeftigt, der an den 
erſteren Hingleitet. 
Nach dem vorftehenden Baragraphen ift die Wintelgefchtwindigfeit des 
balliftifchen Pendel nach dem Anftoße der Kugel: 
Mı 9 cı 
zu? a, + M, ko 
wenn M, die Maffe der Kugel, M, k} das Trägheitsmoment des Pendels, 
ci die Gefchwindigkeit der Kugel und a, den Hebelarm C G des Stoßes 
oder den Abftand der Stoßlinie NN von der Drehungsare des Pendels be- 
zeichnet. St die Entfernung CM des Schwingungspunftes M der ganzen 
Maſſe ſammt Kugel vom Drehpuntte C, d. i. die Länge des einfachen Pen- 
dels, welches mit dem balliftifchen gleiche Schwingungsdauer hat, — r, und 
der Elongationswinfel ECD—= e«, fo hat man die Steighöhe MH des 
iſochron fchwingenden Pendels: 


h=CM—-CH=r—rcs.a=r (1 — (08.0)=2r (sin. ey 





A IRER 


und daher die Geſchwindigkeit im unterften Punkte feiner Bahn: 


— yY2odh = 2 sin. > «Vor, 


Meisbacd's Tchrbud der Mechanik. I. 62 
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oder die entfprechende Winkelgeſchwindigkeit: 


11) — 2 sin. z ‚8. 
r 2 r 


Durch Gleichjegen diefer beiden Werthe für die Winkelgefchwindigfeit folgt: 
Ma? + Mk? . & ‚Vs. 
M, Q., sen. 2 7 
Nun iſt aber der Theorie des einfachen Pendels zufolge: 
— Trägheitsmoment Mia? + M, x 
ſtatiſches Moment (Mı + M.) 8 
went s den Abſtand CS des Schwerpunktes S von der Drehare bezeichnet; 
eö folgt daher: 
Mu’+ Mk=(M + M,)sr und 
— 8 M, + M; .& 
c = 2 Fr m sen. 2 J gr. 


Macht das Pendel in der Minute na Schwingungen, fo iſt die Schwin- 
gungoͤdauer: 


u n — 60" 
7 Vi daher Vgr = g 
g N NN 


ci — 2 





und die geſuchte Kugelgeſchwindigkeit: 


1209 M+M .o_ s M+tM . & 
= nza, =, sin. „= 37 =, sen. 5 


Anftatt die Kugel M, gegen das Pendel abzuſchießen, kann man aud daB Ge: 
Ihüg mit dem Pendel zujammen aufhängen und den Ausſchlagswinkel « mefen, 
weldhen das lettere nach dem Abfeuern durd die Reaction des Geſchützes erleidet. 
Sit P die Erplofiongkraft der Ladung, fo ift die Beidhleunigung der Kugel 


= P i — P 2 AH 
pP, = 7 und die des Pendels 9, = — wenn M.k} das Trägheits⸗ 


moment des Pendels ſammt Kanone, aber ohne Kugel bedeutet. Es verhalten 
ſich daher die Beſchleunigungen p,:24 = AM,kf: Miux. Da die Erplofions- 
kraft auf die Kugel genau fo lange einmwirft, wie auf das Geihüg, jo müfjen 
auch die erlangten Endgeſchwindigkeiten c, und c, ſich wie die Beidhleunigungen 
‚np, und p, verhalten, und man hat daher: 





M, a} 
GG =}: Mad,ıdo=ca IE. 
1 2 2"2 ı "29 | 2 1 M, k} 
Für das Pendel ift daher die Winkelgeſchwindigkeit nad dem Schuſſe: 
_&a_, M®% 
u 9 a M;k: 


Da nun nah dem Vorftehenden auch w — 2 sin. sVE ift, jo folgt: 


r. 
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a M,kg2 g _ 7 . 
Mm, a, T oder, ar = — if, 


M,k2 Vs} Ka 
M, a 95 = 2sin. 3 > Vgs. 


Beilpiel. Wenn ein bafliftiicdes Pendel von 2000 Ailoqramım Gewicht durch 
eine eingejchoffene Kugel von 4 Kilogramm in Schwingungen verjegt wird, deren 
Clongation 150 mißt, wenn ferner der Abitand 3 des Schwerpunkte von der 
Are 2 Meter und der Abftand der Schußlinie von eben diefer Are 2,8 Meter 
beträgt, und wenn die Anzahl der Schwingungen in einer Minute zu n — 36 
ausfällt, jo war die Gejchwindigkeit der Kugel im Augenblide des Anſtoßes: 


c = 2sin. 


ce, = 2sin. 








DIR N] 


2 2004 
— om _ DE o— 0 — 
ce = 375 36.253 1 sin. 7930’ 589,9 Meter. 
Wäre daB Geſchütz mit dem Pendel verbunden, jo hätte man bei denfelben 
2 2 
Werthen von M,, Ma, Ag, 8, « und n zunädfir = H — IT oder da & 
= > = n Secunden, jo folgt hieraus: 


2 
»=V’% = - y222.10 rn N — 2,35 Meter. 


Hieraus ergiebt fi die Geſchwindigkeit der Kugel: 


2000 . 2,35 
4.23 





'e= 28sin. 70 30' V9,81.2 — 590,9 Meter. 


Excentrischer Stoss. Unterſuchen wir endlich nod) einen einfachen 8. 369. 
Val des ercentrifhen Stoßes, wenn beide Maffen vollfonımen 
frei find. Wenn zwei Körper A und BE, Fig. 645, fo zufammenftoßen, 

Fig. 645. daß die Richtung NN des Stoßes durch den Schwer: 
punkt S, des einen Körpers hindurch und vor dem 
Schwerpunkt S des anderen Körpers vorbeigeht, fo ift 
der Stoß in Hinfiht auf den erften Körper centrifc) 
und in Hinficht auf den anderen ercentrifch. Die Wir: 
tungen dieſes ercentrifchen Stoßes laſſen ſich aber nad) 
dem Lehrfage in 8. 304 finden, wenn man annimmt: 
erſtens, der zweite Körper fei frei und die Stoßrich— 
tung gehe durch den Schwerpunkt S jelbft, und zwei⸗ 
tens, diefer Körper werde im Schwerpunfte feſtgehal⸗ 
ten, und die Stoßfraft wirfe als eine Umdrehungskraft. Iſt nun c, die 
anfängliche Gefchtwindigfeit von A, c die des Schwerpunftes von BE, und 
gehen beide Gefchtwindigkeiten durch den Stoß in dj und v über, fo bleibt, 
wie in 8. 356, Mı%, + Mv = Mıcı + Me. Iſt ferner e bie ‚an- 
fängliche Wintelgefchtoindigfeit des Körpers BE bei feiner Umdrehung um 
die im Schwerpunkte jenkrecht zur Ebene NNS ftehende Are, geht -bieje 


52* 
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Geſchwindigkeit durch den Stoß in @ Über, und bezeichnet man das Träg- 
heitsmoment dieſes Körpers in Hinſicht auf S durd) M%?, fowie die Er: 
centricität oder den Abftand SK des Echwerpunftes S von der Stoßrichtung 
durch s, jo hat man aud) 





Mk? Mk? 
M,v, + 52 sa —=Mıcı + 88 


2 
Eind beide Körper unelaftifch, fo haben die Berührungspunfte beider am 
Ende des Stoßes gleiche Geſchwindigkeit, es ift alfo nd’, — v + so. 
Beftimmt man aus den vorigen Gleichungen © und @ durch ©, und fegt 
man die erhaltenen Werthe in die legte Gleichung, jo erhält man: 
— 2 (cu —®v 
= M, a v,) tLc+ Mı s u vi) + ss, 
und hieraus beſtimmt ſich der Geſchwindigkeitsverluſt des erſten Körpers: 
Mk(a —c— se) 
(M, + M)k + M,s?’ 
fowie der Gewinn an progrejjiver Geſchwindigkeit des zweiten: 
— M, xꝰ (a —cr- se) 
(M + Mk + Ms 
und der Gewinn an Winkelgeſchwindigkeit deffelben : 
DLı— Ms(a —ce—s8) | 
(Mı + M)k? + Mıs? 
Beim vollfonmen claftiichen Stoße find diefe Werthe doppelt und beim 
unvolltommen elaftifchen Stoße (1 + Vu) mal fo groß. 


v— 


Beifpiel. Trifft eine eijerne Kugel A von 40 Kilogramm Gewicht das an- 
fängli in Ruhe befindlihe Parallelepiped BE, Fig. 645, aus Tannenholz mit 
10 Meter Geſchwindigkeit, ift die Yänge diejes Körpers 2 Meter, die Breite 1 Meter 
und die Dide 0,6 Meter, und weicht die Stoßrichung NN um SK—=s 
— 0,5 Meter von dem Schwerpunkte S ab, jo ergeben ſich folgende Geſchwindig⸗ 
teitswerthe nady dem Stoße. Das fpecifiide Gewicht des Tannenholjes = 0,45 
angenomnıen, folgt das Gewicht des parallelepipediichen Körpers = 20.10.6.0,45 
= 540 Kilogramm. Das Quadrat der halben Diagonale B S der Seitenflädye 
BDF parallel zur Stoßrichtung ift: 


+) =ım 


daher folgt (nah 8. 312): 

kt = 1.125 = 0,417, 
ferner 

gMKk? — 540.0,417 = 225 
und - 
g9(M, + Mi? = 080.0,417 = 242, 
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daher ift die Gejhwindigkeit der Kugel nad) dem Stoße: 


— DI k3c, 226 
v, TC; = 10(1— 221 40.9, 7 = 1,07 Meter, 
ferner die Geſchwindigkeit des Schwerpunktes des geſtoßenen Körpers: 
M, k:c, _ 10.49.0417 _ 
= MTMRTWES FMNBTME — — * 0,66 Meter, 
und endlich die Winkelgeſchwindigkeit deſſelben: 
— M, sc, 8.05.10 _ 
v»= Mm, — — * 07191 Meter. 


Benutzung der Stosskraft. Während das Gewicht eines Körpers 8. 370. 
eine nur von der Maffe deffelben abhängige und mit derfelben gleichmäßig 
wachjende Kraft ift, hat man e8 dagegen bei dem Stoße mit einer Kraft zu 
thun, welche nicht allein mit der Maſſe, fondern aud) mit der Geſchwindigkeit 
und mit der Härte der zufammenftogenden Körper wächſt (ſ. F. 360 und $. 362) 
und daher aud) beliebig gefteigert werden fanı. Deshalb ift auch der Stoß 
ein vorzügliches Mittel zur Erzeugung größerer Kräfte mit Hilfe kleinerer 
Maſſen oder Gewichte, von welchen 3. B. beim Zerſchlagen oder Zerpochen 
der Steine, beim Schneiden und Zuſammendrücken der Metalle, beim Ein- 
Ihlagen der Nägel, Einrammen der Pfähle u. |. w. vielfacher Gebraud) 
gemacht wird. Auf der anderen Seite wird aber durch den Stoß nidt 
allein mechanijches ArbeitSvermögen aufgezehrt, jondern aud) ein ftärferes 
Abführen oder Abnugen dev Mafchinentheile herbeigeführt und überhaupt die 
Haltbarkeit und Dauerhaftigfeit der Mafchinen und Bauwerke beeinträchtigt, 
jo daß es daher nöthig wird, denfelben ftärfere Dimenfionen zu geben, als 
wenn fie Zuge und Drüde, Gewichte u. |. w. ohne Stöße aufzunehmen hätten. 

In den Fällen der praftiichen Verwendung von Stoßwirkungen ift die 
geftoßene Maffe M, in der Regel in Ruhe, alfo cz — 0, und das Syſtem 
der ftoßenden Maſſen hat die lebendige Kraft M, c?, entiprechend einer 


2 
mechanifchen Arbeit A — 6) * — @ı h, wenn A bie der Geſchwindigkeit 


2 
c, entiprechende Geſchwindigkeitshöhe A — Er bedeutet. Der bei unela- 


ſtiſchen Körpern durch den Stoß erzeugte Verluſt an mechanifcher Arbeit 
beträgt nad) $. 359: 
/ c Gı G2 G, G, 

== — — — — h — — — 1 — —, 

A 29 GC, + @ 6 Gh + 6. G+ &% 


jo daß der Reit A” der in dem Syſteme nach dem Stoße verbleibenden 
mechanifchen Arbeit 

; G . 

"„ — — 4’ — 4 — — 

4 ara" 
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Der Betrag A’ wird auf Formveränderungen ber ftoßenden Körper, Hin 
gegen die mechaniſche Arbeit A” auf Bewegung reſp. Bervegungsänderung 
derfelben verwendet. Bei einer gemwiffen Größe der vor dem Stoße vor: 
handenen Arbeit A ift der Verluſt A’ um fo Heiner, je Heiner — _ 
G+@ 
d. i. je größer G, ift, wogegen ber Heft an mechaniſcher Arbeit A” um fo 
Heiner wird, je größer G, oder die geftoßene Maſſe ift. In der Praxis 
kommen eben fo häufig folche Fälle vor, wo man von der Arbeit A’ zur 
Formänderung Gebrauch) macht (zum Pochen, Prägen, Schmieden xc.), als 
andererfeitö ſolche Gelegenheiten, wo durch den Stoß Körper bewegt werden 
ſollen (Ranmen, Heben von Hänmern durch Daumen ꝛc.). Man wird 
daher die Anordnung fo zu treffen haben, daß in dem erfteren Falle A’ und 
in dem legteren Falle A” möglichft groß werde. Handelt es ſich z. ®. um 
die Formänderung eines Eifenftabes unter einem Hammer, fo. bringt der 
Stoßverluft A’ die nügliche Wirkung hervor, man wird daher durch eine 
hinreichende Größe von G;, d. h. durch ein großes Amboßgewicht die nicht 
beabſichtigte Wirkung von A” fo viel als möglid vermindern. Anders 
verhält es ſich Hinfichtlich der Daumenwelle, welche den zum Schmieden 
benugten Schwanzhammer betreibt. Die Daumen der Welle ftogen auf 
den Schwanz des Hammers, um legteren emporzufchnellen; es ift alſo die 
Abſicht, von der Arbeit A” zur Bewegung des Hanmers Nugen zu ziehen, 
und man wird daher ben nur auf ſchnelle Abnutzung der angreifenden Dre 
gane wirkenden Stoßverluft A’ durch ein großes Gewicht G, der Daumen- 
welle möglichft Herabziehen. Aus diefem Grunde erklärt ſich der Gebrauch 
ſehr ſchwerer Daumenmellen, fowie der Vortheil von Schwungmafien in 
ſolchen und ähnlichen Fällen. 

Um die fhädlihen Abnugungen der Mafchinentheile und das Zerſtört- 
werden derfelben in Folge von Stoßwirkungen nad) Möglichteit Herabzuziehen, 
hat man die ftoßenden Körper durch geeignete Mittel, etwa durch Einſchal— 
tung von Federn, zu möglichſt vollfonmen efaftifchen zu machen, um hierdurch, 
den Betrag von A’ zu Null zu machen (Buffer bei Eifenbahnfahrzeugen). 

Fig. 646. Schlägt ein fefter Körper AB, Fig. 646, 
auf eine unbegrenzte weiche Mafje CDC 
auf, fo drüdt er diefelbe mit einer gewiſſen 
Kraft zufammen, deren mittlerer Werth P 
ſich mittel8 der Tiefe XL = 5 ber Eindrin- 
gung beftunmen läßt, wenn man die Axbeit Ps 
des Eindringens gleich) dem Arbeitövermögen 
der trägen Maſſe des Körpers fegt. IM 
die Maſſe oder @ — 9M das Gewicht dieſes 
Körpers (AB) und © die Geſchwindigkeit, mit 


» 
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welcher er auf CDC aufichlägt, fo beträgt das Arbeitsvermögen feiner 
trägen Maſſe 


I = 
1, MU = — FR 


und es ift daher die gefuchte Beat mit weicher die weiche Maſſe zufam- 
mengedrückt wird: 





Mv? yA 
— 1 — — 
ha 8 298 6. 


Wenn man dieſe Größe durch den Querfchnitt F des Körpers dividirt, 
jo erhält man die Kraft, mit welcher jede Flächeneinheit der lockeren Maſſe 
zuſammengedrückt iſt, und welche folglich auch eine ſolche Einheit, ohne nach⸗ 
zugeben, tragen Tann: 


Der Sicherheit wegen belaftet man jedoch eine ſolche Maſſe nur mit 
einem fleinen, etwa dem zehnten Theile von p. 


2 
Führt man die Höhe A ftatt 37 in die vorige Formel ein, fo erhält man 


den Widerftand der weichen Maffe: 


P= = ‚ alfo für die Flächeneinheit: 9 — =. 


Die Kraft ober der bern P, welchen die lodere oder weiche Maſſe 
dem Eindringen eines ftarren Körpers AB entgegenfegt, ift in der Regel 
nicht conftant, fondern wächſt mit der Tiefe s des Eindringens. In vielen 
Fällen kann man annehmen, daß fie mit s gleihmäßig wächſt, und zwar 
anfangs Null und am Ende des Eindringens doppelt jo groß ift als im 
Mittel. Da nun in den gefundenen Formeln P den mittleren Kraftwerth 
angiebt, fo hat man folglid) den Widerftand der weichen Maſſe oder die 
Tragkraft P, berjelben doppelt fo groß, als diefe Formeln angeben, d. i.: 

P, =2P= 


zu fegen. 


Beifpiel. Wenn eine Handramme AB, fig. 646, deren Gewiht GT — 60 
Kilogramm ift, von einer Höhe A — 1 Meter auf eine Erdmaſſe herabfällt, und 
biefe beim legten Schlage noch 5 Millimeter zuſammendrückt, jo iſt die Tragtraft 
diefer Maſſe auf eine dem Querſchnitt der Ramme gleiche Fläche: 

Gh 60.1 
= T=00 —= 12000 Kilogramm. 

Wäre nun no der Cuerjchnitt Z’ der Ramme 0,12 Quadratmeter, jo würde 

folglih das Tragvermögen der Erdmaffe pr. Quadratmeter 
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P= z = Ir = 100000 Kilogramm 

Beiragen, wofut jedo der Sicherheit megen eima nur 71, PS 10000 Kilogramm 

anzunehmen ift. 


8.371. Einrammen der Pfähle. Durch Einrammen von Pfählen wie AB, 
Big. 647, erhält der Erdboden OD C ober eine andere Iodere Maſſe noch 
. eine größere Tragfähigkeit als durch bloßes Zus 
Big. 647. fammenftampfen. Solche Pfähle find 3 bis 
10 Meter lang, 0,2 bis 0,5 Meter did, und 
erhalten einen zugefpigten eifernen Schuh B. Der 
Körper M, der fogenannte Rammflog, Ramm- 
bär ober Hoyer, welchen man 1 bis 10 Meter 
hoch herabfallen und auf den Kopf des Pfahles 
aufſchlagen läßt, befteht in der Regel aus Guß—⸗ 
eifen, feltener aus Eichenholz und wiegt 5 bis 
20 Er. 
Fällt der Rammbär von der fentrechten Höhe 
h herab, fo ift die Geſchwindigleit, mit welcher er 
auf den Pfahl auffchlägt: 
1= V2gh, 
und ift fein Gewiht — @, ſowie das des Pfahles 
= 6, ſo hat man unter der Vorausfegung, daß 
beide Körper unelaſtiſch find, die Geſchwindigkeit 
derfelben am Ende des Stoßes (ſ. $. 356): 
Ge 
+4’ 
daher die entfprechende Gefchwindigkeitshöhe:: 


vꝰ @ * e⸗ @ 2 h. 
29 (+ @ -@# 5) 

Sinkt num der Pfahl beim letzten Schlage um die Tiefe s ein, fo iſt der 
Widerſtand des Erdreiches und alfo auch die Tragfähigkeit des Pfahles: 
_g 
sC+a 
oder vielmehr, da aud) das Gewicht & + 6 des Pfahles jammt Ramm⸗ 
bär dem Widerftande des Erdreiches entgegenwirkt : 

h @ 
P=,0rG 


= 











v 
P=,,0+ = 


+(@ +0). 
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In den meiften Fällen iſt @ + G, fo Hein gegen P, daß ber legte 
Theil der Formel unbeachtet bleiben kann. 


Iſt day Gewicht GC, des Pfahles viel Heiner al3 das Gewicht & des 
Rammbäres, fo kann man 





v= Ge _ c 
=7 74” 
und einfad) 
P= 2 @ jeßen. 


Die vorftehende Theorie reicht in der praftifchen Anwendung nur dann 
aus, wenn der Widerftand P ein mäßiger und folglich die Tiefe s des Ein- 
dringens nicht fehr Klein ift, fo daß die Zuſammendrückung des Pfahles u. ſ. w. 
außer Acht gelaffen werden kann. Iſt hingegen der Widerftand P fehr groß, 
und folglich die Tiefe s des Eindringens bei einem Schlage fehr Klein, fo 
läßt ſich die Zuſammendrückung A des Pfahles nicht mehr ald Null anfehen 
und muß daher mit in Betracht gezogen werden. 

Der Pfahl fängt natürlich nicht eher an zu finken, als bis die Kraft des 
Stoßes dem Widerftande P des Erdreiches gleich geworden iſt. Sind nun 


H— = und AH, = u die Härten des Rammbäres und des Pfahles 


(im Sinne des $. 360), fo beträgt bei der Stoßfraft P die Summe der 
geſammendrucuugen beider ze zuſammen: 


ı=5t+n=(Htm)? 


und es iſt daher die auf 9 Zuſammendrückungen verwendete mechaniſche 


Arbeit: 
pr 
— U, — 
L P ⸗ (+ nn +r)7° 


Wird nun durch diefen erften Zufammenftoß die Geſchwindigkeit c des 
Rammbäres in die Geſchwindigkeit v umgeändert, fo verrichtet die Maſſe 


M= 2 deflelben die mechanische Arbeit: 





2 — »? 
L=!jMc — 1,Mv = (c? — v?) 3 u (@ 29 - ) 6 
wir Können folglich) 


Fr) Gtm)r 


ſetzen, und erhalten 


c? 1 ı\ P? 
o-(#ta)e 
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folglich) die Gefchwindigfeit de Ramınbäres im Augenblick, wenn der Pfahl 
einzubringen anfängt : 


1 1 pP? 
= 2— 2 — — —. 
⸗ ° (+) 


Es ift hiernach zu ermeilen, daß diefes Eindringen des Pfahles (und 
ebenjo aud) eines Bolzens oder Nagel in eine Wand) nur dann vor fid) 
gehen Tann, wenn 


c3 1 ı\ pP? 
,e>(#+#)5 


ift, wenn alfo das Gewicht des Rammıbäres und die Geſchwindigkeit deffelben 
dem Widerftande des Erdreiches angemeſſene Größen haben. 

Während der Pfahl eindringt, nimmt die Stoßfraft und folglich auch die 
Zufammendrüdung des Pfahles u. f. w. fo lange zu, als die Geſchwindigkeit 
des Rammbäres noc größer ift als die des Pfahles; nachdem aber beide 
Körper eine gleiche Gefchwindigfeit v, erlangt haben, und die Stoßfraft ihr 
Marimum erreicht hat, fangen die Körper an, fid) allmälig wicder aus— 
zubehnen. Bei dieſem Ausdchnen wird die Geſchwindigkeit des Pfahles 
fowohl wie des Rammbäres vernichtet, indem die in diefen Maſſen ent- 
haltene lebendige Kraft zur Ueberwindung des Widerftandes verwandt wird, 
welchen das Erdreich den Eindringen des Pfahles entgegenfegt. Der Drud 
zwiſchen Pfahl und Rammbär wird während der Wiederausdehnung ftetig 
fleiner, und in dem Augenblide, in welchem er bis auf den Werth P des 
Bodenwiderftandes herabgegangen ift, hört jedes weitere Eindringen des 
Pfahles auf, indem die itbrige, durd) das völlige Wiederausdehnen zur Aeu⸗ 
Berung gelangende mechanifche Arbeit nur noch ein Zurückwerfen des Kanım= 
bärs bewirken kann. Es ift folglich, in dem gedachten Augenblide, wo der 
Drud des Rammbäres auf den Pfahl gerade wieder bis zu dem Werthe P 
vermindert und der Pfahl zu Ruhe gekommen ift, das ganze mechanifche 


2 
Arbeitsvermögen 5 G des Rammbäres durch die Arbeit 


1 1 \ P: 
65)* 
zum Zuſammendrücken und durch die Arbeit 
Ps 
zum Eintreiben des Pfahles um die Tiefe s verbraucht. 
Es ift alfo Hiernad): 
1 ı\ P 
,eeaelgtm)strr 
und daher die der Eindringungstiefe s entfprechende Tragkraft: 
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__f HA H+H 6 2_ eh 
2 (a) un; 77 Tr ) 
Wäre die Zuſammendrückung 4 =) zZ bedeutend Feiner als der 
H H/2 
Weg s des Pfahles, fo könnte man einfach 


_2®°G_Gh 
P= 3, 3 "7 oder ſchärfer 
P= — — — ſetzen. 
H H,/ 28 
Vergleicht man die Arbeit 
Gh 
Ps= 


1 ı\ P 
4(atm)% 
bes eindringenden Pfahles mit der Arbeit Gh, welche das Aufheben des 
Rammbäres erfordert, fo fieht man, daß fich diefelbe der legteren um fo nıehr 
nähert, je kleiner (5 + = 55 ausfällt, je größer aljo die Härten 
H= — und H, = a des Rammbäres und des Pfahles, d. i. je 
größer die Querſchnitte F und Fi, fowie die Elafticitätsmodel Z und E, 
und je Heiner die Yängen 7 und I, diefer Körper find. 

Die Wirkungen diefer beiden Körper durd) ihre Gewichte kann man ganz 
außer Acht laſſen, da die legteren in der Regel gegen den Widerjtand P 
nur Hein find. Ebenſo läßt fich die Arbeitsfeiftung beider Körper, welche 
« diefelben in Folge ihrer, wenn auch nur unvollkommenen Elaſticität äußern, 
nachdem der Pfahl zur Ruhe gekommen ift, vernacjläffigen, da der durd) die 
weitere Ausdehnung der Körper zurückgeworfene Rammbär beim Zurlidfallen 
und Wiederaufichlagen auf den Pfahl nicht im Stande ift, P zu über: 
winden und den Pfahl in Bewegung zu fegen. Der Sicherheit wegen 
belaftet man die eingerammten Pfähle nur mit 1/0 des gefundenen Wider: 
ftandes P, oder nad) Befinden noch ſchwächer. Nach neuerlich angeftellten 
Verſuchen vom Herrn Major John Sanders im Fort Delaware (brief: 
liche Mittheilung) läßt fic der Widerftand annähernd einfad) 


Gh 
P= 35 jegen. 
Beifpiel. Ein Pfahl von 0,1 Quadratmeter Querſchnitt, 8 Meter Länge 


und 600 Filogramnı Gewicht ift durch einen 2 Meter hoch herabfallenden Rammbär 
von 1000 Kilogramm Gewicht bei der legten Hige von 10 Schlägen noch 50 Milli; 
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meter tiefer eingetrieben worden. Welche Größe hat der MWiderftand des Erd» 
reihe8? Sieht man von der unbebeutenden Zufammendrüdung des gußeijernen 
Rammbäre ganz ab, und fegt man (nad $. 218) den Glafticitätemodul des 
Holzes E) = 110 Kilogranım, fo erhält man: 

1/1, 1\_ u _ 8000 _\ ap 

2 (stm) =0+r 2F, E, 2.100000. Tdo — 90000361. 
Da ferner @h = 1000 . 2000 = 2000 000 Millimeterfilogramm und die Tiefe 
des Eindringens nad einem Schlage s — 5 Millineter ift, jo erhält man zur 
Beſtimmung des Widerftandes 2 folgende Gleichung : 


1,1, ı 

—- ll —_ — 2 — 44 

F +z)P PSS Gn, b. i. 
0,0000864 P2-+ 5 P = 2000000 oder P2-+ 137 363 P— 54915000000. 
Die Auflöfung derjelben ergiebt: 

P = — 68682 + V59662220000 — 175577 Kilogramm. 


Nah der Sanders'ſchen Formel if: 
P= Gh = == — 133333 Kilogramm, 
wogegen bie erft angegebene einfache Rechnung 
P— Gh 6 @h __ 1000 2.000.000 
AG +@a) G+G, s "100 5 
liefern würde. 
Aus P = 175577 Kilogramm ergiebt id: 


1 2 um: , 
(z + Hr) Z — 1122110 Millimeterfilogramm, 
1 ⸗ 


und daher die Höhe, von welcher der 1000 Kilogramm ſchwere Rammbär minde⸗ 
ſtens herabfallen muß, um den Pfahl bewegen zu können: 


2 
h= (4 + H Er = u — 1,122 Meter. 
Absolute Stossfestigkeit. Mit Hilfe der Arbeitöniodel der Ela— 
fticität und Feſtigkeit (ſ. F. 212) kann man nun aud) beredjinen, unter 
Big. 618, welchen Bedingungen ein ftangenförmiger Körper AB, Fig. 648, 
durch einen in feiner Axenrichtung gefithiten Stoß bis zur 
Elaſticitätsgrenze ausgedehnt oder nad) Befinden zerriffen wird. 
Sei G das Gewicht des ftogenden Körpers von der Maſſe M 
und c die durd) das Herabfallen von der Höhe A erreichte Ge⸗ 
ſchwindigkeit deffelben, und bezeichne GC, das Gewicht einer an 
dev Stange AB hängenden geftoßenen Maſſe Mı.. Wenn 
man die Mafle der Stange AB vorläufig vernadjläffigt, fo 
berechnet fic) die gemeinfane Geſchwindigkeit v, mit welcher 
beide Maſſen M und M, nad) dem Stoße fich bewegen, zu: 
vo Mc _ __Gc | 
_Na+M G+16, 
Bermöge diefer Gefchwindigfeit enthalten diefe Maflen bie 
lebendige Kraft : 


— 250000 Rilogramm 
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v2 Il Me 
entiprechend einer mechanischen Arbeit : 
@? c? G®h 


Tiefe mechanifche Arbeit wird zu einer Ausdehnung der Stange AB 
verwendet, an welcher der geftoßene Körper hängt. Bezeichnet F’ den Quer— 
fchnitt, 7 die Yänge und A die hervorgerufene Ausdehnung der Stange, ſowie 
E den Clafticitätsmodul des Materials, fo ift die zur Erzeugung der Ber- 
längerung A erforderliche Kraft P gegeben durch: 

P= 2 EF 
und die zu diefer Ausdehnung erforderliche mechanifche Arbeit nad) $. 212: 
1 42 * 
3 PA — 57 EF. 
Man hat daher, um A zu finden, diefe zur Ausdehnung erforderlidye Arbeit 
gleich, der vorhandenen Z zu fegen und findet: 
42 — 
Te er 
Soll der Stab durd) den Stoß nur bis zur Elafticitätsgrenze ausgedehnt 


werden, jo hat man # — 6 zu feßen und findet 


l | 
G’h A? 1 
— — — — — 2 . a 
Graz EF=59 E.FI AV, 


wenn 9 das Volumen FT des Stabes und A den Arbeitsmodul h 0E 


der Clafticitätsgrenze für Zug bedeutet. Hieraus folgt die Fallhöhe des 
Gewichtes G, bei welcher eine Anftrengung des Materials bi8 zur Elaſtici— 
tätögrenze eintritt, durd) die Formel: 

G + 6 

h= ga .AV. 

Soll der Stab bis zum Bruche ausgedehnt werden, fo Liefert diefe Formel 
die erforderliche Fallhöhe, fobald man anftatt A den Arbeitsmodul B für 
das Zerreißen einführt. Man erfennt aus obiger Formel, daß bei einem 
beftimmten 9 und G die Fallhöhe A des legteren um fo größer werden 
kann, je größer die geftoßene Mafje oder deren Gewicht Gr, if. Setzt man 
3.3. G, einmal verfchwindend Flein gegen @ (3. B. wenn der Etab AB 
nur mit einem vorftehenden Bunde zum Auffangen von G verjehen ift), ein 
andermal glei G, jo muß im Icgteren Falle das Gewicht doppelt jo hoch 


A 
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berabfallen wie im erjteren, wenn in der Stange in beiden Fällen gleiche 
Cpannungen hervorgerufen werden follen. Aus diefem Grunde fol man 
Körpern, welche ftarfen Stößen ausgefegt find, möglichft große Maffen 
geben. 

Die von ben Maſſen M und M, ausgeübte Yeiftung ift ftreng genommen 
etwas größer, al8 oben beredjnet worden, weil diefe Maſſen während bes 
Stoßes noch um die Größe A finken, daher hat man genauer: 

Ä _@h 
L= GLG +(@ +6) A, 
und aljo fir den Fall, daß durch den Stoß die Elaſticitätsgrenze erreicht 
wird: 
G!h 
eG. ter mA 

Wenn die Maffe M, und das Gewicht G, der Stange AB nicht fo 
Hein find, um fie vernachläffigen zu fünnen, jo hat man die Gefchwindigfeit v 
und die Icbendige Kraft der Maffen nad) dem Stoße in folgender Art zu 
beftimmen. Bezeichnet wieder v die Gefchwindigfeit, welche den beiden 
Gewichten F und Gi nad) dem Stoße innewohnt, fo hat der Endpunft B 
der Stange AB ebendiefelbe Gefchwindigfeit v, während der Punkt A ber 
Stange eine Geſchwindigkeit Null hat. ‘Dem entjprechend hat jedes Maflen- 
theilchen Om der Stange, welches um die Größe x unterhalb A liegt, die 


Geſchwindigkeit ne. Hiernach ergiebt fid) da8 Bewegungsmoment der 
Stange ($. 356): 
I 
/ Om x 
0 


und ihre halbe lebendige Kraft: 


1 
1 ® 2 
J3(°) 
0 
Setzt man hierin 9m = yYFEz, fo folgt da8 Bewegungsmoment der 


Stange: 


I 


U 
? 202 —yF? —ıE, _M 
a ze „’=7z’ 


0 


und die halbe lebendige Kraft derjelben : 


3 ı 

‘1 v 1 _v? vyFlve Mt: 

_ _ — _yF—_ 2 — — - — 2... 
[zrr(@=) 0e=syr% | = x 5375735 
0 


0 


—. 
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Nah Einführung diefer Werthe folgt die Geſchwindigkeit v nad dem 
Stoße zu: 
2 — Mc — @c 
"+mM+S o+a+® 
und die in dem ganzen Syfteme nad) dem Stoße enthaltene mechanifche 
Arbeit: 


(++ 3) = 


DK. (+ +7) 7) 


jo dag für die Ausdehnung A bis zur Elafticitätsgrenze die Gleichung gilt: 


L= a/r=(6+ +] ; 6) (ra) h 


G+ 6 +3 % 


1 
+ (6 +6 +5) 
Ein ähnlicher Fall der Stoßwirkung kommt dann vor, wenn eine bewegte 


Maile M =[, Fig. 649, mittel8 einer Kette oder eines Geiles AB eine 


andere Maffe M, = 2 in Bewegung fegt. Iſt c die Geſchwindigkeit von 


Fig. 649. 





M in dem Augenblide, wenn das Seil geſpannt wird, und v die Geſchwin⸗ 
digkeit, mit welcher beide Maffen nad dem Stoße zufammen fortgehen, jo 
hat man wieber: 

M Ge 
MM G+6G' 
dagegen aber die Arbeit, welche auf die Ausdehnung dev Kette verwendet 
wird: 

L=1,Me — ı,(M + M)v! = (#— 


__MM © _ _G@6Gı 
_M+M2 G+6G 
Wenn daher die Kette u. |. mw. bei diefem Zuſammenſtoßen nur bie zur 
Elaſticitätsgrenze ausgedehnt werden ſoll, jo läßt ſich 


v — 


) 
M+M/)2 
h. 
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_.66G 
AFIl= —7 LG h 


jegen, wobei F den Querſchnitt und J die Yänge der Kette bezeichnet. 


Beilpiele. 1) Wenn bei einer Kettenbrüde zwei gegenüber befindliche Hänge: 
ftangen zujanımen ein conftantes Gewicht von 2500 Kilogramm fragen und durd) 
einen darüber wegfahrenden Wagen noch mit 3000 Kilogramm belaftet werden, 
wenn ferner der Arbeitsmodul A der Clafticitätögrenze des Schmiedeeijens 
0,0044 Millimeterlilogramm, die Länge einer Hängeftange 5 Meter und der 
Querſchnitt derjelben 0,001 Quadratmeter beträgt, jo bat man die gefährliche 
Fallhöhe: 

646 2500 + 3000 242 u: 
h= 14V= TR 0,0044.5000..1000.2= "5 — 26,9 Milim. 
Rollt biernah der Wagen Über ein Hindernig von 26,9 Millimeter Höhe weg, 
jo werden die Hängeftangen ſchon Gefahr laufen, tiber die Klafticitätögrenze 
hinaus ausgedehnt zu werden. 

2) Wenn das gefüllte Yördergefäß oder die jogenannte Zreibetonne in einem 
Schachte nicht allinälig aus der Ruhe in Bewegung geſeht wird, jondern mittels 
des vorher ſchlaff herabhängenden Seiles plögli von dem umlaufenden Korbe in 
eine gewifle Geichwindigfeit verjegt wird, jo dehnt fi) dadurch das Seil oft bis 
über die Glafticitätägrenze aus, und es wird dafjelbe zuweilen auch ganz zer: 
riffen. Sit 3. B. die träge Maſſe der armirten Korbmwelle, reducirt auf den Um— 
fang derjelben, M = . = = das Gewicht der gefüllten Tonne G, = 
1000 Kilogramm, da8 Gewicht des Zreibjeiles — 200 Kilogramm, dad Gewicht 
eines Kubitmillimeters Seil — 0,000008 Kilogramm, folglid das Volumen 


dieſes Geiles: 
V — Fi = 7 — — 25000000 Eubitmillimeter 


und der Wrbeitsmodul für das Zerreißen des Seile B — 0,25 Millimeter: 
kilogramm, jo hat man die dem Zerreißen des Seiles entſprechende Geſchwindig- 


feitshöhe: 
— 6461 50000 + 1000 
h=BV zz 50000 . 1000 
und daher die Geſchwindigkeit des Seiles bei Beginn des Anſpannens: 


e=V2g9k =V2. 9,81. 6,375 — 11,184 Meter. 








G, 200 





— 0,25 . 25000000 — 6,375 Meter, 


Relative Stossfestigkeit. Die vorftehende Theorie findet auch ihre 
Anwendung, wenn ein an beiden Enden unterftiigter prismatifcher 
Balfen BB, Fig. 650, in feiner Mitte C den Schlag eine8 von der Höhe 
AC = h niederfallenden Körpers A aufnehmen muß. Iſt & das Gewicht 
der ftoßenden Maſſe M und G, das Gewicht des Balkens, deſſen Maſſe AM, 
ift, fowie ce — Y 29% die Gefchtwindigfeit, mit welcher die Maſſe M auf 
den Balfen BB aufichlägt, fo läßt ſich die Rchnung folgendermaßen führen: 
In Folge des Stoßes biegt fid) der Balfen BB, Fig. 651, nad) unten 
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durdy und zwar beträgt die Durchbiegung in der Mitte bei einer Kraft P 
daſelbſt, und wenn die ganze Länge mit bezeichnet wird, nad) $$. 235 und 241: 
P 


Pl: 


Fig. 650. 


Or dig. 681. 





In einem beliebigen anderen Punfte N im Abftande x von der Mitte C 
beträgt die Durchbiegung (vergl. $. 235): 


_ pı hPfl, = 
N==y-7 WE we - 5) 


P13 67? x’ 
=awm;(! - „rt 5) 

Da nun Die Durchbiegung e in N in derſelben Zeit herbeigeführt wird, 

in welcher die Durchbiegung s in der Mitte entfteht, jo muß man annehmen, 


daß das Berhältnig der Durchbiegungen - auch glei dem Verhältniſſe der 


Gefchwindigkeiten ift, mit welchen die Punkte D und O ſich nad) dein Stoße 
bewegen. Wenn man daher mit v die Gefchwindigfeit in der Mitte und 
mit v, diejenige im Abftande x bezeichnet, fo hat man zur VBeftimmung von 
tz die Gleichung: 


v® 8 1 62? 23 
2 2 23 72 13 . 
q £ 7 x | 17 


Um nun die — v > nad) dein Stoße zu finden, ift zunächſt 
das Bewegungsmoment des Balkens zu ermitteln. Iſt wieder 9m — yFdx 
ein Element des Baltens, fo hat man das Bewegungsmoment einer Balken⸗ 


hälfte gleich | | 
0 
LE) 


372 413 
Welsbach's Lehrbuch der Mechanik. L 68 


‚vu — 





1% 


ja 
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und das Bewegungsmoment beider Hälften zufammen gleich Mm, v. Es er: 
giebt ſich daher die Geſchwindigkeit v in der Mitte nach $. 356 durch: 
Mc = (m + 2 m.) v, woraus 
v—= —— —— folgt. 
M+ 5 Mı G+ 5 G 
Die lebendige Kraft eines Balfenelementes Om, deſſen Geſchwindigkeit v; 
ift, beftimmt fi) nunmehr zu 
2 3\ 2 
Omv.?=yFor.v? (1 — = Ir): 


folglich ift diejenige in beiden Baltenhätften gefunden durch: 


9 4 x3 
ars [{i- te, 


Der Werth des Integrale ift 


2 


—u 
* 











I 

7 

12 x? 36 x 823 48 x5 16 z° 

tr + 7 rn + )?% 
17 

1 lt! ra 34 + = 70° 


Dies eingeführt, liefert die lebendige F des Balkens gleich: 


17 17 
_ 2 
2yFv. nz 35 Mi vꝰ. 


Da die ſtoßende Maſſe M die lebendige Kraft Mv? enthält, fo beträgt 
die in dem ganzen Syſteme nach dem eh vorhandene ige Kraft 


(+ m)e = (M+z + M) (Br + % m)" 


oder die darin enthaltene mechanische eb 


17 
(+) leere)" 
Bei einer Durchbiegung de8 Balkens BB von der Länge ' durd) die 


ae. PB 
Kraft P um die Größe s — iSWE 
der Größe: 





ift eine Arbeit zu verrichten von 


13 
1ı,P.s— ı,Pı —— 
are gwE 


welche Arbeit gleich Z zu fegen ift. 
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Wenn man die Bedingung ftellt, daß der Balken durch den Stoß bis zur 
Slafticitätögrenze angeftrengt werben ſoll, fo ergiebt fich P aus der Gleichung 
(f. $. 241): 

—=4T ” 
le 
worin T den Tragmodul bezeichnet. 

Setzt man diefen Werth ein, fo folgt die zur Durchbiegung des Balfens 
bis zur Elafticitätsgrenze erforderliche mechanifche Arbeit zu 

U, em. ?__, DW wi 
Bw Tr ewE "Era ige 





1; pP? 


unter A den Arbeitsmobul der Elafticitätögrenze 2 verftanden. Dan hat 
daher die Gleichung: 


= 4154-0 + 50) (ara) 


woraus bie Höhe % ſich beftimmt, von welcher da8 Gewicht G herabfallen 
muß, um den Balfen bi8 zur Elafticitätsgrenze anzuftrengen. Insbeſondere 
ift für einen prismatifchen Balken von der Breite db, und Höhe A, des 
Duerfchnittes : 

wi b, hr b, hıl Vv 


— _ 1 0 Io — 


Be? 12 6) 9 9 


wenn V das en des Sen bedeutet, daher bat man: 


2 
(+39) (rna)* 
(HH) (ar 
Fur einen linden —* vom Halbmeſſer r hat man: 


mM_arl _anmı_Vv 
Ja 3.4. 34rn 12 12 
und daher: 


a (et) er) 


Soll der Balten durch den Stoß bi8 zum Bruche beanfprudt, die Span⸗ 
nung alfo bis zur Teftigkeit AK gefteigert werden, fo hat man in obigen 





2 
Formeln B = anftatt A einzuführen, ebenfo wie diefe Formeln gültig 
bleiben für irgend eine Spannung % ber äußerften heſern ‚obatd man darin 
für A den betreffenden Arbeitsmodul diejer Spannung 2 z, nführt. 


Fr 
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In obigen Entwidelungen ift die Arbeit vernachläffigt worden, welche die 
Gewichte G und G, noch vermöge der Durchbiegung verrichten, iſt dieſe 
Arbeit, wie z. B. bei Brliden, wo G, bedeutend ift, nidjt zu vernadjläfligen, 
fo hat man dem Ausdrude für Z u den Werth 


13 
EEE let J— 


8 V h 
=(@ +5 i8 Gı) —— 


hinzuzufügen, fo daß die allgemeine Gleichung übergeht in: 
1kıWwıi_ 17 GE 2 *) 
3535 (® t35 )(G +97; 5) Hg 


Beifpiel. Wie hoch muß ein eifernes Gewicht F — 100 Kilogramm herab: 
fallen, um eine an beiden Enden aufliegende Gußeilenplatte von 1 Meter Länge, 
0,3 Meter Breite und 0,08 Meter Stärke zu zerſchlagen. 

Das Volumen V der Bußeijenplatte beträgt: 

— 100 . 300 . 80 = 24000000 Eubilmillimeler 
und daher ihr Gewicht bei dem fpecifiiden Gewichte 7,5 des Gußeiſens: 
G, = 180 Rilogramm. 
Der Arbeitsmodul de& Zerreißens für Gußeiſen beiträgt nad 8. 218: 
1 K? 1 132 
3 E75 100 — 90, 
daher hat man für die fraglidhe Höhe: . 
BYV __ 0,0084 . 24000000 __ 17 100 
97 9 — (100 +5 ; 180) (SF % m +%- L 


oder: 22400 = 1874 .0,221h; h= 540 Millimeter. 


n Er 


Torsionsfestigkeit gegen Stoss. Es laffen fid) aud) die Wir- 
tungen des Stoßes auf die Zorfion der Wellen unterſuchen. Nach $S. 269 


und 271 ift die mechanische Arbeit, welche die Verdrehung einer Welle um 
den Winkel & erfordert: 
Paa 8? Wi 


leg gr 


— 


*) In der vorſtehenden Unterſuchung ift die Spannung vernachläſſigt, welcher 
der Balken jchon vor dem Stoße durch feine Eigenlaft ausgejegt iſt. Beträgt 
diefe Spannung in der Mitte A, und darf aljo eine Steigerung derfelben nur 
um k— k, = k, eintreten, wenn k die höchſtens zuläjjige Spannung bedeutet, 
fo muß man auf der linfen Seite obiger ®leihung anftatt &2 den Werth 
(k, + A)? — kr 2k,ky + K2 einführen. Dies ift bei Brüden von bejon- 
derer Michtigleit, bei welchen das bedeutende Eigengewidht von vornherein ſchon 
eine beträchtliche Faſerſpannung &, hervorruft. 
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worin S die größte Yaferfpannung und e den größten Abftand der Fafern 
von der Drehare, 7 die Yänge der Welle und W ihr Drehungsmontent be: 
deutet. Insbeſondere ift für eine cylindriſche Welle: 


und für eine Welle mit quadratiſchem Duerfchnitte von der Seitenlänge b: 


n- 0, _ 27V 
920 m'’T72303 
6-> 


Wird die Welle bis zur Cfafticitätsgrenze oder bi zum Bruce ans 
2 
geitvengt, fo hat man fitr 7 rejp. den Arbeitsmodul der Clafticitätögrenze 


A ober ben bes Abwürgens B zu ſetzen. 
Stößt nun eine umlaufende Rabwelle, deren auf den Angriffspunft des 


Stoßes reducirte Male M= r ift, gegen die vuhende Maſſe Mi —= = 
mit der Geſchwindigkeit c, fo gehen beide nachdem Stoße mitder Geſchwindigkeit 
Mc Ge 


"Turm 0+4 - 
fort ($. 358), und es geht hierbei die mechanifche Arbeit 
GG, € 
L= — — 
G+ Gı 29 
verloren ($. 359). Dieſe mechanische Arbeit Z wird auf die Torſion der 
Welle und auf die Biegung dev Radarme verwendet, deshalb ift die Summe 
der Hierzu erforderlichen Arbeiten gleich dem Stoßverlufte zu fegen, was zu 
der Gleichung führt: 
GG cc 82 wi 8? Wil 
G+G29 20 8 T2EB3E 
Hierin bebeutet S, die größte Biegungsſpannung in den Armen, W, das 
Maß des Biegungsmomentes ſämmtlicher Arme, 7, die Länge eines Armes 
und e, den größten Faſerabſtand eines folchen von feiner neutralen Are 
($. 224). Für die im Querſchnitte vechtedigen Arme ift 





Wu _ 9 bh _dhh _ Vi 
a, = — 7553 — —— * Tv 
3e, 12 3(3 9 9 


wenn A, die Höhe des Armquerſchnittes in der Radebene gemeſſen, d, die 
Gefammtbreite arial gemeilen und V, das Volumen aller Arme bedeutet. 
Hiernad) folgt bei Annahme vierkantiger Radarme für eine cylindriſche Welle: 
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ah _ sv Ss? v, 
Gr a3 202 t3E9 
und für eine Welle mit ee ea 
6 ?_B8V v’ı SV, 
G+M290 2 T 3 2E 9 
Die Volumina 9 und 9, ftehen in einem gewiflen Zuſammenhange mit 
einander, welcher dadurch ausgedriidt wird, daß das Biegungsmoment der 
Arme gleich dem Torfionsmomente der Welle if. Hiernach hat man: 
k Z —kı a, 


woraus ; 
rd? bı h; 
k 16 = —XE 2; vefp, k —— Vz = kı 6 


d? 
Setzt man für 9 die Werthe * reſp. d23 und für 9, denjenigen 


b, hl, ein, fo erhält man jchlieglid): 
Ga _ Kr nd kr bhhlı 
Grad 208 tan 9 
fir eine cylindrifche Welle und 
GH a _ mu, Kbhl 
G+G20 203 "2aE 9 
für eine Welle mit quadratischen Querſchnitte. 
Aus den vier legten Gleichungen Laffen fich, wenn noch das Verhältniß 


der Armdimenſion » = 71 gegeben ift, die Stärke d oder b der Welle, ſowie 
1 


diejenige A, der Arme beftimmen. Hierbei find die höchſtens zuläffigen 
Spannungen k und k, aus 88. 271 und 218 zu entnehmen. 

Beifpiel. Die auf den Angriffspunft des Daumens reducirte Maffe eines 
Hammerrades EM = 100 und die auf denfelben Punkt reducirte Mafie 


12000, Die Länge der Welle zwilhhen dem Daumen: 








des Hammers M, = 


franze und dem Rade beträgt 1 —= 5 Meter und die von jedem der 16 Radarme 
ı, = 3 Meter. Wenn der Hammer bei jedem Anhube von den Daunen mit 
0,6 Meter Geſchwindigkeit ergriffen wird, welche Stärlen find der hölzernen Welle 
und den hölzernen Armen zu geben für den Fall, daß in der Welle die höchſte 
Schubſpannung k = 0,1 Kilogramm und die gröhte Biegungdjpannung der 
Arme k, = 1 Kilogramm betragen joll? 

Man hat zunädjft: 

' nd? b, h! 


ml 
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oder, wenn d, = 16,Ah, = 16.%,h, = 12h, gejekt wird: 
a ds 12 Ah? 


0,1 — = —— =24). 


16 6 


8 
V 16.2 
d=h 01.317 65h. 


Man erhält nunmehr dur Einfegen obiger Werthe in die für die cylindrifche 
Melle entwidelte Formel: 
100000 ..12000 600% _ 0,12 8,14 d2 5000 12 12%, A, 3000 
112 000 2.9810 2.400 8 2.1100 9 
oder: 
196592 — 0,025 d? + 1,818h,? = 0,025 .4,66?h2 + 1,818 h2 — 2,361 h?. 
Hieraus folgt 


Hieraus folgt: 





„, — 1/1965%2 

ı my 261 
daher die Breite jedes Armes %, A, = 0,216 Meter und die Wellenftärte 
d = 4,66 Rh, = 1,345 Meter. 


— 288,6 Millimeter, 





Ueber Stossfestigkeit im Allgemeinen. Bei foldhen Conftruc- $. 375. 
tionen, welche Stößen auögefegt find, genligt e8 nicht, die Dimenfionen der 
einzelnen Organe den im vierten Abfchnitte entwidelten Bedingungen gemäß 
hinreichend ftarf zu machen, fondern es ift dafür noch die Unterfuchung von 
befonderer Wichtigkeit, ob die einzelnen heile auch im Stande find, der 
dynamifchen Anfpruchsweife entfprechend, genügende mechanifche Arbeit zu 
entwideln. Wie aus den vorftehenden Ermittelungen (88. 372 bis 374) 
ſich ergiebt, ift die von einem Conftructionstheile geleiftete Arbeit außer von 
den Materiale wejentlic, von feinem Volumen abhängig. Während bei der 
ftatifchen Inanfpruchnahme durch ruhende Kräfte die Widerftandsfähigfeit 
eines Körpers abhängig ift von der höchſtens zuläfjigen Spannung k des 
Materiald und von den Duerfchnittsverhältnifien, ift die Feſtigkeit gegen 


2 7 
Stoßwirkungen eine Function der Größe reſp. Dund des Volumens. Es 


werden daher beim Conſtruiren hinſichtlich der Auswahl des Materials und 
der Formbeſtimmung verſchiedene Regeln gelten, je nachdem ein Conſtruc⸗ 
tionstheil gegen ruhende Kräfte oder gegen Stöße wiberftehen fol. Während 
bet ftatifcher Inamfpruchnahme dasjenige Material ein vorzligliches genannt 
werden muß, für welches die zuläffige Spannung % einen möglicht hohen 
MWerth annimmt (Gußeifen für Drud, Schmiedeeifen und Stahl für Zug 
und Drud), wird man bei dynamifchen Anftrengungen ſolchen Materialien 
den Vorzug einräumen, bei welchen der Arbeitsmodul der zuläffigen 


2 
Spannung 5 = reſp. groß iſt, d. h. bei welchen x möglichſt groß 
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im Verhältniß zu Z oder C ausfällt. Da die höchſtens zuläffige Spannung 
k in der Regel ein aliquoter Theil von der ber Elaſticitätsgrenze ent⸗ 
fprechenden Spannung T zu fein pflegt, fo fan man auch die Bedingung 
hinftellen, daß das Material einen möglichft großen Arbeitsmodul ber 
Elafticitätsgrenze, d. 5. bei einem möglichft großen Werthe von 7 auch 
eine bedeutende Ausdehnung bis zur Klafticitätsgrenze haben müſſe. Im 
dieſer Beziehung eignen fi) namentlid) gewiffe Stahlforten (nicht alle, da 
manche Stahlforten fehr fpröde find) und Schmiedeeifen, beſonders recht 
zähes, zu Draht gezogened oder Blech gewalztes. Nimmt man außerdem 
auf die Preife Rüdfiht, jo nimmt das Holz in dieſer Hinficht eine hervor⸗ 
ragende Stellung fogar vor dem Gußftahle ein. Der Arbeitsmodul des Holzes ift 
nad) $. 218 gleich 0,0015, der des Gußftahls 0,072. Nimmt nıan nun den 
Preis einer Bolumeneinheit des Gußftahls auch nur 70mal fo groß an, als 
den einer VBolumeneinheit Holz, jo wiirde, auf gleichen Koftenaufwand be= 
zogen, das Holz zum Stahle ſich Hinfichtlich feiner Arbeitsleiftung wie 
70 . 0,0015 zu 0,072 oder wie 105 zu 72 verhalten. Wenn aud) dies 
Verhältniß wegen der fchwierigeren, bedeutende Berfchwächungen herbeiführenden 
Derbindungen des Holzes, wegen deſſen Vergänglichkeit ꝛc. nicht fo günſtig 
ift, fo rechtfertigt fich doch die häufige Verwendung des Holzes für jolche 
Conftructionen, welche den auf fie einwirkenden Stößen wiberftehen follen, 
ebenfo wie für vorlibergehende Ausflihrungen. 


Was die Form der Körper anbetrifft, jo ift bei der abfoluten Stoß- 
feſtigkeit ber Arbeitswiderftand lediglich von dem Volumen abhängig($.372). 
Auf die Form des Querfchnittes der gezogenen Stangen kommt es dabei, 
ebenfo wie bei der ftatifchen Inanſpruchnahme, gar nicht an, vorausgefegt, 
daß der Querfchnitt auf der ganzen Länge gleiche Größe behält. Mit der 
Länge wächſt alfo der lebendige Widerftand im directen Verhältniffe, was 
bei der Anftrengung durch ruhende Kräfte keineswegs der Fall ift. 


Wenn der Querſchnitt der betreffenden Stange nicht in allen Punkten 
der Ränge diefelbe Größe hät, vielmehr an einer Stelle geringer ift, fo kann 
der Arbeitswiderftand der Stange wefentlich fich vermindern, und zwar in 
viel ftärferem Verhältniſſe, als unter den gleichen Umftänden der Widerftand 
gegen eine ruhende Belaftung fic vermindert, wie die folgende Betrachtung 
zeigt. Ä " 

Set AABB, Fig. 652, eine bei AA befeftigte Stange vom Querſchnitte 
F und der Länge 7, welche einer Stoßwirkung etwa dadurd) ausgefegt ift, 
daß ein Gewicht & beim Herunterfallen von der Höhe A auf einen vor- 
ftehenden Bund ZE der Stange fchlägt. Yestere kann dann eine mechaniſche 
Arbeit aushalten: 


L=-Gh=-AFI= AV, 
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ehe die Faſern bis zur Eflafticitätsgrenze angeftrengt werden. Denkt nıan 
fi) nun den Duerfchnitt der Stange an irgend einer Stelle UC, etwa 
ggg fo wird, wenn in diefem Querſchnitte bie der Elafticitätsgrenge 
— entſprechende Spannung T vorhanden ift, in allen übrigen 





Die von der Stange geleiftete Arbeit beträgt daher, wenn der 
Einschnitt fehr ſchmal ift: 

12, _1 #7 

BE | 2E 

Wirde man die Stange überall auf die Stärle DD ab⸗ 

— drehen, jo witrde an allen Stellen die Spannung T vorhanden 

| fein, der Arbeitswiderftand beſtimmt fich daher für diefen Fall zu 


vV=wA.V=u!Ll. 


2 E L)=ı2 uFl=4A.uV=ul. 
2E 
Wäre z.B. a = ?/,, fo hätte man 
In ="sL 


für die eingefchnittene Stange und 
L=®!, L=1WueL 
für die durchweg abgedrehte Stange. 

Es ergiebt ſich hieraus das eigenthümliche Refultat, daß der lebendige 
Widerftand einer Stange durch theilweife Verftärkung derjelben 
verkleinert werden kann. Gleiches gilt auch für die velative Inan⸗ 
ſpruchnahme durch Stoßwirkungen. 

Wird ein prismatiſcher Körper durch eine Stoßkraft auf Zerbrechen bis 
zur Elaſticitätsgrenze beanſprucht, fo iſt (ſ. $. 373) die Arbeitsleiſtung deſ⸗ 
ſelben 


wi 
18475 
Fur einen rechteckigen Querſchnitt geht dieſer Werth über in 


bhl V 

L=A 7, = A re 
Man fieht Hieraus, daß der lebendige Widerftand eines vectangulären 
Prismas derjelbe bleibt, ob man die größere oder die Heinere Duerjchnitts- 
ſeite in die Richtung der Stoßfraft legt. Eine Blechplatte alfo Leiftet gleich 
viel Arbeitöwiderftand, ob fie flach oder hochkantig geftellt wird, was bei ber 
ftatifchen Anftrengung nicht der Fall iſt. Auch folgt aus dem Vorhergehenden 
die intereffante Beziehung, daß ein Träger, welcher einen beſtimmten lebendigen 
Widerftand gegen Stöße äußern fol, um fo Fleinere Querfchnittsdimenfionen 
haben darf, je größer feine Fänge ift, während bei der ftatifchen Bean- 


Fig. 659. durch Eindrehen, auf den Querſchnitt DD PF verſchwächt, j 


nicht geſchwächten Stellen die Spannung k A 7 ftattfinden. 








— — — — — 
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ſpruchung durch ruhende Kräfte eine beftimmte Widerftandsfähigfeit bei ver- 
größerter Trägerlänge nur durch entfprechende Vergrößerung der Quer- 
dimenjionen erlangt werben Tann. 

Legt man indeß einen Balken von quadratifchen Duerfchnitte mit ber 
Seite b fo auf, daß die Diagonale in die Richtung der Stoßkraft fällt, fo 
ift, da e! — la b? ift, 

wi b*l v 
zit 
alfo nur halb jo groß, wie bei der geraden Auflagerung. Bei der Biegung 
durch ruhende Kräfte verhalten fich die diefen verjchiedenen Stellungen ent- 
ſprechenden Wiberftände nad) $. 230 wie V2 :1 oder wie 1414 : 1. 
Hat der Ballen einen kreisförmigen Querſchnitt, fo ift 
wi a dt n d?l 
2 2 
3e 64.3 (5) 16.3 


und ebenfo erhält man für einen elliptifchen Querfchnitt mit den Halbaren 
a und b: 


r 


An 


wı za®bl zabl v 
TA An 

Man erkennt Hieraus, daß ein cylindrifcher Balken denjelben lebendigen 
MWiderftand gegen Brechen zu leiften vermag, wie ein Balken mit elliptifchem 
Duerfchnitte, fobald das Volumen in beiden Fällen gleiche Größe hat, und 
daß der dynamiſche Widerftand eines Balkens mit elliptifcheın Duerfchnitte 
denfelben Werth hat, mag man die Fleine oder große Are des Querſchnittes 
in die Richtung der Stoßfraft legen. 

Auch die relative Stopfeftigkiit eines Balfens kann durch Verſchwächung 
deflelben an einer Stelle fehr bedeutend vermindert werden, und zwar im 
viel ftärferem Berhältniffe, als dies Hinfichtlid) der ftatifchen Feſtigkeit der 
Fall if. Bezeichnet man mit d den Durchmeſſer und mit 7 die Länge eines 
auf zwei Stiigen ruhenden Balfens, jo kann derfjelbe nach $. 373 die 
mechanische Arbeit 

ınV v 

2 E12 12 
aufnehmen, ehe die Fafern bis zur Elaſticitätsgrenze angeftrengt werben. 
Dean denke jegt in der Mitte des Balkens durch einen concentrifch ben 
Ballen umgebenden feinen Sägenjchnitt den Durchmeſſer d bis auf d, = ad 
verſchwächt. Wenn durd irgend eine Eimvirkung die Yafern an dieſer 
ſchwachen Stelle bi8 zu T angelpaunt werden, fo ift die Faſerſpannung in 
den ungefchwächten Theile dicht neben dem Einſchnitte nur: 
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a? 
k=T-— 73 7 w°T. 
Die dynamische Widerftandsfähigkeit des Balkens beträgt daher nur noch: 


IB V_ ı1(Wm V nv v 


Lbes;5nT3 5 mern AT 


Wollte man auch hier den Balken fo weit abdrehen, dag der Einfchnitt 

verfchwände, alfo der Durchmeſſer an allen Stellen nur di = pd wäre, fo 
2 

wirde das Volumen 9, —= u? * 1 u?V fein, und man hätte bei 

einer Anftrengung der Fafern bis zur Klafticitätsgrenze (7) die Wider: 

ftandsfähigkeit gegen Stöße: 


Würde man z. B. d, — °/, d machen, fo würde, wenn der ungejchwächte 
Ballen die Peiftung Z ausüben fann, diejenige des eingefchnittenen Balkens 
nur (3/4) Z —= 0,178 L betragen, wogegen diejenige des liberal auf ®/, d 
verjchwächten Balkens Z, — (2/4)? L = 0,5625.L ift. 

Dean erfennt hieraus, in welchem erheblichen Maße die dynamiſche 
Widerftandsfähigkfeit eines Balkens durch [heinbare Ver— 
ftärfungen vermindert werden Tann, und es gilt daher als eine 
berechtigte Konftructionsregel, bei foldhen Organen, weldhe Stößen 
ausgefegt find, alle plöglihen Sprünge in ben Querſchnitts— 
abmeſſungen möglichft zu vermeiden. 

In der Technik macht man von dem obigen Verhalten einen allgemeinen 
Gebrauch zum Durchhauen dider Eifenftangen, Röhren zc., die, wenn fie 
an einer Stelle durch Meifelhiebe nur wenig eingekerbt werden, an biefer 
Stelle leicht durdy einen darauf geführten Hammerſchlag zerbrochen werden 
fünnen. 

Unmerlung. Der Stoßfeftigfeit ift erfl in neuerer Zeit mehr Aufmerkſamkeit 
geſchenkt worden. Wir finden Über fie nur Einiges mitgetheilt in Tredgold's 
Wert über die Stärke des Bußeifens u. |. w. (Strength of castiron), in Bon- 
celet’& Introduction à la mecanique industrielle und in Rühlmann's 
Grundzüge der Mechanik und GBeoftatit. Lebteres Werk bezieht fich vorzüglich 
auf die Verſuche Hodgkinſon's über die Feſtigkeit prismatiſcher Körper gegen 
den Stoß, worüber ein befonderer Artilel in dem erſten Bande der Zeitſchrift 
für Ken gefammte Ingenieurweien (dem „ngenieur”) von Bornemann u. |. w. 

andelt. 
? Die Verſuche Hodgkinſon's flimmen im Weientlihen mit der vorftehenden 
Theorie über die Stoßfeſtigkeit überein; fie erſtrecken ſich vorzüglich auf die rela⸗ 
tive Feſtigkeit, und ſind in der Art ausgeführt worden, daß penbelartig auf: 
gehangene Gewichte horizontal gegen verticale, an den Enden unterftügte Stäbe 
ſchlugen. Hierbei hing die Leiftung Z gar nicht von der materiellen Beſchaffen⸗ 
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heit des ftoßenden Körper ab. Gleich ſchwere Körper aus verichiedenen Stoffen 
(Sußeilen, Gußftahl, Blodenmetall, Blei) brachten bei gleiher Yallhöhe an einem 
und demſelben Stabe (aus Gußeifen oder Gußſtahl) gleihe Durchbiegungen 
hervor ; auch waren dieje faft genau diejelben, welche die Theorie unter der Bor: 
außfegung findet, dab der Stab vollftändig elaftiih ift. . 


® 

Sählußanmerfung Zum Studium der Mechanik ftarrer Körper if außer 
den älteren Werken von Euler, Poiſſon, Poinſot, Boncelet, Navier und 
Corioli3, jowie von Whemell, Mojely, Eytelwein und Gerfiner zu 
empfehlen: 

Duhamel, Lehrbuch der analytiihen Mechanit, in deutſcher Ueberfegung von 
Wagner, Braunſchweig 1853; ſowie von Eggers und Shlömild, Leipzig 
1853. Sohnte, analytifhe Theorie der Statit und Dynamik, Halle 1854; 
Broch's Lehrbuch der Mechanik, Berlin 1854; Morin, Lecons de Mecanique 
pratique, Paris 1855 etc. Delaunay, Trait&E de Möcanique rationelle, 
Paris 1856; Rantine, a Manual of applied Mechanics, second edition, 
London 1861, ein werthoolles, in England viel zu wenig geſchätztes Bert. 
Eine neue Monographie Über den Stoß von PBoinjot ift im 3. Jahrgang von 
Schlömilch's Zeitjhrift für Mathematik und Phyſik überfegt. 


Sechster Abſchnitt. 


Statif flüffiger Körper. 


Erftes Kapitel. 


Vom Gleichgewichte und Drude des Waſſers 
in Gefäßen. 


Flüssigkeit. Wir betrachten die flüffigen Körper als Verbindungen 8. 376. 
materieller Punkte, deren Zuſammenhang unter einander fo ſchwach ift, daß 
die Heinften Kräfte hinteichen, fie durch Verſchieben von einander zu trennen 
($. 64). Manche der in der Natur vorkommenden Körper, wie z. B. die 
Luft, das Wafler u. |. w., befigen biefe Eigenjchaft der Ylüffigkeit in hohem 
Grade, andere Körper Hingegen, wie 3. B. Del, Schmiere, aufgeweichte 
Erde u. f. w., find in minderem Grade flüſſig. Man nennt jene voll- 
fommen, dieſe aber unvollfonmen flüffige Körper. Gewiſſe Körper, 
wie 3.2. bie Teige, ftehen den feften Maſſen ebenjo nahe wie den flüſſigen. 

Bolltommen flüſſige Körper, von welchen in der Folge nur die Rede fein 
wird, find aud) zugleich vollkommen elaftifch, d. h. fie laſſen fich durch äußere 
Kräfte zufammendrüden und nehmen nad) Wegnahme diefer Kräfte das erfte 
Volumen volltommen wieder an. Nur ift die Größe der einem gewiſſen 
Drude entfprechenden Bolumenveränderung bei verſchiedenen Flüſſigkeiten 
ſehr verfchieden, während fich diefelbe bei den tropfbar-flüffigen Kör— 
pern höchſt unbedeutend zeigt, fällt fie bei den Iuftförmigen Körpern, 
die man deshalb aud) elaftifche Flüffigkeiten nennt, fehr groß aus. 
Diefer geringe Grad von Zuſammendrückbarkeit der tropfbarsflüffigen Körper 





8. 377. 
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ift der Grund, weswegen man bei den meiften Unterfuchungen der Hydro⸗ 
ftatif (F. 68) diefelben als incompreffibele oder ımelaftifche Flüſſigkeiten 
anfieht und behandelt. Da das Waffer unter allen tropfbar-flüfjigen Kör- 
pern am meiften verbreitet ift und im Leben am häufigften angewendet 
wird, jo fieht man es als den Repräfentanten aller diefer Flüffigfeiten an 
und fpricht bei den Unterfuhungen in der Mechanik des Flüffigen immer 
nur vom Waſſer, indem man ftillfehweigend vorausfegt, daß die mechanischen 
Berhältniffe anderer tropfbaren Flüffigfeiten diefelben find wie die des Waſſers. 

Aus denfelben Gründen ift in der Mechanik der elaftifch-flüffigen Körper 
meift nur von der atmofphärifchen Luft die Rebe. 


Anmerkung. Eine Waflerfäule von 1 Quadratmeter Querſchnitt wird durch 
cin Gewicht von 10336 Kilogramm, weldhes dem Drude der Atmofphäre ent|pridt, 
um ungefähr 0,00005 oder 50 Milliontel ihres Volumens zujammengedrüdt, 
wogegen eine Luftſäule unter dem Drude diejer Kraft nur die Hälfte ihre an- 
fänglichen Volumens einnimmt. Siehe Aime: „Ueber die Zujammendrüdung 
der Flüffigkeiten“, in Boggendorff'3 Annalen, Ergänzungsband (zu Band 72), 


1848. Nah der Formel P = 2 FE ($. 210) folgt, wenn man = 1Dua 


dratmillimeter, P = 0,010836 Kilogramm und : = 0,00005 jest, der Elafti- 


citätsmodul des Waflers für Drud 


— Ei _ 0010886 _ 207 Kilogramm. 


Prineip des gleichen Druckes. Die djarafteriftiiche Eigenſchaft 
der Ylüffigkeiten, wodurch ſich diefelben weſentlich von den feiten Körpern 
unterfcheiden, und welche ber Lehre vom Gleichgewichte fltffiger Körper zur 
Bafis dient, ift die Fähigkeit, den Drud, welcher auf einen Theil 
der Oberfläche der Flüffigfeit ausgeübt wird, nad) allen Rich— 
tungen bin unverändert fortzupflanzen. Bei den feften Körpern 

Fig. 658. pflanzt fi) der Drud nur in feiner 
eigenen Richtung fort ($. 88); wird das 
gegen das Wafler von einer Seite 
ber gebrüdt, fo entfteht in der ganzen 
Maſſe derfelben eine Spannung, die ſich 
nad) allen Seiten hin äußert und daher 
an allen Stellen der Oberfläche deffelben 
wahrzunehmen if. Um fich von der 
Kichtigfeit diefes Geſetzes zu Überzeugen, 
fann man einen mit Wafler gefüllten 
Apparat anwenden, wie ihn Fig. 653 
im horizontalen Durchfchnitte repräfentirt. 
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Die gleich weiten und in gleicher Höhe unter dem horizontalen Wafferfpiegel 
befindlichen Röhren AE, BF u. f. w. find durch volllommen bewegliche 
und genau abjchliegende Kolben verſchloſſen; das Waſſer drückt Hierbei durch 
fein Gewicht auf den einen Kolben genau fo ſtark wie auf den anderen. 
Sehen wir aber von biefem Drude ab, oder nehmen wir das Wafler ges 
wichtslos an. Drüden wir nun den einen Kolben A mit einer gewifien 
Kraft P gegen das Waffer, fo pflanzt fih die Drudtraft durch das Waller 
hindurch bis zu den übrigen Kolben B, C, D fort, und es ift zur Herftellung 
des Gleichgewichtes oder um das Zurldgehen dieſer Kolben zu verhindern, 
nöthig, auf jeden derſelben eine gleich große Gegenkraft P (fig. 653) wirken 
zu laſſen. Wir find daher berechtigt, anzunehmen, daß die auf einen Theil 
. A der Oberfläche der Waſſermaſſe wir= 
Big. 664. tende Kraft P eine Cpannung in diefer 
erzeugt, und ſich dadurch nicht nur in 
der geraden Linie AC, fondern auch in 
jeder anderen Richtung BF, DH u. ſ. w. 
auf andere gleich große Oberflächentheile 
B, C, D fortpflangt. Die Richtung 
des Drudes ift dabei in jedem Ober» 
fläcjenefemente normal zu bemfelben. 
Sind die Aren der Röhren BF, C@ 
u. ſ. w., Fig. 654, unter fid, parallel, 
fo Laffen ſich die Kräfte, welche auf ihre Kolben wirken, durch Addie 
tion zu einer einzigen Kraft vereinigen ; ift n bie Anzahl biefer gleich großen 
Kolben, fo beträgt daher der Gefammtdrud auf diefelben: 
P=nP 
und in dem von der Figur repräfentirten Falle: 
P=3P. 
Bezeichnet Fı die Summe der gedrüidten Kolbenflächen B, C, D, fo daß 
Fı = nF ift, fo hat man: 
=-A-Ampm=är. 

Rüden wir nun noch die Röhren B, C, D u. ſ. w. fo zufammen, daß fie, 
wie in Fig. 655 (a. f. S) eine einzige ausmachen, und verſchließen wir ſie durch 
einen einzigen Kolben, fo geht F, in eine einzige Flache über, und es ift P, 
die auf fie wirkende Kraft; es folgt daher das allgemeinere Gefeg: die 


Drüde, welde ein flüffiger Körper aufverfciedene ebene Theile 
der Befäßwand ausübt, find den Inhalten diefer Theile pro— 
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portional. Bei frummen Flächen gilt dieſes Gefeg nur in Bezug auf 
unendlich Heine als eben anzufehende Theile. 
Diefes Gefeg entfpricht auch dem Principe der virtuellen Ge— 
ſchwindigkeiten. Bewegt fid) der Kolben AD — F, Fig. 656, um den 
n * M Weg AA = 8 ein 
Big. 685. Big. 606. wärts, fo drlidt er das 
Waflerprisma Fs aus 
feiner Röhre, und geht 
der Kolben BE—= Fı 
um ben Weg BB, — Sı 
auswärts, fo läßt er 
den prismatifchen Raum 
r Fi 5, zutüd. Da wir 
aber vorausgefegt haben, daß ſich die Waſſermaſſe weder ausdehnen noch 
zufammendrüden läßt, fo muß das Volumen derſelben bei dieſen Kolben- 
bewegungen unverändert bleiben, alfo das verbrängte Quantum Fs den freis 
getvorbenen Raum Fı sı gerade ausfüllen. Die Gleichung Fısı = Fs 
giebt aber: 





A_S mu; 
7 * und da ʒ =7 ift, fo folgt: 
A_: 
Pa’ 


8 ift daher auch Arbeit Prs — Urbeit Ps (f. $. 85). 


Beilpiel. Wenn der Kolben AD einen Durchmeſſer von 0,05 Meter, da- 
gegen der Kolben BE einen ſolchen von 0,8 Meter hat, und jener mit einer 
Kraft P von 20 Kilogramm auf das Wafler gebrüdt wird, jo übt dieſer Kolben 
eine Kraft 

F, 30? . 
P= F P= 7 20 = 7% Kilogramm 
aus, Wird der erſte Kolben um 0,18 Meter fortgefhoben, jo geht der zweite 
nur um 


F % R 
= = 00 oas = 0,008 Meter 
fort. 


Anmerkung. Vielfache Anwendungen diefes Geſehes tommen in der Folge 
vor: beider ppdraulifchen Prefie, der Wafferjäulenmafchine, bei den Pumpen u. |. w. 


8.378. Druck im Wasser. Der Drud, weichen die Waſſertheile gegen ein- 


ander ausüben, ift ‚genau fo zu beurtheilen wie der Drud des Waſſers gegen 
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die Gefäßwände. ine beliebige Fläche ECG, weldye das Waller in einem 
Gefäße BGH, Fig. 657, in zwei Theile theilt, wird im Gleichgewichts⸗ 
zuftande von der einen Seite her cben fo ftarf 
gedrückt als von der anderen. Da nun ein ftarrer 
Körper alle gegen feine Oberfläche vechtwintelig 
gerichteten Kräfte aufnimmt, fo wird aud das 
Gleichgewicht des Waflers im Gefäße nicht geftört, 
‚ wenn die eine Flüſſigkeitshälfte 2GH erftartt, 
und daher ihre Begrenzungsflähe ZOG gleichſam 
zu einer Gefäßwand wird. Drückt die flüffige 
Hälfte EB@ in einem Theile CD — F, der imaginären Trennungsfläde 
ECG mit einer Normalfraft P, auf die erftarrte Hälfte ZGH, fo nimmt 
legtere dieſe Kraft vollftändig auf und übt dabei eine gleiche Gegenkraft 
(— P,) auf CD— F, aus. Da num aber das Gleichgewichtsverhältniß 
dur) das Flüffigwerden von diefer Waſſermaſſe ZG H nicht geftört wird, 
jo drückt diefelbe mit einer gleichen Kraft (— Pı) auf die Waſſermaſſe 
EBG zurüd, und es ift folglich der Drud des Waſſers auf jede Seite 
eines ebenen Tlächentheiles CD — Fi durch 

pP = a 


beftimmt, wofern die Fläche AB — F dem Drude P unterworfen ift. Da 
diefe Betrachtung für jede Richtung und Rage des Flächenelementes CD 
gilt, fo folgt, daß ein an irgend einer Stelle auf die Ober- 
flähe ausgelibter Drud in allen Punkten ber Flüffigkeit 
und nad allen Richtungen pro Flächeneinheit von derfelben 
Größe ift. 

Hierbei ift das Waſſer als eine gewichtlofe Maſſe vorausgefettt worden, 
obiges Geſetz bedarf daher nod; einer Ergänzung, wenn e8 ſich darum han- 
delt, aud) den aus dem Gewichte des Waſſers hervorgehenden Drud zu _ 

Fig. 658. ermitteln. Denkt man fid) von dem 
Waſſer in einem Gefäße O.DE, Fig. 658, 
einen Theil erſtarrt, welcher die Form 
eines unendlich binnen horizontalen 
Prisma AB Hat, fo fieht man leicht 
ein, daß ſich die Kräfte, welche das 
flüffig bleibende Waſſer rumd herum auf 
die Seitenflächen des erftarrten Theiles 
ausübt, mit dem Gewichte G diejes 
Theiles ins Gleichgewicht jegen, und daß 
fid) die Horizontaldrüde, mit welchen e8 gegen bie verticalen Grundfläcen *: 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 54 
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A und B diefes Theiles wirft, gegenfeitig aufheben. Es müffen alſo auch 
diefe Drüde (P, und — Pı) einander gleich, und entgegengefegt fein. Da 
nun das Gleichgewicht ſich nicht ändert, wenn AB wieder in den Fluſſig- 
teitszuſtand zuriidtehrt, fo folgt, daß die Preffungen des Waflers gegen 
gleiche verticale Flächenelemente A und B in einer und derfelben Horizontal- 
ebene einander gleich fein miüffen, und da fich ferner der Drud auf ein 
Flächenelement nicht ändert, wenn baffelbe eine andere Neigung oder Ridj- 
tung annimmt, fo folgt, daß überhaupt das Waſſer in einer horizontalen 
Schicht, wie . B. JH, KL u. f. w. an allen Stellen und nad) allen 
Richtungen Hin ein und denfelben Drud ausübt. 


Denten wir uns hingegen in der Waflermafie CHK, fig. 659, ein 
verticale8 Prisma AB von unendlich Heinem Querſchnitt erftarrt, jo können 
Fig. 659. wir aus dem Gleichgewichtszuſtande beffelben mit der 
übrigen Flüffigfeit folgern, daß ſich die Drüde, mit 

welchen die Iegtere auf die verticalen Seitenflächen 

diefes Prismas, wirken, gegenfeitig aufheben, und dag 

ſich das Gewicht @ des lepteren Körpers mit dem 

Ueberfchuffe P. — P des Drudes P, auf die untere 

Grundflähe B über den Drud P auf die obere 

Grundfläche A im Gleichgewichte befindet. Es if 

alfo hiernach PL — P= G, d. i. der Drud Pı 

des Waſſers auf irgend ein Flachenelement B gleich 

dem Drude P deſſelben auf ein Höher liegendes Flächen- 

ftüd A von gleicher Größe, vermehrt um das Gewicht 

@ einer Waflerfäule AB, welche das eine oder andere 

Flächenelement zur Bafis, und den Verticalabftand 

zwifchen beiden Efementen zur Höhe hat. Diefer 

Sag gilt, dem Obigen zufolge, nicht nur fir zwei 

ſenkrecht über einander befindliche Elentente, fondern für zwei gleiche Flächen⸗ 


* elemente überhaupt, und findet aud) feine Anwendung bei der Beftimmung 


de8 Drudes auf die Gefäßwand, da ſich die Drücke P umd P, in den Horie 
zontalebenen JH und KL unverändert fortpflanzen. Der Drud A, auf 
ein Släcjenelement B, K oder Z der Horigontalebene XL ift hiernach gleich 
dem Drude P auf ein gleich großes Element A, J oder H in einer höheren 
Horigontalebene plus dem Gewichte der Wafferfäufe, welche diefes Element F 
zur Baſis und den Abftand AB — A ber beiden Horizontalidjichten 7 
und KL von einander zur Höhe hat. Iſt 9 das fpecifiiche Gewicht des 
Waſſers (1 Eubitmeter — 1000 Fogremm), fo beträgt das Gewicht jener 
Wafferfäule: 


G=Fhywdahap =P+G=P+ Fhy. 
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Sind die Inhalte der Flächenelemente nicht gleich, hat z. B. das obere - 
(in JH) den Inhalt F und das untere (in KL) den Inhalt Fı ‚fo ift 
der Drud auf re: 


P = EP+FM=ÜP+ Aa. 


Durch diejelbe Form läßt fich auch der Drud P auf ein Flächenelement 
F in eier Horizontalfchicht 7 ZZ beftimmen, wenn der äußere Drud Po 
eines Flächenelementeg CD — Fy, befannt ift, welches fi) um die Höhe % 
über oder unter JH befindet. Es ift 


F 


Da die Drudkräfte gegen gleiche Flächentheile in einer Horizontalebene 
einander gleich find, fo folgt, daß vorftehende Formel aud) auf horizontale 
Flächen (F, F, und Fi) von endlicher Ausdehnung, 3. B. auf den Fall 

anwendbar ift, wo das Waſſer dazu dient, 
die Kraft P einer horizontalen Kolben- 
flähe F, Fig. 660, auf eine andere 
horizontale Kolbenfläche F} zu über- 
tragen. Die Formel 


F 
RP=7P+Rhy 


=n(5+tM) 
giebt den Drud P, auf dieje Tyläche 
unmittelbar an, wenn A den jenfrechten 
Abftand CD zwiſchen beiden Kolben⸗ 
flächen bebeutet. 


Bezeichnet man die Drüde 5 md 


a auf die Slächeneinheiten durch p und pr, fo hat man noch einfacher 
1 
mn =p+ hy. 


Beijpiel. Wenn die beiden Kolbenflähen F' und F, einer hydroſtatiſchen 
Prefie ACB, Fig. 660, die Durhmefler d = 0,06 und d, = 0,30 Meter - 
haben und um die jentrehte Höhe CD = h—= 2 Meter von einander abſtehen, 
und es joll durch den großen Kolben derjelben eine Kraft PR = 1200 Kilogramm 
außgeübt werden, fo folgt die erfpderie Kraft des kleinen Kolbens aus 


Fig. 660. 








P 
Pr * 54 hy zu: 
F 0,062 72 . 0,063 — 
P= 5; Pı—Fhy= 5759120 —— 7 — 2.100 = 48— 5,65 — 42,35 Rilgt. 


54* 





$. 379. 


852 Sechster Abſchnitt. Erftes Capitel. [$- 379. 


Wasserspiegel. Die dem Wafler innewohnende Schwerkraft madıt, - 
dag ſich alle Elemente defielben abwärts zu bewegen ſuchen und ſich auch 
wirklich jo bewegen, wenn fie nicht daran verhindert werden. Um eine zur 
fammenhängende Waffermaffe zu erhalten, ift e8 deshalb nöthig, das Wafler 
in Gefäßen einzufchließen. Das in einem Gefäße ABC, Fig. 661, befind- 

Big. 661. liche Wafler ift aber nur dann im Gleichgewichte, 
wenn bie noch freie Oberflache AR deflelben recht 
winfelig auf der Richtung der Schwerkraft, alfo hori- 
zontal ift; denn fo lange diefe Oberfläche nod krumm 
oder gegen den Horizont geneigt ift, fo lange giebt 
«8 auch noch Höher liegende Wafferelemente, wie z. B. 
E, welde wegen ihrer großen Beweglichteit und in 
Folge ihrer Schwere über den darunter befindlichen, 

wie auf einer fchiefen Ebene FG, herabgleiten. 

Da bei größeren Entfernungen die Schwerrichtungen nicht mehr als pa= 
rallele Linien angefehen werben können, jo hat man die freie Oberfläche oder 
den Spiegel des Waſſers in einem großen Gefäße, wie z. B. in einem 
größeren See, nicht mehr als eine Ebene, fondern als einen Kugeloberfläcen- 
theil zu betrachten. 

Wenn außer der Schwere noch andere Kräfte auf die Wafferelemente 
wirfen, fo muß im Gleichgewichtszuſtande die vefultirende Kraft irgend 
eines Elemente ber freien Oberfläche auf diefer ſenkrecht ftehen. 

Um diefen Fall zu unterfuchen, bezeichne p den Drud pro Flächeneinpeit 
in dem Punkte A im Innern ber Flüſſigkeit, Fig. 662, defien Coordinaten 
x, y, 2 find, und es feien unter X, Y, Z die 
Componenten der reſultirenden befchleunigenden 
Kraft in diefem Punkte verftanden. Wenn man 
ſich nun ein unendlich Heines Parallelepipedum 
vorftellt, deilen einer Edpunft in A liegt, und 
deſſen den Coordinatenagen parallele Kanten reſp. 
durd) 9x, 9y und 9 ausgedrüdt find, fo ift das 
Gewicht diefes Parallelepipebums gleich y . da dy Os 
und die Maffe defjelben: 


ig. 662. 





Die auf diefes Maffenelement nach den Arenrichtungen wirkenden Com- 
ponenten ber befchleunigenden Kraft find dann: 


Fozoyan.X,lözöyos. Yun 2 onöydn.2. 
Die durch den Punkt A hindurchgehende, mit der 2-Ebene parallele Ber 
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grenzumgsebene des Parallelepipeds hat die Größe Oydz und ift alfo dem 
Drude OyOs . p audgefegt. Die bamit parallele, im Abftande 9x durch 
den Punft B gehende Begrenzungsebene ift einem fpecifiihen Drude 


»+ or 0x unterworfen, weshalb der Zotaldrud diefer Fläche zu 


Oy O8 (? + 2 d=) fi) berechnet. Die Refulticende diefer beiden, auf 


die parallelen Tlähen AC und B.D wirlenden Drudträfte ift daher: 
op _ op 
OyOs ‚—dyde(p +22 02)=—du0yosdE. 
Ehenfo findet man die refulticenden Druckkräfte parallel der Y- und der Z-Are 
reſp. zu: 


op op 
— 02 0y0s 5 und — Oz0y de * 


Für den Zuſtand des Gleichgewichtes müſſen num dieſe von außen auf das 
Parallelepipedum einwirkenden Drudkräfte den nad) den Axen genommenen 
Componenten der refultirenden befchleunigenden Kraft glei und entgegen- 
gejegt fein, fo daß man für das Gleichgewicht Hat: 


y — op 2 0p 
„or 0yde. X = 0n0yds * oder -— X — 57 
und ebenfo: 
Y op _ Y op 
9 ‚= öy’g = 08 
Muftiplicirt man diefe Gleichungen beiberjeitß reſp. mit Oz, Oy, Os und 
addirt diefelben, fo erhält man: 


7 (x024 Yoy-+ Z0: 52004 2 I PO 
woraus durch Integration 
p -! [(z% + Yoöy + 2.) 


folgt. 

Wenn die Größe XOx + YOy + Z09z das vollftändige Differenzial 
einer Function f(x, y. 2) ift, fo findet man den Drud in einem beliebigen 
Buntte: 


P=ts@n + C 


al8 Function feiner Coordinaten. Die Eonftante C beftimmt fich, wenn der 
Drud p in einem Puntte befannt if. 
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8. 380. An der freien Oberfläche muß nad dem Vorhergeheuden die refultirende 
beichleunigende Kraft in jedem Punkte fenkrecht zur Oberfläche gerichtet fein, 
d. h. e8 muß 

X0z + Yöy + 20: = 0 
fein (ſ. $. 297). Nacd dem Borftehenden ift dies aber gleichbedeutend mit 
op — 0o oder p —=f(z, y, 2) —= Const. 

Diefer Bedingung genügen aljo alle diejenigen Flächen, welche man erhält, 
wenn man in (2,92) 0 für C irgend welche beftimmten Werthe einjegt. 
Dean erhält alsdann eine Schaar von Flächen, welche dadurd) gekennzeichnet 
find, daß in jedem ihrer Punkte die refultirende beſchleunigende 
Kraft in die Normale hineinfällt, und daß der fpecififche Drud 
p in allen Punkten einer und derjelben Fläche conftant ift, weil 
Op dafür Null iſt. Man nennt diefe Flächen, zu denen wegen der erften 
Eigenſchaft auch die freie Oberfläche der Tlüffigfeit gehört, Niveau- 
flächen (ſ. $. 297). 

Iſt eine Flüffigkeit in einem ruhenden Gefäße Lediglich der Schwerfraft 
unterworfen, fo ift, wenn man die Z-Are vertical abwärts annimmt und den 
Coordinatenanfang in die freie Oberfläche verlegt: 

x=-0, Y’=-0(!ımdZ=g, 
daher: 


Y = 2 (X02 + Yöy+ Z0) = yds. 


Für die Niveauflächen hat man folglich: 

op = yes =0Oovdvrys—=(C, 
d. h. diefelben find horizontale Ebenen. Der Drud p in einer Niveaufläche 
ift gegeben durch: 

p=Y:+6, 
worin CO fid,, wenn man ⸗— O0 fest, ald der befannte Drud ergiebt, 
welcher auf die freie Oberfläche wirkt. .Der Drud nimmt aljo proportional 
mit der Tiefe 2 zu, wie fchon im $. 378 gezeigt worden ift. 

Wenn das Gefäß mit der Tlüffigkeit nicht, wie bisher angenommen 
wurde, in Ruhe ift, fondern fid) in Bewegung befindet, fo ift nad) dem 
d’Alembert’fchen Principe zum relativen Gleichgewichte erforderlich, daß 
die auf die einzelnen Maſſentheilchen wirkenden äußeren Kräfte mit folden 
Kräften im Gleichgewichte ftehen, welche denjenigen gleich und entgegengejett 
find, welche den frei gedachten Mafjentheilchen ihre Bewegung ertheilen 
würden. 

Wird z. B. ein Gefäß ABC, Fig. 663, mit der unveränderlichen 
Acceleration ng in ber Richtung EK unter dem Winkel @ gegen die hori- 
zontale X=Are fortbewegt, jo wirft auf jede8 Element EZ außer der Schwere 
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EG die der Beichleunigung ZK entgegengefegte Trägheitstraft EF— — ng. 
Nimmt man die pofitive ZeAre von A vertical aufwärts gerichtet an, fo. hat 
man für die Niveauflächen : 

X0x2 + YöOy+ Zös= — ng9c08.9. 02 —(g+mgsin. 9)02.=0 
oder: — n08.9.2— (1+n.sn.gpg)s—=(C. 

Dieſe Gleichung entfpricht einem Syſteme von Ebenen, welche zur Y-Axe 
parallel find und mit der X-Axe den Winkel EAX — « bilden, weldjer 
durch 

N cos. ꝙ 


tang. u — 1 +n sin. 
beftimmt ift. 

Fig. 668. Denjelben Winkel & bildet aud) die auf ber 
Niveauflähe AZ fenkrechte Mittelfraft ER aus 
der Schwere EG und der Trägheitskraft EF 
mit der verticalen ZAre. Der Drud p in einer 


jolchen Niveaufläche beftimmt ſich aus: 
=, (—29c08.9)02— (g + ng sin.p) de 


gu: 

p=— y[rcs.9.2e+(1-+nsin.p)z) + C. 
Legt man den Coordinatenanfang A in bie freie 

Oberfläche, und ift der Drud dafelbft zu po ge⸗ 

geben (etwa gleich dem Drucke der Atmoſphäre), jo folgt fur A,w 2 — 0, 

e— 0 und p — po if: 


*2 





Vo — C. 
In irgend einem Punkte D der Z= Are, deſſen verticale Tiefe unter dem 
Waſſerſpiegel AD —= — 2ı iſt, erhält mau den Drud: - 
aA=r(li+tnsingp)c + m. 
Derſelbe Druck findet in allen Punkten der durch .D parallel mit ber freien 
Oberfläche A E gelegten Ebene DL ftatt. Man erkennt daraus, daß der 
Drud im Innern aud, bier proportional mit der vertical gemeflenen Tiefe 


unter dem Wafferfpiegel zuninmt. 
IL ne _..n.1l _, _ EP 
Für —=0, Fig. 664 (a. f. S.), iſt ang. = Ir0” = ng und 


r=—-Yyhwıto)+» 
Get man @ = 90°, d. 5 wird das Gefäß vertical aufwärts bewegt, 
ſo findet man: 
an. = 0, — o und — — 5 (1 n) 2 + Po. 
Bei einer Bewegung des Gefäßes vertical abwärts hat man ꝙ — 270° 
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zu fegen, und es ift für diefen Ball tang.a = 0; a—=0 und 
— — » d — mMe+p. Ware z. n—1; d. h. wirde das 
Fig. 664. Gefäß mit der Beſchleunigung der Schwere 

fallen, fo witrde der Drud p zu po werben, 


A c 
und der Winkel & wäre unbeftimmt, da fang. & 





> unter der Form 2 erſcheint. 
FE P 0 


Dem 1 +nsinp— 0 if, fo wird 
tang. = ©, b. h. bie Nivenufläcen find 
in biefem Falle verticale Ebenen. 


Wenn die Waffermaffe gleichförmig um eine fefte Are gedreht wird, fo 
find die Befchleunigungen der einzelnen Elemente deren Centripetalfräfte, 
und es miffen daher nad} dem d’Alembert’jchen Principe die Centri- 
fugalfräfte mit den Schwerfräften zuſammen im Gleichgewichte fein. 

Fig. 665. Ninmt man, Fig. 665, die Umdrefungs- 
are des Gefüßes ABB als Z-Are an, 
pofitiv nad) oben, fo wirkt auf ein Ele 
ment E nad) unten die Schwerkraft 
— 9. Die Eentrifugalfräfte nad) der 
X-Are und Y-Xre find $. 330 zufolge 
durch @?z und @?y ausgedrüdt, wenn 
@ die Wintelgefchtwindigkeit bedeutet. 

Man Hat daher für die Niveaı- 
- flächen : 

X0x + Yöy+ Zös = oz0z + atydy — gie —=0 
und hieraus: 


+2 


[3 


o 
ze+m—-gr+ Const. ⸗ 0 
oder: 
@a4+y=236-g 
—2 


Dieſe Gleichung ftellt ein Syſtem von Umdrehungsparaboloiden vor; denn 
fegt mar y= 0, fo erhält man als den Durchſchnitt jener Flächen mit 
der X Z-Ebene ein Syftem von Curven, deren Gleichung: 


2 
= e-0 


iſt. Dieſe Curven find Parabeln, deren gemeinſame Hauptare mit der Um» 
drehungsare zufammenfält. Der Scheitel einer ſolchen Barabel liegt um C 
über dem Coordinatenanfang A, wie fid) ergiebt, wenn man æ = 0 fegt. 


| 
| 


8. 381.] Statik flüſſiger Körper. 857 

Um die Größe C—= AD für die freie Oberfläche zu beftiummten, hat man 
zu berüdfichtigen, daß das Wafferquantum, welches vor Beginn der Drehung 
den cplindrifchen Raum AKK von der Höhe A und dem Halbmefferr ausflillte, 
alfo wr?h, nachher den Raum AYDHA eimimmt. Diefer legtere Raum 
beredjnet fi al8 Differenz zwiſchen dem Cylinder AZZH A von der Höhe z, 
und dem Paraboloid HDH nad) der Guldini'ſchen Regel zu: 


zr?e — ar (8, — C) . der 2ırı= rn (21 + O). 
Durch Gleichſetzung diefer beiden Rauminhalte folgt: 
zrıh = Sr 4 + 0) oder: + C=2h. 


Terner hat man für den Seen duch ZH 

ra? 

29 

Durch Addition reſp. Subtraction der beiden Ausdrüde für z, + C und 
2 — C erhält man nun: 


rı=x-+ y? — — 0) oder a — C= — 


r309? 
49 
Nach Einfegung des Herien fir C wird nun die Gleichung der Niveau: 


flächen: 
typ ls _ 4 Ze). 


Aus den Werthen von C und 3, erkennt man, daß der urfprüngliche 
Waflerfpiegel KK genau in der Mitte liegt zroifchen dem Scheitel D und 
dem Rande 77 H der paraboloidifchen Höhlung, indem 

r2 0? 
49 
fl. Die Höhe c des Scheiteld D über dem Gefäßboden A wird Null, 


y20 
wenn h = er ift, oder, unter s ro die Umfangsgefchwindigfeit des 


C=h— 











aA—h=h—- (= 





2 
cylindrifchen Gefäßes verftanden, wenn h — 5 iſt. Sobald alſo die zur 


Umfangsgeſchwindigkeit des Gefäßes gehörige Geſchwindigkeitshöhe doppelt 
jo groß iſt, wie die urſprüngliche Waſſertiefe, berührt die paraboloidiſche 
Wafferoberfläche ben Boden. Bei größerer Umfangsgefchwindigfeit wird C 
negativ, d. 5. die Waſſermaſſe nimmt eine röhrenförmige Geftalt an, indem 
fie den Boden nicht mehr in der Mitte, jondern nur nad) außen in einer 
Ringfläche berührt, fo etwa, als wenn man fid) den Boden während der 
Drehung plöglich in die Tage ZZ gebradht denkt. Wollte man ebenfalls 
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in NN einen Boden anbringen, fo würde die rotirende Flüſſigkeit einen 
King von dem Querſchnitte NZZ, N, bilden. Hierauf beruhet die Her- 
ftellung von Röhren und anderen hohlen Rotationsförpern durch den fo- 


genannten Centrifugalguß. 
Der Drud p im Innern der Flüſſigkeit beſtimmt ſich aus: 


op =; (02202 + w?yoy — 402) 
durd) Integration zu: 
yo? ’ 
p= rrI (2? + y2) — y2 + Const. 


Die Conftante beftimmt ſich mit Rüdficht darauf, daß an der Oberfläd)e 
der Drud gleich dem Atmojphärendrude 9, iſt. Setzt man daher für den 
Scheitel 
| z—=0,y=09,: = C und p = 

jo erhält man: 


22 
% = — 90 4 ——— Const. 


Hieraus folgt: 





Const.=pı =pmnHtrC. 





Daher wird 
ya 2 
p = — (x +) —ye+m + C. 


Für 2? + y? kann man _? fegen, wenn o den Abſtand des betreffenden 
Punktes von der Umdrehungsare bezeichnet, und man erhält daher: 


P=r 5 -re-O+m 


Hieraus erkennt man, daß für alle Punkte in einer horizontalen Ebene, 
für welche alfo 2 diefelbe Größe hat, der Drud zunimmt wie die Größe 
er d. h. wie die Gejchwindigfeitshöhen diefer Punkte oder wie die Qua⸗ 
drate ihrer Abftände von der Unidrehungsaxe. Sett man andererfeitd E 
constant, d. h. betrachtet man die in einem zur Drehare concentrijchen Cy- 
lindermantel gelegenen Bunfte, fo nehmen die Drüde proportional mit C— g, 
d. 5. wie die vertical gemeffenen Tiefen unter der Oberfläche zu. Der 
größte Drud findet in der Ede Q BR wo er ringsum 


vr — 70 — O+m=r5, a —O)+YrC+m=r2:+P 
beträgt. 
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Wenn ein Gefäß ABH, Fig. 666, um eine horizontale Are C Hleidy- 
förmig bewegt wird, jo wirkt auf ein Element E die Schwere EG und die 
Fig. 666, Sentrifugalfraft radial in der Richtung ZF. 
Betrachtet man C als Coordinatenanfang und 
nimmt die X-Axe horizontal und die ZeAre ver- 
tical aufwärts an, fo find, unter @ die conftante 
Winkelgeſchwindigkeit verftanden, die Contponenten 
der Centrifugaltraft nad) den Aren bezüglich): 
602x. und @?z (f. $. 330). 
Dan Hat daher für die Niveauflächen die Dif- 


ferenzialgleihung: 

X0x + Yöy-+ Zoe = wlrdx + w?Ede 
— 902: —=0, 

oder: 





2 + a 29, — C. 
0? 


Diefe Gleichung entfpricht einer Schaar von Cylinderflächen, deren hori- 
zontale Are O um die Größe: 

00 — pr 2. 
vertical über den Drehungsmittelpunfte gelegen if. Wenn u die Anzahl 
der Umdrehungen per Minute bedeutet, ſo iſt auch: 


09 un _ IE Maer ⸗ 2850 


Die gefundene Eigenfchaft ift au aus der Figur zu n erfennen, denn wenn 
man die Richtung der Mittelfraft ER aus der Schwerkraft EG 9 und ber 
Gentrifugaffraft ZF = I EC rüdwärts verlängert‘, fo erhält man den 
Schnittpunkt O in der Berticalen, welche durch C geht. Es ift dann wegen 
der Aehnlichkeit der Dreiede ECO und EFR: 





== — daher c=-, * für alle Elemente E. 


Bodendruck. Der Drud des Waſſers in einem Gefäße AB CD, $. 382. 
Big. 667 (a. f. S.), ift unmittelbar unter dem Wafferfpiegel am Heinften, wird mit 
der Tiefe immer größer und größer und ift dicht Über beim Boden am 
größten. Dies ift zwar ſchon aus $. 378 zu folgern, läßt fich aber, auch 
auf folgenden Wege beweifen. Nehmen wir an, daß der Waflerjpiegel 
Ho Ro , deilen Inhalt Fo fein möge, von einer Kraft Po, 3. B. durch die 
darüber ftehende Atmoſphäre oder durch einen Kolben gleichförmig gedrückt 
werde, und denken uns die ganze Waflermafle durch viele Horizontalebenen 
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wie 9, Rı, HR u. f. w. in lauter gleich dide Wafferfchichten zerlegt. 
St F) der Inhalt des erften Querſchnittes M Rı, A die Dide einer 
Waſſerſchicht und y das fpecifiiche Gewicht des Waflers, fo hat man das 
Gewicht der erften Waſſerſchicht — FıAy und denjenigen Theil des 

Fig 667. Drudes in H, Rı, welcher aus bem 
Drude PD, des Waflerfpiegel® ZH, Ro 
entfpringt, nach dem Principe in 3. 377: 

_#Pfı 

= 
Addirt man nun beide Kräfte, jo erhält 
man den Drud im Horizontalfchnitte 
H Rı . 

P = = + FıAy. 
0 


Dividirt man durd) Fi, fo erhält man die Gleichung: 


P,_B 
Fe nd 








oder, da r und = die auf die Flächeneinheit bezogenen Drüde po und 
0 —1 


Vi in Ho Ro und H, R, bezeichnen : 
p =m + Ay. 

Der Drud in dem folgenden SHorizontalfchnitte ZI, R, beftimmt fid) 
genau fo wie der Trud in der Schicht A, Ri, wenn man berlidjichtigt, daß 
hier der anfängliche Drud auf die Einheit fhon 9, — m + Ay ift, wäh» 
rend er dort nur 9, war. Es folgt der Drud in der Horigontafjchicht I, Re: 

n=pn+tiy=m+tAyt+tiy=p + 24y; 

ebenfo der Drud in der dritten Schicht ZI, R;: 

» =p+ 3Ay, 
in der vierten: 

M=m + 4Ay 
und in der nten: 

mM=m + niY. 
Nun ift aber nA die Tiefe OK — A diefer nten Schicht unter dem Waſſer⸗ 
jpiegel, es läßt fich daher der Druck auf jede tlächeneinheit in der nten Ho⸗ 
rizontalfchicht ſetzen: 

p=p + hy (vergl. $. 378). 

Man nennt die Tiefe Ah eines Flächenelementes unter dem Waflerjpiegel 

die Druckhöhe deflelben und findet Hiernad) den Druck des Waſſers auf 
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irgend eine Flächeneinheit, wenn man den von außen wirkenden Drud inn 
das Gewicht einer Wafferfäule vermehrt, deren Baſis diefe Einheit und deren 
Höhe die Druchdhe ift. 

Bei einer horizontalen Fläde, wie  ®. am Boden CD (Fig. 667), 
ift die Drudhöhe A an allen Stellen eine und diefelbe, ift daher der Inhalt 
derjelben = F, fo folgt der Drud des Waſſers gegen diefelbe:: 

P=(m+h)F=Fpm + Fhy, 
oder, wen man vom äußeren Drude abftrahirt: P= Fhy.‘ 

Der Drud des Waffers gegen eine horizontale Fläche ift 
alfo gleich dem Gewichte der über ihr ftehenden Wafferfänle Fh. 

Diefer Drud des Waſſers gegen eine horizontale Fläche, 3. ®. gegen den 
Boden oder gegen einen horizontalen Theil der Seitenwand ift von der 
Form des Gefüßes unabhängig; ob aljo das Gefäß AC, Fig. 668, pris- 
matifch wie a, oder oben weiter als unten wie b, oder unten weiter als oben 
wie c, oder ſchief wie d, oder ob es baudjig wie e ift u. f. w., immer bleibt 
der Drud gegen den Boben gleich dem Gewichte einer Waflerfäule, deren 
Bafis der Boden und deren Höhe die Tiefe des Bodens unter dem Wafler- 
fpiegel if. Da fic der Drud des Waſſers nad) allen Seiten fortpflanzt, 
fo findet diefes Geſetz auch dann noch feine Anwendung, wenn bie Fläche 
wie 3. B. BC in Fig. 669, von unten nach oben gebrüldt wird. Jede 
Slächeneinheit in der an BC anliegenden Waflerfhiht BE wird durch 
eine Wafferfäule von der Höhe HB —= RK — h gebrüdt, es ift folglich 
auch der Druc gegen die Fläche C B durch Fhy ausgedrückt, wenn F den 
Inhalt diefer Fläche bezeichnet. 

Fig. 668. Fig. 669. 


* 2 
— 
zZ \ 
D CE 
A B 





Es folgt aud) hieraus noch, daß das Waſſer in communicirenden Röhren 
ABC und DEF, ig. 670, im Zuſtande des Gleichgewichtes gleich hoch 
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ſteht, oder daß die Spiegel AB und ER deſſelben in eine und dieſelbe 
‚Horigontalebene fallen. Zur Erhaltung des Gleichgewichtes ift es nöthig, 
daß die Waſſerſchicht AR durd) die über ihr ftehende Wafferfäule ER 
ebenfo ſtark nad) unten gedrüdt wird, als durch die unter ihr befindliche 
Waſſermaſſe von unten nad} oben. Da aber in beiden Fällen bie gedrlidte 
Fläche eine und diefelbe ift, jo muß auch die Drudhöhe in beiden Fällen eine 
und diefelbe fein, es muß alſo der Waflerfpiegel AB ebenfo hoch über AR 
ftehen als der Wafferfpiegel ZF. 


Seitendruck. Das foeben gefundene Geſetz von dem Waſſerdrucke 
gegen eine Horizontalfläche läßt fich nicht unmittelbar auf eine gegen den 
Horizont geneigte ebene Fläche anwenden, da bei diefer die Drudhöhen 
an verfchiedenen Stellen verfchicden find. Der Drud p = hy auf jede 
Slächeneinheit innerhalb ber horizontalen Waſſerſchicht, welche um die Tiefe 7 
unter dem Waflerfpiegel fteht, wirkt nad) allen Richtungen ($. 377) und 
folglich auch rechtwinkelig gegen bie feften Seitenwände des Gefäßes, die 
(nach $. 142) denfelben volfommen aufnehmen. Iſt nun F} der Inhalt 
eines Elementes von einer Geitenflähe ABO, Fig. 671, und A, befien 
Drudhöhe Fi Hı, welche bei der Kleinheit des Elementes für alle Punfte 
deffelben die nämliche Größe hat, jo hat man den Normaldrud des Waſſers 
gegen bafjelbe: 


Big. er. A=Fhr; 


ift ebenfo Fy ein zweites Slächenelement, 
und Az deſſen Drudhöhe, fo hat man 
den Normaldrud auf daſſelbe: 
R=Fhy; 
ebenfo fiir ein brittes Element : 
BR=RFhyujf.w. 
Diefe Normaldrüdte bilden ein Syſtem 
von Parallelträften, deren Mitteltraft P 
die Summe dieſer Drüde, alfo 
P=(FRh+Rh+t)y 
iſt. Nun ift aber noch 
Fihi — F 
die Summe der ſtatiſchen Momente von Fi, F, u. |. w. hinſichtlich der 
DOberflähe A OB des Waflers und — Fh, wenn F den Inhalt der ganzen 
Fläche und A die Tiefe SO ihres Schwerpunkte S unter dem Wafferfpiegel 
bezeichnet, es folgt daher der gefammte Normaldrud gegen die ebene Fläche: 
= Fhy. 
Berftcht man Hier unter Drudhöhe einer Fläche die Tiefe SO ihres 
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Schwerpunftes S unter dem Wafferfpiegel, fo gilt alſo allgemein die Regel: 
der Drud des Waſſers normal gegen eine ebene Fläche ift gleich 
dem Gewichte einer Wafferfäule, deren Bafis bie Fläche und 
deren Höhe die Drudhöhe der Fläche ift. 

Uebrigens ift noch hervorzuheben, daß diefer Wafferdrud nicht von der 
Waffermenge, welche über oder vor der gebridten Fläche fteht, abhängt, daß 
alfo z. ®. unter übrigens gleichen Umftänden eine Spundwand ABCD, 

Big. 672, denfelben Drud aus- 

Bis. 672. zuhalten hat, fie mag das Wafler 

einer ſchmalen Schleufe ACEF, 

oder daß eines größeren Teiches 

s ACGH, ober das eines großen 
Sees abbämmen. Aus der 

Breite AB= CD=bun 

der Höfe AD= BC—a 

einerrectangulären Spundwand 

folgt die Flache berfelben: 


F= ab und bie Drudhöhe: SO — 5 daher der Waflerdrud: 


P=ab 5r= 1, aby. 


Es mädjft alfo diefer Druck wie die Breite und wie das Quadrat der Höhe 
der gedrüdten Fläche. 


Beifpiel. Wenn vor einem 1,2 Meter breiten, 1 Meter hohen, 0,08 Meter 
diden Schugbrete von Eichenhoiz das Wafer 0,8 Meter hoch fleht, wie groß if 
die Kraft zum Aufziehen defielben? 

Das Volumen des Bretes ift: 

12.1. 0,08 = 0,096 Eubifmeter. 
Rimmt man nun die Didtigfeit des mit Wafjer geſchwängerten Eichenholzes nad 
$. 63 zu 1,11 an, fo folgt daß Gewicht diejes Bretes: 
@ = 0,096 . 1,11 . 1000 = 106,6 Rilogramm. 

Der Drud des Waſſers gegen das Schutzbret und auch der Drud befielben 
gegen jeine Führung ift: 

P= 08.12. 1000 = 384 Rilogramm; . 
jet man nun den Eoefficienten der Reibung für nafjes Holz nad} 9.178 90,68, 
jo folgt die Reibung diejes Bretes in feiner Leitung: 

F=gP= 08 .3% = 21,1 Rilogramm. 
Addirt man hierzu das Gewicht des Bretes, fo erhält man die Kraft zum Yuf- 
ziehen defjelben, vorausgeſetzt, daß der Einfluß des Auftriebes (ſ. $. 391) ver⸗ 
nadjläjfigt wird, glei) 261,1 + 106,6 — 387,7 Rilogramm. 


Mittelpunkt des Wasserdruckes. Die Mittelfraft P= Fhy $. 384. 
aus ſammtlichen Elementarprefiungen Fi hy, Fahay u. |. w. hat, wie 
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jede andere Mittelfraft eines Syſtemes von Parallelträften, einen beftimnten 
Angriffspunft, den man den Mittelpunkt des Drudes nennt. Durch 
Big. 673. Unterftügung dieſes Punktes kann 

dem ganzen Wafferdrude einer Fläche 
das Gleichgewicht gehalten werden. 
Die ftatiichen Momente der Elemen- 
tarprefiungen Fj Rı Y, Faha y u.f.w. 
binfichtlich der Ebene des Wafler- 
fpiegeld ABO, Fig. 673, find: 

Fhyh=Frhr 

Fly. = Fahty u. ſ. w.; 
es ift aljo das flatifche Moment des 
ganzen Waſſerdruckes in Hinficht auf 
diefe Ebene: 

Al+Rm+)r 
Bezeichnet man nun ben Abftand KM des Mittelpunftes M dieſes 
Drudes vom Wafferfpiegel durch 2, fo hat man das Moment des Waffer- 
drudes auch: 

P=(Fh+FRhlm+:-)ey, 

und es folgt nun durch Gleichſetzen beider Momente die in Frage ftehende 
Tiefe des Mittelpunftes M unter dem Waflerfpiegel: 


.Y 


Do AMtRM+.. _AW4RNt.: 
Fhtmmt. — Ph ' 


wenn, wie oben, F ben Inhalt der ganzen Fläche und A die Tiefe ihres 
Schwerpunftes unter dem Waflerfpiegel bezeichnet. 

Um diefen Drudpunft vollftändig zu beftimmen, hat man noch defſen 
Abftand von einer anderen Ebene oder Linie anzugeben. Scht man bie 
Abftände FG, Fr Gy... . der Fläcjenelemente Fi, F . . . von ber den 
Neigungswintel der Ebene beftimmenden Falllinie AC — Yı, y - - -, fo 
find die Momente der Elementardrüde in Hinficht auf diefe Falllinie: 
Fhyy,Fhyy..., aljo ift das Moment der ganzen Fläche: 
FhytRrbpt--)p. 

Bezeichnet man den Abftand MN des Mittelpunftes M von eben diefer 
Linie durch v, fo hat man diefes Moment auchtgleich :(Fı hı + Fahs Nvy. 
Segt man endlic) beide Momente einander gleich, jo erhält man die zweite 
DOrbinate: 


2) v= 





AhydtRBhkyt+ _ Ahlyıtrkhy to 
"h+Ph+- Fh 

Iſt @ der Neigungswinkel der Ebene ABC gegen den Horizont, find 

ferner 21, 23... die Entfernungen E, Fı, Ex Fy ... der Elemente Fi, Fr... 
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und ift u ber Mbftand LM des Drudmittelpunttes M von der Durch- 
ſchnittslinie AB der Ebene mit dem Wafferfpiegel, fo Hat mar h, —x, sin. c, 
h=msina...,fowies— u sin. @ Fuhrt man dieſe Werthe in 
den Ausdruden für und v ein, fo ergiebt ſich: 
u F Fa — Trägheitsmoment 
Fat+Fm +: ſfatiſches Moment 
_ Fayı + Fr +: __ Eentrifugaftcaftmoment 
Pe Tmnat+mmtr Patien Moment 
Man findet alfo die Abftände u und v des Drudmittelpunktes von der 
horizontalen Are AY und von ber durch die Falllinie gebildeten Are 4 X, 
wenn man das ſtatiſche Moment der Fläche in Hinficht auf die erfte Are 
einmal in das Trägheitsmoment derſelben in Hinficht auf diefelbe Are und 
ein zweites Mal in das Centrifugalkraftmoment derfelben in Hinficht auf 
beide Aren dividirt. Auch ift der erſte Abftand zugleich die Entfernung des 
Schwingungspunftes von ber Durchſchnittslinie mit dem Waſſerſpiegel 
G. 351). Uebrigens ift leicht zu ermeflen, daß der Mittelpuntt des 
Wafferdrudes mit dem in $. 338 beftimmten Mittelpuntte bes 
Stoßes volltommen zufammenfällt, wenn die Durchſchnittslinie AY der 
Fläche mit dem Wafferfpiegel als Drehare angefehen wird. 





und 





Wasserdruck gegen Rechtecke und Dreiecke. Iſt die gedruckte $. 385. 


Fläde ein Rechtech AC, Fig. 674, mit horizontaler Grundlinie CD, fo 

befindet ſich der Mittelpunkt M des Drudes in der die Grundlinien halbi- 

venben Falllinie XL und fteht um 2/, diefer Linie von ber im Waſſerſpiegel 

liegenden Seite AB ab. Reicht diefes Rechted nicht bis zum Wafferfpiegel, 

wie in Fig. 675, ift vielmehr der Abftand KL der unteren Bafis C.D vom 
Big. 674. . Sig. 675. ig. 676. 





Bafferfpiegel =, und der Abſtand KO der oberen Baſis AB —%, fo 
hat man den Abftand KM des Drudmittelpunftes vom Waſſerſpiegel HR: 


zB, 





Für ein rechtwinkeliges Dreied, ABC, 8ig.676, deffen eine Kathete 
Beishad's Lehrbuch der Medanif. J. 55 
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AB im Waſſerſpiegel liegt, iſt der Abſtand KM des Druckmittelpunktes M 
von AB GBeiſpiel 8. 338): 
1, F.3 
UF. Al 
wenn 2 bie Höhe BC bes Dreiecks bezeichnet. 

Der Abftand diefes Punktes M von der anderen Kathete BC ift, da dieſer 
Punkt jedenfalls in der das Dreied halbirenden Linie CO liegt, weldye von 
der Spige C nad) dem Mittelpunfte der Grundlinie geht, N M=r—1/,b, 
wenn b bie Grundlinie AB bezeichnet. 

Liegt die Spige C im Warferfpiegel, wie Fig. 677 angiebt, befindet fid) 
aljo die Kathete A B unter der Spike, fo hat man: 


um hF® _ 
EUH=u=,m lm 


NM=er=h.2=yb 


Befindet fich das ganze Dreieck ABC, Fig. 678, unter Waffer, fteht die 
Fig. 677. Fig. 678. Grundlinie AB um 
AH=-1, und die Spitze 
Cum CH ⸗ li vom 
Waſſerſpiegel HR ab, 
jo hat man den Abftand 
MK des Drudmittel: 
Me NT ⸗ punktes M vom Waſſer⸗ 
NZ 

oO % fpiegel HR: 


ar (" —I) + F ( 4 li — 2) 


_ Yslı -uP +2 H +” _ 2 H2hE +3 
— 1,2%, +) 2(h + 26) 
Auf ähnliche Weife laſſen fich die Drudmittelpunfte von anderen ebenen 
Figuren beftimmen. 


Beifpiel. Welche Kraft P ift aufzuwenden, um die um eine horizontale Are D 
drebbare Freisrunde Klappe AB, Fig. 679, aufzuziehen? Es jei die Länge DA 
diefer Klappe glei 0,4 Meter, ihr Durchmeſſer AB = 0,35 Meter, der Abſtand 
ihreg Schwerpunktes S von der Axe D, DS = 0,2 Meter und ihr Gewidt 
G = 25 Silogramm. ferner jei der Abftand DH der Drehaxe D von dem 
Waſſerſpiegel UR, in der Ebene der Klappe gemeflen, glei 0,8 Meter und 
der Neigungswinkel diefer Ebene gegen den Horizont « = 60°. 

Die gedrüdte Fläche ift: 

n dꝰ 


F= = 0,7854 . 0,852 = 0,096 Quadratmeter 
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umd die Drudhöhe oder Tiefe ihres Mittelpunttes C unter dem Wafferjpiegel: 
OC=h=Hlsna= (08 + 005 + =) 0,866 = 0,455 Meter, 


Fig. 679. daher der Waflerdrud auf die Flache AB=F: 
„ Q= Fhy = 0,0% . 0,455 . 1000 
— 43,68 Rilogramm. 


Der Hebelarm d diefer Kraft in Hinfiht 
auf die drehate D ift der Abſtand DM des 
Drudmittelpunttes M von derjelben, alfo: 
b=HM-—HD. 
Nun ift aber: 
Mı.no 
au: or 
e B 
2 ‚ac 16.HC 
0,85% 
+HC0= 16.058 + 0,525 — 0,54 Meter, 
daher folgt: 
b = 0,54 — 0,80 = 0,24 Meter 
und daß gefuchte ftatifhe Moment des Waflerdrudes: 
Qb = 43,88 . 0,24 = 10,48 Metertilogramm. 

Das ſtatiſche Moment des Klappengewichts ift gleich 
@.DR=G.DS.co.«a=%.02.05 = 2,5 Meiertilogramm. 
Durch Addition beider Momente erhält man das ganze Moment zum Aufziehen 

der Rlappe: 

Pa = 10,48 + 2,5 = 12,98 Meterlilogramm 
und, wenn die Kraft zum Aufziehen an dem Hebelarm DN —= a — 0,2 Meter 
mirtt, fo folgt die Größe derfelben: 


12,98 _ R 
P= 57 = 99 Kilogramm. 


Druck auf beiden Seiten einer Fläche. Wird eine ebene Fläche 

AB, $ig. 680, zu beiden Seiten vom Waſſer gedrüdt, fo erhält man 

Fig. 680. die Mittelfraft durch die Differenz ber den 

beiden Seiten entſprechenden und einander 
entgegenwirkenden Wafferbriide. 

Iſt F der Inhalt des gedrückten Theiles 
auf der einen Seite der Flähe AB und 
h bie Tiefe AS feines Schmwerpunftes unter 
dem Wafjerfpiegel, ferner Fı der Inhalt 
des Theile A, B; auf der anderen Seite 
der Fläche und A, die Tiefe A, S, feines 
Schwerpunttes unter dem entfpredjenden Wafferfpiegel, fo füllt die geſuchte 
Mittellraft: P= Fhy — Fıhy = (Fh — Fıhı) y aus. 

6be 
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Iſt das Trägheitemoment des erften Flächentheiles in Hinficht auf die 
Linie, in welcher die Ebene der Fläche den erften Waflerfpiegel fchneibet, 
gleich FFx?, jo hat man das ftatifche Moment des Waflerbrudes von ber 
einen Seite in Hinficht auf die Are A gleid) 

Fk? y, 
und ift das Trägheitsmoment des zweiten Flächentheiles in Hinficht auf Die 
Durhichnittölinie mit dem zweiten Wafferfpiegel gleich Fk}, jo hat man 
ebenjo das ftatiihe Moment des Waflerdrudes von der anderen Seite in 
Hinficht auf die Are im zweiten Waſſerſpiegel A, gleich 

Fi k?y. 

Setzen wir nun den Abftand A A, der Waſſerſpiegel von einander gleich 
a, fo erhalten wir die Vergrößerung des legten Momentes beim Uebergange 
von der Are A, auf die Are A gleid) 

Fıhay, 
und daher ift das ftatifche Moment bes Waflerdrudes Fi hy in Hinſicht 
auf die Are A im erften Wafjerfpiegel 
Fky+ Fhay= (Fk) + Fıahı)yY. 
Hiernad) folgt dann das ftatifche Moment der Differenz beider Mitteldrücke: 
(Fk? — Fk? — aFıh) 7 
und der Hebelarm diefer Kraftdifferenz, oder der Abftand des Drudmittel- 
punktes von der Are im erften Waflerfpiegel : 
Fa — FRk—arh 
OO Fh—-Fh 
Sind die gedrückten Flächentheile einander gleich, welcher Fall eintritt, 
wenn, wie Fig. 681 repräfentirt, die ganze Fläche AB = F unter Wafler 
Sig. iſt ſo Hat man einfacher: 
P=F (h hı) Y 
und da k?—k? + 2ahı + a? (j.$.225) 
wüdkh—h = a it, 
„hal _am + a? 
h— h @ 

—hta=h. 

In dem legten Falle ift alfo der Drud 
gleich dem Gewichte einer Waſſerſäule, deren 
Grundfläche die gedrüdte Fläche und deren Höhe der Höhenabftand RA, 
zwiſchen beiden Waflerfpiegeln ift, und es fällt der Mittelpunkt des Drudes 
mit dem Schwerpunfte S der Fläche zuſammen. Dieſes Gefeg ift auch noch 
dann richtig, wenn beide Waflerfpiegel außerdem noch durch gleiche Kräfte, 
3. B. durch Kolben, oder durch die Atmoſphäre gebrüdt werden. Denn ift 


u 
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diefer Drud auf jede Flächeneinheit gleich p und alſo die entſprechende 
Boflerfäulendöge U = ri G. 382), fo Hat man flatt A, A + 2 und ftatt 


Myı hr + 1 zu fegen, und es läßt die Subtraction die Kraft 
P=h+1—-h+W)Fy—=h—h)Fy 

übrig. Aus dem Grunde läßt man denn auch in der Regel bei hybrofta- 

tiſchen Unterfuhungen den Atmofphärendrud außer Acht. 


Beifpiel. Die Höhe AB des Oberwaſſers bei einer Schifffahrtsſchleuſe, 
Fig. 682, beträgt 2 Meter, das Waffer in der Kammer fteht am Schleujenthore 
Fig. 682. 1,2 Meter hoch und die Breite de Kanals wie 
der Kammer beträgt 2,5 Meter, welchen Mittels 

drud Hat das Schleuſenthor auszuhalten? 

Es if 
F=2.25 = 5 Quadratmeter und 
F=12.25 = 3 Ouabratmeter, 
A=1 Meter und Ah, — 0,6 Meter, ferner 
«= 2— 12 = 08 Meter. 
Man hat jodann: 
B=y.2=18 und kt Y122 = 0,48, 
daher folgt der gefuchte Waflerdrud: 

P=(Fh— Fh)y=(.1- 3. 06) 1000 = 3200 Rilogramm 
und bie Tiefe feines Angriffspunftes unter dem Obermafferipiegel: 
5.183 — 3 .0,48 — 08.8 


— _ _ 
— Bin m uem 








Druck nach einer bestimmten Richtung. In vielen Fällen ift $. 387. 


«8 wichtig, nur einen, nad} einer beftimmten Richtung wirkenden Theil des 
Wafferdrudes auf eine Fläche zu kennen. Um eine folde Komponente zu 
finden, zerlegen wir den normalen Waflerdrud MP — P ber Fläde 
AB=F, $ig. 683, nad) der gegebenen Richtung MX und nad) ber 
Gig. 683. Richtung MY winfelrecht gegen dies 

jelbe in zwei Seitenkräfte: 
MP =P, wMPR,=P:. 
Iſt nun & der Wintel PMX, 
um welden die Normalkraft von ber 
gegebenen Richtung MX der Seiten- 
kraft abmeicht, fo erhält man für die 


Gomponenten : 
P, = Pcos.@ und P;, = Psin.a. 
Entwirft man von der Flähe AB 


in einer winkelrecht auf der gegebenen Richtung MX ftehenden Ebene bie 
Brojection BC, jo hat man fir deren Inhalt Fı die Formel: 
Fı=F.co. ABC, 
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ober, da ber Neigungswinkel ABC der Fläche zu ihrer Projection gleich 
ift dem Winfel PMX « zwiſchen der Normalkraft P und ihrer Com» 
ponente P,, jo Hat man: 

Fı = F cos. &, ober umgelehrt: 


008.6 — A 
F' 
und baher die gefuchte Seitenkraft: 
= Fı 
A=P7- 


Da noch der Normaldrud die Größe P Fhy hat, fo folgt endlich: 
P=RFhy, ö 
d. 5. der Drud, womit das Waffer auf eine ebene Fläche nad) 
irgend einer Richtung drüdt, ift gleich dem Gewichte einer Waffer- 
fäule, welhe zur Bafis die Projection der Fläche winkelrecht zur 
gegebenen Richtung und zur Höhe die Tiefe des Schwerpunftes 
der Fläche unter dem Wafferfpiegel hat. 

In den meiften Fällen der Anwendung ift e8 wichtig, nur bie verticale 
ober eine horizontale Komponente vom Drude des Waſſers gegen eine Fläche 
zu kennen. Da die Projection winkelrecht zur Verticalrichtung die Horis 
zontal- und bie Projection winkelrecht zu einer Horizontalrichtung eine Ver⸗ 
ticalprojechion ift, fo findet man den Berticaldrud des Waſſers gegen 
eine Fläde, wenn man die Horizontalprojection oder den Grundriß 
derfelben als gedrüdte Fläche, und dagegen ben Horizontaldrud des 
Waſſers nad} irgend einer Richtung, wenn man die Verticalprojectiom 
oder den Aufriß der Fläche winkelrecht gegen bie gegebene Richtung als 
gebrücte Fläche behandelt, in beiden Fällen aber die Tiefe OS des Schwer⸗ 
punftes S der Hläche unter dem Wafferfpiegel ale Drudhöhe anficht. 

J Bei einem prisma⸗ 
Big. 684. tifhen Teihdamme 
ABDE, $ig. 684, hat 

man hiernad) fr dem 

Horigontaldrud des 

Waſſers das verticale 

Längenprofil AC und 

für die Verticalkraft 

die Horizontalprojection 

BC der Waflerflähe 

AB alögebrüdte Fläche 

anzufehen. Segt man 

baher die Länge des 
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Dammes gleich 2, bie Höhe AC — h und bie vordere Bildung BC = a, 
jo folgt die Horizontalfraft des Waſſers: 

H= ın5 y=Yh’ly 
und der Berticaldrud deſſelben: 

V=al 2 y=Malhy. 


Iſt num noch die obere oder Dammkappenbreite A E — b, die hintere 
Böihung DF = a, und das fpecififche Gewicht der Dammmafle = },, 
jo hat man das Gewicht des Dammes: 


= (d + 25 ®) an, 
und den ganzen Berticaldrud des Dammes gegen den horizontalen Boden : 


V+4=!halny + (04) mn 1nar + (+25 )rı m 





2 


Segt man den KReibungscoefficienten gleich p, fo folgt num die Reibung 
oder Kraft zum Fortfchieben des Dammes: 


F=90+@9=[inar + (+4 ®) | prı 


In dem Falle, wenn der Horigontaldrud des Waſſers diefes Fortſchieben 
bewirken fol, ift daher zu ſetzen: 


'hMly= rer + (b + = n | phi, 
oder einfacher: 
h=p(la+l@+a+am)?). 
Damit alfo der Damm vom Waſſer nicht fortgeſchoben werde, muß ſein: 
h<op a+@d+a+m)Z oder 


1, (+ —_ ) _ |- 
> (> °), (a + aı) 
Der Sicherheit wegen nimmt man wohl an, daß der Grund des Dammes 
größtentheils durchwaſchen fe, weshalb äußerftenfalls noch ein Gegenbrud 
von unten nach oben gleihh (b + a + a,) !hy in Abzug zu bringen und 


n<pl[es+a+ m) (M — 1)- | 
zu fegen ift. 
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Beiſpiel. Die Dichtigkeit der Lehmdammmaſſe ift nahe doppelt jo groß, als 
die des Waflers, aljo: 


22 und — 113; 


es läßt fich daher für einen Lehmdamm einfach 

h<o(2b-+.a) 
legen. Erfahrungen ‚zufolge widerfteht ein Damm hinlänglich, wenn die Höbe, 
Böſchung und Kappenbreite defielben einander gleich find; fegt man hiernach in 
der legten Formel: 

h=b=a, jo ergiebt fid: 

9 —= Ys, wedhalb man in anderen Fällen: 


h=Y, [tar (&-ı1)-a] 
und insbejondere bei Lehmdämmen: 
h= 4, (2b + a), daher umgelehrt: 
$3h-a 
b= 5 





zu ſetzen hat. 
Beträgt die Dammhöhe 5 Meter, und iſt der Böſchungswinkel « —= 36°, jo 
bat man die Böſchung: 
a=hcog.a=b. cotg. 36° — 5. 1,3764 = 6,882 Meter 
und daher die obere Damm: oder Rappenbreite: 
b= 15 — 6,882 = — 4,059 Meter 
3u machen. | 


Druck auf krumme Flächen. Das im vorigen Paragraphen 
gefundene Gefeg über den Drud des Waflerd nad) einer beftimmten Rich- 
tung gilt nur für ebene Flächen und für die einzelnen wegen ihrer Kleinheit 
als eben anzufehenden Elemente krummer Flächen, nicht aber für krumme 
Flächen überhaupt. Die Normaldrude auf die einzelnen Elemente einer 
krummen Fläche laſſen ſich in Seitenfräfte parallel zu einer gegebenen Rich— 
tung und in andere, gegen erftere winfelvecht, zerlegen. Jene Seitendrüde 
bilden ein Syſtem von Parallefträften, deren Mittelfraft den Druck in der 
gegebenen Richtung darftellt, und die darauf ſenkrechten Seitenkräfte laſſen 
ſich ebenfall8 auf eine Mittelkraft zurüdflihren. Beide Mittelfräfte geftatten 
aber nur dann eine weitere Vereinigung, wenn fie zum Durchſchnitte 
gelangen ($. 99). Im Allgemeinen ift e8 daher nicht möglich, die fünmt- 
lichen Wafjerdrüde gegen die Elemente einer krummen Fläche auf eine einzige 
Karft zurückzuführen, doc) kommen einzelne Fälle vor, wo die gedachte Ver- 
einigung möglich ift. 

Sind Fi, Fa, Fz . .. . Elemente einer krummen Fläche, und hı, Aaı ha ... 
ihre Druckhöhen, jo bat man den Drud auf die krumme Fläche nad) einer 
beſtimmten Richtung, wenn G,, Ge, G5 . . . die Projectionen der Elemente 
auf eine zur Druckrichtung ſenkrechte Ebene bedeuten: 


P=(Gh + Gh + Gh +: )Y- 
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In dem Falle, wenn die einzelnen Elemente der frummen Fläche 7 zu 
ihren Projectionen G ein conftantes Berhältniß, d. h. wenn fie liberal die- 
felbe Neigung gegen die Projectionsebene haben, wenn alfo: 


a = & = Gs ‚.' zn 
F\ R FR 
ift, hat man: 
G=nF,%=nPr,..., 
folglid) : 


P=n(Fh+FRk + Fb +:-)y=nFhy, 
wenn F' den Inhalt der gedrückten Fläche und % die Tiefe ihres Schwer- 
punfte8 unter dem Waſſerſpiegel bedeutet. Nun ift ferner, unter @ bie 
Projection der gedrüdten Fläche verftanden: 
F=Rh+R+R+--=rth tr tn + —nG, 
daher: | 
P=nFky= Ghy. 

In diefem Falle, wo alle Flächenelemente diefelbe Neigung gegen die 
Projectionsebene oder gegen die “Drudrichtung haben, gilt daher ebenfalls 
wie bei ebenen Flächen das Geſetz, daß der Wafferdrud nad der 
betreffenden Richtung gleih dem Gewichte einer Waffer- 
fäule ift, deren Bafis der Projection ber frummen Fläche 
winkelrecht gegen die gegebene Richtung und deren Höhe der 
Tiefe des Schwerpunftes der krummen Fläche unter dem 
Wafferfpiegel gleichkommt. 

So ift 3. B. der Verticaldrud des Waffers gegen den Mantel eines mit 
Waſſer geflilten, geraden, tegelfürmigen Gefäßes ABC, Fig. 685, gleid) 

Sig. 688. dem Gewichte einer Wafferfäule, welche die 
Bodenfläche zur Bafis und zwei Drittel der 
Arenlänge CM zur Höhe hat, weil fänmtliche 
Elemente der Mantelfläche gleiche Neigung 
gegen bie horizontale Bodenfläche haben, und 
weil der Schwerpunkt S des Kegelmantels um 
zwei Drittel der Höhe des Kegels von der 
Spite abfteht ($. 118). Iſt r der Halbmefier 
der Bafis und A die Höhe des Kegels, fo hat 
man den Drud gegen den Boden gleich wr?hy 
und den Berticaldrud gegen den Mantel gleich 
2/,ar?hy; da aber der Boden mit der Seitenwand feft verbimden ift, und 
beide Drücke einander entgegen wirken, fo folgt die Sraft, mit welcher das 
Gefäß durch das Wafler abwärts gedrückt wird, zu 

(1 — Y/)artkhy—Nsarthy 





$. 389. 
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gleich dem Gewichte der ganzen Waflermaffe. Hätte man ben Boden dur 
einen feinen Schnitt vom Mantel getrennt, fo würde derſelbe mit feiner 
vollen Kraft wr?hy nad) unten, oder auf feine Unterlage brüden, dagegen 
wäre aber auch nod) der Mantel mit einer Kraft %/, mr? hy nieberzuhalten, 
um das Abheben deſſelben durch das Waſſer zu verhindern. 


Horizontal- und Verticaldruck. Wie aud) eine krumme Fläche 
AB, $ig. 686, geformt fein möge, immer ift der Horigontaldrud bes 
Waſſers gegen dieſelbe gleich dem Gewichte einer Wafferfäule, welche 

Big. 686. zur Bafis die Verticalprojection 
AsBo der Fläche winkelrecht zur 
gegebenen Drudridhtung und zur 
DrudhöhedieTiefe OSdes Schwer⸗ 
punttes 8 biefer Projection unter 
dem Wafferfpiegel hat. Die Ride 
tigfeit diefer Behauptung folgt aus der 


-P. Formel 
⸗in P=(Gh+&h+:)Y 
: ſogleich, wenn marı berüdfichtigt, daß die 
Drudhöhen Aı,Aa.... der Flachenelemente 
c auch zugleich die Drudhöhen ihrer Pro⸗ 
jectionen find, daß alfo 
Ght+@h+:-- 


das ftatifche Moment der ganzen Projection in Hinficht auf den Wafler- 

fpiegel, d. i. das Product Eh aus ber Verticalprojection G und der Tiefe h 

ihres Schwerpunftes unter dem Wafferfpiegel ift. Man hat alſo hier wieder 
P=Ghy 

zu fegen, aber nicht aufer Acht zu lafjen, bag A die Drudhöhe ber Ber- 

ticalprojection ift. 

Irgend zwei Theile AB und A, Bi der Oberfläche eines Gefäßes, welche 
diefelbe Berticalprojection 40 Bo haben, wie fie 3. B. durch einen durch das 
Gefäß gelegten horizontalen Cylindermantel aus ber Gefäßwand heraus- 
geſchnitten werden würden, haben gleiche und entgegengefegte Horizontalbrüde. 
Der Verticalſchnitt OO’, wodurd) man irgend ein Gefäß mit dem darin 
befindfichen Waſſer in zwei gleiche oder ungleiche Theile theilt, ift zugleich 
die Verticalprojection von beiden Oberflächentheilen RAAB C und HA, Bı C. 
Nah dem obigen Gefege find daher die Horizontaldriide auf die beiden 
Oberflächentheile gleich groß, und da fie entgegengejegt wirken, heben fie ſich 
auf. Es folgt hieraus, da der Horizontaldruck auf die Oberfläche eines 
mit Waffer gefüllten Gefäßes niemals eine Bewegung des Iegteren hervor» 
bringen kann. Wollte man das Gefäß z. B. an einem Faden aufhängen, 
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jo würde zum Öfeichgewichte nur erforderlich fein, daß der Schwerpunft 
vertical unter dem Aufhängepunfte Tiegt, wie auch die Oberflächen beichaffen 
fein mögen. Der Horizontaldrud äußert ſich in diefem Falle nur als innere 
Kraft, welche durch die in den Gefäßwandungen hervorgerufenen elaftifchen 
Spannungen aufgenommen wird. 

Der Berticaldrud P, —= Gı hy des Waſſers gegen ein Element 
F,, Fig. 687, der Gefäßwand ift, da die Horizontalprojection Gi des 
Elementes als Duerjchnitt und die Drudhöhe Ah, als Höhe und alfo Gi hı 

Big. 687. als das Bolumen eined Prismas angejehen werben 
kann, gleich dem Gewichte einer Über dem Elemente 
ftehenden und bis zur Ebene AR des Wafferfpiegels 
reichenden Waflerfäule HF. Die einen endlichen 
Theil AB des Bodens oder ber Gefäßwand aus⸗ 
machenden Flächenelemente erleiden daher auc, einen 
Berticaldrud, welcher dem Gewichte fämmtlicher dar- 
überftehenden Waſſerſäulen, d. i. dem Gewichte ber 
über dem ganzen Stüde ftehenden Wafferfäule gleich 
ft. Seen wir dieſes Bolumen Vı, jo erhalten wir 
hiernach für den verticalen Wafferdrud: 


P= V, V. 
Für einen anderen Theil A, Bi der Gefäßwand, 


welcher fenfrecht über dem vorigen liegt und das Vo⸗ 
Iumen A, Bı H=4Vh begrenzt, hat man den entgegengefegten Berticaldrud‘: 


Q = V; Y; 
find aber beibe Theile feft mit einander verbunden, fo refultirt aus beiden 
Kräften die vertical abwärts wirkende Kraft: 
R=P—- 9=(ı - Iı)y=VY 

gleich dem Gewichte der zwifchen beiden Fläcdhentheilen enthals 
tenen Waſſerſäule. Wendet man endlich diefes Geſetz auf das ganze 
Gefäß an, fo folgt, daß der gefammte Verticaldrud des Waſſers 
gegen das Gefäß glei ift dem Gewichte der eingefchloffenen 
Waſſermaſſe. 

Bringt man in der Seitenwand eines Gefäßes ZBR, Fig. 688 I. u. II. 
(a. f. S.), eine Oeffnung O an, fo fällt der Theil bes Drudes, welcher 
dem Uuerfchnitte diefer Oeffnung entipricht, weg, und es bleibt daher der 
Drud auf das gegenüber Tiegende Tlächenftüd F' übrig. Wird nun die 
Deffnung wie in I., durd) einen Kolben X verfchloflen, deſſen Zuriidgehen 
ein Widerftand Z von außen verhindert, jo findet eine gleichmäßige Ver⸗ 
theilung des Horizontaldrudes auf die Gefäßwand nicht mehr ftatt, fondern 
es wird das Gefäß mit einer Kraft P = Fhy fortgefchoben, welche der 
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Kolben in entgegengejegter Richtung aufnimmt. elangt nad) der Ent- 
fernung des Kolbens das Waſſer O zum Ausfluffe, wie II. darftellt, fo 


Fig. 688., 
1 2 


fteigert fi) in Folge der Reaction des ausfließenden Waſſers biefer Druck 
P von Fhy auf P, = 2 Fhy, wie.in der Folge gezeigt werben wird. 


Anmerkung. Aus dem Vorftehenden ergiebt fi, daß die Kraft, welche der 
Danıpf oder das Waller bei Dampf oder Waflerfäufenmajginen auf den Kolben 
ausübt, unabhängig von der Form des legteren iſt. Wie auch die Drudflähe 

Fig. 639. durch Aushöhlung oder Abrundung vergrößert fein möge, 
immer bleibt der Drud nad der Richtung der Rolben- 
fange glei dem Producte aus dem Querſchnitie des 
Eylinder8 und dem Drude p auf die Flacheneinheit 
(fpecififcher Drud). Bei bem trichterförmigen Kolben AB, 
Big. 689, deffen größerer Halbmeiler CA= CB=r 
und deſſen Heinerer dalbmeſſer GD= GE = rı if, 
beträgt der Drud auf die Grundflähe AB die Größe 
ar?p und der berticale Drud auf den Kegelmantel 
a (r? — rn?) p; jo daß ber reſtirende, nad) oben wirt 
jame Drud 

P=arp—ar— r)p=arp 

beträgt, d. h. gleich dem Querſchnitte des Eylinders mal 
dem jpecifiigen Drude ift. Hierbei ift ſtillſchweigend 
voraußgejegt, daß ber ſpecifiſche Drud p für alle Ober: 
flachentheile des Kolbens gleich groß ſei, wie dies bei Dampfmafdinen immer 
genau und bei Waflerfäulenmajginen jehr annähernd der Fall ift, injofern die 
verticale Abmefjung GC des Kolbens gegen die Drudhöhe CH verſchwindend 
ift, ſonach alle Kolbentheile nahezu in derjelben Tiefe unter dem Waſſerſpiegel 
fi), befinden. 





Beifpiel. Der Berticalbrud P, des Waffers auf Die untere Halbfugellähe ADB, 
Fig. 690, ift dem Gewichte einer Wafferfäule gleich), melde oben von der 
Ebene des Wafferipiegels HR und unten von dieſer Qalbkugelflähe begrenzt 
wird. If r der Halbmefier CA — OD diefer diache und h die Döhe CO 
des Wafferfpiegels AR über der horizontalen Begrenzungsebene AB berjelben, 
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jo hat man das Bolumen einer Über ADB fiehenden, bis zum Wafferjpiegel 
reichenden Waflermafle: 
vr, = Ynr? + nrıh, 
daher den Berticalvrud auf die Halbkugel⸗ 
flähe ADB: 
P,=(kh-+°r) ary. 
Der nad oben gerichtete Berticalorud auf die 
obere Halbkugelflähe AEB ift dagegen 
PR=k— ’Yr)ary; 
daher folgt der geſammte BVerticaldrud: 
P=P,—PR=%nty, 
alſo glei dem Gewichte des Waflers in der 
Kugel. 

Der horizontale Drud auf eine der Halb- 
fugeln DAE und DBE, welde in der Ber: 
ticalebene D CE zufammenftoßen, wird dagegen 
dur das Gewicht des Prismas von der Grundfläche DOE — nr? und der 
Höhe CO = A gemeflen, ift folglich: 

R= nr'hy. 





Röhrenstärke. Bon befonderer Wichtigkeit ift die Anwendung ber 


8. IN. 


Lehre vom Wafferdrude auf Röhren, Keffel u. |. w. Damit diefe Gefäße 


dem Waſſerdrucke hinreichend widerftehen und durch denfelben nicht zerſprengt 
werden, hat man ihnen eine gewiffe, der Druckhöhe und der inneren Weite 
entfprechende Wandftärfe zu geben. Das Zeriprengen einer Röhre kann 
entweder in Quer⸗ oder in Längenriflen vor ſich gehen. Die letteren ent- 
ftehen jedoch leichter als die erfteren, wie aus Folgendem erhellen wird. 

It die Drucdhöhe des Waſſers in einer Röhre gleih A, alfo der Drud 
beflelben auf die Flächeneinheit 9 — hy, ferner die Weite diefer Röhre 
MN=2CM = 2r, Fig. 691, alfo der Querſchnitt des Waſſerkörpers 

Fig. 691. in derfelben F— xr?, fo beträgt ber 
auf die Endflächen der Röhre aus- 
geilbte und von dem Querſchnitte der 
Nöhrenmaffe aufzunehmende Wafler- 
drud: 

P=Fp=nrhy=nr’p. 

Hat nun die Köhrenwand eine Dice 
AD=BE=d, fo ift der Quer⸗ 
ſchnitt derjelben: 

z(r +6) — zrö=2nrd + nö? 


= 2rnrÖ (1 + 2)" 





| — — —— — — — 
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Bezeichnet man nun die zuläſſige Spannung des Röhrenmaterials 
durch %, fo Läßt fich die Tragkraft der ganzen Röhre in der Arenrichtung 


ö 
fegen, fo daß num die Gleichung 
. 6 0 
(1 + 5) 2nrök—=arp 
oder 
(1 + >) 2ök—=rp(f.8. 211) 
aufgeftellt werden kann, deren Auflöjung bie gefuchte Röhrenſtärke 


rp 
I 
2 (1 + 5, ) k 
oder meift genau genug, 
rp __ 27 
d ie giebt. 


Der mittlere Drud, welchen das Kaffe auf ein Wandſtück AMB aus 
übt, deſſen Länge gleich I und Centriwinkel A O B 2° ift, beträgt, da 
die Projection dieſes Stüdes rechtwinkelig gegen die Mittellinie CM ein 
Rechteck vom Inhalte AB. 1 = 2ri’sin. o ift: 

P=2rlsin.a.p = 2rlhsina.y. 

Dieſer Kraft w wird durch die Cohäſionskräfte R, R in ben Querſchnitten 
AD.Iund BE.1=Ööl der Röhrenwand das Gleichgewicht gehalten; fie 
ift daher der Summe 2 Q derjenigen Componenten DO —= Q und E9=Q 
der letzteren Kräfte gleich zu fegen, welche bei rechtwinkeliger Zerlegung mit 
der Mittellinie CM parallel gerichtet find. Segen wir nun R = Ölk, 
jo erhalten wir: 

Q=Rsn.ARQ=Rsin. ACH =Ölksin.a 
und daher: | 
2ölk sin.a = 2rlpsin.o,d.i.ök=rp. 
Es ift hiernad) die gefuchte Röhrenftärke: 
rt 
Ik 5’ 
‚alfo ganz unabhängig von der Lage und Ränge der Riffe. 
Da die erfte Entwidelung d nur — = giebt, fo folgt, daß zur Verhin⸗ 


derung der Entftehung von Längenriffen die Wandſtärke noch einmal fo groß 
zu machen ift, als zur Verhinderung der Bildung eines Ouerrifjes. 
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Aus der gefundenen Formel 
sr? _'”7 
x x 
folgt, daß ſich die Wandſtärken gleichartiger Röhren wie die 
Weiten und wie die Druckhöhen oder Drücke auf die Flächen— 
einheit verhalten müſſen. Eine Röhre, welche dreimal ſo weit iſt, 
als eine andere, und einen fünfmal ſo großen ſpecifiſchen Druck auszuhalten 
hat, als dieſe, muß eine fünfzehnmal ſo ſtarke Wand erhalten. 
Hohlen Kugeln, welche von innen einen Druck p auf jede Flächen⸗ 
einheit aushalten mäffen, hat man die Stärke 
—_ TP 
= Ay , 
zu geben‘, weil hier bie Projection der Drudfläde der größte Kreis zr? 


und die Trennungsflädhe ber Ring 2 zrö (1 + n) oder annähernd bei 


kleinerer Dide = 2rrö ift. 

Die gefundenen Formeln geben fir 9 —= 0 auch d == 0, deshalb müßten 
alfo Röhren, welche feinen inneren Drud auszuhalten haben, unendlich dünn 
gemacht werben; ba aber jede Röhre fchon in Folge ihres eigenen Gewichtes 
einen gewiſſen Drud aushalten und auch eine gewiſſe Dide erhalten muß, 
damit fie waflerdicht hergeftellt werden kann, jo hat man zu der gefundenen 
Größe noch eine gewiſſe Dicke c Hinzuzufügen, um bie Stärke einer unter 
allen Umftänden wiberftehenden Röhre zu erhalten. Es ift foldyem nad) 
fir cylindrifche Röhren oder Keſſel zu fegen: 

ö=cH 7 
ober einfacher, wenn d die ganze innere Röhrenweite, n den Druck in 
Atmofphären, jebe einer 10,336 Dieter glei, 32,84 Fuß hohen Waflerjäufe 
entfprechend, und u eine Erfahrungszahl bedeutet: 
6 =c+ und. 

Die folgende Tabelle giebt die Werthe der Erfahrungscoefficienten c und 

a für Determaß und Fußmaß: 


u für jedes Maß jc (Millimeter) 















Material c (Zoll) 


Natürliche Steine . . - 
Künſtliche Steine 


0,0369 30 1,15 
0,0538 40 1,53 
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Beifpiel. Wenn eine Waſſerſäulenmaſchine jentreht ftehende, im Innern 
0,25 Meter weite Einfallröhren aus Gußeijen hat, welche Wandftärten haben 
diejelben bei 100 Meter Tiefe zu erhalten? 

Nach der angegebenen Formel ift diefe Wandftärte: 

8 — 0,0028 . Er ‚250 + 9 = 5,76 + 9 = 14,76 Millimeter. 

Anmerlung 1. Die obigen Formeln für die Wandftärkten der Röhren be⸗ 
ruhen auf der Annahme, daß da3 Material in allen Punkten des Querſchnittes 
glei ftark in Anipruh genommen wird. Wenn dies auch bei verhältnikmäßig 
geringen Prefiungen und Wandftärken zuläffig erjcheint, jo reichen diefe Formeln 
doch in denjenigen fällen nicht mehr aus, wo es fich, wie 3.8. bei hydrauliſchen 
Preßcylindern, um bedeutende Drudkräfte handelt. Die Spannungen de Ma: 
terials find dann in verjchiedenen concentriihen Schichten je nach deren Abftande 
vom Mittelpunkte des Querſchnittes verfchieden, jo zwar, daß die innerfte Faſer⸗ 
ſchicht am meiften gejpannt wird. Zur Beflimmung diejer verſchiedenen Faſer⸗ 
ipannungen hat Brig die Vorausſetzung gemadt, daß die Dide F der Wand 
während der -Preffung unverändert groß bleibe und findet hiernach, der An- 
nahme entſprechend, daß die marimale Spannung den zuläffigen Werth & 
nicht überfteige : 





p 


d 
d=r (« _ ı) oder p=k Log.nat.(* + ). 


Eine andere Hypotheſe legt Barlow der Rechnung zu Grunde, die nämlich, 
dab die Größe der Querjhnittsfläde der Röhre während der Preffung 
einer Aenderung nicht unterworfen fei, und darnach ergiebt fi: 

k 


1+ 5 
Im zweiten Theile werden die Wandſtärken der Röhren au für den Fall 


ermittelt, wo die Röhren nicht bloß hydroſtatiſchen Drud, jondern auch hydrau⸗ 
liſche Stöße auszuhalten haben. (S. „Ingenieur“ ˖S. 422.) 





— — — 
5 over p 


Anmerkung 2. Von den Stärken der Dampfkeſſelwände wird im zweiten 
Theile gehandelt. Ueber die Theorie der Röhrenſtärke iſt eine Abhandlung von 
Herrn Geh. Regierungsrath Brix in den Verhandlungen des Vereins zur Bes 
förderung des Gewerbefleißes in Preußen, Jahrgang 1834, ſowie Wiebe’s 
Lehre von den einfachen Majdinentheilen, Band I., nachzuleſen. Ebenſo Ran- 
fine’S Manuel of applied Mechanics, ©. 289, und Sceffler’s Mono: 
graphien über die Gitter- und Bogenträger und über die Feſtigkeit der Gefäß⸗ 
wände, fowie Grashof's Teftigleitsiehre. Bon den techniſchen Berbältnifien 
und von den Prüfungen der Röhren wird gehandelt in Hagen’s Handbuch der 
Maflerbaulunft, Theil I., ferner in Geniey’3 Essai sur les moyens de con- 
duire etc. les eaux, und im Traite theoretique et pratique de la con- 
duite et de la distribution des eaux, par Dupuit, Paris 1854. 
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Zweites Eapitel. 


Vom Gleichgewichte des Waffers mit anderen 
Körpern. 


Auftrieb. Ein unter das Waffer getauchter Körper wird durch $. 39L. 
das Wafler von allen Seiten her gebrüdt und es entfteht nun die Frage 
nad) der Größe, Richtung und dem Angriffspunkte der Mittelkraft aus allen 
diefen Preſſungen. Denken wir ums diefe Mittelfraft aus einer verticalen 
und zwei horizontalen Componenten beftchend, und beftimmen wir bieje 
Kräfte nad) den Regeln des $. 389. Der Horizontaldrud des Waſſers 
gegen eine Fläche ift gleich dem Horigontalbrude gegen ihre Berticalprojection; 
nun ift aber jede Projection eines Körpers AC, Fig. 692, Projection vom 
Hintertheil ADC und Vordertheil ABC feiner Oberfläche zugleich, es 
fällt daher auch der horizontale Waflerdrud P gegen den Vordertheil der 
Oberfläche eines Körpers eben fo groß aus als ber Drud — P gegen den 
Hintertheil, und es ift in Folge ber entgegengefegten Richtungen dieſer 
gleichen, im Schwerpunkte der Verticalprojection A C angreifenden Drucke 
die Mittelfcaft derfelben gleich Null. Da diefes Berhältniß bei jeder belie- 
bigen Horizontalrichtung unb biefer entfprechenden Berticalprojection ftatt- 
findet, fo folgt, daß die Refultirende aus allen Horigontalpreffungen Null ift, 
daß aljo der unter dem Wafler befindliche Körper AC nad) allen hori— 
zontalen Richtungen gleich ſtark gedrückt wird umd deshalb Fein Be— 
ſtreben Hat, ſich in einer Horizontalrichtung fortzubervegen. 

Fig. 698. 


Fig. 69. 


Weisbah’s Lehrbuch der Mechanik. J. 56 
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Um den Verticaldruck des Waſſers gegen den eingetauchten Körper 
ABD, Fig. 693 (a. v. ©.), zu finden, denken wir uns denſelben in ver⸗ 
ticale Efementarprismen AB, CD u. f. w. zerlegt, und beftimmen die 
Berticaldrüde auf die Endflähen A und B, C und D derfelben u. |. w. 
Sind die Längen diefer Säulen u, % ..., die Tiefen ZB, KD ihrer 
oberen Enden B, D... unter dem Wafferjpiegel OR gleid) A, Ar... - 
und ihre horizontalen Querſchnitte Fı, F5 . . ., jo hat man die von oben 
nad) unten wirkenden Berticaldrüide gegen die Enden B, D.. .: 


Qı: Os ...— Fıhy, Fyhs} ... 
und dagegen bie von unten nad) oben und gegen bie Enden A, O u. |. w. 
wirkenden Drüde: 


P,PR...=ARkı +)yRkı +%)Y... 
Es folgt nun durch Vereinigung diefer Parallelfräfte die Mittelkraft: 


P=P+PR+—- (a ++) 
=Fk+l)r+Rk+l)y+- —Fhyr—-Fky— 
=(FHh +FRbh+-)y=)PY, 

wenn VW das Bolumen des eingetaucdhten Körpers ober des verdrängten 

Waſſers bezeichnet. 

Hiernach ift alfo der Auftrieb, oder die Kraft, mit weldyer das 
Waſſer einen darin eingetaudhten Körper von unten nad) oben 
emporzutreiben ſucht, gleich dem Gewichte bes verbrängten 
Waffers oder einer Waffermenge, welche mit dem untergetaud)- 
ten Körper einerlei Bolumen hat. 

‚Um noch den Angriffspunkt biefer Mittellraft zu finden, fegen wir bie 
Abftände EF,, EFy... ber Elementarfäulen AB, CD... von einer 
Berticalebene OX gleich a,, as . . . und beftunmen bie Momente der Kräfte 
in Hinfiht auf diefe Ebene. Iſt nun S der Angriffspuntt des Auftriebes 
und ES —= x ber Abftand defielben von jener Grundebene, fo hat man: 

VYy.s=Hhhy.a + Fby.a+--- 
und daher: 


„Aha + Rba + : _Nıa + ra +--- 
"Fıh+But--: Ze Dũ 
wenn Pı, Va... die Inhalte der ſäulenförmigen Elemente bezeichnen. 
Da fih (nad) $. 107) der Schwerpunft des verbrängten Waſſers genau 
nad) derjelben Yormel beftimmt, fo folgt, daß der Angriffspuntt S des 
Auftriebes mit dem Schwerpunfte bes verdrängten Waffers 

zujammenfällt. 
Ein in das Waffer ganz oder theilweife eingetauchter Körper, auf welchen 
das Wafler den zuvor ermittelten Auftrieb ausübt, reagirt natürlich mit 





8. 392.] Vom Gleichgewichte des Waſſers zc. 883 


einer gleich großen entgegengefegt gerichteten Kraft (vertical abwärts) auf 
das Waſſer und das Gefäß. Denkt man ſich z. B. ein Gefäß mit Waffer 
auf einer Wagfchale ftehend und durch auf die andere Wagfchale gelegte 
Gewichte abbalancirt, fo wird das Gleichgewicht geftört werden, ſobald man 
einen feften Körper ganz ober theilweife in das Waſſer eintaucht, ohne ihn 
zu Boden fallen zu laffen, aljo etwa durd) Einhängen. Beträgt das ein- 
getauchte Bolumen 9, fo ift das Waflergefäß um Py fchmerer geworben. 
Um ebenfoviel ift die Schnur, an welcher der Körper hängt, und deren Span- 
nung vor dem Eintauchen gleich dem Gewichte des angehängten Körpers 
war, durch das Eintauchen entlaftet worden. Man kann ſich ftets vorftellen, 
daß der von dem Körper innerhalb des Waflers eingenommene Raum von 
Waſſer erfüllt wäre, deſſen Gewicht dann von der umgebenden Fluſſigkeit 
getragen würde, denn bie umgebende Waflermaffe trägt von dem Gewichte 
des eingetauchten Körpers einen genau eben jo großen Theil. 


Auftrieb bei theilweiser Umgebung mit Wasser. Wenn $. 392. 
ein Körper, wie ABD, Fig. 694, nicht vollftändig vom Waſſet AHR 
umgeben ift, fondern mit der Gefäßtwand in einer ebenen Fläche AB vom 
Inhalte F zufammenhängt, oder die Gefäßwand mit dem Querſchnitte 
AB= F durddeingt, fo fält von der Wirkung des Waflers auf ben 

Fig. 694. Körper bie Kraft weg, welche das Waſſer 
auf die Fläche AB ausllben würde, wenn 
letztere frei, alſo ebenfalls mit dem Waller 
in Berührung wäre. Bezeichnet nun A die 
Drudhöge auf AB, d. i. die Tiefe des 
Schwerpunftes diefer Fläche unter dem 
Waſſerſpiegel AR, fo wäre der Wafler- 
drud auf AB, P Fhy, und giebt Fı 
das Volumen de8 von A BD verdrängten 
Waſſers an, fo ift der Auftrieb des Waflers, 
welcher den Körper ſenkrecht aufwärts zu 
bewegen fuchen wilde, wenn er ganz frei 
wäre, Pı = PıY. 

Da nun aber der Drud auf AB weg- 
fällt, fo ift die Gefammtrwirkung des Waſſers auf den Körper nur die 
Mitteltraft R aus Pi — V, y und — P— — Fhy. Um diefe Mittel- 
kraft zu beftimmen, hat man die verticale Schwerlinie des verbrängten 
Wafferkörpers und die in dem Mittelpunkte M des Drudes auf AB winfel- 
recht ſtehende Gerade bis zum Durchſchnitte C zu verlängern, die Kräfte P, 
und — P in bdiefem Punkte angreifend anzunehmen, und diefelben mittels 
des Barallelogrammes der Kräfte zu einer Mittelfraft UR— R zu vereinigen. 

56* 
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Ift die Neigung der Fläche AB gegen ben Horizont, fowie die Abweichung 
der Kraft P von der Berticalen gleich, &, fo hat man folglich den Winkel, 
welchen die Richtungen der Kräfte P, und — P zwifchen fich einfchließen, 
MCP, = 180° — o und daher bie Größe ber den gefammten Wafler- 
drud auf den Körper A BD mefjenden Mittelfraft: 


R=VP:?2 + Ppı _2PP, cos.“ 
—=»VV? + (FM? — 2V, Fhcos.o. 

Nacd dem Principe von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirfung 
findet eine gleiche Reaction — R des Körpers gegen das Wafler ftatt. Will 
man alfo die Wirkung, die das Waſſer und der eingetauchte Körper auf das 
Gefäß ausüben, ermitteln, jo hat man nur die Mittelfraft zu bilden aus 
dem vertical abwärts wirkenden Gewichte G des in dem Gefäße enthaltenen 
Waſſers und der der obigen Mittelfraft Z entgegengefegten Reaction — R. 
Sest man für .R ihre beiden Componenten P, und — P, fo ergiebt fi 
die Kraft R,, welche das Gefäß aufzunehmen hat, als Mittelkraft aus den 
beiden vertical abwärts gerichteten & und — P,, fowie der fchräg aufwärts 


- in der Richtung MC wirkenden Kraft P. Bezeichnet daher Y, das Vo⸗ 


8. 398. 


Iumen des in dem Gefäße enthaltenen Waffers, fo dag & — VoF ift, fo 
findet man R, als Refultirende aus P —= Fhy und der vertical abwärts 
wirkenden Componentenfumne Q = @ + Pı = Ur + Yır = 7, 
wenn 7 = 9, + Vı das von Waffer und vom Körper A BD zufammen 
eingenommene Volumen bezeichnet. Man hat daher bie auf das Gefäß 
wirfende Kraft: 


R=V9Q:+ Pl — 2QPcos.a 
—=yV V-+(Fh)? — 2 VFhcos.o 
Wii > lt AB horizontal, aljo e= Null, fo —* man 
— (Vi — Fh) y und RL — (V — Fh)y. 
Wäre au noch V, — 0, fo würde AR = — Fhy ausfallen (f.$. 382). 


Gleichgewicht der schwimmenden Körper, Zu dem Auf: 
triebe P eines in oder unter Waller getauchten Körpers gefellt fich noch 
das in entgegengefegter Richtung wirkende Gewicht G des Körpers, und 
es ergiebt fi) nun aus beiden eine Mittelkraft: 

=4—-P=(—1V/7, 
wenn & die Dichte des Körpers bezeichnet. 

Iſt die Körpermaffe homogen, fo fällt der Schwerpunkt des verbrängten 
Waflers mit dem des Körpers zufammen, und es ift daher diefer Punkt 
zugleich der Angriffspunft von der Mittellraft RA —= GE — P; findet aber 
eine Homogenität nicht ftatt, fo fallen dieſe Schwerpunkte nicht zufanımen, 
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und e8 weicht deshalb auch der Angriffspunkt der Mittelkraft R von beiden 
Schwerpunkten ab. Seten wir ben Horizontalabftand SZ, Fig. 695, 
Sig. 696. beiber Schwerpunkte von einander gleich) d und 

on den Horigontalabftand SA des gefuchten Angriffs: 
— sTn:  pumftes A von dem Schwerpunkte S bes ver- 
4 = drängten Waflers gleich a, fo haben wir die Glei- 

— chung: 








— Ra, 
7 woraus fidh 
ee =, 4 — ab _ " @b 


— errgiebt. Wird der eingetauchte homogene Körper 
feiner eigenen Schwere überlaflen, jo find drei 
Wälle von einander zu unterfcheiden, je nachdem die Dichte des Körpers 
gleich, größer oder Feiner als die des Waflers ift. Während im erften 
Falle Gleichgewicht zwifchen dem Gewichte und dem Auftriebe eintritt, muß 
ber Körper im zweiten Falle mit der Kraft 
GG — Vr=(e—1D)Vy 
finfen ımd im britten alle mit der Kraft 
V»v—-G=(11—-9)Vr 


fleigen. Da die Maffe des Körpers gleich) — ift, fo findet fi) die Be⸗ 
ſchleunigung bes Sinkens zu: 








e—]1 
P=——J9 
und die Bejchleunigung des Steigens zu: 
1—E 
P = 77 I 


Das Steigen geht aber nur fo lange vor ſich, bis die von der Ebene bes 
Waſſerſpiegels abgefchnittene und von dem Körper verbrängte Waſſermaſſe 
V, mit dem ganzen Körper einerlei Gewicht hat. 
dig. 696. Das Gewicht @ —= Vey des Körpers AB, 
Fig. 696, und der Auftrieb P = V,y bilden 
nun ein Kräftepaar, burch welches der Körper 
nod fo weit umgedreht wird, bis die Richtungen 
beider Kräfte zufammenfallen, oder bis ber Schwer: 
punkt des Körper mit dem Schmwerpunfte des 
verdrängten Waſſers in eine und biefelbe Vertical: 
Iinie fällt. Aus der Gleichheit der Kräfte P und 
G folgt der Ausdrud: 








$. 39. 
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Vı & 
Vi eV. odet — ⸗5. 


Man nennt die Linie durch den Schwerpunkt des ſchwimmenden Körpers 
und durch den des verdrängten Waflers bie Schwimmare, und dagegen 
den durch die Ebene des Wallerfpiegels gebildeten Schnitt des ſchwimmenden 
Körpers die Schwimmebene. Dem Vorftehenden zufolge kann jede Ebene, 
welde einen Körper jo theilt, daß bie Schwerpunkte beider Theile in einer 
Normallinie zu diefer Ebene liegen, und daß ſich der eine Theil zum Ganzen 
wie bie Dichte des Körpers zu ber der Hlüffigfeit verhält, Schwimmebene des 
Körpers fein. - 


Schwimmtiefe. Kennt man die Geftalt und das Gewicht eines ſchwim⸗ 
menden Körpers, fo läßt ſich mit Hlffe der vorftehenden Regel die Tiefe 
des Eintaudens im Voraus berechnen. Iſt G das Gewicht des Körpers, 
fo fege man das Volumen des verdrängten Waſſers: 


Sig. 697. „= s ; 

verbindet man hiermit die ſtereometriſche Formel 
für diefes Volumen Pi, fo erhält man die gefuchte 
Beftimmungsgleihung. 

Für ein Prisma ABC, Fig. 697, mit ver 
ticaler Age ift z. B. %ı = Fy, wenn F ben 
Querſchnitt und y die Tiefe C.D des Eintauchens 
bezeichnet, * folgt daher: 


AER 


* Gh 
Fy= 7 und y= = „= eh, 
wenn 9 das Volumen, A die Ränge und & die Dice des ſchwimmenden 
(homogenen) Prismas bezeichnet. 

Für eine mit der Spige unter Waffer ſchwimmende Pyramide 
ABC, fig. 698, ift, da ſich die Inhalte ähnlicher Pyramiden wie die 
Euben ihrer Höhen en 

Yı 


= ms und folglich die Tiefe der Eintaudhung: 


ya Yh_ Vz = ; 
en En 7a 


wo V das Volumen und Ah bie Höhe der Pyramide bezeichnet. 

Für eine mit der Bafis unter Waffer ſchwimmende Pyramide 
ABC, Fig. 699, ergiebt ſich Hingegen der Abſtand CD — yı ber 
Spige vom Wafferfpiegel, aus der Höhe A der ganzen Pyramide, indem 
man fegt: 


& 394.] Vom Gleihgewichte des Waſſers ꝛc. 887 


_y: ® s — 
BZ IE ER \VZERRZERV, 1- Veto. 
Fig. 698. Fig. 69. 





Für eine Kugel AB, Fig. 700, mit dem Halbmeſſer CA = r ift: 
Big. 700. Naay(r— 2) 


Man erhält daher durch Auflöfung 
der cubifchen Gleichung 
w—3rp+ #=0 oder 
y—Iry H4re—=0 

die Tiefe der Eintaufung DE=Y 
der Kugel. 

Für einen mit Horigontaler Age 
ſchwimmenden Eylinder AK, Fig. 701, vom Halbmeſſet AC—= B C=r 
ift, wenn @ den Gentrimintel ACB des eingetauchten Bogens bezeichnet, 

bie Tiefe DE der Eintauchung: 
Bio. 701. y=r(1- cs.’ a). 
Zur Beftimmung von & hat man Segment 
AEB = Sector AEBC— AACB 
ober ABB = IE FRE, ati 
das verdrängte Wafferquantum: 
ra  risin. 9 





n=1(777 





= = (@ — sin. a). 
Durch Auflöfung der Gleichung 
2G _ 2ar:lye 
Iry Iny 
auf dem Wege der Näherung findet man nun a. 


“— Sina — =2ne 
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Beifpiele 1) Wenn eine ſchwimmende Holzkugel von 0,3 Meter Durchmeſſer 
0,18 Meter tief eintaudht, jo ift das Volumen des von ihr verbrängten Waſſers: 
Vi =n. 0,182 (0,15 — 0,06) = 0,002916” . &ubifmeter, 
während die Kugel jelbft ein Bolumen von 


art = sn . 0,153 = 0,0045 r Eubitmeter 


bat. Da fonah 0,0045 m Cubikmeter Kugelmaſſe ebenjoviel wiegen wie 
0,002916 a Eubitmeter Wafler, jo ift die Dichte der Kugel 
2916 
e—= 1500 = 0,648. 

2) Wie tief ſchwimmt ein Holzcylinder von 0,5 Meter Durchmeſſer bei einer 
Dichte a = 0,4253 € ift 
a — sin.a _ nr2l.ey 

2 —  Iriy 

nun giebt die Segmententafel im „Sngenieur", S. 154, für den Inhalt 


= ne = 0425. = 1,3352; 


—* => = 1,82766 eines Sreisfegmentes den Gentriwintel «' = 166%, und für 
“ZEr® = 184487 denfelben = 1670, es laßt fi} daher einfach ber dem 


Abſchnitte 1,8852 entſprechende Centriwinkel: 
1,33520 — 1,32766 754° 

o— 166% + „III AED 10 — 1660 L I — 166026’ 

1 ae — az N 1ER 

und die Tiefe der Eintauchung: 

y=r(1—.cosYy«) = 0,25 (1— cos. 83% 13’) = 0,25 .0,8819 = 0,20 Meter 

ſetzen. 


5. 395. Die Beſtimmung der Eintauchungstiefe kommt vorzüglich bei Kähnen 
md Schiffen vor. Haben dieſe Fahrzeuge eine geſetzmäßige Form, fo läßt 
fid) dieſe Tiefe mittels geometrifcher Formeln berechnen; fehlt aber die gefet- 
mäßige Form, ober ift das Gefeg ber Geſtaltung nicht befannt, oder ift die 
Form fehr zufammengefegt, fo muß man bie Tiefe des Eintauchens durch 
Erperimentiren oder durch Probiren beftimmen. 

Ein Beifpiel für ben erften Fall gewährt der in Fig. 702 abgebildete, 
Fig. 702. 





von ebenen Flächen begrenzte Kahn ACHGH. Derſelbe befteht aus . 
einem Parallelepipede A CF und aud zwei, den Vorder» und Hintertheil 
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bildenden vierjeitigen Pyramiden CFE und BGH, und feine Schwimm- 
ebene ift aus einem Parallelogramme KLOP unb aus zwei Trapezen 
LONM und KPOQR zujammengefegt, welche einen Wafferraum ab- 
Schneiden, der fich in ein Parallelepiped KCOT, in zwei breifeitige Prismen 
UVMN md WXRQ und in zwei vierleitige Pyramiden CVM und 
BXR zerlegen läßt. Segen wir die Länge AD —= BC bes Mittelftiides 
gleich 7, die Breite A = b umd die Höhe AB —= h, ferner die Länge 
von jedem ber beiden Schnäbel = ce und bie Tiefe der Einfenfung unter 
Wafler, d.i. BK= CL=y. Es folgt zunächſt der eingetauchte Theil 
KCOT des Mittelftdes: 

BC.CS. CL L- Iby. 

Setzen wir bie Breite der Bafis der Pyramide CVM, CU=xz um 

die Höhe biefer Pyramide — 2, fo haben wir: 

£ 8 


2_%V . 
DI daher: 
_b d _ 0 
say ,—= NY 


es folgt daher der Inhalt der beiden Pyramiden (0 VM und BXR) zu 
fanımen : - 


Zu 





2 .I\saye=?); 
Der Querfchnitt des breifeitigen onae UVN if: 
2 
1,ys—= 5% und die Seite MN —= VO: 
— — -ılı -!Y 
b— b * * b (1 
daher folgt der Inhalt der beiden Prismen VUN und X WQ zufammen: 
bc (1 9 ) 
.(1-;)= h 
Nunmehr ergiebt fi) durch Addition * gefundenen drei Räume das 
Volumen des verdrängten Waſſers: 


b bey? bey? c 
van rt Fly) 
Iſt nm das Bug des Schiffes gleich G, n bat man zu fegen: 

(1 +3 + Y_ 1/; ”) byy = @ ober: 


31A? 3h?G 
ce,’ bey 





—=(. 





y? — ähy? — 
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Durch die Auflöfung der legten cubiſchen Gleichung beftimmt fi) aus dem 
Bruttogewichte & des Schiffes die Tiefe y der Einſenkung deilelben. 
Beifpiele. 1) Wenn bei einem Schiffe die Länge des Mittelftüdes Z — 16 Meter, 
die Länge eines jeden Schnabel c — 5 Meter, die Breite 5 — 4 Meter und 


die Tiefe A — 1,5 Meter ift, fo fann bei einer Einjentungstiefe y = 0,8 Meter 
die ganze Belaftung betragen: 


2 
e=[18 + u. 1) | 4.08. 1000 = 61250 Rilogramm. 


2) Wenn bei deu vorigen Schiffe das Bruttogewicht 30000 Kilogramm beträgt, 
jo hat man für die Senlungatieſe 


ys — 462 — 2169 4 —F =(. 
Hieraus folgt: 
s_ 
MENU = 0,469 + 0,0463 48 — 0,2083 y? 
oder annähernd: 
y = 0,469 + 0,0463 . 0,4693 — 0,2083 . 0,4692 
= 0,469 + 0,0048 — 0,0458 = 0,428, und nun genauer: 
y = 0,469 + 0,0463 . 0,4288 — 0,2083 . 0,4282 — 0,434 Meter. 
Anmerfung. Um das Gewicht der Ladung eines Schiffe anzugeben, ver⸗ 
fieht man dieſes zu beiden Seiten mit einer Scala, der fogenannten Schiffb⸗ 
aiche. Die Eintheilung einer ſolchen Aiche wird in der Regel empirisch gefunden, 
indem man unterfucht, welche Einjentungen beftimmten Belaftungen entſprechen. 
Ausführlicheres darüber im dritten Bande. 


Stabilität schwimmender Körper. Das Schwimmen der Körper 
erfolgt entweder in aufrechter oder in ſchiefer Stellung, ferner mit 
oder ohne Stabilität. Aufrecht ſchwimmt ein Körper, z. B. ein Schiff, 
wenn wenigftens eine durch die Schwimmaxe gehende Ebene Symmetrieebene 
des Körpers ift, chief ſchwimmt derfelbe, wenn er durch feine dev Ebenen, 
welche ſich durch die Schwimmare legen laſſen, in zwei fymmetrifche Theile 
getheilt wird. Ein Körper ſchwimmt mit Stabilität, wenn et feinen Gleich⸗ 
gewichtszuftand zur behaupten fucht (vergl. $. 145), wenn aljo mechanifche 
Ürbeit aufzumenden ift, um ihn aus diefer Lage zu bringen, ober wenn er 
von ſelbſt in die Gleichgewichtslage zurüdkehrt, nachdem man ihn daraus 
gebracht hat. Ohne Stabilität ſchwimmmt dagegen der Körper, wenn er in 
eine neue Öleichgewichtslage itbergeht, nachdem er, etwa durch Erfchütterung 
oder durd) einen Stoß u. f. w., aus ber erften gebradjt worden ift. 

Wird ein vorher aufrecht fchrwimmender Körper ABC, Big. 703, 
in eine fchiefe Tage gebracht, fo tritt der Schwerpunkt S des verbrängten 
Waſſers aus der Symmetrieebene EF heraus und nimmt eine Stelle Sı 
auf der mehr eingetauchten Hälfte des Schifferaumes ein. Der in 81 
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angreifenbe Auftrieb P = Vy und das im Schwerpunkte C des Schiffes 
angreifende Gewicht G = — P des Schiffes bilden num ein Kräftepaar, 
durch welches (ſ. $. 95) ftetS eine Drehung hervorgebracht wird. Um 
welchen Punkt auch diefe Drehung vor ſich gehe, immer wird doch C, dem 
Gewichte G nachgebend, niedergehen, und S, ober ein anderer Punkt M der 
Verticalen 8, P, ber Kraft P folgend, auffteigen, es wird alfo die Sym— 
metrie= ober Urenebene EF des Schiffes in C nad) unten und in M nad) 
oben gezogen, unb daher biefelbe ſich aufrecht ftellen, wenn M, wie in 
Big. 703, über C liegt, und ſich Dagegen nod) mehr neigen, wie in Fig. 704, 
Fig. 708. Big. 704. 
A 


wenn ſich M unter C befindet. Hiernach hängt denn bie Stabilität eines 
ſchwimmenden Körpers oder Schiffes von dem Punkte M ab, in welchem 
die Berticale durch den Schwerpunkt 5, des verbrängten Waf- 
ſers die Symmetrieebene fhneidet. Man nennt biefen Punkt das 
Metacentrum. Ein Schiff oder ein anderer Körper ſchwimmt alfo hier- 
nad) mit Stabilität, wenn fein Metacentrum über dem Schwerpunfte des 
Schiffes Liegt, und ohne ſolche, wenn es darunter liegt; er ift enbfich im 
indiffeventen Gleichgewichte, wenn beide Punkte zufammenfallen. 

Der Horigontalabftand CD des Metacentrums M von dem Schwerpunfte O 
des Schiffes ift der Hebelarm des von P und G — — P gebildeten Kräfte: 
paares, und daher das Moment des letzteren oder das Maf der Stabilität 
glei P. CD. Bezeichnen wir die Entfernung CM durch c und den Dre⸗ 
hungswinkel SMS, des Schiffes oder feiner Arenebene> urch @, fo erhalten 
wir für das Maß der Stabilität des Schiffes: 

8= Pesin.p; 
es ift alfo hiernach dieſes um fo größer, je größer das Gewicht, je 
größer die Entfernung bes Metacentrums von dem Schwerpunkte des Schiffes 
und je größer ber Neigungswinkel des Ieteren ift. J 


Bestimmung des Stabilitätsmomentes. Nach ber legten Formel $. 397. 
S=Pesin.g 
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hängt die Stabilität des Schiffes vorzüglich von der Entfernung des Meta- 
‚centrums vom Schwerpunkte des Schiffes ab, es ift daher von Wichtigkeit, 
fid) eine Formel zur Beftimmung biefer Entfernung zu verſchaffen. Durch 
dem Uebergang bes Schiffe ABE, Fig. 705, aus der aufredjten im bie 
Sie. 706. Hiefe Sage rückt ber Cohmerpunft 
A S nad) 81, es geht ber keilförmige 
Raum HOH, aus dem Waſſer 
hervor und zieht fidh ber keilförmige 
Raum ROR, unter das Wafler 
hinab. Dadurch wird der Auftrieb 
auf ber einen Seite um eine im 
Schwerpunkte F’desRanmes H O Hi 
angreifenbe Kraft Q vermindert und 
auf der anderen Seite um eine im 
Schwerpunfte @ des Raumes ROR, 
angreifende gleiche Kraft Q verged- 
fert. Hiernad, erfegt alfo der in 5 
angreifende Auftrieb P den anfänglich) 
in S angreifenden Auftrieb ſammt dem Kräftepaare (Q, — O, ober, was 
auf Eins Hinausfommt, eine in S, angreifende Gegenkraft — P hält der in 
8 angreifenden Kraft P ſammt Kräftepaar (Q, — 9) das Gleichgewicht, 
ober einfacher, ein Kräftepaar (P, — P) mit den Angriffspuntten S und 
8, ift mit dem Kräftepaare (Q, — Q) im Gleichgewichte. Iſt nun das 
Querprofil HER — H, ER, bes im Waller befindlichen Schiffstheiles 
gleich F und das Querprofil HOH, = ROR, des Raumes, um welden 
ſich das Schiff auf der einen Seite herausgezogen und auf der anderen 
tiefer eingetaucht hat, gleich Fi, ift ferner der Horigontalabftand KL ber 
Schwerpunkte biefer Räume gleich a und der Horizontalabftand MT der 
Schwerpunkte S und S, ober bie Horizontalprojection des Weges S S,, 
welchen 8 beim Kippen durchläuft, gleich s, fo hat man in Folge des Gfeich- 
gewwichtszuftandes beider Kräftepaare: 
Fe = Fa dahers — a un: 
sm-4r_i: _Re. 
in.p sing Fsinp 
Die als Factor in das Maß der Stabilität eintretende Linie CM — c 
it = CS + SM; bezeichnen wir daher noch den Abftand CS des Schwer 
punftes C des Schiffes von dem Schwerpunkte S des verbrängten Waſſers 
durch e, fo erhalten wir das Stabilitätsmaß: 


_ PR Fa J 
s Pe in p P( 4 esin.p). 
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Iſt der Drehungswinkel Hein, fo laſſen fich die Duerfchnitte ZOH, und . 
ROR, als gleichjchentelige Dreiede anſehen; bezeichnet man die Breite 
HR= H, Ri des Schiffes an der Eintauchungsftelle durch d, fo kann man 
BY Yet KL=a=2. tb, 


jowie sin.p = P fegen, weshalb die Stabilität 
s=Pr(Y ja + +)= (Hr +e)Py folgt 
13 7 13F gt. 


Fällt der Schwerpunkt CO des Schiffes mit dem Schwerpunkte S des ver⸗ 
drängten Waſſers zufammen, jo hat man e — 0, daher: 
8 . 
= > > PPp, 
und liegt ber Schwerpunkt des Schiffes über dem des verdrängten Waſſers, 
fo ift e negativ, daher: 


= (5 - e) Pp. 


Auch folgt, daß die re eines Schiffes in Null übergeht, wenn e 
negativ und zugleich e = 1 : IF iſt. 

Man ſieht aus dem gewonnenen Ergebniſſe, dag die Stabilität um jo 
größer ausfällt, je breiter das Schiff ift und je tiefer der Schwerpunft dei» 
felben liegt. 


Beifpiel. Bei einem Barallelepipevde AD, Yig.706, von der Breite AB=b, 
Höhe AE —= Ah und Einfentungstiefe EH=y iſt != by und ey, 
daher das Maß der Stabilität: 

— 2 
8* Po(gi, 2 74 3) 
oder, wenn bie Dichtigkeit der Maſſe des Parallelepipedes —= 8 geſetzt wird: 
Sig. 706. — A 
8* P9 685 50 9) 
Hierna hört die Stabilität auf, wenn 
02? —=6h?e (l — 8), d. i. wenn 
& —= VY6s (1 o) wir. 
— — Für e = Yg folgt: 
— VE m= mim; 
wenn alſo die Breite noch nicht 1,225 der Höhe ift, jo ſchwimmt das Parallel- 
epiped ohne Stabilität. 
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8. 398. Schiefes Schwimmen. Die Formel 
Fı . 
s=r (Atem. o) 
für die Stabilität eines ſchwimmenden Körpers läßt ſich auch dazu an 
wenden, um bie verfhiedenen Lagen ſchwimmender Körper zu finden; 
denn fegen wir 8 = Null, fo erhalten wir die der Gleichgewichtslage ent⸗ 


fprechende Gleichung, deren Auflöfung auf die Beftimmung des bezüglichen 
Neigungswintels führt. Es ift alfo die Gleichung 


Fa . _ 
F teing=0 


in Hinſicht auf 9 aufzulöfen. 

Fir ein Parallelepipeb ABDE, Fig. 707, ift der Querſchnitt 
F=HRDE=HRDE=by, wenn b die Breite AB= HR 
und y die Senftiefe EA — DR bezeichnet, fowie der Querſchnitt 

Fig. 707. AR=H0OH—=ROR 
als rechtwinkeliges Dreied mit der Kathete 
0OR=0OR=!hb 
und der Kathete 
HH, = RR, = b tang.p: 
Fı = Y/ab? tang.p. 
Nun fteht ferner der Schwerpunft F von 
der Bafis AR um 
FU=1,HH, = !sbtang.p 
und von der Mitte O um 
0T=1,0R=1b 
. ab, es folgt daher der Horigontalabftand des Schwerpunftes F von der 
Mitte O: 
OK=ON+NK=0Ucs9p + FU sin. ꝙ 
= 1b .c08.9 + "/sb tang. p sin. ꝙ 
amd ber Arm: 
sin. p? 


«= KL=2.0K = beo.p + Yb 5* 
Dieſemnach iſt die Gleichung für die ſchiefe Gleichgewichtslage: 


Yab2tang. E/bœs. p ab sin. p) 
b y cos. ꝙ 





e sin. ⸗ 0, 


sin. 
oder, 
cos. 





3— = tang. p eingeführt: 


sin.p [C/ıa + Yartang. 9) bt — ey) = 0; 
welder Gleichung durch 
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sin.p —= 0 und durh 
tung. p = v2 Ve: -ı 12ey _ 


Genüge geleiftet wird. Dem durch die erfte Gleichung beftimmten Winfel 
9 = 0 entipricht da8 aufrechte, dem zweiten aber das ſchiefe Schwim- 


men. Die Möglichkeit des letzteren bedingt, daß u > Yıs ausfällt. Bft 
nun A die Höhe des Parallelepipedes und & beffen Dichtigfeit, fo hat man: 





h— y h 
yzclhmde= = (1—- 95 


daher folgt: 
tang. 9 — v2 züuzgr — ‚ 
und es ift die Bedingungsgleichung für das fchiefe Schwimmen : 
h 1 
b > 6e(ll — ) 


Beijpiele. 1) Wenn das ſchwimmende Parallelepiped eben jo hoch als breit 
ift und die Dichte a — 1, hat, jo if: 
tang.o=V2V3.%, —-1=V3 — 2= 1, daher 9 = 45°. F 
2) Wenn die Höhe h = 0,9 der Breite d, die Dichte aber wieder iſt, ſo 


bat man 
tang. = V3 . 0,81 — 2 = V0,483 — 0,6557, daher 9 = 88° 16°. 
8) Bei der ” Dichte des Parallelepipeds & — s=Y it ein jchiefes Schwimmen 


5 Sr oder A > 0,816 . 5 if. Sept 


man h = 0,816 . b, jo wird tang.p = Y2.0 = 0; d.h. das Parallelepiped 
kann nur aufrecht ſchwimmen. Wenn man Duni eine Bierteldrehung 5 zu h 


und % zu b madt, jo hat man nun h = — db = 1,225, und die Moglich⸗ 
keit des ſchiefen Schwimmens ift für dieſe Lage gegeben. 


überhaupt nur möglich, jo lange ı> 





Specifisches Gewicht. ‘Das Gejet vom Auftriebe des Waflers läßt $. 3. 
fi zur Beſtimmung der Dichtigfeit und des [pecififchen Gewichtes von 
Körpern benugen. Nach $. 391 ift der Auftrieb des Waſſers gleid) dem 
Gewichte der verbrängten Yläffigfeit; bezeichnet daher V das Volumen des 
ganz eingetauchten Körpers und Y, das fpecifiiche Gewicht der Flüffigfeit, 
fo bat man den Auftrieb P = Yyı. ft ferner 95 da8 fpecifilche 
Gewicht der Körpermaffe, jo hat man das Gewicht des Körpere EG —= Vs, 

es folgt daher das Verhältniß der fpecifiichen Gewichte: 
| 7 _ € 
Yı P' 
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d. h. das fpecififhe Gewicht des eingetauchten Körpers verhält ſich 
zum fpecififhen Gewichte des Fluidums, wie das abfolute Gewidt 
des Körpers zum Auftriebe oder Gewichtsverluſte beim Unter 
tauden. 


Hiernach ift alfo 9 — En und yı = an. Ebenfo hat mar, wenn 
y das fpecifiiche Gewicht des Waflers, &ı die Dichte der Flüffigkeit und & 
" diejenige des Körpers bezeichnet, aſſo Yı — &ı Y, fowie Y% — &3Y geſetzt 
wird: 


@G pP 
= Zi und ange 


Wenn man alfo das Gewicht eines Körpers und den Gewichtsverfuft 
befjelben beim Untertauchen kennt, jo läßt ſich aus ber Dichtigfeit oder dem 
fpecififchen Gewichte der Flüffigkeit die Dichtigleit oder das fpecifiiche Gewicht 
der Körpermaffe, und umgefehrt, aus ber Dichtigkeit oder dem fpecififchen 
Gewichte ber letzteren bie Dichtigkeit oder das fpecififche Gewicht der erfteren 
finden. 

Iſt die Flüffigfert, worin man ben feiten Körper abwiegt, Wafler, fo bat 
man ı = 1 und yı = Y — 1000 Kilogramm oder 61,74 Pfund, je 
nachdem man das Cubikmeter oder den Cubikfuß zur Bolumeneinheit an⸗ 
nimmt, daher ift fiir diefen Fall das fpecififche Gewicht des Körpers: 


__@& _ __ abfolutes Gewicht 
pn=35V = Gnichtöverhif mal jpecififches Gewicht des Waflers 
und die Dichte des Körpers: 
| G  abfolutes Gewicht 


zT Srwichtöverluft 


Um den Auftrieb oder Gewichtsverluft zu ermitteln, bedient man fich, wie 
zur Beſtimmung des Gewichtes GC, einer gewöhnlichen Wage, nur befindet 
fih unten an der einen Schale diefer Wage noch ein Hälchen, um den 
Körper mitteld eines Haares, Drahtes oder anderen feinen Fadens daran zu 
hängen, bevor er in das Waffer, welches in einem untergejeßten Gefäße 
enthalten ift, eingetaucht wird. Gewöhnlich nennt man eine zu dieſem 
Abwägen unter Wafler eingerichtete Wage eine Hydroftatifche Wage. 

Iſt der Körper, deſſen fpecififches Gewicht man ermitteln will, weniger 
dicht als Waſſer, fo kann man ihn mit einem anderen fchweren Körper 
mechaniſch verbinden, damit die Verbindung im Wafler noch ein Beftreben 
zum Sinfen behält. Berliert diefer ſchwere Körper im Wafler das Gewicht 
Ps und die Verbindung P,, jo ift der Gewichtsverluſt des leichteren Körpers: 


P=P, —DP. 
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Bezeichnet nun wieder G das abfolute Gewicht des leichteren Körpers, 
jo hat man deſſen Dichtigfeit: 


Kennt man die Diditigkeit e einer mechanischen Verbindung oder Zu⸗ 
fammenfegung zweier Körper, und find auch die Dichtigkeiten &, und & der 
Beitandtheile derjelben bekannt, fo Laffen ſich nach dem fogenannten Archi— 
medifchen Principe aud) aus dem Gewichte & des Ganzen die Gewichte 
G, und Gs der Beltandtheile berechnen. 


Jedenfalls td + = Ga und auf 
Gı G3 G 
Bolumen — + Polumen — — Blumen —ı 
&ıY . &Y Ey 


alio: 
G @. G 
1 + 2? _. 


& &g € 
Durch Vereinigung beider Gleichungen ergiebt fih num: 


u =): (=) u 
ae) 


Beiſpiele. 1) Wenn ein 310 Gramm ſchweres Stüd Kalkſtein unter dem 

Wafler um 121,5 Granım leichter wird, jo ift die Dichtigkeit dieſes Körpers: 
810 
e=—= 1215 = 2,55. 

2) Um das ſpecifiſche Gewicht eines Stüdes Eichenholz zu finden, hat man es 
mit einem Bleidrathe, welcher beim Abmwägen im Wafler 10,5 Gramm an Gewidt 
verlor, umbunden. Wenn nun das Holzftüd felbft 426,5 Gramm wog, und die 
Verbindung unter Waller 484,5 Gramm leichter war als in der Luft, jo ergiebt 
fi) die Dichtigkeit der Holzmaſſe: 

_ 426,5 _ 426,5 
4845 — 105 474 

8) Ein volltommen mit Quedjilber angefülltes und dicht verſchloſſenes eifernes 
Gefäß hatte ein Bruttogewicht von 50 Kilogramm und verlor beim Abmwägen 
unter Wafler 4 Kilogramm an Gewicht; wenn nun die Dichtigleit des Gußeiſens 
7,2 und diejenige des Quedfilbers 18,6 ift, jo ergiebt fih daS Gewicht des 
leeren Gefäßes : 


4 1 1 1 
G,=8 (5 — 158) (75 — 77) — 50 (0,08 — 0,07358): (0, 1888 — 0,0735) 


—=b50.0,0991 = 4,95 Kilogramm 
und da8 Gewicht des eingeichloffenen Quedfilbers: 
G, = 50 (0,08 — 0,1388) : (0,073563 — 0,1388) = 50 - 0,9009 = 45,05 Kilogr. 
Weisbach's Kebrbud der Mechanik. L 57 


6 = 0,9. 
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Anmerkung 1. Zur Ausmittelung der ſpecifiſchen Gewichte von Flüſſigkeiten, 
lockeren Maſſen u. ſ. w. reicht auch das bloße Abwägen in freier Luft aus, weil 
man dieſen Körpern durch Einfüllen in Gefäße jedes beliebige Volumen ertheilen 
kann. Wiegt eine leere Flaſche G, wiegt ferner dieſelbe mit Waſſer angefüllt 
G, und hat dieſelbe das Gewicht G,, wenn fie eine andere Maſſe enthält, jo 
bat man die Dichtigkeit diefer Maſſe: 


he. 
nn —a 


Um 3. 2. das fpecifiihe Gewicht von Roggen (in Mafje) zu finden, wurde ein 
Fläſchchen mit Roggenkörnern angefüllt und nad ftarfem Schütteln gemogen. 
Nach Abzug des Gewichtes der leeren Flaſche ergab fi) das Gewicht diefer Roggen- 
mafle zu 120,75 und da8 Gewicht einer gleichen Waflermenge zu 155,65 Gramm; 
e3 folgt demnad die Dichtigkeit der Roggenmafie: 


120,75 
155,65 


Es wiegt jonad ein Cubikmeter dieſes Getreides: 
y = 0,776.1000 = 776 Ktilogramm. 


Anmerkung 2. Das ſchon von Arhimedes aufgelöfte Problem, aus dem 
ſpeciſiſchen Gewichte einer Zufammenfegung und aus den ſpecifiſchen Gewichten der 
Beitandtheile das Werhältnig der Beftandtheile zu finden, geftattet nur eine 
bejchräntte Anwendung auf chemiſche Verbindungen, Metalllegirungen u. f. w., weil 
bei jolden meift eine Contraction, zuweilen aber aud eine Ausdehnung der 
Maffen ftattfindet, jo daß das Volumen der Verbindung nit mehr glei iſt 
der Summe der Bolumina der Beftandtheile. 


= 0,776. 


€e = 





$. 400. Aräometer. Zur Beitimmung der Dichtigkeit von Flüffigfeiten werden 
vorzüglich aud) die Aräometer oder Sentwagen gebraudt. Dieſe In- 
ftrumente find hohle, in Beziehung auf eine Are ſymmetriſch geformte Körper 
mit fehr tief liegendem Schwerpunkte, und geben, indem fie in einer Flüſſig⸗ 
feit aufrecht fchwimmen, die Dichtigfeit diefer Flüffigfeit an. Man fertigt 
fie aus Glas, Meffingbled) u: f. w. an und nennt fie nad) ihrem verſchie⸗ 
denen Gebrauche: hydroftatifche Senfwagen, Soolwagen, Bierwagen, Brannt: 
weinwagen, Altoholometer u. ſ. w. Es giebt zwei Arten von Senkwagen, 
nämlich Gemwichtsaräometer und Scalenaräometer. Die erfteren 
werben auch oftzur Beftimmung der Gewichte und namentlich der fpecififchen 
Gewichte von feften Körpern in Anwendung gebradit. 

1) St 9 das Bolumen de8 unter Waffer befindlichen Theiles einer bis 
zu einer geilen Marke O eingetauchten, übrigens ſchwimmenden Sent- 
wage ABC, Fig. 708, G das Gewicht der ganzen Wage, P das auf ben 
Teller A aufgelegte Gewicht beim Schwimmen im Wafler, deilen |pecifiiches 
Gewicht — y fein möge, und P, das eben dafelbft aufzulegende Gewicht 
beim Schwinmen in einer anderen Zlüffigfeit von dem fpecififchen Gewichte 
Yyı, jo hat man: 
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Yy=P+Gm 
m=PA+G 


daher das Verhältniß der Dichtigkeiten ober fpecifiichen Gewichte dieſer 


Fluſſigkeiten: 
Big. 708. Sig. 710. 
A 4 
[0 
B 
c 
@ 
Fig. 709. 
A 


n_PA+6, 
r P+G 

2) Iſt P das Gewicht, weldjes auf 
den Teller gelegt werden muß, um die 
im Waſſer ſchwimmende Senkwage ABC, 
Fig. 709, bis zu einer Marke O einzu⸗ 
jenen, und ift P, das Gewicht, welches 
man mit dem abzuwägenden Körper 
gleichzeitig auf A zu legen hat, um bier 
felbe Einſenkung zu erhalten, fo hat man 
das abfolute Gewicht dieſes Körpers 
einfach: 

4a4=P-—P. 
Iſt aber bie Auflage P, um P, zu ver= 
größern, wenn ber abzumwägende Körper 
in das unter Waffer befindliche Cchäl- 
hen C gelegt wird, um die Sentungs- 
tiefe unverändert zu behalten, fo ift der 
Auftrieb — Ps und daher die Dichtig⸗ 
feit des Körpers: 
APP, 
PR PB 

Die Senkwagen mit unten angehäng- 
ten Schäalchen zur Beftimmung fpecifi- 
ſcher Gewichte von feften Körpern, wie 
3. B. von Mineralien, heißen Nichol⸗ 
ſo n'ſche Senkwagen. 

3) Segen wir das Gewicht einer 
Sentwage BC mit Scala AB, Fig. 
710, = @ und da eingetauchte Bo- 
lumen, wenn diefe Wage im Waffer 
ſchwimmt, = %, p ft@ = Pr. 


€ 


Steigt diefe Wage um bie Tiefe OX— * empor, wenn dieſelbe in eine 
ſchwerere Flüffigfeit eingetaucht wird, fo iſt bei dem Querſchnitte F des 
Stabchens das noch eingetauchte Volumen : 


7 — Fa und daher: = (9 — Fa)pı. 


57* 
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Beide Formeln durch einander bividirt, geben nun das fpecifiiche Gewicht 
der Flüffigfeit: 
Yv 


— — — — (1-7: __t __ 
h=y-pa!Tt v)/Tı—ue 


wenn der conftante Quotient 3 durch ge bezeichnet wird. 


Iſt die Fluſſigkeit, worin man das Aräometer eintaucht, leichter als 
Waſſer, jo ſinkt daſſelbe in ihr um die Tiefe x, weshalb dann 


G= (V + Fx)y und daher 
yı = IT zu ſetzen ift. 


Um den Coefficienten u — z zu finden, wird die Wage dur ein 


Gewicht P, etwa durch oben (bei A) eingegoffenes und den tiefiten Punkt 
(bei C) einnehmendes Duedjilber jo weit befehwert, daß fie, im Wafler 
Ihwimmend, um eine bedeutende Yänge des zum Anbringen einer Scala 
dienenden Halfes tiefer einfinft. Segt man nun P = Fly, wobei } bie 
durch P bewirkte Senkung bedeutet, jo erhält man: 


Beijpiele. 1) Wenn bei einem 65 Gramm ſchweren Gewidhtsaräometer vom 
Zeller 13,5 Gramm wegzunehmen find, damit es beim Schwimmen in Alkohol 
ebenfo tief einfinkt al3 beim Schwimmen im Waſſer, ſo ift die Dichtigkeit dieſes 
Altobols 

6 8-15, — 0,208 = 0,73. 
65 

2) Bei einer Nicholſon'ſchen Wage ift das Rormalgewiht 100 Gramm, 
d. h. man bat 100 Gramm aufzulegen, um das Inftrument bis O einzufenfen; 
hiervon mußten aber 66,5 Gramm mweggenommen werden, als man ein abzu: 
wägendes Stüd Mefling mit auf den oberen Teller gelegt hatte, und es waren 
wieder 7,85 Gramm zugulegen, als dieſer Körper in dem unteren Teller lag. 
Deshalb ift das abjolute Gewicht dieſes Meffingftüdes GC, — 66,5 Gramm und 
die Dichte deffelben 

2 865 
7,85 
3) Ein 75 Gramm ſchweres Scalenaräometer fteigt, nachdem man feine Füllung 


um 31 Gramm vermindert hat, um ! = 150 Millimeter und hat daher den 
Eoefficienten : 


= 8,17. 


31 
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Nah Ergänzung der Füllung und Wiederherftellung des Gewichtes von 75 Gramm 
flieg e8, in einer Salzjoole jhwimmend, um 60 Millimeter, daher ift die Dichte 
dieſer Flüſſigkeit 
1: (I — 0,002756 . 60) = 1:0,835 = 1,2. 
Anmerkung. Die weitere Ausführung diefes Gegenftandes gehört in die 
Dhyfit, Chemie und Technologie. 


Flüssigkeiten von verschiedenen Dichtigkeiten. Befinden ſich $. 401. 
mehrere Ylüffigfeiten von verjhiedenen Dichtigfeiten in einem 
Gefäße zugleich, ohne daß fie eine chemiſche Einwirkung auf einander ausüben, 
fo legen ſich diefelben in Folge der leichten Verſchiebbarkeit ihrer Theile 
nad ihren fpecififchen Gewichten über einander, nämlich die dichtefte unten, 

Fig. 711. die weniger dichte darüber und die leichtefte oben. 
Auch find im Gleichgewichtszuftande die Begrenzungs- 
flächen, ſowie die freie Oberfläche horizontal; denn fo 
lange die Begrenzungsfläche ZF zwiſchen den Mafien 
M und N, Fig. 711, geneigt ift, fo lange ftehen 
auch über einer Horizontalſchicht ZR verfchieden 
ſchwere Flüffigfeitsjäulen wie &G X, Gi Kı u. |. w.; 
e8 kann daher auch der Drud in diefer Schicht nicht 
iiberall derſelbe fein und folglich aud) kein Gleichgewichtszuſtand eintreten. 

In communicirenden Röhren AB und CD, Fig. 712, ordnen ſich 
die Flüffigkeiten zwar ebenfalls nad, ihren Dichtigkeiten iiber einander, allein 
ihre Oberflächen A O und DG Liegen nicht in einem und demfelben Niveau. 

" Fig. 712. Fig. 718. 








If FF der Inhalt des Querſchnittes ZR eines Kolbens, Fig. 713, in dem 
einen Schenfel AB von zwei communicirenden Röhren und A die Druck⸗ 
höhe oder die Höhe EH des Waflerfpiegel® in der zweiten Röhre CD über 
HR, fo hat man den Drud gegen die Kolbenfläche: 
P=Fhy. 
Erſetzt man dagegen die Kolbenkraft durch eine Flüſſigkeitsſäule ZAOR, 
Sig. 712, von der Höhe AH — h, und ber Dichtigkeit Y,, fo hat man: 
P=Fhyı; 





g 402. 
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und es giebt nun das Gleichſetzen beider Ausdrüde die Gleichung: 


hyı=hy, 
oder die Proportion: 


Y, 
Yı 

Es verhalten ſich alfo in communicirenden Röhren, im Zu— 
ftande des Gleichgewichtes unterzwei verfchiedenen Flüffigfeiten, 
die Driudhöhen oder die Höhen der Flüffigkeitsfäulen, von 
der gemeinfhaftlihen Berührungsebene aus gemeffen, um— 
gefehrt wie die Dichtigkeiten oder fpecififhen Gewichte diefer 
Fluſſigkeiten. 

Da das Queckſilber ungefähr 13,6 mal ſo ſchwer iſt als Waſſer, ſo hält 
hiernach in communicirenden Röhren eine Queckſilberſäule einer 13,6 mal 
jo hohen Wafferfäule da8 Gleichgewicht. 


hı _ 
— 


Drittes Kapitel. 


Bon den Molekularwirkungen des Waffers. 


Molekularkräfte. Die Cohäjion des Waffers ift, obgleich) ſehr Hein, 
doch nicht Null. Die Theile oder Moleküle hängen aber nicht allein 
unter einander, fondern auch mit anderen Körpern, 3. B. mit den Gefäß- 
wänden, zufammen, jo daß ebenfalls eine Kraft nöthig ift, um diefen Zu⸗ 
fammenhang, den man Adhäfion des Waflers nennt, aufzuheben. Ein an 
einem feiten Körper hängender Waffertropfen weit die Eriftenz ber Cohäſion 
und Adhäfion des Waſſers zugleich nad. Ohne die Cohäſion könnte das 
Waſſer keinen Tropfen bilden, und ohne die Adhäfion könnte e8 an dem 
feften Körper nicht hängen bleiben; e8 wird hier die Schwerfraft nicht allein 
von der Cohäſion, fondern auch von der Adhäſion des Waflers überwunden. 
Die Wirkungen, welche aus der Vereinigung der Cohäfions- und Adhäſions⸗ 
fräfte hervorgehen, bezeichnet man zur Unterfheidung von den Wirkungen 
der Zrägheit, der Schwerkraft u. |. w. mit den Namen: die Molekular⸗ 
wirfungen. Die Gapillarität, db. 5. da8 Heben oder Senken des 
Waſſer- oder Duedfilberfpiegeld in engen Röhren oder zwifchen jehr nahe 
ftehenden Wänden, ift ein vorzüglicher Tal der Molekularwirkung. 
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Adhäsionsplatten. Dan hat die Cohäfton und Adhäſion des Waſſers $. 403. 


durch fogenannte Adhäfionsplatten zu beſtimmen geſucht. Man hängt 
zu dieſem Zwecke eine ebene Platte ftatt einer Wagfchale an das Ende eines 
Wagbalkens, bringt die Wage durch ein Zarirgewicht zum Einfpielen und 
nähert da8 Gefäß mit der zu unterfuchenden Wlüffigfeit der Platte, bis ihre 
ebene Grundfläche mit ber Oberfläche der Slüffigkeit in Berührung kommt. 
Nun vergrößert man durch allmäliges Zulegen das Gewicht der Wagichale 
am anderen Ende des Wagbalkens, bis die Platte vom Waſſerſpiegel ab- 
gerifien wird. Die Ergebniffe folcher Verſuche find bejonders davon ab- 
hängig, ob die Berührungsfläche der Platte von dem Wafler benegt wird 
oder nicht. Im erfteren Falle bleibt ftetS nad) der Berührung eine dünne 
Waſſerſchicht an der Platte hängen, man bat daher bein Abreißen derfelben 
vom Waſſer nicht die Adhäſion des Waſſers an der Platte, fondern die 
Cohäfion des Waflers überwunden. Deshalb hängt auch die Kraft zum 
Abreigen verfchiedener Platten von Waflerfpiegel gar nicht von der ma⸗ 
teriellen Bejchaffenheit der ‘Platten ab. Andere Flüffigfeiten als Wafler 
erfordern dagegen auch andere Kräfte an den Abhäfionsplatten. Du Buat 
fand, daß die Adhäſion zwifchen dem Waſſer und einem überziunten Eifen- 
blehe auf einen Quadratzoll 65 bis 70 Gran beträgt. Dies giebt auf 
1 Quadratmeter ungefähr eine Kraft von 5 Kilogramm, und auf 1 Qua⸗ 
dratfuß eine Kraft von 1,05 Pfund. Hiervon nur wenig abweichende 
Werthe fand Achard für Scheiben. aus Blei, Eifen, Kupfer, Mefling, Zinn 
und Zink, ferner Gay-Luſſac an einer Glasfcheibe und Huth an ver= 
jchiedenen Holztafeln. 

Wenn dagegen die Fläche der Scheibe von der Oberflädye des Waſſers 
nicht benegt wird, jo ftellen fich ganz andere Ergebniffe heraus, weil dann 
nicht die Cohäſion des Waflers an fich, jondern die Adhäſion deffelben an 
der Platte überwunden wird. Es fcheint, als wenn in diefem alle die 
Zeit der Berührung einen großen Einfluß auf die Kraft zum Losreißen der 
Scheibe ausübe. Gay-Luſſac fand z. B. für eine Glasplatte von 120 
Millimeter Durchmeſſer, um fie von der Oberfläche de8 Duedjilbers los⸗ 
zureißen, 150 bi8 300 Gramm Kraft nöthig, je nachdem die Zeit der Be- 
rührumg eine kurze oder eine längere war. 


Anmerkung. In Franfenheim’s Lehre der Cohäſion werden die Eohä- 
fionserfcheinungen, wie fie 3. B. das Abziehen benegter Platten von der Oberfläche 
des Waſſers darbietet, Synaphie, und dagegen die Anhäfionserfcheinungen, wie 
fie 3. B. bei der Trennung unbenegter Platten von der Oberfläche einer Flüffigfeit 
vorfommen, Proſaphie genannt. 


Adhäsion an Seitenwänden. Wenn ein Waflertropfen auf ber 
Oberfläche eines anderen Körpers zerfließt, und daher dieſe benegt, fo ift die 
Adhäfion Überwiegend, bleibt dagegen der Waflertropfen in feiner kugeligen 


8. 404. 
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Form auf der Fläche eines feiten oder flüffigen Körpers liegen, ohne diefelbe 
zu benegen, fo herrjcht die Cohäſion des Waflers vor. 

Ein Zuſammenwirken beider Kräfte macht ſich befonder8 an der Ober- 
fläche einer Flüffigfeit in der Nähe dev Gefäßwand bemerflich; es fteigt da- 
jelbft da8 Wafler in die Höhe und bildet eine concave Oberfläche, wenn die 
Sohäfion des Waffers von der Adhäfion Hbertroffen und daher die Gejäß- 
wand benetzt wird; es krümmt fich hingegen der Waflerjpiegel in der Nähe 
der Gefäßwand abwärts und bildet dafelbft eine convere Fläche, wenn feine 
Denegung eintritt und daher die Cohäfion überwiegend ift. 

Dieſe Erjcheinungen laſſen ſich ſehr leicht auf folgende Weife erklären. 

Ein Element E in der Oberfläche AR des Waflers (Fig. 714) wird von 
feiner Umgebung nad) allen Richtungen abwärts gezogen, und es refultirt 
aus allen diefen Anziehungen eine einzige, vertical abwärts wirkende Kraft A. 
Hingegen ein Element Z an ber verticalen Gefäßwand BE, Fig. 715, 

Fig. 714. Sig. 715. 





wird von diefer mit einer Horizontalfraft P und von dem den Quadranten 
EBO einnehmenden Waſſer mit einer fchräg abwärts wirfenden Mittel» 
fraft A angezogen, jo daß eine Mittelfraft R vefultirt, gegen deren Richtung 
ſich (ſ. 8. 379) der Wafferfpiegel in E reditwintelig ftelt. Se nachdem . 
num die Anziehungskraft P der Gefäßwand größer oder Meiner ift als die 
horizontale Componente A, der mittleren Cohäfionsfraft A des Waflers, 
nimmt die Mttelfraft A entweder eine Richtung von innen nad aufen, 
dig. 716. oder eine folhe von außen nad) innen an. Im 
* erſteren Falle (Fig. 715) zieht ſich der Waflers 
ipiegel bei & an der Wand in die Höhe, im 
zweiten alle hingegen ſenkt fic, wie Fig. 716 
vor Augen führt, der Waflerfpiegel an der Ge- 
füßwand BE herab. J 

Dieſe Verhältniſſe geſtalten ſich noch anders, wenn das Waſſer bis an den 
Rand des Gefäßes reicht, weil hier die Anziehungskraft der Gefäßwand eine 
andere Richtung annimmt. 

Es ſei z. B. das Gefäß BCD, Fig. 717, fo weit mit Waſſer gefüllt, daß der 
Waſſerſpiegel CEO gerade den Rand C des Gefäßes erreicht. Füllt man 
den Raum CEO.D durd) langfamen Zufluß mit einer neuen Wa'fermenge 
an, jo tritt deren Anziehung. auf die an C haftenden Teilchen zu der vor- 
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berigen Gohäfionsfraft A der Waffermafie BCEO Hinzu, und es wird 
hierdurch insbefondere die Horizontale Componente A, vergrößert, fo daß fie 

Big. 717. die Abhäfionskraft P erreicht und übertrifft. 
In Folge deffen ändert ſich natürlich auch die 
Geſtalt des Wafferfpiegels bei E unaufhörlich, 
wobei die Concavität deſſelben allmälig in 
Eonverität, und die Deprefjion defielben unter 
dem Gefäßrande in eine Elevation übergeht, 
welche Tegtere eine gewiffe Größe erreichen muß, 
bevor dev Abflug des Waſſers tiber dem Gefäßrande erfolgt. 





Spannung des Wasserspiegels. Da jedes Theilden in der Ober- $. 405. 
fläche HR, Sig. 714, einer Fluſſigkeit von der darunter befindlichen Maſſe 
mit einer Kraft A abwärts gezogen wird, fo läßt ſich annehmen, daß da- 

Big. 718. durch an der ganzen Oberfläche eine 
Verdichtung und ein Zufammenhang 
der Flüffigfeitötheile unter einander 
entfteht, und daß daher eine gewiſſe 
Kraft nöthig ift, um dieſen Zu- 
fammenhang aufzuheben oder die 
Oberfläche der Fluſſigkeit zu zerreißen. 
Diefes Zufammenhängen der Ober 
flächentheile einer Fluſſigkeit macht 
ſich nicht allein beim Eintauchen eines 
fremden Körpers in die Flüffigfeit 

Fig. 719, bemerklich, fondern tritt überhaupt 
dann hervor, wenn die Oberfläche der 
Fluſſigleit eine Krümmung annimmt, 


s wie z. B. in der Nähe der Gefäß 


wand. Wenn man mit Young an 
nimmt, daß die Spannung oder Cor 
häfion der Oberfläche einer Fluſſigkeit 
an allenStellen eine und diefelbe ift, 
fo laſſen fid) daraus, wie der Herr 
Geheime Oberbaurath Hagen nadj= 
gewiejen hat, fänmtliche mit der Er— 
fahrung im Einflange ftehenden Ge— 
fege der Capillarität ableiten. 
Im der Nähe einer ebenen Wand DE, Fig. 718 und 719, bildet die 
Oberfläche einer Slüffigfeit eine entweder nad) unten oder nad) oben gebogene 
cylindriſche Fläche DAH. Iſt P die Normalfraft auf ein Element AEB 
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dieſer Fläche, von der Länge AB — 6 und ber Breite gleich Eins, S die 
Spannung in diefem Elemente, bezogen auf einen Streifen von der Breite 
Eins, und r der Kriimmungshalbmefier CA — CB beffelben, fo hat man 
wegen ber Aehnlichteit der Dreiede EPS und ABC: 


Fig. 720. P_AB_s 
Ss” Car 
und daher die Normal» oder Vie 
gungskraft: 
p=!s 
r 


Steht num das Flächenelement AEB 
um bie fenfrechte Tiefe OR —= y 
unter oder Über dem freien, von der 
Seitenwand D G nicht afficirten 
Bafferfpiegel, und bedeutet 7 das 
fpecififche Gewicht der Fluſſigkeit, fo 
ift nad) dem (aus $. 382) befannten 
hydroſtatiſchen Geſetze der Drud des 
Waſſers auf das Element AB = 6: 

=0oyy, 
und daher zu fegen: 


Sig. 721. 


oyy= “s und 


y= 73 
Es ift alfo hiernach fowohl die Depreffion, als aud) die Elevation 
eines Clementes der Oberflache einer Fliffigfeit in Ruckſicht auf den freien 
oder unafficirten Theil diefer Fläche dem Krümmungshalbmeffer ber- 
felben umgefehrt proportional. 


8.406. Im der Nähe einer gehümmten Seitenwand, z. B. in einem chylindriſchen 
Glaſe, bildet der Waflerfpiegel eine doppelt gekrümmte Fläche. Es fei 
FGHK, $ig. 722, ein fehr Heines, vectanguläves Element der doppelt 
gekrummten Fläche von ber Länge FG — 6, und der Breite GH —= 9%. 
OE fei die Normale zur Fläche im Punkte O und man denfe durch O die 
beiden zu einander ſenkrechten Schnittebenen EBA und ECD gelegt, 
welche den größten, reſp. Meinften Kriimmungshalbmefier der Fläche im ſich 
enthalten. Sei rı der größte in EBA liegende und rz der Heinfte in 
ECD enthaltene Krummungshalbmeſſer. Bezeichnet wieder S die überall 
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gleiche Spannung für die Breite gleih Eins, fo erhält man in der Ebene 
EBA die Spannungen: 
Fig. 722. 81 —=GH.S= 6 8, 
deren Mittelkraft nach dem 
vorigen Paragraphen ſich zu 
P=-S = 91 0 Ss 
71 
beſtimmt. Ebenſo berechnen 
fi) die Spannungen 8, in 
der Ebene ECD zu: 
SS =F@4.S=4S8, 
und deren Mittelfraft: 
5, 
72 19 
Diefe beiden in die Nors 
male OE rallenben Mittelfräfte haben eine Reſultirende: 


P=-P +B=Sas, (— + —): 
welche der unter dem Tlächenelemente ZGHK hängenden, refp. dagegen 
drüdenden Wafferfäule das Gleichgewicht hält. Bezeichnet wieder y die Höhe 
des betrachteten Elemente Über oder unter dem allgemeinen Wafferfpiegel, 
jo ift der auf das Element FGHK —= 6,0, ausgelbte Normaldrud: 
06,0, yY. 


* 
| 





Dean hat baher: 
1 
P=5S0,% (- + —) — 6, 0,yYy, woraus 
1] 13 


Ss /1ı ) 
=—I— +-) folgt. 
⸗ Y ( rn folg 


Es iſt alſo bei der cylindriſchen Wand die Erhebung (Senkung) der Ober⸗ 
fläche des Waſſers über (unter) dem allgemeinen Waſſerſpiegel an jeder 
Stelle der Summe von ben umgekehrten Maximal⸗ und Minimalkrümmungs⸗ 
halbmeflern *) proportional. Dieſe Formel enthält auch die des vorigen 


*) Man würde zu demjelben Refultate gelangen, wenn vie beiden durch die 
Rormale OE gelegten Schnittebenen EBA und ECD aud nit nad) dem 
größten und kleinſten Srümmungshalbmefler, fondern beliebig, wenn nur zu 
einander rehtmwinfelig angenommen würden. Denn wenn die diejen Normal- 
jehnitten zugehörigen Rrümmungshalbmeier allgemein mit a und O9 bezeichnet 


werden, jo lehrt die analytiſche Geometrie, dag: — 142 — 2 —4—2Const. 


d. h. daß die Summe der reciproken Werthe der Rrämmungsgalbmefier: von jeden zwei 
zu einander winkelrechten Normalſchnitten für denſelben Punkt einer Fläche conſtant iſt. 
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Paragraphen in ſich, denn wenn der Normalfchnitt ZCD gerade ift, jo 
hat man: 


S 0, daher = 0 und: 
n . 


Y 


im 


ı 
n 


Krumme Fläche des Wasserspiegels. Die Curve, weldje der 
verticale Dutchfchnitt des Waflerfpiegel® in der Nähe einer ebenen Wand 
bildet, läßt fih, nad) Hagen wie folgt, finden. Es ſei AR, Fig. 723, 
die Oberfläcje des von der verticalen Wand BE angezogenen Waſſers, HR 


Sig. 723. 


der allgemeine Wafferjpiegel, ferner 
der Durchſchnitt ZI diefer Fläche mit 
der Gefäßwand der Coorbinatenan- 
fangspunft. Man fege die Coordi⸗ 
naten eines Punktes O in der Ober- 
flache AOR, HM — x und MO 
= y, ferner den Bogen AO — 8 
und den Tangentenwinkel OTM— a, 
fowie die Elemente OQ, QP und 
OP reſp. 
©x, Oy und ©s. 


Day= = und nad} $. 53 der 
analytiſchen Hulfslehren 


—— 22 fomie dy — — Essin.« ifl, fo Hat man: 


y= 


5 
%y = - sin.a.00. 
yoY 7 


Soa _ Ssin.a.da 
vos 


Hieraus giebt die Integration: 
Yyt =5 [sina.0u = Con. -5 608.0. 
Da für den Punkt R, @ und Y zugleich Null find, ift 

0= Om. — : cos. 0, daher: Con. = : md: 


yv 


28 


der: 
CET 


48 (1 — cos.a) 45 








Y 


(a 


cos. &) 


r 


3 * (Ein./, &)?, 
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fo daß: 
yz=?2 v: « sin. 1/, & folgt. 


dür &° = 90° hat man sin. 1/, & — 8in. 45° — Vi/,; daher ift die 
größte Erhebung der Oberfläche des Waſſers unmittelbar an der Seitenwand, 


h=2 v: . Vs = v* alfo umgelehrt: 


8 
7 —= 2/, h? und: 


1) y=ıYV2. sin. \/a 0. 
Durd) Differenziren diefes Ausdrudes befommt man: 
oy=Yh V2 cos. ha.oa—=h Vs c08.1/, & . 00, 
und da auch Oy = — 0% . tang.« ift, fo folgt: 

— 17. 08. LIE _ ‚ 608. 1/g 008.0 
02 VMV tang.& da=—ıVı% sin. & 00, 
— 17 „08. 1/3 & [(cos. /ↄ 6)? — (sin. 1/s 2] 

AV’ 2 sin. 1/2 @.cos. 1/2 & 0“ 
__ „Vin: 1 — 2 (sin.1/, @)? Im 





2 sin.1/g & 
Ya 
= — nV (m — sin. ) da. 
Nun ift aber: 
[mıne. 0% = — 2cos. 1, und: 
d 
sin a = 2 Log. nal.tang. !/, «& 


(j. analyt. Hitlfslehren $. 26); 
daher hat man: 


x —= — h V!/ (Log.nat.tang.!/,& + 2 cos. 1/20) + Con. 
Da fit x = 0, & = 90%, tang. Ya =tang. 221,’ = V2 —ı 


und cos.1, a — Vı/; ift, fo folgt: 
Con. =h V'/s [Log. nat. (V2 — 1) +2 VY] und: 
2) = 3 Vin |Zoo nat —— — 2 (Vm. — cos.i/ o)| 
"7 Vtang.1/yo ? a 
—=h [1 — V2 cos. 1 — VY; Log.nal. (V2 + 1) tang.\/,o]- 
Für & = 0 hat man: 
c08.1/,% = 1 und Log. nat. tang.!\,a = — © 


’ 
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daher: 

s—=+o»; 
es ift alfo ZR die Aſymptote, welcher fich der Durchſchnitt AOR der 
Oberfläche des Waſſers ohne Ende nähert. 


Anmerlung. Wenn man vie Formel (1) umkehrt, aljo 
sin. Ya — 3 vm 


ſetzt, ſo kann man für jeden beliebigen Werth von y erft « und hieraus wieder 
mittelft (2) den entſprechenden Werth von = berechnen. 

Die Meffungen, melde Hagen hierüber angeftellt hat, weijen eine jehr gute 
Mebereinftimmung dieſer Theorie mit der Erfahrung nad. Dieſelben find mittelft 
einer matt gefchliffenen Meifingtafel an Brunnenwaſſer angeftellt worden und 
haben auf folgende Ergebnifje geführt: 





Lin Lin. gemeſſen 1,87 | 0,70 |0,49 | 0,34 | 0,24 0,18 0,12 |0,07 |0,04| 0,016 
z  „ gemeſſen 0,00 | 0,31 | 0,63 | 0,94 |1,26 | 1,57 





1,88 |2,50 | 83,13] 3,74 
x „ berechnet] 0,00 | 0,33 | 0,64 | 0,96 |1,28 |1,56 |1,95 |2,47 | 3,01] 3,90 





Dieſe Zahlenwerthe beziehen fih auf Pariſer Linien. Aus A = 1,37 Kinien 
berechnet ſich 2 — 0,94, aljo, da eine Cubiklinie Wafler 0,01148 Gramm wiegt: 


S = 0,94 . 0,01148 = 0,0108 Gramm. 


Da ferner 1 Par. Linie glei 2,255 Dlillimeter ift, jo hat man für Millimeter: 
5 — 2,2552 . 1,372 — 4,7823 und S — 0,0048 Gramm 


als die Spannung eines Streifens Oberflähe von 1 Millimeter Breite. Ber 
Heinfte Krümmungshalbmefier folgt zu 


r = 0,68 Linien = 1,53 Millimeter. 
Tafeln von Buchsbaum, Thonſchiefer und Glas gaben dieſelben Nefultate. 


8. 408. Paralleltafeln. Zwiſchen zwei fehr nahe geftellten Tafeln DE, 
DE, ig. 724, erhebt ſich das Waſſer nicht allein an den Rändern, fondern 
Fig. 724. auch in der Mitte, und es bildet die Oberfläche 
deflelben nahe den halben Mantel eines elliptifchen 
Cylinders. Die eine Halbare des elliptiſchen Durch⸗ 
ſchnittes ift der halben Weite CA — a und die 
andere Halbare C B= bder Differenz AF— BG 
— hz — h, zwiſchen der größten und Heinften 
Erhebung (Rz und h,) der elliptifchen Oberfläche 
A BA über dein allgemeinen Waſſerſpiegel gleid). 
Nach dem Ingenieur ©. 171 iſt der Krümmungs- 
halbmeſſer der Ellipſe in A: 
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r — — —e— und der in B: 
a a 
a? a? 
1 7 - m _hy 
bb (k—hı) 
daher hat man nad) $. 405 die Erhebung der Oberfläche des Waffers in A: 
8 as 
=, Mm —h)y und in B: 
_S$ _k-—h)S 
' 7 — a? y 
Durch Subtraction diefer Gleichungen von einander erhält man: 


_S/ a  _ khkh—hı 
h-u=, (on 


= (5-5): 
Y\k —h) ai)’ 
daher folgt: 

8 S 

1) hu Van 

—— — 

1 S/S X 

2) 2V«— a), 


a S 
5) h= 3, VSLtar 
und endlich da8 Verhältniß: 


oder: 


hm _ay — 2.2. 
h, 8 td 
Iſt a fehr Hein, fo fann man 
1 8 
=h=-.7 


fegen, dann wächſt alfo die Erhebung der Oberfläche des Waffers 
umgefehrt wie der Abftand der Tafeln von einander. 
Genauer ift aber 


18 ay\ _1 8 


— — 2 — — — — 2/. 
=, 1+ 7 =. z + sa und 
158 a?y 1 
— 7— —_ 1 .— io — _ — 1 
hı a 7 1 /s S a /s u 
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Diefe Formeln ſtimmen, wenn der Abftand der Tafeln fehr Hein, nament- 
lich 7 noch nicht 1, iſt, ſehr gut mit den Beobachtungen überein. 
n 


Hagen fand bei Verſuchen mit zwei parallelen Plantafeln in Brunnen» 
waffer im Mittel duch Beobachtungen : 
I = 1,55, h, — 2,09 und k — 1,38 Pariſer Linien 
und durch Rechnung: 


5 = 1,04, ha — 2,12 und k —= 1,44 Barifer Linien. 


Neuere Berfuche (f. Poggendorff's Annalen, Bb. 77) gaben für 
a = 0,360; 0,5875; 0,7575 Linien, 
= 2,562; 1,429; 1,068 „ und 


= 0,949; 0,907; 0,917 
. alfo im Mittel 
für Barifer Maß: 


n 


; = 0,9243 und S = 0,0106 Gramm, 
für Metermaß: = 4,702 und S = 0,0047 Gramm. 
(Bergl. den vorigen Paragraphen.) 
8.409. Hasrröhrchen. Die Erhebung der Oberfläche des Waflers in ſenk- 


rechten engen Röhren, oder fogenannten Haarröhrchen läßt fi bei Zus 
grunbelegung ber Formel 


vosfayı 
rıırı ra. 
bes $. 406 leicht finden, wenn man annimmt, daß bie Oberfläche (der 
Big. 726. Meniscus) ein halbes Sphäroid ABA, Fig. 
nn 725, bilde, beffen kreisförmige Bafis A A mit dem 


Duerfchnitte der Röhre zufammenfält. Behalten 
wir die Bezeichnung des vorigen Paragraphen bei, 
jegen wir alfo wieder die Halbe Röhrenweite CA 
— a und die Minimal- und Marimalerhebung 
BG und AF des Waſſers in der Röhre über 

| dem allgemeinen Wafferfpiegel HR glei) A, und 
Aa, fo haben wir in 


s(ı,1ı MM)? i 
h=7 + )n=amn =, und in 
CH 1\r a 
h =, + ) men=, mM fegen, weshalb nun 
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= (7 +7 =) und 
, 38 mm hı) 
ı = 


> folgt. 
Dur) Subtraction der sten Stehungen von einander erhält man: 
S /1 a 2(h, — h 
nn=(ltmem 
oder: 
— 8 1 a 2 
Yy (5 — Äh) + M—h% =) 
aud): 


2 1 
G+5)m-m- m —- 
Iſt a Hein, jo kann man aud) 
2 1 
za (Re — h)? — Zr —h?=a 
fegen, woraus dann 
" hh — h — 4 
folgen würde. Nimmt man aber ha —hı =a +6 an, und ſetzt 
(h; — k1)ꝰ = 0? + 2 ad, fowie (h; — hı)? = ua? + 3 0? ö, 
jo erhält man: 
(4 + et 
oder: 
LAPR: LA =) 2 _o — 
g‘® +(& +5). 305 20 — 0, 
und es folgt: 


____ ya __ ya 
öo= ya’ La g ‚oder annähernd, 6 — 15 
Hiernad) iſt num 
a3 
ha — hı = d — I 


daher: 


28 1 ( ya? 2 8 a 
= — : — (li —)J)=-.:.—- — - ıw 
ya? 48 a Yy 2 
Weisbach's Lehrbuh ter Mehanif. I. 55 


- 


hı 
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lt) rtral+] 
4 


_S[1 | 1(j ra] _2,8,. 
=>. + +5) =: 7 r7. 


Es wächſt alfo bei den Haarröhrchen die mittlere Erhebung um: 
gelehrt wie die Röhrenweite. 
Auch hat man zur Beſtimmung von 8: 


8 a? 
— —1 — 
y Jah + 7 


Beobachtungen, welche Hagen mit Brunnenwaſſer an Haarröhrchen an⸗ 
geſtellt hat, gaben Folgendes: 







Rohrenweite a, Linien...0,296 10,356 10,413 | 0,546 | 0,647 | 0,751 | 0,765 


Erhebung A,, Linien . . . .|10,08 [8,50 |6,87 15,17 |4,28 |3,72 |3,59 


Spannungsmaß — ‚ Gramme | 1,508 1,455 | 1,458] 1,478 | 1,473 | 1,512 | 1,494 


Nach diefen Berfuchen ift alfo im Mittel 
für Parifer Linien: 3 1,482 und S = 0,017 ran, 


für Millimeter: - — 7,54 und S == 0,0075 Gramm. 


Es ift alfo anzunehmen, dag die Spannung des Waflers an der Ober: 
fläche in jedem Etreifen von 1 Millimeter Breite S zwifchen 0,0047 und 
0,0075 Gramm beträgt. Die Abweichungen diefer Werthe follen ihren 


- Grund darin haben, daß die Spannung S ber Oberfläche des Waffers mit 


§. 410. 


der Zeit abnimmt, und bei dem gefochten Waffer viel Heiner ausfällt als 
bei dem frifchen Waſſer. 


Die vorftehende Theorie findet aud) in dem alle ihre Anwendung, wenn 
die Wand nicht von der Flüffigkeit benegt wird; es findet hier feine 
Erhöhung, fondern eine Senkung der Oberfläche ftatt, und es ift die 
legtere auch nicht concav, ſondern conver. Die aus dem Niveauabftande BG, 
Fig. 726, entftehende und von unten nad) oben wirkende Berticalfraft P 
wird auch hier durch die Spannungen S und S der Oberflähe ABA 
der Fluſſigkeit in der Röhre aufgehoben. Die Adhäfionsfraft des feiten 
Körpers kommt hierbei, der vorftehenden Theorie zu Folge, nicht weiter in 
Betracht. 
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Segt man die Kraft, mit welcher die Röhrenwand die Flitffigfeitsfäule 
BG, Fig. 727, an ſich zieht, dem Röhrenumfange proportional, fegt alſo 
Sig. 726. Sig. 797. 


für eine cylindriſche Röhre diefe Kraft P = u. 2ra, wo gu einen 
Coefficienten ausdrüdt, fo hat man: 

zahy = 2uma, 
und daher die mittlere Erhebung des Waſſers in der Röhre: 


n—2#. 
ay 

Für zwei parallele Tafeln ift dagegen P=2ul und P= 2ahly, 
wo 2 die unbeſtimmte Länge der Wafferfäufe bezeichnet, und daher: 

not, 
ay 
d. i. halb fo groß wie bei der Röhre, wenn der Abftand 2a der Tafeln der 
Rohrenweite gleich if. Diefes ſtimmt auch mit den Refultaten ber legten 
Paragraphen vollfommen. 

Nah den Hagen’fchen Verſuchen hängt bie Yeftigfeit oder Spannung 
der Oberfläche einer Fluſſigkeit nicht von dem Grabe ihrer Fluſſigkeit ab, 
iſt aber um fo größer, je ſchwerer die Slüffigfeit an anderen Körpern Haftet. 
Nach Anderen, namentlich nad) Brunner und Frantenheim (f. Poggen- 
dorff’8 Annalen, Bd. 70 und 72), nimmt aber die Steighöhe à in den 
Haarröhren und folglich aud) S ab, wenn die Temperatur der Fluſſigkeit 
eine größere wirb. 

Für Alfohot ift S ungefähr die Hälfte und für Quedjilber das Achtfache 
von der Feftigkeit der Oberfläche des Waſſers. 


Anmerkung 1. Hagen findet durch Meffung und Wägung von Flüffigkeits: 
tropfen, welche fi von den Grundflächen Heiner Cylinder losreißen, ziemlich dies 
jelben Werte wie durd die Beobachtungen an Capillartafeln. Ebenſo haben die 
Verſuche mit Adhäfionsplatten eine gute Uebereinftimmung geliefert, unter der 
Vorausfegung, dab der Kraft zum Losreißen einer Platte durd daB Gewicht des 
gehobenen Flüffigleitscylinders und durch die Spannung in dem Mantel diejes 
Sylinders das Gleichgewicht gehalten wird. 


6bs* 
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Anmerkung 2. Die Anzahl der Schriften über die Capillarität ift zu groß, 
als daß hier eine vollftändige Mittheilung derjelben erfolgen fönnte. Es haben 
fich mit diefem Gegenftande die größten Mathematiter, wie Laplace, Poifſon, 
Gauß u. |. w. beigäftigt. Eine volftändige Mittheilung der älteren Literatur 
findet man in Frantenheim's Lehre von der Gohäfion. Die Schrift, welche 
bei Bearbeitung dieſes Capitels vorzüglid benugt wurde, ift folgende: Ueber die 
Sherlägje der Slüffigleiten von Hagen, eine in der Königl. Afademie der 
Wiſſenſchaften gelefene Abhandlung, Berlin 1842. Eine neue phyfitaliiche Theorie 
der Gapillarität von 3. Mile entpält Bd. 45 von Voggendorff’s Annalen 
(1838). Es gehören hierher auch Boutigny's Studien über die Körper im 
ſpharoidalen Zuftande, deutfh von Arendt. Leipzig 1858. 


Biertes Capitel. 


Vom Gleihgewihte und Drude der Luft. 


$.41l. Spannkraft der Gase. Die und umgebende atmojphärifche Luft, 
Big. 728. ſowie auch alle übrigen Puftarten oder Gafe befigen, 
in Folge der Repulſivkraft ihrer Theile oder Moleküle, 
ein Veftreben, einen größeren und größeren Raum ein- 
zunehmen. Man erhält daher eine begrenzte Luftmaſſe 
nur durch Abſperren derjelben in volltommen verfchlofienen 
Gefäßen. Die Kraft, mit welcher fi die Gafe aus— 
zubehnen ſuchen, Heißt ihre Elafticität, Spann- 
kraft oder Erpanfivkraft. Cie äußert ſich durch 
einen Drud, welden das Gas gegen die Wände des 
dafjelbe einfchließenden Gefäßes ausiibt, und ift infofern 
von der Cfafticität der feften ober tropfbar flüffigen 
Körper verjchieden, als fie in jedem Zuftande der Dic}- 
tigfeit ſich wirlſam zeigt, wogegen die Erpanfiofraft der 
legtgenannten Körper bei einem gewiſſen Zuftande der 
Ausdehnung Nu if. Man mißt den Drud oder die 
Spannkraft der Luft umd anderer Gafe durch Baro— 
meter, Manometer und Ventile. Das Baro— 
meter wird vorzüglich angervendet, um den Drud der 
Atmofphäre zu beftimmen. Das gewöhnliche ober for 
genannte Gefäßbarometer, Fig. 728, befteht in einer, 
an einem Ende A verfchloffenen und am anderen Ende 
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B offenen Glasröhre, welche, nachdem fie mit Queckſilber gefüllt ift, um: 
geſtürzt und mit ihrem offenen Ende in ein ebenfall® Queckſilber enthaltendes 
Gefüß CD eingetaucht wird. Nach dem Umkehren dieſes Inftrumentes 
bleibt in der Röhre eine Quedfilberfänle 3 S zurüd, welcher (ſ. 8. 401) 
durd) den Drud der Yuft gegen die Oberflähe ZR des Duedjilbers das 
Steichgewicht gehalten wird. Der über der Ouedfilberfäule befindfiche 
Raum AS ift luftleer; es erleidet daher diefe Säule von oben feinen Drud, 
weshalb denn auch die Höhe diefer Säule, oder vielmehr die Höhe des 
Queckſilbers in derfelben über dem Qucdfilberfpiegel IR im Gefäße als 
Maß des Tuftdrudes dienen kann. Um diefe Höhe bequem und ſcharf meſſen 
zu können, ift eine genau eingetheilte Scala angebracht, welche längs der 
Röhre hinläuft und nad) Befinden noch mit einem verfchiebbaren Zeiger S 
verſehen ift. 

Anmerkung. Die ausführliche Beſchreibung der verichiedenen Baroıneter, die 


Anleitung zum Gebrauche derjelben u. ſ. w. gehört in die Phyſik. Siehe Lehr— 
buch der Phyſik und Meteorologie von Müller, Bd. I, u. a. a. O. 


Atmosphärendruck. Durd) Barometer hat man gefunden, daß bei $. 412. 
einem mittleren Zuftande der Atmojphäre und an wenig über dem Meere 
gelegenen Orten dem Luftdrucke durd) eine ungefähr 0,760 Meter oder 
nahe 28 Parifer Zoll — 29 preuß. Zoll hohe Duedjilberfäule von Null 
Grad Wärme das Gleichgervicht gehalten wird. Da das fpecifiiche Gewicht 
des Duedjilbers bei Null Grad 13,6 ift, fo folgt, daß der Luftdrud auch 
gleich ift dem Gewichte einer 0,76 . 13,6 — 10,336 Meter — 31,73 Par. 
Fuß — 32,84 preuß. Fuß hohen Wafferfäule. 

Man mißt die Spannung der Luft auch oft durch den Drud, welchen 
diefelbe auf die Flächeneinheit ausübt, und es ift alfo der Atmofphären- 
drud oder das Gewicht einer 0,76 Meter hohen Duedfilberfäule bei 1 Qua⸗ 
dratmeter Bafis: 

» = 0,76 . 13,6 . 1000 = 10336 Kilogramm. 


Da nun 1 Quadratzoll gleich 0,000684 Dubdratmeter ift, fo beträgt der 
mittlere Drud der Atmofphäre auf 1 Ouadratzoll (preuß.): 
0,000684 . 10336 — 7,071 Kilogramm — 14,142 Pfund. 


Den mittleren Barometerftand genau zu 28 Par. Zoll angenommen, 
erhält man den Atmofphärendrud pro 1 Duadratzoll (preuß.) zu 14,103 Pfund. 

Es ift jehr gewöhnlich in der Mechanik, den mittleren Atmofphärendrud 
als Einheit anzunehmen und andere Erpanfivfräfte auf diefen zu beziehen, 
alfo in Atmoſphärendrücken oder Atmoſphären, wie man ſchlechtweg ſagt, 
anzugeben. Hiernach entſpricht dem Drude von n Atmoſphären eine Queck⸗ 
ſilberſäule von 0,76 . n Meter Höhe, oder ein Gewicht von 10336 .n Kilo⸗ 


8. 413. 
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gramm auf jeden Quadratmeter gedrlicter Fläche. Zur Bergleihung der 
verfchiedenen Angaben kann die folgende Tabelle dienen. 





Duedfilber: | Quedfilber | Waſſer⸗ Drud Drud 
Atmo- fäule füule faule Ipr. 1OMeterlpr. 100 (prk.) 
iphären. in in in in in 


Metern. | Bar. Zollen. |preug. Fußen.| Kilogramm. | Pfunden. 


1 0,760 28 32,84 10336 14,14 
1,316 1 36,84 4321 | 13600 18,947 
0,0357 0,0272 1 1,173 369,14 0,505 
0,0304 0,0231 0,853 1 914,74 0,481 
0,00%097 | 0,000074 | 0,0037 0,00818 1 0,00139 
0,0707 0,0538 1,93 2,322 730,97 1 


Beilpiele: 1) Wenn bei einer Waflerjäulenmaichine das Wafler 250 Fuß hoch 
über der Kolbenfläche fteht, jo ift der Drud gegen dieje Fläche: 
250 . 0,0304 = 7,6 Atmojphären. 
2) Wenn der Wind eines Eylindergebläjes 1,2 Atmojphären Spannung hat, 
fo ift der Drud defjelben auf einen Kolben von 1,5 Meter Durchmeſſer: 
P=15.7.12. 10836 = 21916 Kilogramm. 
Da die Atmofphäre auf die Nüdfläche des Kolbens den Gegendrud 
P, = 1,52 Z . 10336 — 18263 Kilogramm 
ausübt, fo folgt die Kolbenfraft: 
P=P, — P, = 21916 — 18263 = 3653 Kilogramm. 
3) Wenn in dem Gondenfator einer Dampfmaſchine eine Spannung ftattfindet 


von 3 Par. Zoll Duedfilberfäule, jo entipricht diefelbe einem inneren Drude von 
3 . 369,14 = 1107,42 Kilogramm 


auf jeden Quadratmeter. Da die atmoſphäriſche Luft auf diefelbe Fläche einen 
Drud von 10336 Kilogramm ausübt, jo haben die Wandungen des Gondenfators 
einem auf Zerdrüden (von außen nad) innen) wirkenden Drude zu widerftehen, 
welcher pro Cuadratmeter 10336 — 1107,4 = 9228,6 Ktilegramm beträgt. 


Manometer. Um die Spaunung der in Gefäßen eingefchlofienen Gaſe 
oder Dämpfe zu finden, werden barometerähnliche Inftrumente, weldye man 
Manometer nennt, angewendet. Diefe Inftrumente werden mit Queck⸗ 
filber oder mit Waffer angefüllt, und find oben entweder offen oder vers 
ſchloſſen, im legteren Falle aber wieder im oberen Theile entweder Iuftleer oder 
nit Luft erfüllt. Das Manometer mit dem Iuftleeren Raume, Fig. 729, 
ift von dem gewöhnlidyen Barometer nicht verfchieden. Um mit Hilfe defjelben 
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die Spannung der Luft in einem Behälter meflen zu können, wird eine 
Röhre CE angebradtt, die mit einem Ende C in dem Behälter und mil 
dem anderen Ende Fr über dem Quedjilberfpiegel HR im Gehäuſe HDR 

Fig. 729. des Inftrumentes ausmlndet. Der Raum MER über 
dem Quedjilber wird dadurch mit dem Luftbehälter in Com⸗ 
munication gefegt; e8 nimmt daher die in ihm befindliche 
Luft die Spannung der Luft im Behälter an und dritdt eine 
Duedjilberfäule BS in die Röhre, welche fid) mit dem zu 
meſſenden Luftdrude ins Gleichgewicht fegt. 

Derartige Infteumente, die fich befonders zur Meſſung 
von Spannungen eignen, welche Feiner find, als der äußere 
Atmofphärendrud, werden öfter bei den Conbenfatoren der 
Dampfmafchinen ꝛc. angewandt und führen dann wohl den 
Namen Bacuummeter. Man kann die legteren aud) fo 
einrichten, daß das Gefäß AR wie in Fig. 728 der äußeren 
Luft zugänglich ift, während nıan die Röhre BA bei A 
mit dem Condenſor in Verbindung fest. Erhebt ſich in 
dieſem Falle die Flüſſigkeit um BS = Ah Über HR, umd 
bezeichrret b den Barometerftand, fo findet man ink, =b—h 
die Höhe derjenigen Flitjfigkeitsfäule, welche dem Drude im 
Condenfator entipriht. Man müßte daher die Scala von 
oben nad) unten antragen und den Nullpunkt in eine Höhe 
glei) b über IR verlegen, was fir die Praxis wegen der 
barometrifchen Schwanfungen aber unbequem ift (b vartirt 
etwa zwifchen 27 und 29 Bar. Zoll). 

Das oben offene Hebermanometer ABC, Fig. 730, giebt den Ueber- 
ſchuß der Spannung in einem Gefäße MN über den Atmojphärendrud, den 
jogenannten Leberdrud, an, weil diefer Spannung durch die Bereinigung 

Sig. 730. des Luftdrudes über S mit der Duedfilberjäule RS das 
Gleichgewicht gehalten wird. Iſt b der Barometerftand und 
h der Manometerftand oder der Höhenabftand RS der Qued- 
filberjpiegel E und S in den beiden Schenfeln bes Mano⸗ 
meters, fo hat man die durch die Höhe einer Queckſilberſäule 
gemefjene Spannung der mit dem Heinen Schenkel com⸗ 
municirenden Luft: 
hı — b + h ’ 
alfo den Drud auf 1 Quadratmeter: 
p —= 369,14 (b + h) Kilogramm, 








oder den Ueberdrud: 
9 —= 369,14 h Kilogramın. 
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Gemwöhnlicher als die Hebermanometer find die Gefäßmanometer, 
wie ABCD, $ig. 731. Da hier die Luft durch eine größere Qucdjilber- 
Fig. 731. oder nad) Befinden Waſſermaſſe auf die Fluſſigkeitsſäule 

A wirkt, fo werden die Schwankungen der Spannung nicht fo 

ſchnell auf die Fluſſigkeitsſäule Übertragen, und es wird das 

Meſſen diefer mehr in Ruhe befindlichen Säule leichter und 

ſicherer. Der Bequemlichkeit des Meſſens oder Ablejens an 

der Scala wegen bringt man oft noch in der Röhre einen 

von dem Ducdjülber getragenen Schwimmer an, welder 

# r durch eine über eine Rolle geführte Schnur mit einem über 

D der abwärts aufgetragenen Scala weggleitenden Zeiger 
c verbunden ift. 

Die Manometer laſſen ſich natürlich, auch zum Meſſen des Trudes von 
Waſſer und anderen tropjbaren Fluſſigkeiten anwenden; man nennt fie aber 
dann Piezometer. 

Mit Hülfe eines Ventils DE, Fig. 732, beftimmt fid) ebenfalls, jedoch 
weniger ſcharf, die Erpanfivfraft des in MN abgejchlofienen Gafes oder 

Fig. 732. Dampfes, wenn man das Lauf-⸗ 
gewicht G fo ftellt, daß es eben 
dem Luft oder Dampfdrude das 
Gleichgewicht hält. 

. It 0S=s die Entfer- 
nung des Schmwerpunftes bes 
Hebels von der Drehare C, 
CA= a ber Hebelarm des 
Laufgewichtes, CB = b ber 
Abftand des Ventils von C, ferner Q das Gewicht des Hebel und V das 
Gewicht des Ventile, fo hat man, wenn noch P den Gas- ober Dampfdrud 
gegen bie untere Fläche des Ventils und ?, den Atmofphärendrud auf die 
obere Ventilflaiche bedeuten, fir den Zuftand des Gleichgewichtes: 
(P-P)b=Vb+0Qs+ Ga; 
folglich: 
P=P+ v, 288 Ga, 


Bezeichnet r den Halbmeſſer des Ventils DE (d. h. derjenigen Kreis 
linie, in welder das Ventil dichtſchließend den Ventilfig berührt), p die 
innere und pı die äußere Spannung, fo hat man: 

P=arp und P, = r?pı, daher: 
Vo+Qs+Gs 


ar!b 


r=n+ 
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Die Beſtimmung von p durd Ventile ift deswegen unjicher, weil die 
Keibungswiderftände der Are C und ded Ventils fic einer genauen Be- 
ftimmung entziehen, und weil, beſonders bei einer breiten Auflagerfläche des 
Ventile, der in Rechnung zu ftellende Halbmeſſer 7 fich nicht mit Bejtimmt- 
heit angeben läßt. Aus letzterem Grunde ift es gerathen, das Ventil auf 
einer möglichft ſchmalen Fläche aufruhen zu laſſen. 


Beijpiele: 1) Wenn der Quedfilberftand eines oben offenen Manometers 3,5 
Par. Zoll und der Barometerftand 27 Zoll beträgt, fo ift die entſprechende Ex— 
panfivfraft: 

p = 369,14 (b + h) = 369,14 . 30,5 = 11258,8 Kilogr. pro 1 Quadratmeter. 

2) Der Waflermanometerftanp eines Windregulatord in einem Hüttenwerke 
beträgt 3,5 Fuß. Wenn man den Wind unter einen unten in Waſſer tauchenden, 
oben geichlofienen Eylinder (Glode) leitet, um eine auf der Glode ruhende 
Belaftung von 600 Kilogramm zu erheben (pneumatijher Gichtaufzug), wie groß 
muß der Durchmeſſer dieſes Cylinders wenigſtens fein, menn das Eigengewicht 
deſſelben 200 Kilogramm beträgt? 

Der Ueberdruck der Gebläſeluft über die äußere Atmoſphäre beträgt pro 
Quadratmeter: 

p = 314,74.35 = 1101,6 Kilogramm. 


Damit die Laft von 800 Kilogramm durch die Spanntraft der Luft getragen 
werde, muß der Eylinderquerjchnitt mindeftens org = 0726 Quadratmeter oher 
der Durchmeſſer 0,961 Meter betragen. Nimmt man dafür 1 Meter Durchmefier, 
fo beträgt der Ueberbrud der Luft über das Gewicht der Laſt: 

| 0,785 .1101,6 — 800 — 64,8 Kilogramm, 
welcher Ueberdruck, abgejehen von ſchädlichen Miderfländen, eine Beichleunigung 


64,8 
300 981 = 0,78 Meter erzeugen würde, 
3) Der obere abgefchliffene Rand eines gußeijernen unten geſchloſſenen Cylinders 
von 0,3 Meter lichter Weite ift mit einer aufgeſchliffenen Platte bedeckt. Wenn 
nun die Luft aus dem Cylinder jo weit außgepumpt wird, daß ein Bacuummeter 
eine Epannung der Luft im Innern von 10 Zoll (Bar.) Quedfilber zeigt, wie 
aroß ift die Kraft zum Abreißen des Dedelß bei einen Barometerftande von 
27 Bar. Zoll? Der äußere und der innere Drud betragen pro Quadratmeter 
reſp.: 
p = 369,14.27 = 9966,8 und p, —= 369,14.10 = 3691,4 Kilogramm. 


Der Dedel wird daher von der atmoſphäriſchen Luft mit einem Ueberdrude von 
0,92 7 2. (996,8 — 8691,4) = 0,07.6275,4 = 439,3 Kilogramm 





der zu hebenden Laft von — 


auf den Gofinder gepreßt. Wenn der Epylinder nicht auf dem Fundamente be: 
feftigt wäre und ein Eigengewicht von 300 Kilogramm hätte, jo würde ſchon 
ein Ueberdrud von = — 4285,7 Kilogramm per Quadratmeter genügen, um 
den Eylinder durch eine am Dedel angreifende Kraft emporzubeben. Dieſem 
Veberdrude entipricht eine Quedfilberfäule von 0,0027.42£5,7 = 11,57 Bar. 
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Zoll, fo daß der gedachte Zuſtand eintreten muß, ſobald im Innern des Eylinders 
die Spannung der Luft 

27 — 11,57 = 15,18 Bar. Zoll Quedfilberfäule 
beträgt. 


4) Ein Sicherheitsventil von 0,05 Meter Durchmeſſer und 1,2 Kilogramm 
Eigengewicht foll dur ein Laufgewicht von 10 Kilogramm fo belaftet werden, 
daß e& bei einem Ueberbrude des Dampfes über den äußeren Luftbrud von 
3 Atmofphären fi öffnet. In welcher Entfernung vom Drehpuntte des Hebels ift 
der Schwerpuntt des Belaftungsgemicjles anzubringen, wenn der Hebel ein Eigen- 
dewich von 1,5 Kilogramm und fein Schwerpunft einen Abftand von 0,3 Meter 
vom Drehpuntte, das Ventil aber einen ſoichen von 80 Millimeter bavon fat? 
At 2 die gefuchte Länge, fo Hat man: 
10336 .3.3,14.0,0252.0,030 — 1,2.0,090 + 1,5.0,8 + 10.1; 


4,858 76 _ 0,431 Meter folgt. 








noraus 1 = 


10 


Mariotte’sches Gesetz. Die Spannung ber Cafe wädjft mit der 
Verdichtung derfelben; je mehr man ein gewiſſes Luftquantum zufammen- 
druckt ober verdichtet, deſto größer wird auch deſſen Spanntraft, und je mehr 
man daſſelbe ſich ausdehnen oder verdünnen Läßt, defto Heiner zeigt ſich auch 
feine Erpanfivfraft. Das Verhältniß, in welchem die Spannkraft und bie 
Dichtigfeit oder da8 Volumen der Gafe zu einander ftehen, wird durch das 
von Mariotte (oder Boyle) entdedte und nad) ihm benannte Gejeg aus- 
gedrüdt. Es behauptet, daß die Dichtigkeit einer und derfelben 
Luftmenge der Spannkraft derfelben proportional, oder, da die 
Räume, welde von einer und derjelben Maſſe eingenommen werden, den 
Dichtigkeiten umgefehrt proportional find, daß ſich die Volumina einer 
und derfelben Gasmaffe umgekehrt wie deren Erpanfivfräfte 
verhalten. Wird demnach eine gewiffe Luftmenge bis auf die Hälfte ihres 
anfänglichen Volumens zuſammengedrückt, ihre Dichtigkeit alfo verdoppelt, fo 
ftellt ſich auch ihre Spannung doppelt fo groß heraus als anfänglich, und 
wird ein gewiſſes Luftquantum bis auf das Dreifache feines anfänglichen 
Raumes ausgedehnt, alfo feine Dichtigfeit bis auf den dritten Theil herab- 
gezogen, fo bleibt auch die Erpanfiofraft defielben nur ein Drittel von ber 

Fig. 788. anfänglichen Spannkraft. Iſt z. B. unter dem Kolben 
EF eines Cylinders 40, Fig. 733, gewöhnliche 


D © atmofphärifche Luft, welche anfänglid) auf jeden Qus- 
E Fr dratzoll mit 14 Pd. drüdt, fo wird diefelbe mit 

28 Pfd. drüden, wenn man den Kolben nad) Eı Fı 
Eı Fr, geihoben und dadurch die eingefchloffene Luft bis auf 
BE Fr die Hälfte ihres anfänglichen Volumens zufammen- 
A B gedrückt Hat, und es wird diefe Kraft 3. 14— 42 Pfund 


betragen, wenn der Kolben nad; E; F, gefommen iſt 
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und zwei Drittel der ganzen Höhe zurückgelegt hat. Iſt der Inhalt der 
Kolbenfläce 1 Quadratmeter, fo beträgt der Atmofphärendrud gegen diefelbe 
10336 Kilogramm; um daher den Kolben um die Halbe Cylinderhöhe niedere 
zudrüden, find nad) und nad) 10336 Kilogramm, und um ihm um zwei 
Trittel diefer Höhe nieberzufchieben; 20672 Kilogramm auf denfelben auf- 
zufegen u. ſ. w. 

Ebenfo läßt ſich durch Zugießen von Quedſilber in die mit dem Luft- 

eylinder A C, Fig. 734, communicirende Röhre G, 7 das Mariotte’fche 
Fig. 734. Gefeg prüfen. Hat man anfänglich durd die Queck- 
@, ſilbermaſſe DEFH eine Luftäule A C abgefperrt, welche 
mit der äußeren Luft gleiche Spaunkraft befigt, und 
fpäter durch zugegoffenes Quedjilber den Luftcylinder bie 
auf die Hälfte, auf das Viertel u. ſ. w. des anfänglichen 
Volumens zufammengedrüdt, jo wird man finden, daß 
die Niveauabftände G, Hr, G. Hz u. ſ. w. der Ober» 
2 flächen des Quedjilber der einfachen, dreifachen Baro- 
ı meterhöhe db u. f. w. gleich find, daß alfo, wenn man 
ı hierzu bie dem äußeren Luftdrude entſprechende einfache 
Höhe addirt, die Spannkraft zweimal, viermal u. |. w. 

J fo groß iſt als beim anfänglichen Volumen. 

Sehr leicht Täßt ſich auch die Richtigkeit des Mariotte'ſchen Geſetzes bei 
der Ausdehnung der Luft nachweiſen, wenn man eine cplinbrifhe (gut cali- 
brirte) Röhre AB, Fig. 735, ſenkrecht in das Duedfilber (Waffer) taucht 

J und, nach gehörigem Verſchluſſe des 

Big. 736. m. oberen Endes A, das abgefchloffene 

Luftvolumen AE (I.) durch behut- 

james Aufziehen diefer Röhre aus- 

dehnt, jo dag es num ein Volumen 

4, E, (II.) annimmt. Die Ditig- 

+ eeiten ber Luft in biefen Räumen AE 

und A, Eı find jedenfalls den Höhen 

4AC und A, Cı derſelben umgekehrt, 

und ihre Spannungen den Diffe 

engen zwiſchen dem Barometerftande 

b und den Höhen CD und C,D, 

der über der Oberfläche AR des 

Duedjilbers ftehenden Duedfilber- 

fäufen DE und D, E, direct proportional. Es ift folglich, nad) dem Ma- 
riotte’fchen Gefege: 


il 


AC _b-GD 
AG —-cD' 
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was aud) durd) die Beobachtung bei jeder beliebigen Eintauchung der Röhre 
AB beftätigt wird. 

Sind A und A, oder p und p, die Spannkräfte, y und yr die entfprer 
enden fpeeififchen Gewichte und V und V, die zugehörigen Volumina einer 
und berjelben Luftmenge, jo hat man näd) dem angegebenen Gefege: 

2 == =,-2, oder 9, Yı = VyY, fowie Yıpı — Vp; daher 
N hp 


n=h var ſowie , = ” —J V. 
—8* tät Fr die Tichtigfeit ui aud das Volumen der Luft von einer 
Spannung auf bie andere reduciren. 


Anmerkung. Nur bei fehr großen Prefungen der Luft kommen bemerfbare 
Abweihungen von dem Mariotte' ſchen Gejege vor. Nah Regnault ift z. 2. 
für atmoſphariſche Luft, wenn das Zuftvolumen V, von I Meter Preffung in V. 
übergeht, die Preffung defelben: 


»=Fefı 7 [1 — onos4 (& — 1) + 0,000019381 (& - )] Meter, 





fo daß filr 7 =5 10 15 2 


p = 4,97944 |9,91622 | 14,82184 | 19,71988 Met. ausfänt. 

Beifpiele. 1) Wenn bei einer Gebläfemafchine der Manometerftand 80 Millimeter 
Ducdfilber beträgt, fo iſt die Dichtigteit des Windes ur + 009 — 1105 mal 
fo groß, als diejenige der atmoſphäriſchen Luft bei 0,760 Meter Barometerftand, 
und da ein Gubitmeter der Ieteren ein Gewicht von -I- - 1000 — 1,999 Stilogr. 


776 
Hat, jo wiegt ein Gubitmeter Gebläfeluft hier 1,299 . 1,105 = 1,435 Kilogramm. 
Big. 736. 2) Gin eplindrildes Gefäß ABCD, Big. 736, 


x deſſen Außerer Halbmefier R, innerer Kalbmefier r 
und deſſen Höhen außen und innen reſp. Z und 7 
find, wird in verticaler Richtung mit dem unteren 
Rande um die Größe A ins Waller getauht, wie 
Hoch fteht das Wafier im Innern des Gefähes 
über dem Rande? 

Die bei beginnentem Eintaugen in dem Gefäße 
abgeiperrte Luft von atmoſphäriſcher Spannung b 
(in Waflerfäule gemeffen), Hat ein Volumen mr? 1. 
At das Waffer nach heſchehener Eintauchung bis zur 
Xiefe a im Innern um die Oröfe EF=A er 

Hoben, fo beträgt das Ruftvolumen nunmehr mr? —A). Da der Drud, unter 

weldem die Luft im Innern des Gefähes fteht, durch eine Waflerfäule b + HE 

=b+h— x ausgebrüdt ift, jo hat man nad dem Mariotte’fchen Gelege: 
arlıau-N=b+h—i:b 





oder: 


id 
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2 — 2 (b+h+UY+Ahl= 0, woraus 


1 — — vzty_ Al folgt. 


Der Auftrieb A, welchen der eingetauchte Eylinder durch das Wafler erfährt, 
und welder nad 8. 391 glei dem Gewichte der verdrängten Waſſermenge ift, 
berechnet ſich zu: 

nRöhy  nrday=n(R?h — r?}) y. 
Iſt z. B. R 1 Meter, r = 0,98 Meter, L = 1,5 Meter, 7 = 1,47 Meter 
und A = 1,2 Meter, jo hat man bei einem Barometerftande 5 —= 10,336 Meter 
(Waflerjäule): 
10,336 + 1,2-+ 1,47 
I 

Der Auftrieb beträgt bei diejer Eintauchung: 

A = 3,14 (12. 1,2 — 0,982 . 0,134) 1000 —= 3364,2 Kilogramm. 

Wenn aljo der gußeilerne Eylinder ein Gewicht von 

G=(n.1215 — nr. 0,98%. 1,47) 7,5.1000 —= 2091,2 Kilogramm 
bat, jo würde die vorausgefegte Eintauchuug noch eine Belaftung des Cylinders von 
A — @ = 3364,2 — 2091,2 = 1273 Kilogramm 
erfordern, wenn von dem geringen Gewichte der eingefchloffenen Luft abgejehen wird. 





‘ 7\2 
(eier) —1,2.1,47— 0,134 Met. 


Wenn der Eylinder vollftändig unter Wafler getaucht wird, jo ift der Auftrieb 


ausgedrückt durch: 
A, =nRlLy — arr (RLATM y. 

Dieſe Kraft wird um fo kleiner, je größer A iſt, d. h. je tiefer der Cylinder 
eingetaudht wird, und es giebt eine beftimmte Tiefe der Eintaudhung, für melde 
der Auftrieb A, gerade gleih dem Eigengewichte GE jein muß. Um dieſe Tage, 
in welder der Eylinder ſchwimmen würde, zu ermitteln, jege man @ — A, oder: 

G = 20912 = r (121,5 -- 0,98?) 1000; bierauß folgt: 


_ 15 — 0,666 _ 0,869 Meter. 


Die Tiefe A, , bei welcher das Waſſer im In— 
nern des Cylinders um diefe Größe A erhoben ift, 
findet fi nun nad dem Mariotte’jchen Gefege 
durd: 

I: —-ı=b+h — A: by: 
4 10,336 . 0,869 


h=brzy tr = 147 080 


+ 0,869 = 15,813 Meter. 


In diefer Tiefe würde die Glode im labilen 
Gleichgewichtszuſtande ſchwimmen, denn jede Ber: 
größerung der Tiefe jomohl wie des Barometer: 
ftandes würde A vergrößern, aljo den Auftrieb 
vermindern, jo daß die Glode nunmehr zu Boden 
finten würde, während jede Verminderung der Tiefe 
oder des Barometeritandes eine Vergrößerung des 
Auftriebes erzeugt, in Folge deren das Gefäk 
big zur Oberfläche emporfteigt. 





926 Sechster Abſchnitt. Vierte Capitel. 


Bei Tauchergloden, Fig. 737 (a. v. S.), pflegt das Eigengewicht der Glode 
den Auftrieb zu übertreffen, und wird das Steigen des Waſſers im Innern der 
Gloce durch Einpumpen atmoſphäriſcher Luft dur den Schlauch S verhindert. 





Die Dictigfeit der Luft in der Blode ift 
äußeren Luft. 


mal fo groß, als diejenige der 


$. 415. Arbeit der comprimirten Luft. Die Arbeit, welche aufzumenden 
ift, um ein gewiſſes Luftquantum bis zu einem gewiffen Grade zu verdichten, 

ſowie die Arbeit, welche die Luft bei ihrem Ausdehnen zu verrichten vermag, 

Sig. 738. beftimmt ſich in folgender Art. Es fei in einem Ey- 

5 ce  linder AC, Fig. 738, durch einen dichtſchließenden 

Kolben EG ein Quantum Luft AEG B abgefperrt, 

deren Spannung gleich p fei, und es bezeichne pı die 

Spannung, welde diefelbe Luft angenommen hat, 

nadjdem der Kolben aus der Lage EG in diejenige 


voraugfegt: 


pu: p I: oder pr — 


Eı Gi gebracht worden iſt. Sept man AE—=I 
und AE, — li, fo iſt nad) dem Mariott e'ſchen 
Geſetze, wenn man die Temperatur als unveränderlich 


Während der Bewegung des Kolbens durch das ſehr Heine Wegtheilchen 
Er E, —= 4 darf die Spannung ber Luft conftant gleich p, angenommen 
werben, und e8 berechnet ſich bie diefem Wegtheildhen entſprechende Elementar= 


| 
| 
| 
arbeit, wenn F den Kolbenquerjchnitt bedeutet, zu: 
FoA=F.pl 4 
ı 


de 


Fol z = Fpl. Log. nat. ( 4 I. Log. nat. + 
= Fpl [Log. nat. (ı + A) — Log. nat. 1]. 


Da A und alfo aud) . immer als eine fehr Heine Größe anzunehmen 
ı 


| ift, fo darf man r — Log.nat. (1 + +) fegen*), folglich iſt die obige 


>) Nach 8. 19, analyt. Qütfstehten, fer — 14.2 + 5 + 


daher für ein Kleines © geſetzt werden Tann: 
e=1+ oder == Lg. mat. (1 +2). 
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Denkt man fi) den ganzen Weg EE,) aus n fehr Meinen Theilen A 
zufammengefegt, fo daß aljo EEL —= I — I, = nA gefegt werden Tann, 
fo findet man die zum Verdichten erforderliche Geſammtarbeit ald die 
Summe aller derjenigen Elementararbeiten, welche man erhält, wenn man 
in dem legterhaltenen Ausdrude nad) und nad) 

1, ht uU +2, u +3%,...4 + (n — 1) anftatt 7, und 
, + A, I, + 21, I, + 34, T, + 4A, ...d +ni anftatt A, + I 
einfegt. 

Durch Ausführung der angedeuteten Summation erhält man die Ges 
fammtarbeit: 

Log.nat.(li +4) — Logqg. nat. li + 

Log.nat.(li, +24) — Log.nat.(lı + A) + 

Log.nat.(li + 34) — Log.nat.(l, +24) + 
A=FlIp . 


Log.nat.(li + nA) — Log.nat.[Iı + (na —1)4] 

—= Flp[Log. nat. (lı + nA) — Log.nat.1,] = Flip Log. nat. -, 
l 
da fi) immer das vorftehende Glied einer Reihe mit dem nachftehenden 
Gliede der folgenden Reihe aufhebt. 

Bezeichnet man mit V das urſprüngliche Volumen A @ und mit V, das 
nachherige Volumen A Gi, jo hat man, da V= Film I, = Fi, if: 

A==Vp Log.nat. ı_ Vp Log.nat. T —Vp.Log.nalt. A, 

li Vi p 
Um alfo eine Luftmaſſe von dem Volumen V und der Spannung p durd) 


Verdichtung auf das Volumen Y, und auf die Spannung pı = 2 p zu 
1 


bringen, iſt eine mechaniſche Arbeit A —= Vp Log. nat. ” aufzuwenden 
nöthig, und wenn biefe Luftmenge aus den Volumen Y, wieder auf das 
Bolumen Y fi) ausdehnt, ift fie im Etaude, den gleichen Betrag an medha- 
nifcher Arbeit zu verrichten. Wenn die Rückfläche des Kolbens EG hierbei 
der atmoſphäriſchen Luft ausgefegt ift, fo hat man natürlich die Arbeit des 
äußeren Luftdrudes entfprechend zu berückſichtigen, welche im vorliegenden 
Falle ſowohl beim Zuſammendrücken, wie bei der Ausdehnung fic) zu 


1 


beftimmt, unter po die Größe des äußeren Yuftdrudes verftanden. 
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Mit Hülfe der Integralrechnung beftimmt ſich die zur Compreffion der 
Luft erforderliche Arbeit folgendermaßen. Wenn x den Abitand des Kolbens 
EG von AB in irgend einer Kolbenftellung JK bedeutet, für welche die 


Spannung des Gafes p, = P— beträgt, fo iſt die elementare Arbeit 


während bes unendlich einen Kolbemveges Oxburd) F.p,Ox—=Fp _ 0x 


gegeben. Die Öefammtarbeit zwifchen den Grenzen & — J und æ — |, 
beträgt daher: 


A= rn [ F= Fpl.. Log. nat. 2 mie oben. 
1 
ı 


Anmerfung. Bei mäßigen Spannungddifferenzen (pP, — pP) oder Tleinen 
Volumenveränderungen (V. — V) fann man annähernd die erforderliche Arbeit 


Az rett — = FI(1— ze Ta — r(1— 2) p + P+P 
fegen, oder genauer, mit Hülfe der Simpf on'ſchen Regel, wenn & ben Drud 





bei mittlerer Kolbenftellung x 2 bezeichnet: 
_ _P\p+t42:+P, 
A=V (1 +) : 








Nun ift aber: 
£ _ I _ _21 2 — 2pı 
pP With IF ı+2 tm 


p 
daher folgt: 


1 p 8pp 1 pP , 8m —Pp) _P 
A=—- V/’(1ı— —- ti —=-VYr( I 1 — 2). 
sr .)® +ofmt) 6 rt r+m Pı 
Beiſpiele. 1) Der Kolben AB einer Geblälemajdine, Fig. 739 I., hat 
1 Meter Durchmeffer, der ganze Kolbenhub AD beträgt ! = 15 Meer. Wie 
Sig. 739. groß ift die zu einem Kolbenhube erforder: 
j liche mechaniſche Arbeit, wenn der Barometer: 
ftand 0,750 Meter beträgt, und wenn im 
Winpregulator eine Dlanometerjpannung von 
0,800 Meter (Duedfilberjäule) ftattfindet? 
2 
eG ther ! = 1 Zu — 0,785 Qua: 
dratmeter, 1 = 1,5 Meter, p = 13600.0,750 
— 10200 Kilogramm, p, = 13600 . 0,800 


— 10880 Kilogramm und = =ı2 5* 1,5 — 0,750 
1 





0,800 
— 1,406 Meter. Wenn der Kolben auS der 
Rage AB in diejenige EF gelommen ift, 
alſo den Weg AF=1 — I, = 0,094 Meter 
zurüdgelegt hat, fo ift von ihm die Arbeit 
verrichtet: 
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A, = Vp Log. nat. 2 = 0,785 .1,5.10200 .2,3026 Log. 750 


= 12010,5 . 2,3026 . 0,0280287 = 775,14 Meterlilogramm. 

Während hierauf der Kolben die Strede FD I, = 1,406 Meter zurüd: 
legt, hat er den conftanten Drud 9, — 10880 Kilogramm zu überwinden, und 
verrichtet daher während dieſes Weges die mechanische Arbeit: 

4, = Fplı = 0,785 . 10880 . 1,406 —= 120105 Meterkilogramm. 
Da die Rüdflähe des Kolbens während der ganzen Bewegung der atmo⸗ 
Iphärifchen Luft außgefegt ift, jo hat der Luftdrud eine Arbeit verrichtet: 

A, = Fpi = 0,785 . 10200 . 1,5 = 12010,5 Meterlilogramm — Ajq,. 

Es ift daher die von dem Motor auszulbende mechaniſche Arbeit für jeden 
Kolbenſchub, abgejehen von den Nebenhindernifien, gegeben durch: 

A—= A, + 4, —A = 4, = 775,14 Meterlilogramm. 

Das in Fig. 729 II. gezeichnete Diagramm giebt eine Vorſtellung von den 
einzelnen meanifhen Arbeiten. Maht mon GL=I,JL=1,GH=p 
und JK = p,, jo ftellt die Fläche GHKJ die zur Kompreifion erforberliche 
Arbeit A, vor, die Fläche JKML repräfentirt die Arbeit A,, welche ber 
Kolben unter dem conflanten Drude p, zu verridten bat, und GHNL ſtellt 
die Arbeit A, des äußeren Quftbrudes dar. Die beiden Flächenräume JKML 
und GHNL müffen übrigen wegen A, — 4A, gleihe Größe haben, fo daß 
hieraus au KMNO = GHOJ folgt. Die von. dem Motor aufzuwendende 
mechaniſche Arbeit ift aljo durch die Fläche HKM N H ausgedrüdt, welche nach 
Borftehendem mit ZKJ GH übereinftimmt. Die frumme Linie ZQK tft fo 
zu beftimmen, daß für irgend welche Abſciſſe GP = x die zugehörige Ordinate 
PQ = y gegeben ift durch: 
yıp=l:ıl-zdoy=rf 

2) Wenn bei einer Dampfmaschine unter dem Kolben von 0,8 Meter Durch⸗ 
meſſer ein Quantum Dampf von 0,15 Meter Höhe und 3 Atmofphären Spannung 
fteht, welder den Kolben bei jeiner Ausdehnung um 0,35 Meter fortjchiebt, fo 
würde die hierbei von dem Dampfe auf den Kolben übertragene mechaniſche 
Arbeit, unter der VBorausfegung, daß die Temperatur diefelbe bliebe und der 
Dampf dem Mariotte’jchen Geſetze folgte, ſich berechnen zu: 





A = 0,32 2 .3.10336 . 0,15 Log. nat. SE — 395,6 Meterfilogr. 


Die mittlere Kolbenkraft beträgt, ohne Rüdfiht auf die Kolbenreibung und 
den Gegendrud: 





P= a — 1130,5 Kilogramm oder pro Quadratmeter: ' 
” 1130,5 1130,5 


703. 317 = 9,0007 — 15990 Rilogramm. | 


Druck in den verschiedenen Luftschichten. Die in einem 
Gefäße eingefchloffene Luft ift in verfchiedenen Tiefen von verfchiebener 
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Dichtigfeit und Spannung, denn die oberen Luftfchichten drüden die unteren, - 


auf welchen fie ruhen, zuſammen; es ift deshalb nur in einer und derſelben 
Weisbach’s Lehrbuh der Mechanik. IL 59 
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Horizontalſchicht einerlei Dichtigfeit und einerlei Spannung, und es nehmen 
beide mit der Tiefe zu. Um das Gefeg diefer Zunahme der Dichtigkeit von 
oben nad) unten oder der Abnahme derfelben von unten nad) oben zu finden, 
lagen wir einen Weg ein, der dem bes vorigen Paragraphen ſehr ähnlich ift. 
Denken wir und eine verticale Luftfäule AZ, Fig 740, vom Querſchnitte 
AB = 1 und von ber Höhe AF.—= h. Sepen wir für die untere Luft- 
J ſchicht das ſpecifiſche Getwicht — Y und die Spannung ⸗p. 
Gig. 740. Und fur bie obere Luftſchicht ZEF das ſpecifiſche Gewicht 
[3 1 und bie Spannfraft — pı, jo haben wir zunächt 
385. Bezeichnet A die Höhe Er der Schicht 
’ EAF, fo it das Gewicht derfelben, ſowie aud) bie biefer 
Höhe A entfprechende Abnahme der Spanntraft: 
4 
v=l.i.yı= 4a, 
4 und umgelehrt: 
pP 


4 * 


DIL 


oder, wie im vorigen Paragraphen: 
= Log.nat. (i + 2)= : [Zog.nat.(pı + v)— Log.nat.pı]. 
1. 


Segen wir fierin Ratt pı, nad} und nad pı, 9ı + ©, 21 + 2v, pı + 3v 
u. f. w. bi pı + (n — 1) v, umb addiren wir bie entprechenden Luft- 
fhichtgöhen oder Werthe von A, fo befommen wir bie Höhe der ganzen 
Luftfäule, ganz wie im vorigen Paragraphen: 


» — (Log. nat. p — Log. nat. 9) = 2 Log. nat. 2. 
12 7 pP 
oder auf): 
b 
ũ 
wenn b und di die den Spannkräften p und p, entſprechenden Barometer⸗ 
ftände in A und in F bezeichnen. 
Iſt umgefehrt die Höhe h gegeben, fo läßt ſich die ihr entfprechende Er⸗ 
panſivkraft und Dichtigkeit der Luft berechnen. Es ift nämlich: 
a ar 
?_Y _,’ _ 7 
By denne, 
wobei e = 2,71828 die Grundzahl des natürlichen Logarithmenſyſtemes 
bezeichnet. 


2 » b 
h—=8 Log.nat. —- — 2,3026 2 Log. —- 
y Tog. na 2 „19 
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Mit Hilfe der Integrafrehnung findet man diefe Formel folgendermaßen: 
Wenn Ö und = reip. das fpecifiiche Gewicht und die Spannung einer Luft⸗ 
fchicht in der Höhe von © iiber A B bezeichnen, jo hat man: 


ala 

‚ pP p 
Die Zunahme der Spannung = in einer um 9% tiefer gelegenen Schidht 
beträgt ferner: 


Y 


0a — 8.00 —=% m. 00, wor du — EM. 


y 7 
Durch Integration zwiſchen den Grenzen z = I! und x — 0, für welche 
Werthe m refpective glei) p, und p ift, erhält man wie oben: 


h= » [22 _» Log.nat. — 2,3026 2 Log. } 
va Yy pı Y bi 


Anmerkung Diele Formel findet ihre Anwendung beim barometrifchen 
Höhenmefien, welddes im „Ingenieur*, Seite 273, abgehandelt wird. Da 1 Eubil- 
meter atmojphäriiche Luft bei Null Grad Temperatur und 0,760 Meter Baro- 
meterftand 1,2935 Kilogramm wiegt, jo bat man, ohne Berüdfihtigung der 
Temperatur: 


nr — 2,3026 1033° 10336 b 


b 
1.2085 —— Log. 5 = 18399 Log. 7- 5 Peter= 68624 Log. u Buß. 


Beiſpiele. 1) Wenn man den Barometerfland am Buße eines Berges zu 
0,770 und am Gipfel defielben zu 0,715 Meter gefunden bat, jo ergiebt ſich die 
Höhe des Berges zu: 

770 


h = 18399 Log. sn 592 Meter. 
2) Für die et der Luft auf einem 3000 Meter hoben Berge bat man: 


3000 
Log. = 18509 — 0,163048, daher: 


2 = 1,456 und.) = 0,687. Es if aljo die Dichte in der genannten Höhe 
1 
nur 68,7 Procent von der Dichtigkeit am Fuße des Berges. 


Stereometer und Volumenometer. Das Mariotte'ſche Geſetz $. 417. 


findet eine praftifche Anwendung bei der Beitimmung der Bolumina gewifler, 
namentlich pulverförmiger, faferiger Körper u. |. w. mittels ber fogenannten 
Stereometer oder Bolumenometer. | 

1) Das Stereometer von Say. Wird die mit dem verichloffenen Ge⸗ 
füße AB, Big. 741 1. (a.f. S.), in Berbindung ftehenbe und ins Quedfilber AR 
eingetauchte Glasröhre CD emporgezogen, ohne ganz aus dem Quechſilber 
zu fommen (II), fo tritt in Folge der Ausdehnung der abgeſperrten Luft, 

- 59* 
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von oben eine gewiſſe Luftfäule CE in die Röhre, und es bfeibt unten eine 
gewiffe Quedfilberfäule DE in derfelben zurück, wobei ſich die num ver 


Big. 741. 


minderte Spannfraft der eingefchloffenen 
Luft mit dem um den Drud der Qued- 
filberfäule DE verminderten Atmo⸗ 
fphävendrude ins Gleichgewicht fegt. Iſt 
nım 7, das Volumen des Raumes 
ABC, V, das zu beftimmende Volumen 
des in denfelben gebrachten Körpers X 
und Y das Bolumen der Luftfäule CH, 
fowie d der Barometerftand und A die 
Höhe der eingebrungenen Quecſilber⸗ 
fäule DE, fo hat man, da eine und 
biefelbe Luftmenge erft das Bolumen 
9% — PVı bei der Preffung d, und 
dann das Volumen % — Vi + 9 
bei der Preffung d — A, annimmt, 
nad) dem Mariotte’fchen Gefege: 
n—N 





wonach dann da8 gefuchte Körpernolumen 


n=en- (>) 7 folgt. 


Wenn man das Volumen 9, kennt und die Röhre bei der Beſtimmung 
fo weit heraußzieht, daß die Länge und folglich aud das Volumen 9 


Sig. 742. 


der Luftfäule in der Röhre CD ein beftimmtes ift, 
und man beobachtet außer dem Barometerftande b 
nod) die Höhe A der Flüſſigkeitsſäule DE, fo kann 
man mittels diefer Formel das Volumen Y, des 
Körpers K berechnen. 

2) Das Bolumenmeter von Regnault. Der 
Apparat, Fig. 742, wird durch das Füllrohr G bei 
geöffnetem Hahne C fo weit mit Quedfilber gefüllt, 
daß daffelbe in den beiden Röhren HG und ED in 
der Höhe der Marke N ftcht. Der Körper X, defien 
Volumen 9, man mefjen will, ift im die Kugel A 
gebracht. Wird Hierauf der Hahn C geſchloſſen, und 
durch G fo viel Duedjilber nachgefiillt, bis dafjelbe 
in ED die Marke M erreicht hat, fo fan man aus 
der Höhe M J—h,, um welche das Quedjilber in 7@ 
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höher fteht, al8 in ED, ba8 Volumen Yı beftimmen. Bezeichnet nämlich 
Vo das Bolumen des Raumes ABCDM und V das Bolumen MN, fo 
hat man nach dem Mariotte'ſchen Gefebe: 
„tr N_b+M 
nV bb 


woraus Y, = Vo — 2 V folgt. 
1 


Man kann die Meſſung auch ſo vornehmen, daß man bei geöffnetem 
Hahne C fo viel Quechkſilber einfüllt, bis daſſelbe in beiden Röhren bis zur 
Marke Mreicht, und daun nad) Verſchließen von C durch den Hahn F 
fo viel Queckſilber ausfließen läßt, daß daſſelbe in ED bis zur Marke N 
fintt. Steht dann das Duedfilber in HG um die Größe NL — A, unter 
N, fo hat man: 

VW, — V — b — hr 
n„+Vv—-V db 


nern — vr 


Wenn man die beiden bier angegebenen Meflungen anftellt, jo ift eine 
gleichzeitige Beobachtung des Barometerftandes nicht nöthig, denn aus der 
erften Formel für PVi folgt: 


b= 





Vo — N 
—N— h, 
und aus der zweiten Formel: 


_N+I- 
— 


b h:. 


Durch Gleichſetzung der beiden Werthe von b ergiebt fi) ſodann: 


—b_. 

h — h 

Fig. 743. 3) Das Bolumenometer von Kopp. Die im 
Raume ABCD, Fig. 743, eingefchloflene Luft Hat 
die Äußere Preffung, wenn das Quedjilber in DG 
die untere Mündung D der Manometerröhre DE 
berührt. Drüdt man aber durch einen Kolben P 
das Quedfilber in DG bis zu einer gewiſſen Höhe 
empor, wobet feine Oberfläche die Spige S berührt, 
fo wird bie abgefperrte Luft zufammengedrädt, und 
es fteigt auch das Duedfilber in der Manometerröhre 
auf eine an einer Scala abzulefenden Höhe A. Bft 
num wieder 9, das Volumen des Luftraumes ABCD, 


= - V 





934 Sedjster Abſchnitt. Viertes Capitel. [8 418. 


Yı das gefuchte Volumen des in benfelben gebraten Körpers und 7° das 
Bolumen des zugefloffenen Duedfilbers, fo hat man dies Dial 
Kn-Nh _ _b+h 
„ [Ze Zu ul 
und daher das geſuchte Körpervolumen: 
n=n-? + Ry. 
Die conftanten Volumina Y, und 9 find durch Einfillung von Dued- 
filber und Abwägen der eingenommenen Quedfilbermenge für jedes Inſtru— 
ment befonders zu beftunmen. 








$. 418. Die Luftpumpe. Wenn man den Kolben X, Fig. 744, einer Luft» 
pumpe bei der Hahnſtellung (MD) aufzieht und bei der Hahnftellung (IT) 
Big. 74. nieberdrückt, fo wirkt diefelbe ald Berdün- 
nungspumpe; wenn man dagegen den— 
felben bei Hahnftellung (II) aufzieft und 
bei der Hahnftellung (I) zurüdichiebt, fo 
wirft fie als Berdichtungspumpe. Bei 
wiederholtem Auf» und Nieberziehen des 
Kolbens K im Cylinder C.D wird dadurch 
die Luft im Recipienten A, im erften Falle 
immer mehr und mehr verbilnnt, im zweiten 
dagegen immer dichter und dichter. 

1) Die Berbünnungspumpe. IV 
der Recipientenraum, bis zum Hahne Z 
gemefien, ferner Vy der ſchädliche Raum, 
von H bis zum tiefften Kolbenftande ges 
rechnet, und bezeichnet C den vom Kolben X 
durcjlaufenen Raum, welcher auch durch 
das Product Fs von Kolbenflähe F und 
Kolbenweg s gemefjen wird, fo geht nad) dem Mariotte'ſchen Geſetze die 
Preſſung d der anfangs im Recipienten eingefchlofjenen Luft am Ende des 
Kolbenſchubes in die Preflung: 5 

1 
= b über. 

Da beim Rüdgange des Kolbens der ſchädliche Raum mit Luft von der 
äußeren Preffung db gefüllt bleibt, fo ift ferner filr die Prefjung dz der Luft 
im Necipienten am Ende des zweiten Zuges: 

V+N+OBR=Pı +Vıb 

nb 


ı a 


+ 


An + Vd daher: 


— 
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————— 
Ebenſo ift fir die Spannung db, am Ende des dritten Zuges: 
(V Vi +0b=TVb + Vıb, und daher: 
_ y s yvvıb vVb 
1=(FER FT A 
Vib 
Hrn ro . 


V Vı 
+ (Ffm FR) trrmrotlore ro 
und es läßt ftch hiernach leicht ermeflen, daß die Preffung d, am Ende des 
nten Zuges: 


= — — u‘ 
——— a u 
+ FF) ze ee) + +17 29 70 
zu ſehen ift 


Bezeichnet man 


dur) 9 umd durch 4, fo 


v 
7776 


ſo hat man hiernach: 
w=rb+(lli+tpr+P + +p)ab, 
oder, da die Summe ber in der Parenthefe eingefchloffenen geometrifchen 
Reihe — — = — —— — ft (f. „Ingenieur“ Seite 82), jo folgt 
einfach die gefuchte Enbpreffung: 
— (1? 
vn = (9 + — )* 

Für n i o fällt p* = 0 und folglich die möglich kleinſte Spannung 

MP aus. 
»— 1— p (€ + 7° 


2) Die Berdihtungspumpe. Gelten biefelben Bezeichnungen wie flir 
die Berblinnungspumpe, jo hat man hier fiir die Luftpreffung db, am Ende 


des erjten Schubes: 
FH) =ItnNn+ OD, daher = FT 
ferner fir die Preffung b, am Ende des zweiten Schubes: 
(V 4 VD) . = Vb + (Vı + CO), daher: 











b; 
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— tl, 
(+9)? v+PVı 
n+C, 


-(Gmn)trrnt!) am’ 
Ebenfo folgt fir die Prefiung am Ende des dritten Schubes: 
"+Y)b=V/b +Wı + Bi und daher: 
I 7 40 
—— 7) —— 5) t7r vrr+ |yrr rn’ 


oder, wenn man 


vv _ vn +C_ 
yrp, Tr und vv, Tale: 


bs — [p 4 (1 4 pi tea. 
Allgemein hat man die Preſſung am Ende bes nten Kolbenſpieles: 
»=[e +1 , oder da 


», 1 _ 1—p. 
1 + n-1— iO Lift, 
++»? Fr» pP, 7 ıı r7 ft 
= (#t +5 — ) 


Für n = w, wobei p* — 0 iſt, ſtellt ſich 

gı b — 140 b 
ln N 
heraus. Dies ift natürlich aud) die größte Spannung, welche durch diefe 
Compreffionspumpe erzeugt werden kann. 

Wäre der fchädlihe Raum Y9ı — Null, fo hätte man bei der Ber- 
dinnungspumpe qg — 0, daher: 


. V n 
erre(ge)® 
dagegen bei der Berdichtungspumpe 2, — 1 und — - —=n, folglid): 


b, = 

















= 


»=(Ut+nmd=(i+n 5) > 


Beilpiel. Wenn bei einer Luftpumpe der Recipient da8 Bolumen V 
— 0,02 Eubilmeter und der ſchädliche Raum die Größe von 0,0002 Eubifmeter 
einnimmt, während der Eylinderraum 0,006 Cubikmeter beträgt, wie groß ift die 
Spannung der eingejhlofienen Luft nad 20 Spielen? 

1) Beim Verdünnen ift: 


0,02 0,0002 
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daher folgt: 
d. = bio = (0,7630 + 1 — 0,765° 0,0768) 6 
nm ⸗ 1 — 0,768 ° ' 
— (0,0045 + 0,0321) db = 0,0366 b. 
2) Beim Berdichten ift: 


0,02 0,0062 








Pı = 0.0208 0,93 und 4ı = 5,0202 — 0,807, 
folglih hat man: 
1 — 0,9920 
— — 20 ’ 
dr — bu = (0,99 + — 0,807) b 


= (0,818 -+ 5,594)5 = 6,412. 


Gay -Lussac’sches Gesetz. Einen wejentlihen Einfluß auf die $. 419. 
Dichtigkeit und Erpanfivfraft der Safe hat die Temperatur berfelben. 
Je mehr die in einem Gefäße eingefchloffene Luft erwärmt wird, deſto größer 
zeigt fich auch die Erpanfivfraft derfelben, und je mehr die Temperatur der 
in einem Gefäße durch einen Kolben abgefchloffenen Luft erhöht wird, defto 
mehr dehnt fich auch die Luft aus und fchiebt den Kolben auswärts. Der: 
fuhe von Gay-Luſſac, welche in neueren Zeiten von Rudberg, Mag: 
nus und Regnault wiederholt worden find, haben ergeben, daß bei gleicher 
Dichtigkeit die Erpanfivfraft, und bei gleicher Expanſivkraft das Volumen 
einer und derfelben Yuftmenge wie die Temperatur wächſt. Man kann diefes 
Geſetz dem Mariotte’fchen an die Seite fegen, und e8 zur Unterjcheidung 
das Gay⸗Luſſac'ſche Gefeg nennen. Nach den neueften Verſuchen nimmt 
die Erpanfivfraft eines gewiſſen Tuftvolumens bei Erwärmung vom Froft- 
bis Siebepuntte um 0,367 ihres anfänglichen Werthes zu, oder e8 wächſt 
bei biefer ZTemperaturerhöhung das Volumen einer gewiflen Luftmaſſe bei 
unveränderlicher Spannumg um 36,7 Procent. Giebt man die Temperatur 
nad Sentefimalgraden an, jo folgt die Ausdehnung für jeden Grab zu 
0,00367 und für to Temperatur zu 0,00367 . t; bedient man fid) dagegen 
der Reaumur’fchen (8Otheiligen) Scala, jo hat man die Ausdehnung flr 
jeben Grab 0,00459, alfo für to gleich 0,00459 . t. 

Diefe Verhältnißzahl oder der fogenannte Ausdehnungscoefficient 
ö = 0,00367, gilt eigentlich nur fiir die atmojphärtfche Luft; den übrigen 
Gaſen entfprechen im Allgemeinen etwas größere Werthe, auch nimmt felbft 
bei der atmofphärifchen Luft diefer Coefficient mit der Temperatur wenig zu. 

Wird eine Luftmafle vom anfänglichen Bolumen Y, und von der Tem⸗ 
peratur Null um t Grad erwärmt, ohne eine andere Spannung anzunehmen, 
fo ift daS neue Volumen: 

Y=(1 + 0,0067 i) V,, 
und erhält e8 die Temperatur t,, fo entiteht da8 Volumen : 
V —=(1 + 0,00867 tı) Pr. 
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Es folgt durch Divifion daher das Volumen⸗, refp. Dichtigkeitsverhältniß: 
”_Y__1+ 000867 1 +6 


m YyTIEDooBn Ir 
Geht außerdem noch eine Veränderung in der Spannung vor, iſt 9, bie 
Spannung bei Null, p die bei & und p, die bei &, Wärme, fo hat man: 


”=(1 + 0,00867 ı) * 7 
ferner: 
Y,=(1 + 0,00367 t,) Fr P.. 
1 


Hieraus folgt: 





„ yıra » 1+6t b’ 


Beilpiel. Wenn atmoſphäriſche Luft von 100 Wärme und einem Barometer: 
ftande von 0,760 Meter durch das Gebläſe und den QufterhigungSapparat eines 
Hohofens in 200° heißen Wind von 0,96 Meter QDuedfilberfäule verwandelt 
wird, jo nimmt jeder Cubikmeter Luft nachher das Bolumen an: 


1 + 0,00867 . 200 0,760. _ _ 
V, = T + 0,00867.. 10° . 0,960 .1= 1,673 ..0,79 = 1,325 Eubilmeter. 


Anmertung. Die Formel: 


NOrTiı+t 
läßt fich auf fefte und einige liquide Körper anwenden, nur ift hierin für jeden 
feften Stoff ein bejonderes Ausdehnnngsverhältniß einzuführen; 3. B. 
für Gußeifen: d = 0,0000386, 
für Glas: d — 0,0000258, 
für Quedfilber: # = 0,0001802. 





Dichtigkeit der Luft. Mit Hülfe der Formel am Ende des vorigen 
Paragraphen läßt fid) num auch die einer gegebenen Temperatur und Span⸗ 
nung der Luft entjprechende Dichtigkeit berechnen. Durch neuere Wä- 
gungen und Meflungen von Seiten Regnault's hat man da8 Gewicht 
von einem Cubikmeter atmofphärifche Luft bei Null Grab Wärme und 
0,76 Meter Barometerftand zu 1,2935 Kilogramm gefunden. Da ein 
Cubikfuß (preuß.) = 0,030916 Cubifmeter ift, jo wiegt bei den angegebenen 
Verhältniſſen ein Cubikfuß Luft: 

2.0,030916.1,2935 — 0,07998 Pfund. 
Iſt nun die Temperatur gleich ko C., fo folgt das fpecifiiche Gewicht der⸗ 
felben bei derjelben Spannung (0,760 Meter) für Metermaß: 
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1295 allloara 
PT 0,00367 Filograum, 
für das preußifche Maß: 
0,07998 
I= TI 0003674 Prund. 


Weicht auch die Erpanfivkraft von der mittleren ab, fo erhält man, unter b 
den Barometerftand (Meter Duedfilber) verſtanden: 
1,2935 b 1,702 b 


IF 000867 £ 0,760 1 + 0.008671 Kilogramm. 


Für preußiiches Maß hat man, wenn b in Parifer Zollen gegeben ift 
(0,760 Meter — 28,075 Barifer Zolſ): 
Ä __..0,07998 b 0,002849 b 
1 + 0,00367 t 28075 1 -+ 0,00867 t p 
Wird die Expanſivkraft durch den Druck p per Quadratmeter oder per 
Duadratzoll ausgedrüdt, fo hat man zu fegen: 
1,2935 p 0,00012514 p 
1 + 0,003867 10336 1 -++ 0,00367 t 


fund. 


Kilogramm, 


oder: 
07998 p_ __ _0,005656 p 
Y= IT 00086741414 ” I + 0008675 rund. 

Bei gleicher Temperatur und Erpanfiofraft ift die Dichtigkeit des Waſſer⸗ 
dampfes nahe 5/,; von der Dichtigfeit der atmojphärifchen Luft, weshalb man 
für Waflerdampf 
0,00012514 p __ 0,00007821 p 


— 8 — — — — ———— 
v TI 00038671 I 7 0008071 Kilogramm, 
oder: 
0,005656 p 0,003535 p 
— 5 — — — — EEE — — — 
0008678 TH 000367: Hund 
erhält. 


Beijpiele. 1) Welches Gewicht Hat der in einem cylindriihen Regulator von 
12 Meter Länge und 2 Meter Durchmefler enthaltene Wind bei 109 Wärme 
und 13000 Kilogramm Prefiung? 

Das ſpecifiſche Gewicht dieſes Windes if: 


0,00012514 . 13000 
Y = 77T 0,00867 . 10 


folgli) beträgt daS Gewicht der gedachten Windmaſſe: 


G =n7 12 . 1,569 — 59,16 Kilogramm. 


= 1,569 Kilogramm, 
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2) Eine Dampfmafgine gebraucht in der Minute 10 Cubitmeter Dampf von 
1450 Wärme und 4 Atmoſphären Spannung; wie viel Pfund Waſſer bedarf fie 
zur Erzeugung diefer Dampfmenge? 
Das fpecifiiche Gewicht diejes Dampfes ift: 
_ 09,00007821 .4 . 10336 _ 
VE oe — il Rilogremm, 
daher das Gewicht der entſprechenden Waflermenge: 
G = 21,1 Kilogramm. 


Luftmanometer. Mit Hilfe der in ben legten Paragraphen gewon- 
nenen Ergebniffe läßt fi num auch bie Theorie des Ruftmanometers 
Big. 745. entwideln. Daffelbe befteht aus einer gut calibrirten, 
oben mit Fuft und unten mit Quedjilber angefüllten 
Barometerröhte AB, Fig. 745, und aus einem eben- 
falls Duedfilber enthaltenden Gefäße CER, welches 
mit dem Gafe oder Dampfe, deſſen Spanntraft man 
meſſen will, durch ein Rohr CH in Communication 
gefegt wird. Aus ben Höhen der Luft- und Qued- 
füberfänfen in AB tät fi) diefe Spauntraft wie 
folgt berechnen. Gewöhnlich ift das Inftrument fo 
eingerichtet, daß das Duedfilber in der Nöhre mit 
dem Quedfilber im Gefäße auf gleicher Höhe fteht, 
wenn bie Temperatur der eingefchloffenen Luft € 
= 10 Grab und die Spannung im Raume ER 
dem mittleren Atmofphärendrude b — 0,76 Meter 
ober 28 Zoll gleich ift. 
Iſt aber bei der Spannung b, im Raume ER 
eine Quedjilberfäule Ah, in bie Röhre geftiegen und 
E die Lange A S ber übrig bleibenden Luftfäule gleich Az, 
fo Hat man die Spannung berfelben: 


hen 


und daher den Manometerftand der Luft in ER: 
ehts=ht Mahn 

Findet noch ein Temperaturwechſel ftatt, ift die Temperatur bei der Beob⸗ 

achtung von A, und Az nicht, wie anfänglich), t, fondern ti, fo hat man die 

Spannung der Luftfäule AS: 


T + 0,00867 t Re 
und baher ben in Frage ftehenden Mangmeterftand: 
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— + 1+ 000867 54 I + a 
— 1774 0,00867 t ha 


Für db = 0,760 Meter — 28 Zoll (Parifer) und t = 10° C. folgt: 
hm + 0,733(1+ 4) Men—h, + 270484) 2 Zoll Bar.), 


worin a— hı + Aa die ganze Röhrenlänge, vom oberen Ende A bis 
zum Ouedfilberfpiegel ZR gemeffen, bezeichnet. 
Aus dem Manometerftande db, folgt die Preffung pro Quadratmeter: 


.b 





9= 760 = 2 b, =13600%, + 9969 (1 + 0,00367 hr Kilogramm, 
oder: 
m —* bi —0,505 h, + 13,635 (1 + 0,00367 4,) * Pfund. 
2 
ı1+ 6 ö, _ 
Set man Ird u, jo hat man auch: 


bı -h)k— h)=uhb, 
und ed ergiebt fich durch Auflöfung diefer Gleichung: 


y-uttı vetr +wb—b)A 


Nach diefer Formel läßt fid) eine Scala berechnen, welche die Preſſung b, 
durch die Queckſilberhöhe A, angiebt. 


Beilpiel. Wenn ein Luftmanometer von 0,600 Meter Röhrenlänge bei 
219 ©. eine Quftjäule von 0,250 Meter zeigt, jo ift der entſprechende Barometer: 
ftand: 


d, = 0,600 — 0,250 + 0,733 (1 + 0,00867 . 21) Do — 2,244 Meter, 
entſprechend einem Drucke von: 
2,244 _ 
0,760 — 2,95 Atmoſphären. 


Auftrieb der Luft. Das aus $. 391 bekannte Geſetz vom Auftriebe 8. 422. 
des Waſſers gegen die in dafjelbe eingetauchten feiten Körper läßt ſich natitr- 
lich auch auf die in der Luft befindlichen Körper anwenden. ft 9 das 
Bolumen eines Körpers und Y das Gewicht einer Cubifeinheit Luft, fo 
beträgt, diefem Gefege zufolge, der Auftrieb P= Vy; bat folglid) der . 
Körper das fcheinbare Gewicht & (in der Luft), fo ift fein wahres 
Gewicht (im Iuftleeren Raume): 


HA=G+ Vy. 
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Iſt ferner 9, das ſpecifiſche Gewicht dieſes Körpers, jo hat man auch: 
G, = vyı daher: 


‚= Eu, ſo daß nun: 
Yı 


‚a=6G+ —* oder GC, (Yı — Y) = 6Gyn alſo: 
| 





_ _Iı- 
Gh = y —y G folgt. 

Wird der Körper an der Wage durch ein Gewichtsſtück G, gewogen, 
defien ſpecifiſches Gewicht Y5 ift, fo gilt für daffelbe die Gleichung: 

= —— 4. 
Yı 7 

Es folgt daher mittels Divifion der legten Gleichungen durch einander das 
Sewichtöverhältnig: 








ı— 
Gı — fh ,rzr_ Y2 
G3 rn Aı = 9 1— Y' 
| Yı 
oder annähernd und meift genügend ſcharf: 
GG 7 Y Ä (2 1 
— =] _. — ol — — —), 
Ga r Yı Ya +7 Yı Ya 
oder aud): 
Gı 1 1 
% =1r: & u 8) ' 


wenn &, 5; und &; bie Dichtigkeiten der Luft, des abgewogenen Körpers und 
der Gewichtsmaffe bezeichnen. 


In vielen Fällen der Anwendung find — und — jo Heine Brüche, daß 
1 2 


man fie ganz außer Acht und das wahre Gewicht G, dem ſcheinbaren Ge⸗ 
wichte @ gleichjegen kann. 


Anmertung Das Geſetz vom Auftriebe der Luft findet auch feine An: 
wendung bei der Beitimmung der Steigkraft und Steighöhe eines Quftballong 
AB, ig. 746. Iſt V das Volumen des Ballons, G da8 ganze fcheinbare 
Gewicht defjelben jammt Schiff u. j. w., Y, das ſpecifiſche Gewicht der äußeren 
und Yyg das der eingejchloflenen Luft, jo hat man den Auftrieb: 

P=Vy, 
und e8 muß, damit der Ballon noch durch den Auftrieb getragen wird: 


Yı=V/n+ 6 


8. 422.] Vom Gleihgewichte und Drude der Luft. 943 
jein, oder: 
Y) = 6. 
Der nöthige Baffungsraum N Sarans beftimmt fi daher zu: 
Big. 746. @ 
’= 

non 
und daß ſpecifiſche Gewicht der äußeren 
Luft beim Höcften Stande des Ballons: 





G 

n=snt+tr 
Hieraus läßt fi noch mittelft der in 

$. 416 gefundenen Formel: 
b 

»=2 Log.nat. 2 = 2 Log.nat. 2 
y 709. na: u” ‚og. nal n 
die größte Steighöhe h des Ballons bes 
flimmen, wenn hierin für y das nad 
$. 420 zu ermittelnde jpecifiſche Gewich 
der Luft am Aufgangspuntte eingefegt wird. 


Beiſpiele. 1) Wie verhält fih das 
wahre Gewicht des trodenen Rabelholzes 
zum jcheinbaren Gewichte defelben, wenn 

das letztere mittelft mejfingner Gewichte bei 0° C. und 0,740 Meter Barometer: 
fand beftimmt worben ift? 

Das fpecififce Gewicht der Luft ift nad) $. 420: 

= 1,702 b = 1,702 - 0,740 = 1,259 Rilogramm, 
das des Holged: 
yı = 0,483 . 1000 = 453 Rilogramm 
und daß des Meſſings: 
y = 8,55 . 1000 = 8550 Rilogramm (j. $. 63). 
Es if folglid) das gefughte Gewichtsverhältnig : 
G; 1 
mir (5 - = 1,0261. 

Es verlieren aljo hiernad 1000 Kilogramm Holz durch den Auftrieb der Luft 
ungefähr 2,6 Kilogramm an Gewicht. 

2) Wenn ein Zuftballon eine Kugel von 10 Meter Durchmeſſer bildet, die 
Füllung deffelben ein ſpeciſiſches Gewicht y3 — 0,28 Kilogramm hat und das 
Gewicht des ganzen Ballons fammt Schiff und Lat G — 260 Kilogramm beträgt, 
fo ift das fpecififche Gewicht der Auferen Luft an der Stelle, wo das Luftidiff 
zu Reigen eufpört: 





1500 
nennt 7 =n+ 28 = 938 + 777. 1005 = 0758 Rilogramm. 
If nun da jpecifiſche Gewicht der äußeren Luft am Fußpunkte y = 1,30 Rilo- 
gramm, fo hat man: 
Log. nat. Z = 2,908 Log. ging = 039. 
Beträgt nun die Spannung der äußeren Luft am Fußpunkte 9 — 10500 Rilos 
gramm, fo erhält man die größte Steighöhe des Ballons: 


= s Log. nat = = = 0,5394 — 4357 Meter. 
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Siebenter Abſchnitt. 


Dynamit flüffiger Körper 


Erftes Capitel. 


Die allgemeinen Lehren über den Ausflug des Waſſers 
aus Gefäßen. 


8.423. Ausfluss. Die Lehre vom Ausfluffe der Flüffigkeiten aus Gefäßen 
macht den erften Haupttheil der Hydrodynamif aus. Wir unterfcheiden den 
Ausflug des Waffers von dem der Luft und den Ausflug bei unver- 
änberlichem von dem bei veränderlihem Drucke. Zunächſt betradjten 
wir den Ausfluß des Waflers unter conftantem Drude. Conftant ift ber 
Drud des Wafferd anzunehmen, wenn einerfeitS dem Gefäße eben foviel 
Waſſer zufließt, als amdererjeits daraus abfließt, oder wenn die in ber 
betrachteten Zeit ausfließende Waffermenge gegen den Fafjungsraum des Gefäßes 
fo Klein ift, daß eine Veränderung des Waſſerſpiegels während biefer Zeit 
außer Acht gelaffen werden darf. Es handelt fich hierbei zunächſt um die 
Beftimmung der Waffermenge, welche unter gegebenem Drude in einer 
beftunmten Zeit durch eine Oeffnung von befannten Abmeflungen zum 
Ausfluſſe gelangt. 

It die in einer Secunde ausfließende Waflermenge gleih 9, fo hat man 
das im Laufe von t Secunden unter unverändertem Drude zum Ausfluffe 
fommende Wallerquantum: 

V Ot. 

Die Ausflußmenge pro Secunde iſt abhängig von der Größe der Ausfluß— 
Öffnung und von der Gefchwindigfeit der durch letztere fließenden Waſſer⸗ 
elemente. Der Einfachheit der Unterfuchung wegen fei zunächft angenommen, 
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dag die einzelnen Waflerelemente in geraden und parallelen Linien ans⸗ 
ftrömen und deshalb einen prismatifchen Wafjerftrahl bilden. Iſt nun 
F der Querdurchſchnitt des Waſſerſtrahles und v die Geſchwindigkeit 
eines jeden Wafferelementes, fo bildet die Ausflußmenge pro Secunbe ein 
Prisma von der Bafis F und Höhe v, e8 ift alfo: 


Q —= Fv Raumeinheiten 
und 
G = Fvy Gewichtseinheiten, 


wofern Y das ſpecifiſche Gewicht des Waſſers oder der ausſtrömenden Flitffig- 
keit bezeichnet. 


Beifpiele. 1) Wenn durch eine Schützenöffnung von 0,6 Quadratmeter das 
Waſſer mit 4 Meter Geſchwindigkeit ausfliekt, jo beträgt die ſtündliche Ausfluß⸗ 
menge: 

Q=60.6.06.4 = 8640 Eubilmeter. 

2) Wenn dur eine Mündung von 0,005 Quadratmeter in 2%, Minute 
6 Eubilmeter Waſſer audgeflofien find, jo betrug die durchichnittliche Ausfluß- 
geſchwindigkeit: 

6 


12 
Em Tron 5 Meder. 


Ausflussgeschwindigkeit. Denten wir uns ein mit Waller ange- $. 424. 
fülltes Gefäß AC, Fig. 747, mit einer innen abgerundeten horizontalen 
Sig. 747. Ausmündung F', welche nur einen fehr Heinen 
Theil von der Dberflähe AR des Waflers ein- 
nimmt. Segen wir die während bes Ausfluffes 
als unveränderlih anzufehende Drudhöhe FG 
J — h, die Ausflußgeſchwindigkeit — v und bie 
| in jeder Secunde ausfließende Waflermenge — Q, 
| Eu alfo ihr Gewicht — Qy. Die mechanifche Arbeit, 
welche diefe Wafjermaffe beim Herabfinten von der 
Höhe A zu verrichten vermag, it = Qhy, und 
die mechanische Arbeit, welche bie ausfließende 
Mafle Qy in fi) aufnimmt, indem fie aus der 


2 
Ruhe in die Geſchwindigkeit u übergeht, iſt 5 2 
($. 76). Findet nun ein Arbeitsverluſt beim Durchgange durch die Oeffnung 
2 
nicht ftatt, jo find beide Arbeiten einander gleich, e8 iftaljoh Qy= 5 Qy,b.i: 


[1 
1 ‘ ° i 
13 
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und umgefehrtt:: ·· 
o= V2gh = 4,429 Vh Meter = 7,906 VR Fuß. 

Es if alfo die Geſchwindigkeit des ausfliegenden Waffers 
glei der Endgeſchwindigkeit eines von der Drudhöhe frei 
herabfallenden Körpers. 

Die Richtigkeit dieſes Geſetzes Täßt ſich auch durd) folgenden Verſuch er- 
weifen. Wenn man im Gefäße ACF, Fig. 748, eine nad) oben gerichtete 
Deffnung anbringt, fo fteigt der Waflerftrahl 
FK vertical in die Höhe und erreicht beinahe 
das Niveau HR des Waflers int Gefäße, und 
es läßt ſich annehmen, daß er es volltommen 
erreichen wlrbe, wenn alle Hinderniffe, wie 
3 B. Widerftand der Luft, Reibung an den 
Gefäßwänden, Störung durd) das zurüdfallende 
Waſſer u. f. w. befeitigt wären. Da aber ein 
auf eine jenfrechte Höhe % auffteigender Körper 
die Anfangsgeſchwindigkeit 


Sig. 748, 


v=V2gh 
hat ($. 15), fo folgt hiernach auch, daß die 
Ausflußgeidjreindigteit 
v= V2gh 
fein muß. 
Für eine andere Drudhöhe A, ift die Aus- 
flußgeſchwindigkeit: 
v=V2gh, 
man hat daher: 
v:a=Vh: Vi; 


es verhalten ſich alfo die Ausflußgef—hwindigkeiten einer und der» 
felben Flüffigkeit wie die Quadratwurzeln aus den Drudhöhen. 

Beifpiele. 1) Die Waflermenge, melde in jeder Secunde durch eine 
0,008 Quadratmeter große Definung unter dem Drude von 2 Meter aus— 
frömt, if: _ 

Q= Fo = 0,008.4429 V2 = 0,0188 Gubitmeler = 188 Liter. 

2) Damit dur eine Deffnung von 0,002 Quadratmeter in der Secunde 

0,005 Gubifmeter Wafjer ausfließen, ift die Druchdhe erforderlich: 


0,005\8 _ 
009) = 0919 Meter. 


ne 





8.425. Zu-und Ausflussgeschwindigkeit. Wenn das Wafjer mit einer 
gewiffen Geſchwindigkeit c zufließt, fo fommt zur Arbeit AQyY noch 


&. 425.] Die allgemeinen Lehren Über den Ausfluß zc. 947 
2 
die der Geſchwindigkeitshöhe A, — 37 entiprechende und dem zufließenden 


2 
Waſſer innewohnende Arbeit 5 Qy hinzu, weshalb nun zu ſetzen iſt: 
v2 N v? 
A+h)ay=z;, 07, ober h +th=,, 


und daher die Ausflußgejchwindigfeit: 
o=V29(k+h)=V2gh + ce. 
Da bei einem beftändig voll erhaltenen Gefäße die zufließende Waſſermaſſe 
ebenfo groß ift, wie die ausfliegende Maſſe Q, jo läßt ih Ge —= Fr jegen, 
wofern @ den Inhalt des Querſchnittes ZZR (Fig. 747) vom zuftrömenden 


Waſſer bezeichnet. Segen wir hiernad) c = ZT v, fo erhalten wir: 


-,-@)%-1-@]% 
j / <a 2 BETTER a 
Diefer Formel zufolge nimmt die Gefhwindigfeit um fo mehr zu, je größer 


dad Querſchnittsverhaltniß — Ei ift, nach ihr fällt ferner die Geſchwindigkeit 


am Heinften, nämlich — V 2 a aus, wenn der Duerfchnitt 7’ der Ausfluß- 
öffnung fehr Hein gegen den Duerdurchichnitt G der Zuflußöffnung iſt und 
es nähert ſich diefelbe immer mehr und mehr dem Unendlichen, je Heiner der 


Unterfchied zwifchen diefen Mündungen ift. Weun F= 6, allo z —=1 
ift, jo füllt vo = Yasl — o und alfo auch c — o aus. Diejes Refultat 


"Fig. 749. 
f AR fo zu verftehen, daß bei einem bobenlojen Gefäße A C, 
Aal: | 


I 8 Fig. 749, das Waſſer mit einer unmeßbar großen Geſchwindigkeit 
aus und abfließen muß, damit der Waflerftrahl & F die Aus- 


und daher: 






mindung CD ausfüllt. Set man v — Ge ein, jo erhält man: 


FF 


2 ‚3 

=|(7) — | —_, daher F = — —. 
A F 29 V 29h 

DR Its 

welcher Ausdrud anzeigt, daß der Querſchnitt F’ des ausfließenden Strahles 

bei einer endlichen Zuflußgeſchwindigkeit ſtets Heiner ift als ber Querſchnitt 


60 * 


8. 426. 
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@ des zufließenden Strahles, und daß er daher die Ausmündung gar nicht 


ausfällt, wenn biefelbe größer ift al e 
29h 
14 


Anmerkung. Die Richtigkeit der | don von Daniel Bernoulli aufgeftellten 


Formel 
ee 
-(@) 


ift fpäter von Vielen in Zweifel gezogen worden; wie unbegründet aber die 
gemachten Ausftellungen find, habe ih in der allgemeinen Maſchinenenchllopädie 
von Hülffe, Artifel „Ausfluß“, zu beweiſen gefucht. 

Beifpiel. Wenn aus einem prismatiſchen Gefäße von 0,05 Quadratmeter 
Ouerfgnitt das Waſſer durch eine freisrunde Bodendffnung von 0,2 Meter 
Durchmeſſer unter einer Drudhöhe ausfließt, melde durch Zufluß conflant auf 
1 Meter erhalten wird, fo ift die Ausflußgeſchwindigkeit: F 


. 2.981.1 19,62 
„= V ; Darzira = V Dos = 5690 Meter. 
(7, 005) 
Wäre der Querſchnitt der Ausfluhöffnung verſchwindend Hein gegen den 
Querſchnin des Gefähes, jo würde die Ausflußgefehwindigteit nur 


v= V2.981.1 = 4,429 Meter betragen. 














Ausflussgeschwindigkeit, Druck und Dichtigkeit. Die gefun= 
denen Formeln gelten nur dann, wenn der Luftdrud auf den Wafferfpiegel 
ebenfo groß ift, wie der Drud der Luft gegen die Ausmundung; find aber 
diefe Drüde verfchieden von einander, fo bedürfen biefe Formeln noch einer 

Big. 750. Ergänzung. Wird die Oberfläche HR, Fig. 750, durch 
einen Kolben K mit einer Kraft P, gedrückt, welcher 
Fall z. B. bei Feuerfprigen vorlommt, fo denfe man ſich 
diefe Kraft durch den Drud einer Wafferfäule erfegt. Iſt 
hı bie Höhe LK diefer Säule und y das fpecifiiche 
Gewicht der Flüffigkeit, jo fege man alfo: 
P = Ghr. 





Führt man nun ftatt à die um ıı = Er vergrößerte 
Drudhöhe . 
Ath=n+ 
ı = [er] 
ein, fo befommt man für die Ausflußgefchtwindigkeit: 


= Var(a+ 2 » 





8. 426.] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 949 
wobei wir überdies = fehr Fein vorausfegen. Bezeichnen wir noch den Drud 


auf jede Flächeneinheit der Oberflähe GE durch pı, jo daß aljo pı = m 


iſt, fo haben wir einfacher : — — 
v -V/ 29 (r + 5) 
Bezeichnen wir endlich den Waſſerdruck im Niveau der Ausmündung 
durch p, fo können wir auch ſetzen: 


p=hr+m=(n+ 2), 


p 


Hiernähft wächſt alfo die Ausflußgejchwindigfeit wie die Qua- 
dratwurzel aus der Preſſung auf die Fläheneinheitder Mündung, 
und umgelehrt wie die Duadratwurzel aus der Dichtigfeit der 
Flüſſigkeit. Bei gleichem Drude fließt alſo 3. B. die 4mal fo ſchwere 
Flüſſigkeit 1/zmal fo ſchnell aus, als die einfach ſchwere Flüffigfeit. Da die 
Luft 770mal leichter als Waſſer ift, fo wilrde fie, wenn fie unelaftifch wäre, 
unter gleichem Drude V 770 — 27 3/,mal jo ſchnell ausfließen, als Wafler. 

Obige Rechnung findet auch ihre Anwendung in den Fällen, wo das 
ausfließende Waller noch durch eine andere Flüffigkeitsfäule gedrückt wird. 
Steht über der Oberfläche HR des Waffers HEF in einem Gefäße ACD, 

, ig. 751, noch eine Flüſſigkeitsſtiule ZR,, 

Big. 751. deren Höhe GG, — hu und fpecififches Ge- 

wicht Y, ilt, jo kann man diejelbe, unter Y das 

fpecifiiche Gewicht des Waſſers verftanden, durch 

eine Waſſerſäule von der Höhe mn h erſetzen, 

ohne dadurch den Drud auf HR und bie 

Geſchwindigkeit v des durch die Mündung F 

fließenden Waſſers zu ändern. Iſt % die Drud- 

höhe des Waflers, d. h. die Höhe der Tren⸗ 

nungsflähe HR über der Mündung F, fo 
hat man die Geſchwindigkeitshöhe: 

“nr 

29 y' 


»⸗ 29 (+2 m). 


weshalb 





und baher: 
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Steht die Trennungsfläche HR, Fig. 752, nicht Über, fondern um eine 
gewiffe Höhe EF — h unter der Mündung F bes Ausflußgefäßes 
ADC, während die Oberfläche Hi Rı ber 


ig. 752. 
' Bis. 76 Fiüffigfeit EA DR um bie Höfe 6 Gı = hı 
über der Trenuungsfläche HRliegt,foatman: 
u Yı 
_- An-—h 
2 y 
und daher die Ausflußgeſchwindigtkeit: 
—E 20 (& m — ) 
Dieſer Fall fest voraus, daß 7} M>h, 
oder daß hıyı > hy fei. 
Die Höhe, um welche ſich der ſenkrecht 
auffteigende Waflerftrafl FR über die 
Trennungeflähe HR der beiden Flüffige 
teitenerhebt, beträgt imerften Falle (Fig. 751): 
2 N 
D —h=-h 
29 r 
und im zweiten Falle (Fig. 752): 
2 4n-fn 
29 Zu 


Dan ertennt hieraus, daß der Strahl das Niveau Hi Rı nicht erreicht, 
fobald Yı < 7 ift, und daß er das Niveau Hi Rı überfteigt, wenn yn y 


iſt. StGM= 7 hy die auf Waſſer reducirte Höhe der Fluſſigkeit, fo 


giebt M das Niveau an, welches der Strahl erreichen müßte, wenn bein 
Auffteigen fein Widerftand entgegen wirkte. 
Fließt das Waffer nicht frei, fondern unter Waffer aus, fo tritt wegen 
bes Gegendrudes eine Verminderung der Ausflußgeſchwindigkeit ein. Liegt 
Fig. 758. die Mündung F des Gefäßes AC, Big. 753, 
um bie Höhe FG — h, unter dem Wafferfpiegel 
HR des Oberwaſſers und um die Höhe FG 
= h unter dem Wafferfpiegel H, Rı des Unter- 
waffers, fo hat man von oben nach unten die 


Preffung: 





mn=hr 
und von unten nad) oben die Gegenpreſſung: 
p=hy, 


daher die Kraft des Ausflufies: 
aA—-r=(kh—hr 


8. 426.] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 951 
und die Ausflußgeichwindigfeit : 


v— \ 2 = V29(h —h). 


Beim Ausfluffe unter Waſſer ift alfo der Niveauabftand A — Äh 
zwifchen den Waflerfpiegeln al8 Druckhöhe anzujehen. 

Fig. 7. Wird das Waller auf der Seite der Ausmlins 
dung durch die Kraft p und auf der Seite der 
Einmündung oder des Waſſerſpiegels durch die 
Kraft pr gepreßt, fo hat man nun allgemein: 


Diefer Fall fommt 3.3. vor, wenn das Wafler 
aus einem verjchloffenen Gefüge ABC in ein 
anderes verfchloffenes Gefäß DE, Fig. 754, 
fließt. Es ift hier A die Tiefe FG der Mün- 
dung F unter dem Waflerfpiegel ZR, pı die 
Prefiung der Luft in AHR und p die Preſſung 
der Luft, oder, nad) Befinden, des Dampfes 
in DE. 


Beijpiele. Wenn der Kolben im 0,3 Meter weiten Eylinder oder Stiefel 
einer Yeuerjprige mit 2000 Kilogramm Kraft niedergedrüdt wird, und Hinder⸗ 
niffe in den Röhren und Schläuden nicht vorfämen, jo würde das Waſſer mit 
der Geihmindigfeit 


= Ve = as A = um VY= 
= g y 29 6, = 4,429 0.159.8.14.1000 — 2356 Meter 


durch das Mundftüd am Schlauche ausftrömen und, verticalgerichtet, auf die Höhe 
h = 0,0510? = 28,30 Meter fteigen. 


2) Wenn das Waſſer in einen Iuftverbünnten Raum einftrömt, 3. B. in den 
Gondenfator einer Dampfmaſchine, während e& von oben oder an feiner freien 
Oberfläche von der Atmoſphäre gebrüdt wird, jo ift die legte Formel 


—— 


für die Ausflußgeſchwindigkeit in Anwendung zu bringen. Iſt die Druckhöhe 
des Waſſers 3 — 0,8 Meter, der äußere Barometerſtand 0,750 und der innere 
0,10 Meter, jo hat man, wenn die Quedfilberjäulen auf Waflerfäulen rebucirt 
werden: 





AZE — 13,6 (0,750 — 0,10) = 8,84 Meter; 


daher folgt die Geſchwindigkeit des in den inneren oder Iuftverbünnten Raum 
einftrömenden Waflers: 


o= 4429 V 0,8 + 8,84 = 13,75 Meter. 
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3) Steht daS Wafler in der Speiſerdhre eines Dampfteffels 5 Meter über 
dem Wafferjpiegel im Reflel, und beträgt der Dampfbrud 14000 Kilogramm, 
der Suftbrud aber 10300 Rilogramm auf einen Quadratmeter, fo flieht das 
Baffer mit einer Gejwinbigteit in den Keffel von: 


= 440 5 + EM — 1400 V5 37 = 5,06 Meter. 
8.427. Hydraulischer Druck. Wenn das in einem Gefäße befindliche Wafler 
in Bewegung ift, fo drüct daffelbe, wie aus dem Folgenden ſich ergiebt, auf 
die Gefägwände weniger ftark, als wenn es in Ruhe if. Man nennt 
den Drud des bewegten Waſſers den hydrodynamifchen oder Hydrau- 
liſchen Drud, zur Unterfheidung von dem hydroſtatiſchen Drude, 
d. 5. demjenigen, welchen bas Waller im Zuftande der Ruhe gegen die Gefäß- 
wände ausübt. 
Sig. 755. Es fei, Fig. 755, der Wafferfpiegel HR — @ dem 
fpecififchen Drude po (etwa dem Atmofphärendrude) 


ausgeſetzt, entfprechend einer Wafferfäufe von ber Höhe > 
a Ebenfo fei mit p der Drud auf die Mündung F 


bezeichnet, welche um A unter dem Waflerjpiegel Liegt, fo 
ift nad) $. 425 die Ausflußgeſchwindigkeit: 


»=V2s(h +® =»). Yı - OR ober 
seh 5, 


wenn vorauögefegt wird, daß ber Wafferfpiegel G durch 
Zufluß auf conftanter Höhe erhalten wird, d. h. daß das 
Waſſer in AR mit einer Geſchwindigkeit c zufließt, welche fid) aus 
@.ce=F.o beftimmt. 
Bezeichnet man ferner mit ©, bie Geſchwindigkeit und p, den Drud in 
einem anderen Duerjchnitte ZI, R, , defien Größe G, und deſſen verticaler 
Abftand vom Oberwafferfpiegel A, ift, jo hat man ebenfo: 


An Hat (1 


Durch Subtraction des erften Ausdrudes von zweiten folgt nunmehr: 


7 -[W)- — 


Da nun Fr—= Ge = Gıvı ift, fo hat man: 

















Femme 
G =cw a’ 1 


8. 427.] Die allgemeinen Lehren über den Ausflug zc. 953 
folglich auch: 


pı De (&i c? 
— — h — — (— — —. 
hr, Tg 


Es ift aljo hiernadh die Hydraulische Drudhöhe pn anirgend einer 


Stelle Hı Rı gleich der hydroftatifchen Druckhöhe daſelbſt A, +7 


vermindert um die Differenz der Geſchwindigkeitshöhen des Waſ— 
fers andiefer und an der Eintrittsftelle. 

Iſt die freie Oberfläche @ des Waflers groß, jo kann man die Zufluß- 
geſchwindigkeit c außer Acht laſſen, und daher: 
Pı _ m _% 
TE Tal 
fegen, d. h. die hydraulifche Drudhöbe ift um die Geſchwindigkeits— 
höhe Fleiner als die hydroftatifche Drudhöhe. Je ſchneller alfo 
das Waſſer in einer Nöhrenleitung fließt, defto ſchwächer ift der Drud 
gegen die Nöhrenwand. Aus biefem Grunde zeripringen die Röhren oft 
erit dann, oder laſſen erft dann Waſſer durch, wenn die Bewegung deſſelben 
in ihnen gehemmt wird, wenn ſich die Röhren verjtopfen u. |. w. 

Fig. 756. Durch den in Fig. 756 abgebildeten Ausfluß⸗ 

F apparat kann man die Abhängigkeit des hydrauliſchen 
Druckes von der Geſchwindigkeit anſchaulich machen, 
indem man an verſchiedenen Stellen mit dem Gefäße 
A BF die damit communicirenden Röhrchen E, Fi, Er 
verbindet. 

Iſt an einer Stelle CD der Querfchnitt GL > @, 
fo hat man v, <Z c, daher: 


A>mn+®: 
Y Y 


Wenn alfo der Waflerfpiegel 2 in dem Röhrchen 
E demfelben Drude 9, ausgeſetzt ift, welcher auf die 
freie Oberfläche & wirkt, jo wird der Wallerfpiegel R in E Über dem 
Waſſerſpiegel & liegen. Ebenſo bleibt da8 Wafler in den bei KL ab- 
geführten Röhrchen Zr, unter dem Wafferjpiegel G, fobald der Querſchnitt G, 


bei KL Heiner als @, daher v, > c ift, denn alsdann ift 7 <A + rm 
Fuür einen Querfchnitt 7.J, welcher gleich @ ift, hat man: 





Pı Do 
fl _—_z N 
7 1435 
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d. h. in einem dafelbft angefegten Röhrchen würde das Waſſer ſich gerade 
bis zum freien Waſſerſpiegel G des Gefäßes erheben. 

Iſt an einer Stelle, z. B. MN, der Querſchnitt Gi fo Hein, und alfo 
d jo groß, daß 


v2 c? 
gr 
ift, jo bat man, wenn 
n-(5-5)=-- 
gelegt wird: 
Pı Do 


= — — (1. 


Y Y 
Diefe Gleichung befagt, daß der hydrauliſche Drud p, an diefer Stelle 
um die Größe ay Kleiner ift, ald der äußere Drud po auf die Wafferfpiegel. 
Wirde man bei N daher ein Loch in der Gefäßwand anbringen, fo würde 
nicht nur fein Waffer austreten, fondern atmofphärifche Luft angefaugt 
werden, und wenn man in N ein nad unten gefrimmtes Rohr Z, an⸗ 
ordnen würde, welches mit der Mündung in den um @ unter MN liegenden 
Waflerfpiegel taucht, jo müßte dieſes Rohr aus dem Gefäße O fi) mit 
Waſſer filllen, indem der auf O wirkende äußere Drud po dann gerade durch 
den hydrauliſchen Druck 9, und das Gewicht ay der emporgehobenen 
Wafferfäule in Z, im Gleichgewichte gehalten würde. Wenn die Höhe NO 
feiner als a, etwa gleich a, ift, fo ſteigt durch das Röhrchen Zu, beftändig 
Waſſer mit einer Geſchwindigkeit entfpredhend der Drudhöhe a—a, eınpor, 
tritt bei N in das Gefäß und gelangt bei F mit zum Ausfluffe, wovon 
man ſich durch Färbung der Flüffigfeit in O Leicht überzeugen Tann. Hieraus 
erklärt fich die in der Technik mehrfach zur Anwendung kommende faugende 

Wirkung der Flüffigkeitsftrahlen. 

Po Pi 


Die im Vorſtehenden ermittelte Saughöhe a — y»y erreicht ihren 


Do 


Marimalwertd a — * , wenn der hydrauliſche Druck 9, an der betreffenden 


Stelle Null wird, und es ift alfo die höchfte Saughöhe gleich der Höhe der⸗ 
jenigen Waſſerſäule, deren Gewicht dem äußeren Luftbrude po entſpricht, 
aljo im Durchſchnitte gleich 10,336 Meter. Die Bedingung hierfür ift 
durd) 91 — 0 gegeben, man hat daher fr diefen Fall: 


0=7,=h+7 — 525) woraus 


—F—— V 2, (m +®) (m +2): Vı-(&)' 


folgt. 


8. 427.] Die allgemeinen Lehren über den Ausflug zc. 955 


Diefe- Gefchwindigkeit v, ift nad) $. 425 ebenfo groß, wie diejenige, mit 
welcher Wafler durch die Deffnung Gi in einen abjolut Inftleeren Raum 


ausfließt, wenn e8 unter der Hydroftatiihen Drudhöhe A, + 3 ſteht und 


mit der Geſchwindigkeit c durch den Querſchnitt G zufließt. Größer kann 
die Geſchwindigkeit ©, nicht werden, da ſonſt dev hydrauliſche Druck pi 
negativ werben müßte, was niemal® möglich iſt. 

Setzt man dieſen größtmöglichen Werth von v, in die Gleichung Gi vu =Fr 
ein, fo erhält man: 






IE BAy Ua} 
G, nam 
1-(8) 1- (7 
woraus 
h + Po — P 
6* F6 ? 


— — — — — — — — gt. 

(9 -Fy (rn + 2) + r(h +2 AZ) fol 
Wenn alfo dem Gefäße bei MN diefer Querſchnitt G, "gegeben wird, 
fo fließt das Waller durch denfelben mit einer Gejchwinbigfeit, die ebenfo- 
groß ift, als wenn bei MN ein Iuftleerer Raum fich anfchlöffe, alſo mit einer‘ 
größeren Geſchwindigkeit, als diejenige ift, welche das Wafler annehmen 
würde, wenn das Gefäß bei MN abgejchnitten, und der Querfchnitt Gı 
dem äußeren Luftbrude po ausgejegt wäre. Man erfennt hieraus, wie es 
möglid) it, das Ausflußgquantum, das durch eine Deffnung Gı, Gig. 757, 
zum Austritte gelangt, dadurch zu vergrößern, 
dag man durch das Rohr G, EE den äußeren 
Luftdrud zur Mitwirfung veranlagt. Nehmen 
wir der Einfachheit wegen an, der äußere Luft- 
drud auf den oberen Wafjerfpiegel 2, fei gleich 
demjenigen p auf die Mündung F', und fegen die 
Höhe einer diefem Drude entfprechenden Waſſer⸗ 


ſaule . = pn — b (im Mittel: b = 10,336 


Meter), jegen wir ferner den Waflerfpiegel E im 
Berhältniß zu F und G, fo groß voraus, daR 
man die Zuflußgefchwindigfeit e oder die Verhält⸗ 





niſſe = a vernadjläffigen kann, jo geht die 


obige Bedingungsgleichung über in: 
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G V29 (h +4) = FV2gh, 


h 
= r) 
folgt. 


Giebt man dem Querſchnitte G, dieſe Größe F \ nn ‚jo fließt 
1 


durch denſelben in jeder Secunde ein Quantum Waſſer & V 29 (khı + b) 
aus*); läßt man aber das Rohr G, EE fort, fo gelangt das Waller in Gı 
nur mit einer Geſchwindigkeit V2g Ah, zum Ausfluſſe, es beträgt daher dann 
das Wafferqguantum nur G1 V2 9h. Wenn der Querſchnitt G, größer 


ift als ber Werth F 7 * z ſo fließt das Waſſer durch denſelben mit 
1 


einer entſprechend kleineren Geſchwindigkeit v,, welche ſich jedenfalls durch GH, cı 
— F V2gh beftimmt, da das durch F austvetende Wafferquantum conftant 


FV2gh bleibt. Man erkennt aus obiger Formel, dag Ei Heiner ift als 
F, fo lange a <A, +b, d. h. ſo lange a — hı <d iſt. Für den 
Tal, dag A — hı = b, alfo die Höhe des Querſchnittes GC, Über der 
Mündung gerade gleich der Waflerbarometerhöhe (10,336 Meter) ift, hat 
man Cı = F. Iſt daher das Rohr GE, F durdweg cylindrifd, 
fo darf die Höhe Gi E jedenfalls die Wafferbarometerhöhe b 
nicht Überfteigen, wenn für die Ausflußgeſchwindigkeit in F bie 
Formel gültig fein ſoll: 


woraus 








v—= Y2ygh. 
Wenn an irgend einer Stelle der Querſchnitt G, Heiner ift, als ber 
durch @ = F 7 * 5 beſtimmte Werth angiebt, fo fann das durch 
1 


die Mündung F austretende Wafferguantum auch die Größe FV29% 
nicht erreichen, da die gemachte Borausfegung eines genügenden Zufluffes 
oberhalb jett nicht mehr zutrifft. Das Ausflugguantum durch F ift jegt 
vielmehr nur gleich dem marimalen Durchflußquantum dur G, zu ſetzen, 


*) Es ift hierbei vorausgejett, daß das Rohr G, F ſtets gänzlih vom Wafler 
ausgefüllt if. Dies ift erfahrungsmäßig nur dann der Fall, wenn ber Ueber: 
gang des Querſchnittes GC, in denjenigen F' hinreichend allmälig ftattfindet. 
Ber einer zu ſchnellen oder plögliden Veränderung der Querſchnitte (zu ſtarker 
Divergenz der Wandungen G,E) tritt Luft von unten in das Rohr, und der 
Ausflug geichieht jo durh G,, ald ob das Rohr GC, EE gar nit da wäre. 


$. 428.] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 957 
aljo hat man zwar diefelbe Gleihung wie früher: G, 9% —= Fr; nur hat 
hier v nicht die Größe V 29 A, fondern beftimmt fich durch: 


v— A Ayago +b): 


Diefer geringeren Geſchwindigkeit u entſprechend, bildet fich jet in dem 
Rohre GEi F ein neuer Wafferfpiegel*) bei Gs von folder Tage, daß bie 
duch die Drudhöhe Gy F erzeugte Gefchwindigkeit jenen berechneten Werth 
von v erreiht. Man hat daher für diefe Höhe ©, da zwiſchen G, und G; 
ein luftleerer Raum zu denken ift, nach $. 425: 


F F 
N 
woraus 
G 
= (7) (03 — F%) (hı + 9) 
folgt. 


It das Rohr h EE cylindriſch, alſo G2 = F, fo folgt: x —b=0; 
das Waffer wird daher in einem cylindrifchen Rohre in einer Höhe gleich 
dem Wafferbarometerftande durch den äußeren Luftdrud erhalten. 


Rectanguläre Seitenöffnung. Mit Hitlfe der Formel $. 428. 


Q=Fv—=FV2gh 

läßt ſich die in einer Secunde ausfliegende Waffermenge nur dann unmittel- 
bar berechnen, wenn die Mündung horizontal ift, weil nur hier im ganzen 
Duerfchnitte F einerlei Gefchwindigfeit vorfommt. Hat aber der Querfchnitt 
der Mündung eine Neigung gegen ben Horizont, befindet ſich 3. B. die 
Deffnung in einer Seitenwand des Gefüßes, fo fließen die in verfchiedenen 
Tiefen befindlichen Wafferelemente mit verfchiedenen Geſchwindigkeiten aus, 
daher kann die Waflermenge Q nicht als ein Prisma angefehen werden und 
auch die Formel 9 = Fo = FV 2g%h nit unmittelbar zur Anwendung 
fommen. Es iſt allgemein 


9=FV29h +H+RV29u + RB V2g9g% + 
= Vas (hRVh + Vm + AVm +. )- 
zu fegen, wobei Fi, Fa, Fʒ .. . die Inhalte und A,, Ag, Ag . . . bie Drud- 
höhen der Theile der Mündung bezeichnen. 


*) Hier ift immer die Voraußjegung einer vollftändigen Erfüllung des Rohres 
G, F mit Waſſer zu machen. Würden die Rohrwände zu flark divergiren, jo 
ift es auch möglid, daß durch G, ein Waflerftrahl herabfällt, ohne die Rohrwand 
zu berühren. 
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Den einfachften Fall bietet der Ausflug durch einen Wandeinſchnitt 
oder der fogenannte Ueberfall, Fig. 768, dar. Diefer Wandeinſchnitt bildet 
Sig. 738, eine rectanguläre Ausfluöffnung 
u DEGB, deren Breite DE=GH 
duch b und Höfe DA —= EG 
durch A} bezeichnet werden möge. Zer⸗ 
legen wir dieſe Fläche bh durch 
Horizontallinien in eine fehr große 
Anzahl gleich breiter Streifen, fo 
fönnen wir innerhalb eines jeden 
einerlei Geſchwindigleit vorausfegen. 
Da, von oben nad) unten gegangen, 
die Druckhöhen diefer Streifen 
h 2h 3h 
"ann 
find, fo hat man die entiprechenden 
Geſchwindigleiten: 


Ei 3h 
Ve-} ‚V2.® Ve 


und da ferner der Inhalt eines Streifens " Rn, fo Hat man die zugehörigen 


Waffermengen: 


m\/2,* h ®V2,2 2A UV: Hut; 


folglich das ofen durch den ganzen Querſchnitt: 


bh h 2h 3h 
-%(V2o%+) 20224) 204...) 
Vak vr + Vs + Vs+.- + Vn). 
nVn 


Nun ift aber, wie im „Ingenieur“, Seite 88, angegeben wird: 


VI+V2+V3+.::+Vn 


oder: 
1+ 


Y% 
rt gehn tın Va; 


Daher folgt die in Frage ftehende Waflermenge: 
Per An Vn=!/0h VER =Y0Vägm. 


n 


$. 428.] Die allgemeinen Lehren über den Ausflug zc. 959 


Berfteht man unter der mittleren Geſchwindigkeit v Diejenige, 
welde an allen Stellen vorhanden fein müßte, damit ebenfo viel 
Waſſer ausfließt, als bei den verſchiedenen Ausflußgefhmwindig- 
feiten innerhalb des ganzen Querprofiles, fo läßt ſich fegen: 

Q=bh.v, und es folgt fonad): 
v—= 2), V 2gh, 
d. h. es ift die mittlere Geſchwindigkeit des durd einen rectangu= 
lären Wandeinfhnitt ausfließenden Waffers zwei Drittel 
von der Geſchwindigkeit an der Schwelle oder unteren Kante des 
Einſchnittes. 
Reicht die rectanguläre Ausflußöffnung KG, Fig. 759, mit horis 
Fig. 789. zontaler Schwelle G H nicht bis zum 
Waſſerſpiegel CE, fo findet man die 
Ausflugmenge, wenn man die Oeff⸗ 
nung als die Differenz zweier Wand» 
einſchnitte DEGH mb DELK 
anfieht. Iſt A, die Tiefe EG der 
unteren und Ag — EL die ber oberen 
Kante, fo Hat man die Ausflußmenge 
diefer Einſchnitte: 
ab V2oh} 
23 bV2gh;, 


daher das Wafferquantum fr bie 
rectanguläre Deffnung XG: 


a= nd V2gn} — YBV2gM = YıdV2g (m? — 4%) 
und die mittlere Ausflußgefchtoindigfeit: 


= _ 2,0. Wht, 
Sm Va m 


IR A die mittlere Druchöhe zu-"th ober die Tiefe des Mit: 


und 


telpunftes ber Oeffnung unter dem Waflerjpiegel und a die Oeffnungshöhe 
KH=L@G=h, — A, fo tann man fegen: 


2% * 
meet 
v ⸗ B2V ·. — — — oder annähernd: 


® 


a? 
= (1 — 5) V2on. 


8. 429. 


h— Rh 


960 Siebenter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [$. 429. 


Anmerfung. It der Querſchnitt CF des Ausflußreſervoirs, parallel zur 
Mündung genommen, nicht bedeutend größer, als der Querſchnitt der Mündung, 


jo hat man noch die Geſchwindigkeit des ankommenden Waflers v, = z vzu 
berüdfihtigen und deshalb zu jegen: 
_2 — u ve 
Q=zpV29. [(% + 2) (fs + 35°]; 
Wenn die Seitenwand AB, Fig. 760, unter dem Winkel F gegen den Horizont 
geneigt ift, jo bat man die Duerföpnitisdimenfion ED ver Mündung gleich 


zu jegen und daher: 





sin. d 


= 25h vom 2 2a Vigm=22 128 VRR Von. 


Fig. 760. Bereichnet h die Tiefe irgend eineß Elemente der 






Ag Deffnung unter dem Waflerjpiegel und dA die Breite 
wen N de3 Elemente, jo hat man allgemein ; 
TER * h 

je F == — 5 = [rn Y2 gh—=YV2g [ bhmrh. 
ade I Na Aa 


Dies giebt für das Rechteck, wo db conftant ift: 
= 3 b V29 (hi? — AR). 

Beilpiel. Wenn die untere Kante einer rectangulären, 1 Meter breiten, 
0,4 Meter hohen Ausflußöffnung 0,9 Meter unter dem Waflerfpiegel Liegt, fo 
ift die entiprechende Wafjermenge: 

0=% .1. 4489 (0,9% — 0,5%) = 1,4771 Gubilmeter. 
Nach der Annäherungsformel beträgt die mittlere Ausflußgeſchwindigkeit: 


1 7/0412 _ 
„= ſu - 5 (Gr Js V07 = 3,6993 Meter, 


daher die Ausflußmenge: 
Q=1. 0,4. 3,6933 = 1,4773 Eubilmeter. 


Trianguläre Seitenöffnung. Außer rectangulären Seitenöffnungen 
fommen noch trianguläre und freisförmige Mündungen in der Praris 
vor. Handeln wir zunächſt von dem Ausfluffe durch eine. trianguläre 
Mündung DEG, Fig. 761, mit horizontaler Baſis EG und der im 
Wafferfpiegel ZR befindlichen Spige D. Segen wir bie Bafis EG — b 
und bie Höhe DE = h, theilen wir die legtere in n gleiche Theile und 

Fig. 761. führen durch die Theilpunkte Parallellinien zur Bafis, 
fo zerlegen wir die ganze Fläche in fchmale Elemente 


* — bh 2b k 3b h 
von den Inhalten =, 7 7.77 .. 

nnnnn 

und den Drudfügen, =, 3h u |. w. 





8. 429.] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß ꝛc. 961 

Für diefe folgen die Ausflußmengen: 
bh\/a,#, 20n \/,,2R 20h \/,,3R. 
n? n n? n m? n 

und es ergiebt ſich durch Summation derfelben die Ausflußinenge für die 

ganze trianguläre M Mündung: 


‚9=% 29- "(1+2V2 +3V3 +. .+n Vn) 


—— (14 + 2% + 3% +... + n%), 








oder da die Reihe in der Parenthefe — 2), 1% giebt: 


— Fr 
— 2), bhV2gh — %,b V2gh®. 

Liegt die Bafis DK der Mündung DE K im Wafferfpiegel und die Spige 
G um A tiefer, fo hat man, da durch das Rechteck DEGK Y,bhV2gh 
ausfließt, die entſprechende Waffermenge: 

Q=!YbhV2g — 1,,bhV2gh= “bh Vagh. 

Für da8 Trapez ABCD, Fig. 762, defien obere im Wafferfpiegel 
liegende Bafis AB = bi, deſſen untere Bafis CD = bz und deſſen 
Höhe DE = h it, findet man die Waffermenge durch Zufammenfegung 
aus einem Rechtecke und zwei Dreieden, nämlid) : 

Q= "bh V2gh + Hıs di — db) h Vign 
— ?/,; (2bi + 353) h V2ygh. 


Fig. 762. Fig. 768, . 





Ferner folgt die Ausflußmenge für ein Dreied CODE, dig 763, defien 
Spige C um hı und deſſen Horizontale Baſis DE—=b um OM—h, 
unter dem Waſſerſpiegel liegt, als die Differenz der Waflermengen, welche 
durch das Dreiet ABC und durd) das Trapez AB ED fliegen würden. 
Man hat daher, wenn AB = b, geſetzt wird: , 


Q=*.; bo hi V2ghı — "is (2b + 3b)h, V3oh gh, 


— 2’, V29 [2b (h* — h,%) — 3 6.h2%). 
BWeidbuach'd Yehrbuch Der Miehanif. I 61 
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bh, 


Für d5 hat man nun bo: b — ni: ki — hy, all u = —— 
hı — F— 


und folglich: 
=! Vaal; mr — m) — 30m] 





— 2/,bV2g Ink —5h, hi +. — > m ht + 3m" + 3m 
1 2 
Für das Dreied ACD, Fig. 764, folgt die Ausflugmenge als ‘Differenz 
ber dem Rechteck DB und dem Treied ABC entiprechenden Ausflup- 
quanten zu: 
Big. 764. Q= %,b V29 (h% — h,%) 
N Va — hm + 37,% 





— 2/13b Rs 
*— % ) 
— bVB Sn + 2 . 
ı 77m 


Anmertung. Bezeichnet in dem legten Falle x die Tiefe eines horizontalen 
Streifeng der Ausflußöffnung ADC, Fig. 764, unter dem Wafferfpiegel, dx die 
Breite und y die Länge dieſes Streifens, ſo hat man: 


Q = — V29x = V2g [yz'raa. 
Da nun aus der Proportion y:b= — hy: hı — ha für y der Werth 











> (x — hs) fi ergiebt, jo folgt: 
hı n 
29 b H, 
Q =”? s [e-Ma% I2=, ms | (Hd c —h,radx) 
Re J 
— „’29 [% (1% — har) — %, (5% — Au’h)] 
b Var 


="; h, Bun y (3 h, %— 5h, hı'% + 2 Rah). 





Beilpiel. Welche Waflermafie fließt durdh das Quadrat ABCD, Fig.765, mit 
verticaler Diagonale AC von 1 Meter Länge, wenn der Eckpunkt A bis zum 
Wafjeripiegel reiht? Die obere Hälfte des Quadrats giebt die Ausflußmenge: 

= yb V2gk® = Y,.1.449. VYY% = 0,626 Eubitmeter 
und die untere: 
Sig. 765. = Ysb IV ar — dh, hy + 3 hy’ 


— 
— Yy.1.4,499 2 8-1.(AR 3% CA +8 C% 


= 1,181 (2 — 1,768 40,530) = 0,900 Eubifmeter, 


folglich fließt dur die ganze Mündung die Waflers 
menge: 


Q = 0,626 + 0,900 = 1,526 Eubitmeter. 
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Kreisförmige Seitenöffnung. Fur eine freisförmige Mündung $. 430. 
AB, Fig. 766, beftimmt ſich die Ausflugmenge nur durd) eine auf folgende 
Fig. 766. MWeife zu ermittelnde Näherungsformel. Zerlegen 
wir den Kreis durch concentrifche Kreiſe in gleich 
Ihmale Ringe und jeden Ring in lauter gleiche, 
als Parallelogramme anzufehende Elemente. Iſt 
nunr der Halbmeller eines folchen Ringes, d deſſen 
Breite und n die Anzahl feiner Elemente, folglich 
2a2rr 
n 
die Größe defjelben: 





die Länge eines Ningelementes, jo hat man 





Iſt ferner % die Tiefe O G des Mittelpunftes C unter dem Waflerfpiegel 
HR und der Winfel ACK, um welden ein Element K vom höchſten 
Punkte A des Ringes abfteht, fo hat man die Druckhöhe diefes Elementes : 


KN=(0G6—- (CL=kh—rco.p 
und daher die Ausflugmenge diefes Elementes: 


2rrb 
n 





V29(h — r.cos. p). 
Nun ift aber: 


VRh-—rcos. 
9 
—Vh I — 1% — cos. P — 1/g (7) c08. 9? — J 


3 

—YVh J — 1 008. ꝙ — Yıe(7) (1 + cos.29) — | 
daher folgt die Ausflußmenge eines Elementes: 

2arb,/<— 2 
— — V2gh J — 1/g = 008. 9 — Yes (+) (1 + cos. 29) — 2: 

Die Ausflugmenge des ganzen Ringes ergiebt fi), wenn man in der 
Parentheſe ftatt 1,n.1=n, ftatt cos. ꝙ die Summe aller Cofinus @ 
von ꝙ — 0 bis ꝙ — 27, und ftatt cos. 2ꝙ die Summe aller Coſinus 
29 von 29 — 0 bis 29 — 4r nimmt. Da aber die Summe aller 
Cofinus eines Bollfreifes — Null ift, fo fallen diefe Cofinus ganz aus, 
und es folgt die Ausflußmenge fir den Ring: 


BEELILEV Ge " — Ye 0) * _. | 


n 
2 
= 2arb V2gh v — Ye (5) _. | 


61* 
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Setzt man jetzt — ftatt b und ftatt r nad) einander —, =, ar bie 
jo erhält man die Ausflußmenge aller die ganze Freifläche —8 
Ringe, und es folgt zuletzt das Ausflußquantum des ganzen Kreiſes: 


8 
Q9—=2arV 2 +2+3 — tm) +24 3°+4--+m?) 


r m? r3 ms 
—2ar V2gh nz hesm) 


/ mth? 4 


—ar:V2gh I — Us (5) — . oder genauer 
Q= ar! V2gh ı — as (7) - Byron (£) — de ii 


Keicht der Kreis bis zum Wafferfpiegel, fo ift 
Q— 9% ar V2gh — 0,964 F V2gh, 
wenn F— xr? den Inhalt der ganzen Kreisfläche bezeichnet. 

Uebrigens tft leicht zu erachten, daß man in allen den Fällen, wenn die 
Drudhöhe im Mittelpunfte gleich oder größer ift al8 der Durchmeſſer der 
Mündung, den Werth der ganzen Reihe — 1 fegen und 

9 = FV2gh 
annehmen kann. Auch läßt fich diefe Regel auf andere Miündungen anwen- 
den, und alfo in allen den Fällen, wenn der Schwerpunkt einer Mündung 
mindeftens ebenfo tief unter dem Waflerfpiegel liegt, al& die Mündung hoc) 
ift, die Tiefe % dieſes Punktes als Drudhöhe anfehen und 
9 = FYV2gh jegen. 

Anmerlung. Bezeichnet r den Halbmeſſer der freisförmigen Oeffnung ADBE, 
Fig. 767, 0 den Halbmefjer irgend eines Ringes von der Breite dp, jo fließt 
durch ein Element K, weldhes von dem Scheitel A um den Wintel y abfteht, die 
Waflermenge: 


20 2 d0 . ep V29(h— ocos. 9) = Ede V2gh .(1— Seos. „)* d 9 
Ze. V2gh. [14 & eo. 9 Yo($) (1-+ cos.2 a] dg. 


Betrachtet man zunähft e als conftant, fo giebt die Integration die Ausfluß⸗ 
menge durch die zingförmige Fläche: 


q=ere V2gh [pi 7, 608. P—Yı(?) (1 + cos. 29]?» 





— ae Varkan0— y, £ (sin.2” —sin.0) . 
— Yır 8) @n—0+ Yasin.An—ein.0)| 
— 2 
= gg V29R.2n[1—Y.($) |. 
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Wird nun zwiſchen den Grenzen — r und ge = 0 integrirt, ſo folgt das 
geſammte Ausflußquantum für den vollen Kreis: 


—VV ———— 


0 
— —X — 

= ar Vagh]1 — πν—A.:P 

Für den oberen balbtreis hat man die erſte Integration zwiſchen den Grenzen 


oe= 5 und 9 = — 7 auszuführen, dann folgt: 
a 
— 2 
a=ere-Väoh / 11 Feos.p—Yu(?) (1 + 08.29) ]? 4 
zur} 
= ae Virr[e-4-5(8)] 


und daher folgt die Waflermenge Q, für den oberen Halbkreis DAE: 


r 
— 5 ————— al _ıir_ 2) ]- 
Q=1Y2gh / % (£) ]ere= 5 Y2orlı-;—, Ya(r) 
0) 
In gleicher Weife findet man für den unteren Halbfreis, wenn man zwiſchen 
den Grenzen = 5 und 9 — 37 integrirt : 


2 
Big. 767. _ nr? 2 r r\? 
A = rat ,5-%(h)]; 

Uebrigens gelten dieje Formeln für Q, Q, und Q, 

au bei elliptijdgen Mündungen mit horizontaler 

D E Are, da die Ausflugmengen unter übrigens gleichen Ber: 
hältnifjen den Breiten der Mündungen proportional find, 

und die Breiten einer Ellipje den Breiten eines gleich 

hoben Sreije proportional wachſen (f. analyt. Hülfslehren 

B $. 12). 

Beilpiel. Melde Waflermenge fließt fündlih durch eine freisförmige Oeff⸗ 
nung ‚von 0,1 Meter Durchmefier, über deren oberem Rande der Waflerjpiegel 
5 Millimeter hoch fteht ? 

Es ift hier: 

r 0,05 10 


= 0, daher (7) = 0,826, 


ferner 1 — Ya (#) — 0,974, folgli die Ausflußmenge per Stunde: 


2 
Q=60.60 m 4,429 V 0,055 . 0,974 — 28,590 Eubitmeter. 


Bewegte Ausflussgefässe. Die Ausflußgefhwindigfeit ändert $. 431. _ 
fi, wenn ein vorher in Ruhe befindliches Gefäß in Bewegung übergeht, 
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ober eein in gleichförmiger Bewegung befindliches ſeinen Bewegungszuſtand 
ändert, weil in dieſem Falle jedes Waſſertheilchen außer feinem Gewich!e 
auch noch durch feine Trägheit gegen die Umgebung wirkt. 
Bervegt man das Gefäß 40, Fig. 768, beichleunigt vertical aufe 
wärts, wührend das Wafler durch die Bodenöffnung F abfließt, fo findet 
Big. 768. eine Bergrößerung, und bewegt man e8 beichleu- 
nigt vertical abwärts, fo findet eine Verminde— 
rung der Ausflußgefchtoindigfeit ftatt. Iſt die 
Acceleration p, fo drüdt jedes Waſſermaſſen⸗ 
element M nicht bloß durch fein Gewicht Mg, 
fondern aud) durd) feine Trägheit Mp, es ift 
folglich die Kraft eines jeden Elementes im 
erften Falle (g + p) M und im zweiten 
@—p)M, alfo ftatt g, 9 + p zu fegen. 
Hiernad) folgt 





v2 
S=wtnh 

und fonad) fir die Ausflußgefhwindigfeit: 
v=V2@tph. 


Steigt das Gefäß mit der Acceleration g empor, jo ift 
o=V2.29h = 2Vgn, 

alfo die Ausflußgeſchwindigkeit 1,414 mal fo groß als beim ftillftehenden 
Gefäße. Fällt das Gefäß durd) fein eigenes Gewicht, alſo mit der Accele- 
ration 9, fo ift v = 0, dann fließt alfo fein Wafler aus. Bewegt ſich das 
Big. 769. Gefäß gleihförmig aufs oder abwärts, fo bleibt 
v—=V2gn, fteigt e8 aber verzögert, fo wird 
v—=V2(g—p)h, und fällt e8 verzögert, 

ſo fäto=V2(g + p) h aus. 
Bewegt man das Ausflußgefäß horizontal 
oder unter einem ſchiefen Winkel gegen deu 
‚Horizont, fo ſtellt ſich (f. $. 380) der Waffer- 
fpiegel ſchief gegen den Horizont und es findet 
daher auch eine Veränderung der Ausfluß- 

geſchwindigleit ftatt. 

Bei Umdrehung eines Gefäßes AC, 
Fig. 769, um feine verticale Are XX bildet 
der Wafferfpiegel einen paraboloidiichen Trichter 
— AOB, es ſteht daher über der Mitte M des 
Bodens eine Heinere Drudhöhe MO, ald nahe am Rande defielben, und er 
fließt daher aud) durch eine Mündung in der Are das Waffer langſamer, 
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als durch jede andere gleich große Bodenbffnung F. Bezeichnet à die Drud- 
höhe MO in der Mitte A, fo wäre die Ausflußgeſchwindigkeit durch eine 
Mündung dafelbft —=V 29%; bezeichnet aber y die Entfernung MF=NP 
einer Mündung F von der Are XX und @ die Winfelgefchwindigfeit, fo hat 
aan, da die Subtangente TN des Parabelbogens OP der doppelten Abfciffe 
ON gleich ift, die entfprechende Erhebung des Waſſers über der Mitte O: 
ON=YTN=1RPN. fang. — 


folglich, wenn man noch kang. N P T—tung.p = —- Yo. $. 380) ein⸗ 
fuhrt, und die Umdrehungsgeſchwindigkeit von F, d.i. @ 2 durch 10 bezeichnet, 
oy _ w? B 











oN — B 
Fe 
Hiernach ift denn die Ausflußgefhtwindigfeit für die Mündung F: 


»- Voß+%)=-Vmte. 

- Fig. 770, Diefe Formel gilt flir jedes beliebig 
= geftaltete Gefäß, und aud) dann noch, 
wenn e8 oben verfchloffen ift, wie 
3. B. für 40, Fig. 770, fo daß ſich 
der Trichter DOE gar nicht voll- 
ftändig bilden kann. Cs ift aud) hier 
h die Tiefe MO der Mündung unter 
dem Scheitel O des Trichters, und w 
die Umdrehungsgefchtoindigkeit von der 
Mündung. Sie findet bei den Neac- 
tionsrädern und Turbinen in der Folge 
ihre Anwendung. 

Beifpiele. 1) Wenn das mit Waſſer angefüllte Gefäß AC, Big. 768, 
350 Kilogramm wiegt und mittelft eines über Leitrollen K gehenden Geiles 
durch ein Gewicht G don 450 Kilogramm aufgezogen wird, jo fteigt es mit 
einer Acceleration: 

460 — 350  _10 5 
PrSmrmImwI= 
und es ift deshalb die Ausflußgeſchwindigleit: 
v=Vigtph=V2.%.9h=VYgh. 
Wäre die Drudhöhe A — 1 Meter, jo würde folglich die Ausflußgeſchwin - 


Digfeit: 
—E V%=$ 981 = 4,698 Meter beitagen. 


2) Wenn fih das mit ar, angefüfte Gefäb A O, Big. 770, jo umbreht, 
Daß e8 in der Minute 109 Umdrehungen macht, während die Tieje der Mündung 


x 
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F unter dem Waſſerſpiegel in der Mitte 0,6 Meter und die Entfernung von 
der Are X X 1 Meter beträgt, fo ift die Ausflußgeſchwindigleit: 


v= Vogt Wim 
Steht das Gefäß ftil, jo ift 


2.98) 





+ ( = 11,02 Meter. 


v»= V2.981. 06 = 3,48 Meter. 


Zweites Gapitel. 


Von der Contraction der Waferftrahlen beim Ausfluffe 
des Waſſers durch Mündungen in der dünnen Wand. 


& 432. Geschwindigkeitscoefflcient. Die in dem vorftehenden Capitel ent- 
widelten Ausflußgefege ſtimmen mit den Erfahrungen faft ganz itberein, fo 
lange die Drudhöhe in Anfehung der Mindungsweite nicht fehr Mein ift, 
und fo lange ſich die Ausflußöffnung nad) innen allmälig erweitert und ſich, 
ohne Eden und Kanten zu bilden, an die Boden- oder Seitenfläche des 


Gefäßes anſchließt. 


Die Hierliber ‘an glattpolirten metallenen Mundftüden 


angeftellten Berfuche von Michelotti, Eytelwein und Anderen, fowie 
aud) die Verſuche des Verfaſſers haben nachgewieſen, daß bie effective oder 


Big. 771. 


wirklich ausfliegende Waflermenge 96 bie 
99 Brocent von dem theoretiſch beftimmten 
Wafferquantum if. Das in der halben 
natürlichen Größe abgebildete Mundftüd AD, 
Big, 771, gab die effective Ausflußmenge, 
bei einer Drudhöhe von 10 Fuß, 98 Pro- 
cent, bei 5 Fuß, 97 Procent und beil Fuß, 
96 Procent bes theoretiſch beſtimmten Aus: 
flußquantums (Verſuche mit größeren Mun— 
dungen ſ. Unterſuchungen in dem Gebiete 
der Mechauik und Hybraulif, zweite Abtheil.). 
Damit der Ausfluß durch ein foldes Mund» 


ftüd möglichft ungeftört erfolge, muß die Abrundung deſſelben nicht nad) 
einem Kreife, fondern nad) einer Curve AD — BC erfolgen, deren Krlin- 
mung von innen nad) außen (von A nad) D) allmälig abnimmt. Da ferner 
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bei diefent Ausfluffe der Strahl mit der Mündung gleichen Ouerfchnitt F 
hat, fo ift anzunehmen, daß diefe Verminderung der Waflernienge aus einem 
Verlufte an Gefchwindigkeit hervorgeht, der in der Reibung oder Adhäfion 
des Waſſers an dent inneren Umfange der Mundung und in der Klebrigkeit 
des Waſſers feinen Grund hat. Wir nennen in der Folge das Verhältniß 
der effectiven Ausflußgeſchwindigkeit zur theoretifchen Gef—hwindigfetv—V 2gh 
den Gefchwindigfeitscoefficienten und bezeichnen denfelben durch @. 
Hiernad) ift alfo die effective Ausflußgeſchwindigkeit im einfachſten Falle: 
vv» =gv—=gpYV2gh 
und die effective Ausflußmenge: 
Q9=Fu =gpFv—=gpFYV2gh. 
Führen wir für 9 den mittleren Werth 0,975 ein, fo erhalten wir: 
Q —= 0,975 F V2g9h — 0,975 . 4429 FVh — 4,318 FVhn. 
Einer mit ber ie vi audfliegenden Waflermenge Q wohnt die 


ebendin Rrafı S7 tz. inne, vermöge weldyer fie die mechanifche Arbeit 
Qr 5 zu ten vermag. Da aber beim Nieberfinfen von der Höhe 


2 2 
h= 5 das Gewicht Qy die Arbeit Qyh = Qy 5 verrichtet, ſo 
folgt, daß durch den Ausfluß das Waſſer den Arbeitsverluſt | 


v2 
‚I= er ) 7.5, =(1— 0,9759 09.7, 
d. 1. 


L = 0,049 Q9y - 5; oder 4,9 Procent 


erleidet. Es wird alſo das —*8 Waſſer durch ſeine lebendige Kraft 
4,9 Procent weniger Arbeit verrichten, als durch fein Gewicht beim Herab⸗ 
finfen von der Höhe Ah. 


Anmerkung. Der Berfaffer hat das dur die Formel v = V2gAh ausge 
drückte Ausflußgeſetz auch unter ſehr verſchiedenem, namentli unter jehr hohem 
Drude von 100 Metern und unter jehr fleinem Drude von 0,02 Meter geprüft. 
Ein innen gut abgerundetes Mundftüd von 1 Gentimeter Weite gab bei den 


Drudhöhen: 
0,50 Meter | 3,5 Meter 17 Meter | 103 Meter 


9 = 0,959 | or 0,975 0,994 | 0,994 





h, = 0,02 Meter 














j. Eivilingenieur, Neue Folge, Band V, erftes und zweites Heft. 
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Contractscoeflcient. Fließt das Waller durch eine Mündung in 
der dünnen Wand, fo tritt unter übrigens gleichen Umftänden eine bedeu- 
tende Verminderung der Ausflußmenge ein, indem bie Waſſerelemente in 
convergenten Richtungen durch die Mündung hindurch gehen und dadurd) 
einen zufammengezogenen oder contrahirten Wajferftrapl 
hervorbringen. Die von Mehreren, namentlid) aud) die in der neueften Zeit 
von dem Verfaſſer angeftellten Strahlenmeflungen haben ergeben, daß der 
Strahl in einer Entfernung, die ungefähr der halben Miündungsweite gleic) 
kommt, die ftärkfte Zufammenziehung und eine Dide hat, die 0,8 des Durch— 
meflerd der Mündung beträgt. Iſt FL der Querſchnitt des zuſammen⸗ 
gezogenen Waflerftrahles, jowie 7’ der Querfchnitt der Mündung, fo hat 
man hiernad): 

F, = (0,8)? F—= 0,64 F. 


Man nennt das Verhältniß z diefer Duerfchnitte den Contractiong- 


coefficienten. Bezeichnet man ihn mit &, fo ift ſonach der mittlere 
Werth für den Ausflug des Waffers durch Mündungen in der dünnen Wand 
a — 0,64 zu feßen. 

So lange man feine nähere Kenntniß Über das Gefetz der Contraction der 
Waſſerſtrahlen hat, kann man annehmen, daß der durch eine kreisrunde Oeffnung 
AB, Fig. 772, fliegende Strahl einen Rotationsförper AEEA bilde, 
deffen Umfläche durch Umdrehung eines Kreisbogens A E um die Are CD 
des Strahles entfteht. Segen wir den Durchmefler A A der Mündung — d 

Sig. 772. und die Entfernung CO.D des contrahir= 
ten Querſchnittes EF von der Mündung 
— 1/, d, ſo erhalten wir für. den Halbmeſſer 

MA=ME=r 
des Erzeugungsbogens AE mittel$ der 
Gleichung 
AN ENXN(BMF —- EM 


oder 
(gr 8) 
4 10 10 


den Werth: 





r=1,3d. 
Miündungen, nad) diefer Geftalt des contrahirten Waflerftrahles geformt, 
geben fo ziemlich, die Ausflußgeſchwindigkeit: 
vı, = 0,97 v. 
Die Kontraction des Wafferftrahles hat ihren Grund darin, daß nicht 
allein das Waſſer, welches unmittelbar über der Mündung befindlich ift, 
ausfließt, fondern auch das zur Seite befindliche Waſſer herbeiftrömt und 
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mit zum Ausfluffe gelangt. Es findet aljo ſchon im Inneren des Gefäßes 


eine Convergenz der Waſſerfäden, ähnlich wie fie die Figur andeutet, ftatt, 
und e8 befteht die Gontraction des Waflerftrahles in einer bloßen Fort- 
fegung diefer Convergenz. Bon diefer Bewegung des Waſſers in der Nähe 
der Mündung fanı man fid) mit Hülfe eines gläfernen Ausflußapparates 
Überzeugen, wenn nıan feine Körper, weldje wenig leichter oder ſchwerer als 
Waſſer find, wie 3. B. Sägefpäne von Eichenholz, Stüde von Siegellad 
u. f. w, in das Waffer bringt und mit zum Ausfluffe gelangen läßt. 


Contrabirte Wasserstrahlen. Fließt das Waffer durch dreifeitige, 

- vierfeitige Mündungen u. ſ. w. in bünnem Bleche, fo nimmt der Wafler- 
ftrahl befondere Geftalten an. Im die Augen fallend ift zumal die Um- 
kehrung des Strahles, ober die veränderte Stellung feines Querſchnittes in 
Hinſicht auf den Querfchnitt der Mündung, vermöge weldyer eine Ede diefes 
Querſchnittes mit der Mitte einer Seite der Mündung gleichzuliegen kommt. 
Hiernach bildet bei einer dreifeitigen Mündung AB C, Big. 773, der Duer- 
ſchnitt des Strahles in einem gewiſſen Abftande von der Mundung einen 
dreiftrahligen Stern DEF, bei einer vierfeitigen Mündung AB CD, 
Big. 774, einen vierftrahligen Stern EF GH, ebenfo bei einer fünffeitigen 


Big. 773. Big. 774. Big. 775. 
u, GB gH 
A c 
B F 
—34 
D L 





Mündung ABCDE, Fig. 775, einen Stern FG HKL mit fünf Strah- 
fen u. ſ. w. Diefe Querſchnitte find aber in verfchiedenen Abftänden von 
Fig. 776. der Mündung fehr verfchieden, fie nehmen 

auf einer gewiſſen Strede ab und auf 

einer folgenden wieder zu u. |. w.z es 

befteht daher der Strahl aus Blättern 

oder Rippen von veränderlicher Breite 

und bildet dadurch, was namentlich beint 

Ausfluffe unter fehr großem Drude 

zu beobachten ift, Bäuche und Knoten, 

ähnlich wie die Cacteen. Iſt die Mun— 

dung ABCD, ig. 776, rectangulär, 

fo bildet in Meinerer Entfernung von 

der Mundung der Duerfchnitt zwar eben- 

falls ein Kreuz oder einen Stern, allein 
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in größerer Entfernung nimmt derſelbe wieder mehr die Geſtalt eines 
verwendeten Rechtecks ZF an. 

Den Ausfluß bei den verfchiedenartigften Mundungen hat Bidone beob- 
achtet; genaue Strahlenmefjungen bei quabratiichen Mitndungen find aber 
nur von Boncelet und Les bros angeftellt worden (f. Allgemeine Mafchinen- 
encyklopädie, Artikel „Ausflug*). Die legten Meffungen haben auf einen 
kleinen Contractionscoefficienten 0,563 geführt. Waffermeffungen beim 
Ausfluffe durch Heinere Mitndungen führen aber auf größere Contractions- 
coefficienten, fie weifen fogar nad), daß diefelben bei langgezogenen Recht⸗ 
een größer find als bei Rechtecken, die fi) mehr den Duadraten nähern. 


Ausflusscoeflcient. Wäre beim Auefluffe de8 Waſſers durch Mün- 
dungen in ber dünnen Wand bie effective Gefchwindigfeit gleich ber theore- 
tiſchen = V2gh, fo Hätte man die effective Ausflußmenge: 

Q=af.v= aFVagh, 

weil & F' den Querſchnitt des Strahles an der Stelle ber größten Zuſam— 
menziehung, wo ſich die Waflerelemente in parallelen Richtungen bewegen, 
bezeichnet. Dies ift aber keineswegs der Fall, es zeigt ſich vielmehr in der 
Erfahrung, daß Q noch Heiner ala « F V 2gh ift, daß man alfo die theo- 
retiiche Waſſermenge FV2gh durch einen Coefficienten multipliciren muß, 
der Heiner als der Contractionscoefficient ift, um die effective Ausflugmenge 
zu erhalten. Wir müſſen daher annehmen, daß beim Ausfluffe durch eine 
Mündung in der dlinnen Wand noch ein gewiſſer Gefchwindigfeitsverluft 
eintrete, deshalb aud) einen Gefchwindigkeitscoefficienten ꝙ einführen und 
daher die effective Ausflußgefchwindigfeit 

vı = 9v=9p V2gh 
fegen. Hiernach ift alſo die effective Ausflußmenge: 

A=F.u=aF.g—uapFv—=apFVa2gh. 

Nennen wir endlich noch das Verhältniß der effectiven Ausflußmenge Q, 
zum theoretifchen oder hypothetiſchen Ausflußguantum Q den Ausfluß- 
coefficienten und bezeichnen wir ihn in der Folge durch u, fo haben wir: 


Qı —uQ=uFv—=urFV2gh 





und daher: 
BK=0P, 
d. 5. der Ausflußcoefficient ift das Product aus bem Contrac- 
tions- und dem Gefchwindigfeitscoe fficienten. 
Vielfältige Beobachtungen, namentlich) aber aud) die Meffungen des Ver: 
faflers, haben darauf geführt, daß der Ausflußcoefficient für Mündungen in 
der blinnen Wand nicht conftant ift, daß er bei Heinen Mündungen und 
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feinen Ausflußgeichwindigfeiten größer ift, al8 bei großen Mündungen und 
bei großen Geſchwindigkeiten, daß er auch bei langen und fchmalen Mün— 
dungen bedeutend größer ausfällt als bei Mindungen, die fich einer vegel- 
mäßigen Form oder dem Kreife nähern. 

Für quadratiihe Mündungen von 1 bi8 9 Duadratzoll Inhalt bei 7. bis 
21 Fuß Drudhöhe ift, nad) den Berfuchen von Boffut und Midhelotti. 
der mittlere Ausflußcoefficient a = 0,610, für freisförmige von 1/, bis 6 
Zoll Durchmeſſer bei 4 bis 21 Fuß Drudhöhe aber fällt derjelbe u — 0,615 
oder ungefähr 8/,; aus. Die einzelnen Beobachtungswerthe von Boffut und 
Michelotti weichen unter einander nicht unbedeutend ab, doch läßt fid) aus 
ihnen eine Abhängigfeit bon der Größe der Mitndung und der Größe der 
Drudhöhe nicht entnehmen. Nach den Verfuchen des Verfaſſers ift bei einem 
Drude von 0,6 Meter der Ausflußcoefficient für eine Freisrunde Mündung 


von 1 Gentimeter Durchmefler . . . u = 0,628 


„ 2 n n 0.0 == 0,621 
„ 8 n n .... = 0,614 
„ 4 n n . = 0,607. 


Dagegen bei einem Trude von 1/; Meter für diefelbe Mündung 
von 1 Sentimeter Durchmefir . . . a = 0,637 


2. n ... — 0,629 
3 u n — 0,622 
4 .. — 0,614. 


Man ſieht aus dieſen BVerſuchsreſultaten beullich, daß der Ausflußcoefficient 
zunimmt, wenn die Mündungsgröße und die Druckhöhe abnehmen. 

Nehmen wir fir A den mittleren Werth 0,62 und « = 0,64 ar, fo 
befommen wir den Gejchwindigfeitöcoefficienten beim Ausfluffe durch Mür- 
dungen in der dünnen Wand: 


oo — 


alfo ziemlich fo groß wie beim Auefluffe durch abgerundete oder conoidiſche 
Miündungen. 


— 0,97, 


Re 


Anmertungen. 1) Berfude von Buff (j. Boggendorff’s Annalen, Bd. 
XLVI.) zeigen, daß die Ausflußceoefficienten bei Heinen Mündungen und Heinen 
Drudhöhen oder Gefhwindigfeiten bedeutend größer find als bei großen und mitt: 
leren Mündungen und Geſchwindigkeiten. Eine Mündung von 2,084 Linien 
Durchmefler gab bei 11, Zoll Drud u — 0,692, bei 35 Zoll aber „u = 0,644; 
Dagegen eine Mündung von 4,848 Linien Weite bei 41/, Zoll Drud u = 0,682 
und bei 29 Zoll « —= 0,653. Aehnliches hat aud der Berfafjer gefunden. 

2) Beim Ausfluffe unter Wafler fallen, nach den Verſuchen des Verfaflers, 
die Ausflußcoefficienten nahe um 11, Brocent kleiner aus als bein Ausfluffe 
in die Luft. 
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Versuche. Es läßt ſich der Ausflußcoefficient g, welder einer 
gewiffen Ausflugmündung entjpricht, finden, wenn man das Waſſerquantum 
V tennt, weldjes in einer gewillen Zeit i bei einer befannten Drudhöhe h 
durch den bekannten Querſchnitt F’ der ung ausſtrömt; es ift nämlich: 


V=urFV2gh 


alfo umgekehrt, 


Yv 
“ Ft.V2gh 
Um aber die beiden Factoren deflelben, nämlich den Contractions⸗ und 
den Gejchwindigfeitscoefficienten zu ermitteln, bedarf e8 entweder nod) einer 
Ausmellung des Strahlenguerfchnittes FR = «F, oder einer Beſtimmung 
der Ausflußgeihwindigkeit y — Fr—=gYV2gh mitteld der Sprungweite 
des Strahles. Beide Meſſungen laffen fich jedoch nur bei dünnen Strahlen 
mit Freisförmigen Querſchnitten erträglid) genau bewerfftelligen. 
Der kreisförnige Querſchnitt F, eines Strahles beftimmt fich fehr ficher 
mit Hülfe eines in ig. 777 abgebildeten, aus einem Ringe und vier fpig 
Sig. 777. zulaufenden Scrauben A, B, C, D beftehenden 
Apparate. Die Schrauben find nad) dem Mittel 
punkte des Strahlenquerjchnittes gerichtet und werden 
jo geftellt, daß ihre Spigen die Oberfläche des 
Strahles berühren. Nach diefem wird der Ring von 
dem Strahle abgezogen und e8 werden die Abjtände 
der gegenüberftehenden Schraubenfpigen von einander 
gemeflen; zulegt wird das Mittel d, diefer Abftände 
als Durchmeffer des Strahles angenommen. Iſt noch d ber Durchmefier 
des Miündungsquerfchnittes, jo hat man nun: 


-4=(3) 
u eV 


_#k 
, 


Mißt man die Sprungweite BC — b eines aus dem Mundftüde SA 
horizontal ausfließenden Strahles A B, Fig. 778, welche einer gewifien Höhe 
AC= a zulommt, fo hat man nad) $. 38 die Ausflußgefchwindigfeit: 





und dann: 


— b? 
dv = 5. 
und danınvy, = Yyr — pV2gh hit, ift, fo a man dann: 
rt, “ 


——— Ah Var 


L 
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und hieraus: & — Pr — Zu lan, 


Tig. 778. 





A 


Die Beſtimmung von iſt jedoch noch ſicherer, wenn man ftatt a und b 
die horizontalen und verticalen Koordinaten dreier Punkte der paraboliſchen 
Are AB des Strahles ausmißt, weil dann auch die Are des Mundftüces 
eine unbefannte Neigung gegen den Horizont haben kann. Am einfachſten 
geht man zu Werke, wenn man eine horizontale Schnur DF über dem 
Strahle ausjpannt, von drei gleichweit von einander abftehenden Punkten 
D, E, F derjelben Lothe herabläßt, und an diefen die Abſtände DG, EH 
und F'K der Are des Strahles von DF abmißt. Iſt DF = x die hori- 
zontale Entfernung der äußerften Punkte von einander, find ferner die Vertical: 
abſtäinde DG, EH und FK = z, 5, und &, und nimmt man G@ ale 
Soordinatenanfangspunft an, jo hat man die Koordinaten für den Punkt H: 


1 =G6L=DE=!),DF=3 my =LU=EH—-D6=a—e; 
ferner bie für den Punkt X: 
» =GM=DfFf=: wy—=-MK=FK—-DG =n — æ. 


Nah $. 41 ift nun, wenn © den Neigungswinfel der Strahlenare in @ 
bezeichnet: 


yı=alang.a + un auch: 
%—= 1 lang.a — oder: 

Yyı — A tang.a = und: 

v2 — tang. = re 


Es folgt dur) Divifion, da zz = 2rı ift: 
Yyı — Zıtang.a 


— 44 — 
L. hı — Yı ?_ 
Ya — %, ltang.& /a; hieraus aber tang. « = 
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Setzt man in eine der vorigen Formeln 1 + tang. «@? ftatt ** 3 und 


führt man ſtatt fang. den legten Ausdruck ein, fo erhält man für die in 
Frage ftehende Ausflußgefchtwindigkeit die Formel: 


no ga? — \Y.& + tang. a) 92° + tang. a?) gx? 
1 2(y — x tang.a) cos. a? 2(2y% — 4yı) 


—-\8. + (Ay — v 
ya 
Der Eeſchwindigkeitscoefficient ift hiernach: 


—E r ___ - V/#& + (4yı 9) 
v WV2oh 8h (ya — 2yı) 


Beijpiele. 1) Bei einem Strahle, welder aus einem gut abgerundeten 
Mundftüde von 1 Eentimeter Weite ohne Eontraction ausfloß, wurden folgende 
Meffungsrefultate gefunden : 

xz = 2,480 Meter, 

y=5-— := 0267 — 0,1135 — 0,1535 Meter, 

Y=% 7* — 0,669 — 0,1135 — 0,5556 
und die Drudhöfe A = 3,359 Meter. Hiernach iſt der Geſchwindigkeits⸗ 
coefficient: 





2,48% + 0,0592 = VE 6,1539 _ 0.960 
8.3,559.0,2485 Y 26,872.02485 —Vο. 


Da feine Eontraction ftattfand, fo ift « = 1 und daher u = 9. Hiermit 
ſtimmen die in der Anmerfung zu $. 432 mitgetheilten Mefiungsrefultate ganz 
gut überein. 


2) Mefjungen an einem vollftändig contrahirten Strahle, weldder durch eine 
1 Gentimeter weite freisrunde Mündung in der ebenen dünnen Wand floß, gaben 
bei der Drudhöhe h = 3,3896 Meter Folgendes: 
z = 2,70 Meter, 
Y=ı — 2 = 02465 — 0,1115 = 0,1350 Meter und 
Y = 5 — 2 = 0,6620 — 0,1115 = 0,5505 Meter. 

Es folgt Hieraus: 


_ | / 2,70% + 0,012 -] 701 _ 
9= YV 5.530 .0805 — V 27168.02805 — TB. 
Aus der gemeflenen Ausflußmenge berechnete fi) aber u = 0,617, daher ift 
der Contractiondcoefficient « = = 0,681, womit aud) die Strahlenquerjcnitts- 


meflungen gut übereinflimmen. 


Rectanguläre Seitenöffnungen. Die genaueften Berfuche über den 
Ausflug durd) größere rectanguläre Seitenmündungen find in Meg von 
Poncelet und Lesbros augeftellt worden. Die Weiten diefer Mündungen 
waren 0,2 und in einigen Fällen 0,6 Meter und die Höhen derjelben fehr 
verjchieben, nämlich 0,01 bis 0,2 Meter. Um eine vollftändige Contraction 
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herbeizuführen, wurden zur Herſtellung biefer Mundungen 4 Millimeter 
dicke Meſſingbleche verwendet. Aus den Ergebniſſen biefer Berfuche Haben 
dieſe Erperimentatoren vermittelt Interpolation die am Ende des Para⸗ 
graphen folgenden Tabellen für die Ausflußcoefficienten gefunden, die man 
zur Berechnung der Ausflußmenge benugen kann. 

Iſt d die Breite der Ausflußöffnung XL, Fig. 779, und find %, und Az 
bie Wafferftände ZG und EL über der unterften und über der oberften hori⸗ 
zontalen Kante der Mündung, fo hat man nad) $. 428 die Ausflugmenge: 


= 10V (nn). 
Fuhrt man aber die Definungshöhe GT — a — hı — Az und bie 


mittlere Drudhöhe EM = h— hı + Li ein, fo hat man annähernd: 


9= (1 - 5) Vin 


und daher bie effective Ausflugmenge: 





=uo=lfı_ V2gn 
a =r0=(1- 54) radVarh 
Big. 779. Sept man noch 


a2 
(1 am) = 
fo erhält man einfach: 
a = mabV2gh, 
und um mit diefer einfachen oder ge- - 
wöhnlichen Ausflußformel rechnen zu 
önnen, find in den folgenden Tabellen 
nicht erft die Werthe für u, fondern die 
für ge, angegeben. ° * 
Da das Waffer in der Nähe der 
Oeffnung in Bewegung ift, fo fteht es 
unmittelbar vor der Deffnung tiefer als 
in größerer Entfernung von der Wand, 
in welcher ſich die Mündung befindet; es find deshalb auch zwei Tabellen 
zufantmtengeftellt worden, die eine fir bie in größerer Entfernung von ber 
Vlündung und die andere fir bie unmittelbar an der Mundungswand 
gemeſſenen Drudhöhen. Dean erfieht übrigens aus beiden Tabellen, baß, 
wenn aud mit einigen Schwankungen, bie Ausflugcoefficienten wachſen, 
wenn die Deffnung niedriger und die Drudhöhe Heiner wird. 
Haben die Mundungen andere Breiten, fo bleibt, jo lange man feine 
anderen Berfuche zu Grunde legen kann, nichts übrig, als die Coefficienten 
Weisbah’s Lebtbuch der Mebanit. L 62 
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diefer Tabellen ebenfalls anzuwenden, um bie Ausflußmenge zu berechnen. 
Daß ınan hierbei nicht auf große Differenzen ftößt, geht aus der Bergleichung 
der Coefficienten fiir die Mündungen 0,6 Meter mit denen für die Mün⸗ 
dungen 0,2 Meter Breite, bei gleicher Drucdhöhe u. |. w. hervor. Sind 
ferner die Oeffnungen nicht rectangulär, jo beftimme man ihre mittlere 
Breite und mittlere Höhe und flihre die diefen Dimenfionen entfprechenden 
Coefficienten in der Rechnung ein. Endlich ift e8 immer vorzuziehen, die 
Drudhöhe in einer größeren Entfernung vor der Mündungswand zu meſſen 
und die erfte Tabelle anzuwenden, da unmittelbar an der Mündung der 
Wafferfpiegel gekrümmt und weniger ruhig ift als mehr oberhalb der Mündung 
Beilpiele 1) Welche Waflermenge fließt durch eine rectanguläre Ceffnung 
von 2 Decimeter Breite und 1 Decimeter Höhe, wenn der Wafjerjpiegel 1%, Meter 

iiber der oberen Kante fteht? Hier ift: 
b=03, a=0,l, = hr ®a + e — 15 E16 = 15 — 1,55 Meter, 


daher die theoretiihe Ausflußmenge: 
Q = 0.1.02 V2g Y1,55 = 0,02.4,429..1,245 — 0,1103 Eubilmeter. 
Run giebt aber die Tabelle I. fra =0O1lun Aa =15 uw, = 0,611, 
daher ift die effective Ausflußmenge: 
Q, = 0,611 . 0,1108 = 0,0674 Eubifmeter. 
2) Wenn die Breite 0,25, die Höhe 0,15 und der MWaflerftand A, = 0,045 


Meter beträgt, fo ift 
Q = 0,25.0,15.4,429. Vo12 = 0,166.0,3464 — 0,0575 Eubilmeter 


Der Höhe 0,15 entjpridt für A, — 0,04 der Mittelwerth: R 
j FREE 0,582 + 0,603 — 0,5925 
und für A, = 0,05: 
= 0,585 r 0,605 — 0,59; 
da nun aber Aa = 0,045 gegeben ift, fo jegen wir das neue Mittel 
ee 0,5925 F 0,5950 — 0,594 


als Ausflußcoefficient ein und erhalten fo die gefuchte Waflermenge: 
Q, = 0,594 ..0,0575 —= 0,08415 Cubikmeter. 


Anmerlung. Die Ausflußcoefficienten ändern ſich nicht wefentlih, wenn man 
bei einer rectangulären Mündung die Breite mit der Höhe derjelben verwechſelt, 
wie aus folgenden Verſuchen des Herrn Lesbros (f. defien Experiences hydrau- 
liques, Paris 1851) hervorgeht. 

Eine Mündung von 0,60 Meter Breite und 0,02 Meter Höhe gab für die 
Drudhöhe A = 0,30 bis 1,50 Meter: 

u = u = 0,635 bis 0,622 
und dagegen, wenn man die Breite 0,60 Meter zur Höhe und die Höhe 0,02 Meter 
zur Breite made: 

4, = 0,610 bis 0,626, und 

u = 0,638 bis 0,627. 
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Zabelle 1. 


Tie Ausflußeoefficienten (u,) für den Ausflug des Waller dur rectanguläre 
Mündungen in einer dünnen verticalen Wand, nad) Boncelet und Lesbros. 


Die Drudhöhen find oberhalb der Mündung an einer Stelle gemeſſen, wo das 
Waſſer als ſtillſtehend angeſehen werden kann. — Die Zahlenwerthe unterhalb 
der Sterne (*) find nur durch Interpolation beftinmt worden.) 

En 
Drudhöhe oder i i 
Abftand des Mündungshöhen a in Metern. 
Waſſerſpiegels 
von der oberen 
Seite der 
Mündung, 
in Metern 
ha. 7 













“ Mündungs- 
Mündungsbreite 5 — 0,2 Meter. breite 
j b = 0,6 Meter. 





0,20 | 0,10 | 0,05 





0,03 | 002 0,01 | 0,20 | 0,02 


0,000 — — — — — — — — 

0,005 — — — — — 10,705 — — 

0,010 — — | 0,607 | 0,630 | 0,660 | 0,701 — 10,644 
0,015 — 10,593 | 0,612 | 0,632 | 0,660 | 0,697 | — [0,44 
6,020 0,572 | 0,596 | 0,615 | 0,63t | 0,659 | 0,69 | — | 0,643 
0,030 0,578 | 0,600 | 0,620 | 0,638 | 0,659 | 0,188 | 0,593 | 0,612 
0,010 0,582 | 0,603 | 0,623 | 0,610 | 0,658 | 0,683 | 0,595 | 0,642 
0,050 0,585 | 0,605 | 0,625 | 0,640 | 0,658 | 0,679 | 0,597 | 0,641 
01,060 0,587 | 0,607 | 0,627 | 0,640 | 0,6)7 | 0,676 | 0,599 | 0,611 


0,070 0,588 | 0,609 | 0,623 | 0,639 | 0,656 | 0,673 | 0,600 | 0,610 
- 0,080 0,589 | 0,610 | 0,629 | 0,633 | 0,656 | 0,670 ! 0,601 | 0,640 
0,090 0,591 | 0,610 | 0,629 | 0,637 | 0,655 | 0,668 | 0,601 | 0,639 


0,100 0,592 | 0,611 | 0,630 | 0,637 | 0,654 | 0,666 | 0,602 | 0,639 
0,120 0,593 | 0,612 | 0,63.) | 0,636 | 0,653 | 0,663 | 0,603 | 0,638 
0,140 0,595 | 0,613 | 0,630 | 0,635 | 0,651 | 0,660 | 0,608 | 0,637 
0,160 0,5% | 0,614 | 0,631 | 0,634 | 0,650 | 0,658 | 0,604 | 0,637 
0,180 0,597 | 0,615 | 0,630 | 0,634 | 0,649 | 0,657 | 0,605 | 0,636 
0,200 0,598 | 0,615 | 0,630 | 0,63% | 0,648 | 0,655 | 0,605 | 0,635 
0,250 0,539 | 0,616 | 0,630 | 0,632 | 0,646 | 0,653 | 0,606 | 0,634 
0,300 0,600 | 0,616 | 0,629 | 0,632 | 0,644 | 0,650 | 0,6 7 | 0,633 
0,400 0,602 | 0,617 | 0,628 | 0,631 | 0,642 | 0,647 | 0,607 | 0,631 
0,500 0,603 | 0,617 | 0,628 | 0,630 | 0,640 | 0,644 | 0,607 | 0,630 
0,600 0,64 | 0,617 | 0,627 | 0.630 | 0,638 | 0,642 | 0,697 | 0,629 
0,700 0,604 | 0,616 | 0,627 | 0,6?9 | 0,637 | 0,640 | 0,607 | 0,628 
0,800 0,605 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,636 | 0,637 | 0,606 | 0,628 
0,90 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,684 | 0,635 | 0,606 | 0,627 
1,000 0,605 | 0,615 | 0,626 } 0,628 | 0,633 | 0,632 | 0,605 | 0,626 
1,100 0,604 | 0,614 | 0,625 | 0,627 | 0,631 | 0,629 | 0,604 | 0,626 
1,200 0,604 | 0,614 | 0,624 | 0,626 | 0,628 | 0,626 | 0,604 | 0,425 
1,300 0,603 | 0,613 | 0,622 | 0,624 ' 0,625 | 0,622 | 0,603 | 0,624 
1,400 0,603 | 0,612 | 0,621 | 0,622 | 0,622 | 0,618 | 0,603 | 0,624 
1,500 0,602 | 0,611 | 0,620 | 0,626* 0,619*| 0,615*| 0,602 : 0,623 
1,600 0,602 | 0,611 | 0,618 | 0,618 | 0,617 | 0,613 | 0,602*, 0,623 
1,700 0,602” | 0,610*| 0,617 | 0,616 0,615 | 0,612 | 0,602 | 0,622 
1,800 0,601 | 0,609 | 0,615*| 0,615 0,614 | 0,612 | 0,602 | 0,621* 
1,900 0,601 | 0,603 | 0,614 | 0,613 0,612 | 0,611 | 0,602 ! 0,621 
2,000 0,601 | 0,607 | 0,613 | 0,612 0,612 | 9611 | 0,602 | 0,620 
8,000 0,601 | 0,603 | 0,606 | 0,6 8 0,610 | 0,609 | 0,601 | 0,615 


Anmerlung Tabellen diefer Art für das preuß. Fußmaß theilt ver „Inge⸗ 
nieur“ Seite 432 mit. 
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Tabelle U. 
Die Ausflußcoefficienten (z,) für den Ausflug des Waflers dur rectanguläre 
Mündungen in einer verticalen dünnen Wand, nah PBoncelet und Lesbros. 


(Die Drudhöhen find unmittelbar an der Mündung gemeflen. — Die Werthe 
unterhalb der Sterne (*) find nur durd Interpolation beftimmt worden.) 








—— Mündungshöhen a in Metern. 
Waſſerſpicgen 

d 
Seite "der en Mündungsbreite 5b = 0,2 Meter. 


Mündungs- 
Mündung, | 


meite 
b—= 0,6 Meter. 









in Metern 





R.. 0,20 | 0,10 | 0,05 | 0,03 | 0,02 | 0,01 

0,000 0,619 | 0,667 | 0,713 | 0,766 | 0,788 | 0,795 0,536 
0,025 0,597 | 0,630*| 0,668*| 0,725*| 0,750*| 0,770* 0,587 
0,010 0,595 | 0,618 | 0,642 | 0,687 | 0,720 | 0,762 0,589 
0,015 0,594 | 0,615 | 0,639 | 0,674 | 0,707 | 0,745 0,590 
0,020 0,594*| 0,614 | 0,638 | 0,668 | 6,697 | 0,729 0,591 
0,080 0,593 | 0,613 | 0,637 | 0,659 | 0,685 | 0,708 0,592 
0,040 0,593 | 0,612 | 0,636 | 0,654 | 0,678 | 0,695 0,594* 
0,050 0,593 | 0,612 | 0.636 | 0.651 | 0.672 |0.686 | . 0,595 
0,060 0,594 | 0,613 | 0,635 | 0,647 | 0,668 | 0,681 0,596 
0,070 0,594 | 0,613 | 0,635 | 0,645 | 0,665 | 0,677 0,597 
0,080 0,594 | 0,613 | 0,635 | 0,643 | 0,662 | 0,675 0,598 
0.090 0,595 | 0,614 | 0,634 | 0,641 | 0,659 | 0,672 0,599 
0,100 0,595 | 0,614 | 0,634 | 0,640 | 0,657 | 0,669 0,600 
0,120 0,596 ! 0,614 | 0,633 | 0,637 | 0,655 | 0.665 0,601 
0,140 0,597 | 0,614 | 0,632 | 6,636 | 0,653 | 0,661 0,602 
0,160 0,597 | 0,615 | 0,631 | 0,635 | 0,651 0,659 0,602 
0,180 0,598 | 0,615 | 0,631 | 0,634 | 0,650 | 0,657 0,603 
0,200 0,599 | 0,615 | 0,630 | 0,633 | 0,649 | 0.656 0,603 
0,250 0,600 | 0,616 | 0,630 | 0,632 | 0,646 | 0.653 0,604 
0,300 0.601 | 0,616 | 0,629 | 0,632 | 0,644 | 0,651 0,605 
0,40 0,602 | 0,617 | 0,629 | 0,631 | 0,642 | 0,647 0,606 
0,500 0,603 | 0,617 | 0,628 | 0,630 | 0,640 | 0,645 0,607 
0,600 0,604 | 0,617 | 0,627 | 0,630 | 0,638 | 0,643 0,607 
0,700 | 0,604 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,637 | 0,640 0,607 
0,800 0,605 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,636 | 0,637 0,607 
0,900 0,65 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,684 | 0,635 0,607 
1,000 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,623 | 0,633 | 0,632 0,606 
1,100 0,604 | 0,614 | 0,625 | 0,627 | 0,631 | 0,629 0,606 
1,200 0,604 | 0,614 | 0,624 | 0,626 | 0,628 | 0,626 0,605 
1,300 0,603 | 0,613 | 0,622 | 0,624 | 0,625 | 0,622 0,604 
1,400 0,603 | 0,612 | 0,621 | 0,622 | 0,622 | 0,618 0,603 
1,500 0,602 | 0,611 | 0,620 | 0,620*| 0,619* | 0,615* 0,603 
1,600 0,602 | 0,611 | 0,618 | 0,618 | 0,617 | 0,613 0,602 
1,700 0,602*| 0.610*] 0,617 | 0,816 | 0,615 | 0,612 0.602 
1,800 0,601 | 0,609 | 0,615*| 0,615 | 0,614 | 0,612 0,602 
1,900 0,601 | 0,603 | 0,614 | 0,613 | 0,613 | 0,611 0.602 
2,000 0,601 | 0,607 | 0,614 | 0,612 | 0,612 | 0,611 0,602 


3,000 0,601 | 0,603 | 0,606 | 0,608 | 0,610 | 0,609 0,601 
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Ueberfälle. Fließt da8 Waller durch Ueberfälle oder Einfchnitte in $. 438. 
einer blinnen Wand, wie 3.2. FB, Fig. 780, jo erleidet der Strahl an 
Fig. 780. drei Seiten eine Contraction, wo⸗ 
durch ebenfalls eine Verminderung 
der Ausflußmenge herbeigeführt wird. 
* MEN, Es ift daher das Ausflußguantum 
ESSEN. für diefe Mundungen: 
— 9, = ?,ubhV2gh 
zu fegen. Hier ift aber die Drud- 
höhe EH — h oder der Waflerftand 
über der Ueberfallsſchwelle F nicht unmittelbar an der Schwelle, fondern 
mindeftens 1 Meter vor der Wand, in welcher fich die Mündung befindet, 
zu mefien, weil der Waflerfpiegel vor der Mündung eine Senkung erleidet, 
die nad) der Miindung zu größer und größer wird und in der Miindungs 
ebene felbft eine Größe GER von 0,1 bis 0,25 der Drudhöhe FR beträgt, 
jo daß die Dide FG des Waflerftrahles in diefer Ebene nur 0,9 bis 0,75 
der Drucdhöhe oder des Waſſerſtandes beträgt. 

Ueber den Ausfluß des Waſſers durch Ueberfällle in dünnen Wänden 
find von Vielen Berfuche angeftellt worden, und es bieten deren Refultate 
eine große Mannigfaltigkeit, aber nicht überall die gewünſchte Ueberein- 
ftimmung dar. ‘Die Ergebniffe der Verſuche von Poncelet und Lesbros 
an Ueberfällen von 2 und 6 Decimeter Breite enthalten folgende Tabellen. 





1. Tabelle der Ausflußcoefficienten für Ueberfälle von 0,2 Meter Breite, 
nad) Boncelet und Tesbros. 












Druckhöhe A 


in Metern. 0,08 


0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,22 








0,01 | 0,02 | 0,08 | 0,04 | 0,06 








Ausfluß⸗ 
coefficient 
Kı = Yu. 


0,424 |0,417 0,401 10,397 |0,395 10,393 | 0,390 | 0,385 




















0,412 0,407 





2. Tabelle der Ausflußcoefficienten für Ueberfälle von 0,6 Meter Breite. 





0,60 


0,08 


0,15 | 0,20 





0,50 | 0,40 | 0,50 


Drudhöhe A 0,10 | 0,12 


in Metern. 0,06 






































Ausfluß⸗ 
coefficient 
m = "au. 





0,412|0,409| 0,406 0,403 0,400|0,395| 0,391) 0,391 [0,391 |0,390 





















| 
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Bei ungefähren Beftimmungen fann man hiernad) a, — 0,4 ſetzen. Ber- 
ſuche an Ueberfällen mit größeren Breiten gaben Eytelwein im Mittel 
kı = %,u — 0,42 und Bidone u —= % . 0,62 —= 0,41 u. f. w. 
Die ausgedehnteften Verfuche find von d’Aubuiffon und Caftel ausgeführt 
voorden. Aus ihnen folgert d'Aubuiſſon, daß für Ueberfälle, deren Breite 
nicht mehr als den dritten Theil der Breite des Canales oder der Wand 
beträgt, worin ſich der Ueberfall befindet, u im Mittel 0,60, alfo 
/;u = 0,40 zu fegen fei, daß dagegen für Ueberfälle, welche über bie 
ganze Wand weggeherr, oder mit dem Canale einerlei Breite haben, u — 0,665 
aljo u; = 0,444 angenonmen werden mitffe, daß endlid) bei anderen Ver⸗ 
hältnifjen zwischen der Ueberfall- und Canalbreite die Ausflußcoefficienten. 
jehr verfchieden, und zwar zwiichen 0,58 und 0,66 liegend, ausfallen. Die 
1853 und 1854 in Hanswyk au Ueberfällen von 3 bis 6 Meter Breite 
und 0,1 bis 1,0 Meter Druckhöhe angeftellten Verfuche gaben u — 0,64 
bis 0,65, alfo 27, u — 0,427 bis 0,433. ©. bie Zeitſchrift des Archit.⸗ 
und Ingen.» Vereins für Hannover 1857. Die vom Berfaffer angeftellten 
Unterjuchungen über den Ausflug des Waſſers durd) Ueberfälle bringen 
weiter unten ($. 444) die Beränderlichfeit diefer Ausflußcoefficienten auf 
Geſetze zurüd. 


Beilpiele 1) Ein Ueberfall von 0,25 Meter Breite und 0,15 Meter Wailer: 
fand oder Drudhöhe giebt in der Secunde die Waflermenge: 
Q = 0,393.bh V2gh —= 0,393. 4,429 .0,25.. (0,15)% —= 0,435. 0,0581 

— 0,0253 Eubifmeter. 

2) Welche Breite hat man einem lleberfalle zu geben, der bei einem Wafler- 
ftande von 0,2 Meter pro Secunde 0,25 Cubikmeter Waſſer durchlaſſen joll? 

Es ift: 

— 0,25 
u V2gh® 0,4.4,429 V0,23 
Rimmt man nah Eytelwein u, —= 0,42 an, fo folgt: 
0,25 


b= —— —⸗ — 150 Meter. 
0,42.4,429 V0,23 


= 1,58 Meter. 


Maximum und Minimum der Contraction. Bet dem Ausfluffe 
des Waflers durch Mündungen in einer ebenen Wand fteht die Arc des 
Strahles rechtwinkelig auf der Wandfläche, und es ift deshalb die Größe der 
Contraction eine mittlere; bildet aber die Are der Mitndung oder des Strahles 
einen fpigen Winkel mit dem die Mündung enthaltenden Theile der Wand, 
fo fällt die Contraction Feiner aus, und ift der Winkel zwiſchen dieſer 
Are und den inneren Randflächen der Deffnung ein ſtumpfer, fo ftellt 
fi) eine noch; größere Contraction heraus. Den einen Fall vepräfentirt 
Fig. 781, und den anderen Fig. 782. Jedenfalls Hat dieſe Verſchiedenheit 
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der Contractton darin ihren Grund, daß dort die von ben Seiten zufließenden 
Waſſerelemente weniger, hier aber mehr von ihrer Richtung abgelenkt werden, 
wenn fie durch die Mündung gehen und zu einem Strahle ſich vereinigen. 

Die Contraction ift ein Minimum, d.'6. Null, wenn durch allımälige 
Aufammenziehung der die Miindung umfaflenden Wand das Zufließen von 
der Seite ganz verhindert wird, unddagegen ein Marimun, wenn die Wand der 
Richtung des Strahles entgegen gerichtet ift, fo daß gewiſſe Waflerelemente 
fi um 180% wenden müſſen, um in die Mündung zu gelangen. Beide 

Fig. 781. Fig. 782. Fig. 783. Tig. 784. 





Fälle find in den Figuren 783 und 784 abgebildet. In dent erften Falle 
ift der Ausflußcoefficient beinahe 1, nämlich 0,96 bis 0,98, und im zweiten- 
hat er fich bei den Mefjungen von Borda, Bibone und von dem Verfaſſer 
im Mittel = 0,53 herausgeftellt. 

In der Praris kommen, durch convergente Wände herbeigeführt, Verän⸗ 
derungen der Ausflußcoefftcienten jehr oft vor, namentlich tritt der Fall bei 
Schügen ein, wenn diefe gegen den Horizont geneigt find, wie 3. B. Fig. 785 
vor Augen führt. Poncelet fand für eine derartige Schugöffnung den Aus⸗ 
flußcoefficienten u — 0,80, wenn das Schugbret unter 450 geneigt war, 

Fig. 785. Fig. 786. 





und dagegen au nur — 0,74 bei einer Neigung von 631/, Grad, d. h. bei 
einer Böſchung von 1/;. Füur derartige Ueberfälle, Fig. 786, wo ebenfalls 
wie bei der Poncelet’fchen Schüge nur an einer Seite Contraction eins 
tritt, fand der Berfaffer u —= 0,70, alfo uı = Yu —= 0,467 bei einer 
Neigung von 45°; und u — 0,67, alfo uı — 0,447, bei einer Neigung 
von 631/, Grad. 
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Nah M. Boilcau (f. defien Traitö de la mesure des eaux courants) 
läßt fid) für einen Ueberfall, welcher aufwärts und zwar. fo geneigt ift, daß 
das Verhältniß feiner Verticalprojection zur Horigontalprojection 3, aljo 
der Neigungswinfel 711,5 Grad beträgt, der Ansflußcoefficient — 0,973mal 
dem Ausflußcoefficienten für einen ſenkrechten Ueberfall jegen. Ferner fIgert 
Boileau aus feinen Verfuhen für ſenkrechte, gegen den Strom ſchräg ge 
ſtellte Ucberfülle,, daß bei der Schräge von 45 Grab der Ausflußcorfficient 
0,942, und bei der von 65 Grad gar nur 0,911 von dem Werthe dee 
Ausflußcoefficienten des normalen Ueberfalles zu fegen ift, wobei natürlid) 
die Ränge der ganzen Ueberfallfante ala Mindungslänge angefehen wird. 

Beifpiel. Wenn das unter dem Wintel von 50 Grad geneigte Schutzbrett, 
welches quer über ein 0,75 Meter breites Gerinne weggeht, um 0,15 Meter ge: 
zogen wird, und fi) Hierauf der Wafferjpiegel um 1,2 Meter über den Gerinnz 
boden ftellt, fo läßt fi die (vertical gemefiene) Oeffnungshöhe: 

a= 0,15. sin. 50° — 0,115 Meter, 
und die mittlere Drudhöhe: 

kh=12— % .0115 = 1,1425 Meter 
fegen. 

Nimmt man den Ausfluhcoefficienten u — 
in einer Secunde: 


Q = 078.075 . 0,115. 4,429 V 





,73 an, fo folgt die Ausflugmenge 






= 0,318 Cubilmeter. 


Contractionsscala. Die Contraction eines Wafferftrahles ift un 
fo größer, je mehr die Richtung des von der Seite zuftrömenden 
Waſſers von der Bewegungsrichtung des Strahles abweicht. Bei 
dem Ausfluſſe dur die Mündung C, Fig. 787, in der ebenen dilnnen 
Wand beträgt der Winfel Ö, um melden die Bervegungsrichtung der von 

Big. 787. 


der Seite zuftrömenden Waflerelemente von der Aren- oder Beweguugsrichtung 
des Strahles abweicht, den Rechtwinkel (3). bei der Mundung A, welche 
von einer dlinnen Röhrenwand gebildet wird, mißt diefer Wintel d, 2 Rechte 
(2); bei dem Ausfluffe durd) ein conifd) divergentes Mundftüd B ift Ö zwi— 
{chen 1/, r und =, ferner bei dem Ausfluſſe durch ein coniſch convergentes Anſatz⸗ 
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ſtück D ift ö zwifchen O und =» und be} dem cylindriſchen Mundſtücke F 


mit innerer Abrundung ift er — 0 Grad zu fegen. 

Um das Gefeg Tennen zu lernen, nad) welchem die Contraction mit dem 
Winkel 6 abnimmt, hat der Verfaſſer an einer größeren Anzahl von Mund- 
ftiiden von 2 Gentimeter Mündungsweite unter verjchiedenem Drude (von 
1 bis 10 Fuß) eine ganze Reihe von Verſuchen angeftellt und die Ergebniſſe 
derjelben in folgender Tabelle zufammengeftellt: 





d | 180° |1571/,0| 1850 |1121/,0 450 |221/,0/11y,0| 53,0| 0° 

















900 Io 

















u |0,541| 0,546 |0,577| 0,608 |o,632) 0,684|0,753} 0,882} 0,924|0,949 



































0,966 


Diefe Tabelle giebt allerdings nur die Ausflußcoefficienten (1) an, welche 
den verjchiedenen Abweichungswinfeln 6 zukommen; die Contractionscoeffi- 
cienten find nod) ein bis zwei Procent größer, ba bei jedem Ausfluffe auch 
ein Heiner Berluft an Geſchwindigkeit eintritt. Um bei dem Eintritte des 
Waſſers in die Anfagftüde D und E feinen Berluft an Iebendiger Kraft 
zu erleiden, wurden diefe Stüde bei der Einmündung abgerundet, Die 
Reibung, welche das Wafler bei der Bewegung an den Wänden diefer Mund- 
ftide zu überwinden hat, wird im folgenden Gapitel beſtimmt werden. 


Anmerfung. Nah den Berehhnungen des Herrn Prof. Zeuner (f. „Eivil 

ingenieur“; Band II., Seite 55) läßt fi, den angegebenen Verſuchen zufolge, 
Mg = Mı,n (l + 0,33214 (cos. d)®? + 0,16672 (cos. d)*) 

jegen, wenn Kıın den Ausflußcoefftcienten für die Mündung in der dünnen ebenen 
Mand bezeichnet, wo die größte Ablenkung der Waflerfäden beim Ausflufie 
Yr — 900 ift, und dagegen ws den Ausflußcoefficienten für eine Mündung in 
der conifhen dünnen Wand ausdrüdt, wo bie größte Ablenkung der Waſſ erfäben 
beim Eintritt in die Mündung — d ift. 


Partielle Contraction. Wir haben jeither nur den Fall fennen 
gelernt, wo das Waller von allen Seiten her der Oeffnung zufließt und 
einen ringsherum contrahirten Strahl bildet, und müffen nun noch die Fälle 
in Unterfuchung ziehen, wenn das Wafler nur von einer oder einigen Seiten 
ber gegen die Deffnung ftrömt und deshalb einen nur theilweiſe contrahirten 
Strahl hervorbringt. Um diefe Contractionsverhältnifie von einander zu 
unterjcheiden, wollen wir den Fall, wenn der Strahl auf allen Seiten 
contrabirt, die vollftändige, und den Fall, wenn der Strahl nur auf einen 
Theil feines Umfanges zufammengezogen -ift, die unvollftändige oder par- 
ttelle Kontraction nennen. Die unvollftändige Contraction wird herbei- 


$. 441 


986 Siebenter Abſchnitt. Zweites Capitel. B- 441. 


geführt, wenn eine Mundung in der ebenen dunnen Wand durch andere 
Wände in der Richtung des Strahles auf einer ober mehreren Seiten ein- 
gefaßt ift. In Fig. 788 find vier gleich große Mündungen a, b, c, d im 
Boden AC eines Gefäßes abgebildet. Die Contraction beim Ausflufle 
durch die Mündung a in der Mitte des Bodens ift vollftändig, weil bei ihr 
das Waſſer von allen Seiten zuftrömen kann; die Contraction beim Aus— 
fluffe durch d, c und d ift aber unvolftändig, weil bei diefen das Wafler nur 
von drei, zwei ober einer Seite zuftrömen kann. Ebeuſo ift, wenn eine 
tectanguläre Seitenöffnung bis zum Boden des Gefäßes geht, die Contraction 
partiell, weil dann diefelbe auf der Seite im Boden wegfällt; wenn ferner 
die Schugöffnung bis zum Boden und bis an die Seitenwände des Gerinnes 
reicht, fo bleibt nur noch an einer Seite Contraction übrig. 

Die partielle Contraction macht ſich auf zweierlei Weife bemerklich. 
Erſtens giebt fie dem Strahl eine ſchiefe Richtung, und zweitens bewirkt 
fie einen ftärferen Ausfluß. 

Fig. 788. ig. 789. 





Reicht z. B. die Seitenöffnung F, Fig. 789, bis an den Boden CD, 
fo daß dafelbft eine Contraction nicht eintreten kann, fo weicht die Are FG 
des Strahles um einen Winkel 7 FG von ungefähr 9 Grad von ber Nor 
malen FH der Mündungsebene ab. Biel größer ſtellt ſich aber noch die 
Schiefe des Strahles heraus, wenn zwei benadjbarte Seiten der Mündung . 
eingefaßt find. Iſt die Mundung an zivei gegenüber liegenden Seiten ein- 
gefaßt, und die Contraction an denſelben aufgehoben, fo tritt natliclich eine 
folche Abweichung nicht ein, wohl aber nimmt der Strahl auf den nicht ein- 
gefaßten Ceiten in einiger Entfernung außerhalb der Mündung noch mehr 
Ausbreitung an, als wenn biefe Einfaffung nicht vorhanden wäre. Wenn 
aud) durch die partielle Contraction eine größere Ausflugmenge erzielt wird, 
fo muß man fie doch in der Regel zu vermeiden fuchen, weil durch fie der 
Strahl eine abweichende Richtung und eine große Ausbreitung erleidet. 

Berfuche über den Ausflug des Waſſers bei partieller Contraction find 
von Bidone und von dem Verfaſſer angeftellt worden. Cie haben gezeigt, 
daß die Ausflußcoefficienten mit dem Verhältniſſe des eingefaßten Theiles 
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zum ganzen Umfange faft gleihmäßig zunehmen; dod) ift leicht zur ermeflen, 
daß diefe Beziehung eine andere wird, wenn der Umfang beinahe oder ganz 
eingefaßt und die Contraction beinahe oder ganz aufgehoben iſt. Setzen wir 
das Berhältnig der Einfaffung zum ganzen Umfange = n, und verftehen 
wir unter x eine Erfahrungszapl, jo können wir, wenn auch nur annähernd, 
das Verhältniß des entprechenden Ausflußcoefficienten u der partiellen 
Contraction zum Ausflußcoefficienten ga, bei vollftändiger Contraction: 
Fa: —=1+ xn, und folglih un —= (1 + xn) u Segen. 

Die Berfuhe Bidone's geben für Kleine kreisfirmige Mündungen 
x = 0,128 und fir quadratifche x — 0,152; die des Verfaſſers haben 
für Meine vectanguläre Mündungen x — 0,134, für größere (Poncelet- 
miündungen) bei 0,2 Meter Breite und O,1 Meter Höhe aber x = 0,157 
geliefert (f. die Zeitfchrift: „der Ingenieur“, Bd. 2). In der Anwendung 
fommen faft nur rectanguläre Mitndungen mit Einfaffungen vor; wir werden 
für fie den mittleren Werth « — 0,155 annehmen und hiernad) 

u. — (1 + 0,155.n)i 

ſetzen. Bei einer rectangulären Seitenöffnung von der Höhe @ und Breite 


4 


d iſt — wenn die Contraction an einer Seite db wegfällt, 


wenn 3. B. diefe Seite in der Ebene des Bodens liegt, ferner n — 14, 
2a+b 
2(a + d)' 
wenn auf einer Seite b und auf beiden Seiten a die Sontraction verhindert 
wird, wenn z. B. die Mündung die ganze Breite des Reſervoirs einnimmt 
und bis zur Bodenebene reicht. 


Beiſpiel. Welchces Waſſerquantum liefert eine 0,8 Meter breite, 0,2 Meter 
hohe verticale Schugöffnung bei einem Drude von 0,45 Meter über der oberen 
Mündungsfeite, wenn die Mündung bis zum Gerinnboden reiht und daher die 
Contraction am Boden mwegfällt? 

Die theoretiiche Ausflußmenge ift: 


Q= 02.08.4429 V0,45 + 0,1 = 0,525 Cubifmeter. 


Nach der Boncelet’jchen Tabelle ift bei vollftändiger Eontraction u = 0,607 
zu fegen; nun bat man aber: 08 
R=508 to) 
daher ift für den vorliegenden Fall: 
ün = (1 + 0,155 . 0,4) . 0,607 = 0,645 
und das effective Ausflußquantum: 
Q, = 0,645 . 0,525 = 0,339 Eubifmeter. 


wenn eine Seite a und eine Seite b eingefaßt find, und n — 


Unvollkommene Contraction. Die Contraction des Waflerftrahles 8. 442. 
ift auch noch davon abhängig, ob das Waffer vor der Mündung ziem- 
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Lid) in Ruhe fteht, ober ob es mit einer gewiffen Geſchwindigkeit vor 
derfelben ankommt. Je fehneller das Waſſer der Ausflußöffnung zuftrömt, 
defto weniger ift der Strahl zufammengezogen, und deſto größer fällt auch 
die Ausflugmenge aus. Die oben angegebenen und unterjuchten Con- 
tractiond- und Ausflußverhäftniffe beziehen ſich nur auf den Fall, wenn ſich 
die Mündung in einer großen Wand befindet, und daher angenommen 
werben ann, daß das Waffer nur mit einer fehr Heinen Geſchwindigkeit der 
Mündung zuflicht. Wir müffen nun aud) die Contractions- und Ausfluß- 
verhäftniffe kennen lernen, wenn der Mundungsquerſchnitt nicht viel Meiner 
ift als der Querſchnitt des zufließenden Waſſers, und folglic das Waſſer 
ſchon mit einer beträchtlichen Geſchwindigkeit an der Mündung anfommt. 
Un diefe beiden Fälle von einander zu unterfcheiden, wollen wir die Con- 
traction bei ftilftehendem Oberwaffer die vollfommene und bie bei bewegtem 
Oberwaſſer die unvolltommene Contraction nennen. Unvolltommen 
ift z. B. die Contraction beim Ausflug aus dem Gefäße AC, Fig. 790, 
Fig. 790. weil der Querſchnitt F der Mündung nicht viel 
Heiner if} al8 der Querſchnitt G des anfommenden 
Waſſers ober der Inhalt der Wand CD, in welcher 
ſich diefe Mitndung befindet. Hätte dagegen das 
Gefäß die Form AB C,D,, wäre alſo der Inhalt 
der Vodenflähe O,D, viel größer als der Miün- 
dungsquerſchnitt F, fo wide der Ausflug mit 
vollfonmener Contraction vor ſich gehen. Uebrigens 
unterſcheidet ſich der unvolltommen contrahirte 
Waſſerſtrahl nicht bloß durch feine größere Stärke, 
fondern auch dadurch von dem vollfommen contrahirten Waflerftrahle, daß 
er nicht fo durchſichtig und kryſtallähnlich ift wie biefer. 
Sept man das Verhältniß wien, den Flächenräumen der Mündung F 


und der Mindungewand G, alfo 7 —=.n, den Ausflußcoefficienten bei 


vollfonmener Eontraction = to und den bei umvollfonmener Contraction 
= 4, fo kann man mit großer Genauigkeit, den vom Verfaſſer hierüber 
angeftellten Verſuchen und Rechnungen zufolge, jegen: 
1) für Freisförmige Mündungen: 
Un = #0 [1 + 0,04564 (14,821 — 1)] und 
2) fir vectanguläre Mündungen: 
Un = io [1 + 0,0760 (9 — 1)]*). 
Zur Erleichterung der Rechnung in Fällen der Anwendung find die Cor- 


*) Berfuche über bie unpofltommene Contraction bes Waffers u. |. w. Leipzig 1843. 


oo 
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rectionen Er ER der Ausflußcoefficienten wegen Unvollfonmmenheit der 


0 
Sontraction in folgenden Heinen Tabellen zuſammengeſtellt. 


_ Tabelle I. 
Die Correctionen der Ausflußcoefficienten für freisrunde Derfnungen 
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Tabelle II. 
Die Correctionen der Ausflußcoefficienten fiir rectanguläre Deffnungen. 
































n | 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,85 | 0,50 
Hn — Ho | ar! | oaln az 
= |009|0,019|0,030 0,042 |0,056 0,071 10,088 0,107 0,128 0,152 
0 i 
= —— — —— ———— GEN 
n ı 0,55 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 Ä 0,85 | 0,%0 | 0,95 | 1,00 
I | i ı \ 
— | | | | 
= —e 10178,0208 0,241 0,278 0819|0,365 oais o/nrs [0,87 0,608 
ro N 





In diefen Tabellen ftehen oben verjchiedene Werthe von den Duerfchnitte- 
verhältniſſen — z und unmittelbar darunter die entfprechenden Zuſätze 


der Ausflußcoefficienten wegen der Unvollfommenheit der Gontraction. 3.2. 
für das Querſchnittsverhältniß — 0,35, d. i. für den Fall, wenn ber 
Inhalt der Mündung 35 Hundertel vom Inhalte der ganzen Mündungs- 
wand ıft, hat-man bei freisfürmigen Mündungen 


En — Fo _ 0,075, 
Ko 


und bei rectangulären Mündungen — 0,088; es ift aljo der Ausflußcocf- 
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ficient bei volltommener Contraction im erften Falle um 75 Taufendtel und 


im zweiten um 88 Taufendtel größer zu machen, um den entfprechenden Aus- 
flußcoeificicienten bei unvollfommener Gontraction zu erhalten. Wäre der 
Ausflußcoefficient &, S 0,615, fo hätte man daher im erften Sale: 

Ud as — 1,075 . 0,615 = 0,661, 
und im zweiten Falle: 

Ko,ss = 1,088 . 0,615 — 0,669. 


Beifpiel. Welde Ausfluhmenge giebt die recianguläre, 0,4 Meter breite, 
0,15 Meter hohe Eeftenmündung F, wenn diejelbe in einer rectangulären Wand 
Fig. 791 CD, Fig. 791, von 0,6 Meter Breite 
de und 0,3 Meter Höhe ausgefänitten ift, 
N B und die Drudhöhe EH — h im file 
ftehenden Wafier 0,6 Meter beträgt ? 
Die tHeoretifche Waffermenge ift: 
Q = 04.0,15.4,129 Voß 
= 0,206 Eubifmeter. 
Der Ausflußcoefficient bei volllom⸗ 
mener Eontraction ift nah Poncelet: 
Sm = 0610, 
ferner das Querfehnittsverhältniß: 
F _04.015 _ 
non osss. 
Hierfür folgt aus vorftehender —— I: 
er 7 Ko _ vor +5 (0088 — 0,071) = 0,082, 
wehhalb der Ausflußcoefficient der unvoftommenen Gontraction im vorliegenden 
Falle Hess — 1,082 . 0,610 = 0,660 zu fegen ift. 
Das effective Ausflukquantum ergiebt ſich demnach zu: * 
Q = 0,660 . 0,206 = 0,136 Gubitmeler. 





Ausfluss des bewegten Wassers. Wir haben feither angenommen, 
daß die Drudhöge im ftillftefenden Waffer gemefjen worden ift, und 
miffen nun nod) den Fall abhandeln, wenn nur der Wafferftand des beweg ⸗ 
ten, ber Mundung mit einer gewiffen Geſchwindigkeit zufließenden Waflers 
gemeffen werben Tann. Gegen wir eine rectanguläre Seitenöffnung 
voraus, bezeichnen wir deren Breite durch d und die Wafferftände in Hinſicht 
auf die beiden horizontalen Kanten durd) Ak, und Az, bie ber Geſchwindigkeit 
© des zufliegenden Waffers entſprechende Höhe aber durch %, fo haben wir 
die theoretifche Ausflußmenge: 

Q= hbV2glih + MR — (h, + MR). 
Diefe Formel läßt fid) aber nicht unmittelbar anwenden zur Beſtimmung 
der Waffermenge, weil die Geſchwindigkeitshöhe 


a 1 ,Q\? 
==) 
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wieder von Q abhängt, und. die weitere Umformung auf eine complicirte 
höhere Gleihung führt; es ift daher weit einfacher, wenn nıan die effective 
Waſſermenge 
Qı = mabV2gh 

fest, und unter p, nicht den bloßen Auefluß-, fondern einen vorzliglich vom 
Duerjchnittsverhältniffe abhängigen Coefficienten verfteht. Am häufigften 
fommt diefer Fall vor, wenn e8 darauf abgefehen ift, das in Gerinnen und 

Sanälen fließende Waſſer zu meffen, weil e8 hier nur felten möglich ift, das 
" Fig. 792. Waſſer durch) eine die Ausflugöffnung 
enthaltende Duerwand 3 C, Fig. 792, 
jo hoch aufzuftauen, daß die Mün— 
dungsfläcdye Fnur einen Kleinen Theil 
von dem Querſchnitte des zufließenden 
Waſſerſtromes ausmacht und daher 
die Gefchwindigfeit des legteren fehr ° 
Hein gegen die mittlere Geſchwindigkeit 
ausfällt. 

Aus den von Verfaſſer hierüber angeftellten Berfuchen mit den Pon- 

celet’fchen Mündungen, wobei die Drudhöhe ein Meter oberhalb der Miin- 
dungsebene gemefien wurde, hat ſich ziemlich genau 


Er — Fo _ 0,641 * — 0,641 . 
Ko 


ergeben, wobei n = — — das Duerfchnittöverhättniß, ı welches jedoch) nicht viel 





über '/, fein fol, ferner Bo den aus der Boncelet’jchen Tabelle genom⸗ 
menen Außsflußcoefficienten bei vollfonmener Contraction und u den der- 
ſelben Mündung im vorliegenden Falle entjprechenden Ausflußcoefficienten 
bezeichnet. Iſt d die Breite, a die Höhe der Mitndung, di die Breite und 
a, die Höhe des Waflerftromes und bezeichnet A die Höhe des Wafferfpiegels 
iiber der Mitte der Mündung, fo hat nıan hiernad) die effective Ausfluß- 


menge: 
=. a |ı + 0,641 )| V29R. 


b, 
Folgende Tabelle dient zur Abkürzung der Rechnung in Fällen der An- 
wendung. 





—— 


0,50 


0,180 0,100 


- — 
n 6 0,20 | 0,25 | 0,30: 





018 

















Er —_E0 0.002 
Ko 





0,014 








0,026 | 0,0401 0, 








0,079 





0,103 | 


Beijpiel. Um das dur ein 0,9 Meter breites Gerinne zugeführte Wafler- 
guantum zu finden, hat man eine Spundwand mit einer 0,6 Dieter weiten und 
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0,3 Meter hohen rectangulären Mündung eingefegt und dadurd das Waſſer jo 
aufgeftaut, daß e3 beim Eintritte des Beharrungsjuftandes um eine Höhe von 
0,75 Meter liber der Sohle und 0,5 Meter über der unteren Kante der Mündung 
ftand. Wie viel Wafler ging durch das Gerinne? 

Die theoretiihe Wafjermenge ift: 

Q=abV2gh = 03.0,8.4429V0,5 — 0,15 — 0,472 Eubikmeter. 

Der Ausflußcoefficient bei volllommener Eontraction läßt fih nah der Pon⸗ 

celet’fhen Zabelle u, = 0,60 jegen, und da daß Querſchnittsverhältniß 


0,3 .0,6 
_ _ — UL: NT — 09 
Adel + Baal y 7 7 
ift, jo folgt der Ausflußcoefficient für den vorliegenden Fall: 
Han = (1 + 0,641 . 0,2673) 0,60 = 1,046 . 0,60 — 0,628 


und das effective Ausflußquantum: 
Q, = 0,628.0,472 = 0,296 Cubitmeter. 


Die unvolllommene Eontraction fommt auch bein Ausfluffe durch Ueber- 
fälle, wie Fig. 793 vor, wenn der Querſchnitt 7° des über der Schwelle 
bei C wegfließenden Waſſers ein an- 
jehnlicher Theil vom Duerfchnitte @ 
des zufließenden Waflers if. Die 
Ueberfälle künnen aber entweder mır 
einen Theil der Breite des Reſervoirs 
oder Canales einnehmen, ober fie 
fönnen über die ganze Breite des 
Gerinnes weggehen. In dem letten 
Falle ift auch die Contraction an den Seiten der Mündung Null, und es 
fließt alſo aus dieſem Grunde mehr Waſſer durch, als bei den Ueberfällen 
der erſten Art. Auch über dieſe Ausflußverhältniſſe hat der Verfaſſer Ver⸗ 
ſuche angejtelt, und aus den Ergebnifien derjelben Formeln abgeleitet, wo- 
durch ſich mit ziemlicher Sicherheit mit Hitlfe des Querſchnittsverhältniſſes 


n—= 2 der entjprechende Ausflußcoefficient berechnen läßt. 


Iſt Ar die Drudhöhe EH über der Ueberfallſchwelle, a, die ganze Wafler- 
höhe, b die Breite des Lleberfalles und di die des zufließenden Waflers, fo 
haben wir hier: 


Gig. 793. 





F hb 
n = — — 


G Mb 
und 1) für die Poncelet’fchen Ueberfälle: 


Un — Wo F\* 4 
7 1,718 (3) T18.n“, 
dagegen 2) für die die ganze Öerinnbreite einnehmenden Üeberfälle: 


Zr — 0,041 + 0,3693 n?. 
0 
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Es iſt daher im erſten Falle die Ausflußmenge: 
Bb VI, — 
9 = Hs in . b I + 1,718 )] V2gR° 
a b, 
und im zweiten Yale: 
. 2 — 
9 — Yin . b [1041 + 0,3693 (-)] V2grs, 
1 
wo h ben etwa 1 Meter vor dem Ueberfall gemefienen Waflerftand ZU 
über der Ueberfallichwelle F° bezeichnet. 
In folgenden Tabellen find die Correctionen m für die einfachften 


0 
Werthe von n zufammengeftellt. 


Zabelle I. 
Correctionen ber Ausflußcoefficienten für die Boncelet’fchen Ueberfälle. 


— ————— ———— — 
n 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 0,50 


Em Bo 0000 0000 ooꝛ 0,003 | 0,007 10,014 | 0,026 | 0,044 | 0,070 |0,107 
Ko 















































Zabelle II. n 
Correctionen für Ueberfälle über die ganze Wand, oderohne Seitencontraction. 


0,00 | 0,05 0,10 ' 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 0,45 | 0,60 








0,35 | 0,40 





n 2 











Un — Ho 
Ko 


Beilpiel. Um das in einem 1,5 Meter breiten Canale fortgeführte Wafler- 
quantum zu beftimmen, bat man eine Spundwand mit einer nad) außen abge: 
Ichrägten Kante eingezogen, und das Waſſer Über dieſe wegfließen lafien. Nachdem 
das Steigen des Obermwaffers aufgehört hatte, ergab fi der Waflerftand über 
dem Gerinnboden 1,1 Meter und über der Schwelle 0,45 Meter; e8 war daher 
die theoretiiche Ausflußmenge: 

Q = %,.15.4,429.0,45% = 1,337 Eubitmeter. 
Der Ausflußcoefficient fällt hier, da . = = — 0,409 ift, und nad) $. 438, 
Tabelle 2, u, = % . 0,391 = 0,586 genommen werden kann, zu 
Kun — (1,041 + 0,3693 . 0,4092) . 0,586 — 1,103.0,5386 = 0,646 
aus, daher ift die effective Waflermenge: 
Q, = 0,646.1,337 = 0,864 Cubikmeier. 
Weisebach'se Lehrbuch der Mechanik. I. 63 


0,045 0,086 10,10010,116 





000 0,056 | 0,064 | 0,074 


























0,041 | 0,042 0,183 
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8. 445. Versuche von Lesbros. Eine große Anzahl von Berfucen über den 
Ausflug des Waſſers durch rectanguläre Mündungen im ber dünnen 
Wand mit verfchiebenartigen inneren und äußeren Einfaffungswänden (ba 
partieller und unvollkommener Contraction des Waflerftrahles) find von em 
Herrn Lesbros (f. defien Experiences hydrauliques sur les lois del'tcon- | 
lement de l’eau) ausgeführt worden. Wir theilen hiervon im folgender 
nur bie Hauptrefultate der an einer rectangulären Mundung von 2 Tri 
meter Weite angeftellten Berfuhe mit. Die fo verfchieden eingefapten 
Mündungen find in der Fig. 794 durch die Buchftaben A, B, Cu ſ. n 
von einander unterfchieden, und zwar bezeichnet: 


Tig. 794. 





A eine gewöhnliche Mündung ohne alle Einfaffung (wie in $. 437); 

B eine ſolche Mündung innen an einer Ceite mit einer verticalen Wand 
befleidet, welche 2 Gentimeter von der einen Seitenfante der Mündung 

°  abfteht, und rechtwintelig gegen die Mitndungsebene gerichtet ift; 

C die erfte Mündung auf jeder Seite mit einer ſolchen Wand eingefaßt; 

D die Mündung A innen auf beiden Seiten mit verticalen Wänden eim 
gefaßt, welche unter einem Winkel von 90 Grad gegen einander conver: 
giren und hierbei unter einem Winkel von 45 Grad, und zwar in dem 
Abftande — 2 Centimeter von den Seitentanten der Mündung, an die 
Miündungsebene anftoßen; 

E die Mündung A mit einer horizontalen Wand, welche quer über dem 
Ausflußrefervoir weggeht und genau bis an die untere Mündungskante 
reicht ; 

F die Mündung B, 

G die Mündung C, und 


H die Mündung D mit einer horizontalen Wand wie in Z, welche die 
Contraction an der unteren Mitnbungsfante ganz aufhebt. 


— 3 


y 
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Tabelle der Ausflußcoefficienten für den freien Ausfluß durd die 
Mündungen A, B, C u. |. w. 
nn nn ne EEE 





Drudhöhe 


über der oberen 


Mün- 
dungsfante, 
oberhalb ber 
Mündung: 
ebene 
gemeſſen. 


Meter. 
0,020 
0,050 
0,100 
0,200 
0,500 
1,000 
1,500 
2,000 
3,000 


0,020 
0,050 
0,100 
0,200 
0,500 
1,000 
1,500 
2,000 
3,000 





Mündungshöbhe. 


| Meter. 


0,200 


0,050 





Ausflußcoefficienten für die Mündungen: 


a\zlo|»|e|r lu 


0,572 
0,585 
0,592 
0,598 
0,603 
0,605 
0,602 


.| 0,601 


0,601 


0,616 
0,625 
0,630 
10,631 
0,628 
0,625 
0,619 
0,613 
0,606 


0,5837| — |0,589 
0,593 | 0,681 | 0,595 
0,600 | 0,631 | 0,601 
0,606 | 0,632 | 0,607 
0,610 | 0,631 | 0,611 
0,611 0,628 | 0,612 
0,611 [0,627 | 0,611 
0,610 | 0,626 | 0,611 
0,609 | 0,624 | 0,610 


0,627 | 0,647 | 0,631 
0,630 | 0,646 | 0,632 
0,633 | 0,645 | 0,633 
0,635 | 0,642 | 0,633 
0,634 | 0,637 | 0,632 
0,628 | 0,635 | 0,627 
0,622 | 0,634 | 0,621 
0,616 | 0,634 | 0,615 
0,609 | 0,632'| 0,608 


0,599 
0,608 
0,615 
0,621 
0,623 
0,624 
0,624 
0,619 
0,614 


— — 


0,664 
0,667 
0,669 
0,670 
0,668 
0,666 
0,665 
0,664 
0,662 


0,622 
0,628 
0,633 
0,636 
0,637 
0,637 
0,636 
0,634 


0,663 
0,669 
0,674 
0,676 
0,676 
0,672 
0,670 
0,670 
0,669 


63* 


0,708 
0,680 
0,676 
0,672 
0,668 
0,665 


0,690 
0,688 
0,687 
0,682 
0,680 
0,678 
0,674 
0,673 


0,636 
0,639 
0,643 
0,644 
0,642 
0,641 
0,640 
0,638 


0,678 
0,677 
0,677 
0,675 
0,671 
0,670 
0,670 
0,669 
0,668 
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II. 


Tabelle der Ausflußcoeffieienten für den Ausfluß durch die Mundungen 
4, B, C u. f. w. mit äußeren Anfaggerinnen. 


Die Gerinne ſchloſſen fid) genau an die Mündungen an, die dadurch ihre 
Abſchrägungen an den Seiten und am Boden verloren. Sie waren ent 
weder horizontal und 3 Meter lang oder, und zwar bei den mit * bezeich- 
neten Verſuchen, um 0 ihrer nur 2,5 Meter betvagenden Länge geneigt. 

— 


: die Mündungen : 


FIiFFiG|#|H 
_—— — — 


0,100 0,542 |0,45| 0,563|0,538[0,574|0,534|0,569| 0,560 0,5930,552 
0,200 0,574 |0,578| 0,591 [0,566 |0,592 0,562] 0,589 |0,589|0,617l0,582 
0,500 0,599 |0,602[0,621 |0,592|0,607 |0,591 |0,608) 0,591 |0,32/0,613 
1,000 0,601 [0,609[0,628|0,600|0,610|0,601 10,615) 0,601 |0,6380,623 
1,500 0,601 [0,610|0,627 [0,602] 0,610|0,604|0,617| 0,604! 0,641l0,624 
2,000 0,s01 [0,610] 0,626|0.602|0,609|0,604|0,617|0,604|0,642J0,624 
3,000. 0,601 |0,609| 0,624 |0,601 |0,608|0,602|0,616|0,602|0,641l0,622 


0,200 


B 0,555 |0,557 |0,487 |0,585|o,483|0,579|0,512| — |o,19& 


0,020 
0,050 
0,100 
0,200 
0,500 
1,000 
1,500 
2,000 
3,000. 


0,577 |0,600|0,60310,571 [0,614|0,5700,611 |0,582  0,62510,577 
0,624 0,625|0,628]0,605|0,632|0,609 0,628 |o,621 0,6916 
0,0505 9691 |0,633|0,637|0,6170,645|0,623|0,643|0,637 |0,61910,629 
"T0,6250,630| 0,635 0,626 | 0,652) 0,630) 0,650 0,647 |0,65810,636 
0,624|0,627|0,635) 0,628|0,651 |0,633|0,651 |0,649|0,656/0,638 
0,619 [0,622 0,634 |0,627 0,650 0,632 |0,651 |0,647 |0,656/0,637 
0,613|0,6160,634|0,623[0,650|0,631 [0,651 |0,644|0,65610,635 
0,606 |0,609| 0,632 |0,618|0,649| 0,628 0,651 |0,839 ossspssz 








0,020 (0,480 |0,489|0,496|0,80|0,527] — | — | — | — ſoass 
0,050 0,511 [0,517[0,531[0,510[0,553|0,509|0,4610,528] — [0,520 





























* 
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Beiſpiel. Welches Ausflußquantum giebt eine rectanguläre Mündung von 
2 Decimeter Breite und 1 Decimeter Höhe, wenn die untere Kante derſelben 
0,35 Meter unter dem Waſſerſpiegel und mit dem Boden des Ausflußgefäßes 
in einerlei Höhe fteht, und zwar 1) beim freien Ausflufie und 2) beim Außfluffe 
durch ein kurzes horizontales Anſatzgerinne? Man hat ed hier mit der Mündung 
E zu thun, wobei die Drudhöhe über der oberen Sante = 0,85 — 0,10 
— 0,25 Meter ift. Die Tabelle I. giebt für den Werth 0,20 Meter diejer Höhe 
bei der Mündungshöhe — 0,20 Meter, den Ausflußcoefficienten u = 0,621, 
und dagegen bei der Mündungsböhe — 0,05 Meter, u = 0,670; daher mödte 
für den erften Fall der Aufgabe 

0,621 + 0,670 
H= — 
Die Tabelle II. giebt dagegen bei der Waſſerhöhe 0,25 Meter Über der oberen 
Mündungslante durch Interpolation für u die Werthe: 
: 0,566 + %%. (0,592 — 0,566) = 0,570, und 
0,617 + 5/,, (0,626 — 0,617) = 0,619, 
folglich ift für den zweiten Fall 
_ 0,570 4 0,619 
— 2 


— 0,645 zu ſetzen fein. 


Mg = 0,594 zu jegen. 


Der Querſchnitt der Mündung ift: 
F= ab = 0,20.0,10 = 0,020 Quadratmeter, 
und die mittlere Drudhöhe ift: 
h = 0,850 — 0,050 = 0,300 Meter, 
folglich die theoretiiche Ausflußmenge: 
Q = FV2g9h = 0,02 V2.9,81.0,3 — 0,02 V5,886 
— 0,02.2,425 — 0,0485 Eubifmeter; 
ſowie die effective Ausflußmenge, im erften Falle: 
Q, = mQ = 0,645.0,0485 — 0,0818 Eubilmeter, 
und Dagegen im zweiten alle, d. i. bei einem Anſatzgerinne: 
Q, = 40 = 0,594.0,0485 — 0,0288 Eubitmeter. 

Nah der Formel un = (1 + 0,155) u, in $. 441 für den Ausflug bei 
partieller Gontraction läßt fi, da hier vom ganzen Mündungsumfang %, — 
eingefabt ift, um = u = (1 + 0,052) uo —= 1,052 u, jegen. Run ift aber 
für eine folde Mündung bei vollftändiger Eontraction nad Xabelle I., $. 437, 
#0 = 0,616, daher folgt biernad): 

u, = 1,062. 0,616 — 0,648 und 
Q, = un Q = 0,648.0,0485 — 0,0314 Cubitmeter, 
aljo wenig größer als nad der Lesbros'ſchen Tabelle. 


Herr Lesbros hat aud) noch mittel8 der Mündungen A, B, Cu. ſ. m. 
Berfuche über den Ausfluß bei Leberfällen, wobei der Waſſerſpiegel die 
obere Kante der Mündung nicht erreicht, angeftellt, und es find die Haupt- 
ergebniſſe derfelben in folgenden Tabellen zujammengeftellt worden. 
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I. Tabelle der Ausflußcoefficienten (2/3 a) für den freien Ausflug 
durch Ueberfälle oder Wandeinſchnitte. 














Drudhöhe 

über der Ausflußcoefficienten für die Mündungen: 

Schwelle im | 

„uuiehenben 

ln 0o| >| 

N mel 4 3 1 | Di E|F | G 
Meter. i 

0,015 0,421 | 0,450 | 0,450 | 0,441 | 0,395 | 0,371 | 0,305 
0,020 0,417 | 0,446 :| 0,444 | 0,437 | 0,402 | 0,379 | 0,318 
0,030 0,412 | 0437 | 0,435 | 0,430 | 0410 | 0,388 | 0,337 
0,040 0,407 | 0,430 | 0,429 | 0424 | 0411 | 0,894 | 0,852 


0,050 0,404 | 0,425 | 0,426 | 0419 | 0,411 | 0,398 | 0,362 
0,070 0,398 | 0,416 | 0,422 | 0412 | 0,409 | 0,402 | 0,75 
0,100 0,395 | 0,409 | 0,420 | 0,405 | 0,08 | 0,405 | 0,382 
0,150 0,393 | 0,406 | 0,423 | 0,403 | 0,407 | 0,407 | 0,388 
0,200 0,390 | 0,402 | 0,424 | 0,403 | 0,405 | 0,408 | 0,383 
0,250 0,379 | 0,396 | 0,22 | 0,01 | 0,404 | 0,407 | o,81 
0,300 0,371 | 0,390 | 0,418 | 0,3898 | 0,408 | 0,406 | 0,378 


II. Tabelle der Ausflußcoefficienten (2/, u) für den Ausfluß durd) 
Ueberfälle mit kurzen Anfaggerinnen. 








Drudhöhe 
über der Ausflußcoefficienten für die Mündungen: 
Schwelle, im 
ſtillſtehenden 





W 
of gene alajceje)z rle|a 
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Die Bergleichung der Coefficienten in Tabelle I. und Tabelle II. zeigt, 
daß die Ausflugmenge bei Mindungen mit dem furzen Anfaggerinne Heiner 
ausfällt als bei Mundungen ohne diefes Gerinne, und zwar um fo Eleiner, 
je Heiner die Druckhöhe iſt; auch ift aus der Vergleichung zwischen den 
Columnen unter C und C*, fowie unter E, E*, F, FF und G, G*in 
den Tabellen des vorigen Paragraphen zu erfehen, daß die geneigten Anjag- 
gerinne den Ausfluß weniger flören als die horizontalen. 


Anmerfung. 1. Eine abweichende Theorie über den Ausfluß entwidelt 
©. Boileau in feinem Traite sur la mesure des eaux courantes. Hiernach ift 
die Geſchwindigkeit des ausfließenden Waſſers an allen Stellen des Querſchnittes 
eine und diejelbe, und zwar entiprechend der Tiefe der oberen Begrenzungslinie 
des Strahles in der Ebene der Mündung unter dem Wafferjpiegel im Ausfluß- 
rejerboir. Diejelbe Formel wendet Boileau auch auf Ueberfälle an; mobei er 
natürlich ftet8 die Kenntnig der Strahlhöhe in der Mündungsebene nöthig bat. 
Später, im 12. Bande der 5. Reihe von den Annales des mines, 1857, bat 
Herr Elarinval eine andere Formel für den Ausfluß durch Ueberfälle entwidelt, 
in welcher gar feine Erfahrungszahl # vorlommt, jondern flatt %, z der Factor 


a ı — 


— vorin A die Druchöhe und a die Strahldide über der Neberfall- 
V2(h?— a®) , 
ſchwelle bezeichnen, einzujegen if. S. den „Eivilingenieur“ Band V. Ich halte 
die Begründung diefer Formel nicht für richtig. 

Unmertung 2. Herr J. Francis giebt in feinem Werfe: „The Lowell 
Hydraulic Experiments, Boston 1855*, für den Ausflug durch breite Ueber: 
fälle folgende Formel an: 

Q = 3,33 (I — O,1nkh) hPle Eubilfuß engl., 

worin A die Drudhöhe über der Schwelle, I die Länge der legteren und n ent» 
weder O oder 1 oder 2 ift, je nachdem die Eontraction des Waflerftrahles an beiden, 
an einer, oder an feiner Seite aufgehoben’ if. Da für das engliihe Map 

V2g = 8,025 
ift, jo bat man folglich hiernach: 

3,33 __ 

2%, u = 8.025 — 0,415. 

Die Verſuche, worauf ſich diefe Formel gründet, find an 10 Fuß breiten Leber: 
fällen und bei 0,6 bis 1,6 Fuß Drudhöhe angeftellt worden. Die Ueberfallfante 
wurde durch eine ftromabwärts abgeichrägte eilerne Platte gebildet, das Reſervoir 
hatte eine Breite von 13,96 Fuß, und die Schwelle ftand 4,6 Fuß über dem 
Boden beflelben. Siehe den „Eipilingenieur”, Band II., 1856. 

Bakewell's Verfuhe über den Ausfluß durch Ueberfälle (f. polytechn. Gentral- 
blatt 18. Jahrgang 1852) liefern zum Theil ziemlich abweichende Rejultate. 

Anmerkung 3. An den Schügen der Hammerräder zu Remſcheid hat Herr 
Nönthen u 0,90 bis 0,98 gefunden. ©. Dingler’8 Journal, Bd. 158. 


87. 
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Drittes Capitel. 
Von dem Ausfluffe des Waſſers durch Möhren. 


Kurse Ansstzröhren. ?äßt man das Wafler durch eine kurze Ans 
fagröhre ausfliegen, jo treten ganz andere Verhäftniffe ein, als wenn es 
dur) Mündungen in der binnen, ober durch nad) außen abgefchrägte Mins 
dungen in ber diden Wand ausfließt. Iſt die Anfagrögre prismatifc und 
ihre Länge 21/5 bis 8mal fo groß als ihre Weite, fo giebt fie einen uncon- 
trahirten und unducchfichtigen Strahl, welder eine Heinere Sprungweite und 
daher auch eine kleinere Geſchwindigleit Hat, als der durch eine Miindung in 
der dünnen Wand unter übrigens gleichen Umftänden ausfließende Strahl. 
Hat alfo die Röhre KL mit der Mündung F, Fig. 795, gleichen Quer— 
ſchnitt, und ift aud) die Drudhöhe von beiden eine und diefelbe, fo erhält 

Big. 795. 


man in ZR einen trüben und uncontrahixten, alfo dideren und in FH 

einen Haren und contrahirten, alfo ſchwächeren Strahl, und es läßt fi auch 

Big. 796. wahrnehmen, daß die Sprungweite 

ER Heiner ift als die Sprungmeite 

DH. Dieſes Ausflußverhältniß tritt 

aber nur dann ein, wenn die Röhre 

die angegebene Länge Hat; ift bie 

Nöhre kürzer, vielleicht nur fo lang 

als weit, fo legt fid der Strahl ER 

Fig. 796, gar nicht an die Röhren: 

wand an, es bleibt die Röhre gan; 

ohne Einwirkung auf den Ausfluß 

und der Strahl fällt wie beim Ausflufe durch Mindungen in der blinnen 
Wand aus. 

Zuweilen findet auch bei Röhren von größerer Länge ein Ausfüllen der 

Röhre durch den Strahl nicht ftatt, nämlid, dann, wenn dem Waſſer feine 
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Gelegenheit gegeben worden ift, mit ber Rohrenwand in Berührung zu 
tommen; verſchließt man aber in diefem Halle die äußere Mündung duch 
bie Hand oder durch ein Brett auf einige Augenblide, fo bildet ſich nachher 
ein die Röhre volllommen füllender Strahl, und es findet ein fogenannter 
voller Ausfluß flat. Die Contraction des Waflerftrahles findet auch 
Big. 797. beim Ausfluß durch Röhren ftatt, 

nur fällt hier der contrahirte Theil 

in da8 Innere der Röhre. Man 

Kann ſich hiervon überzeugen, wenn 

man fi, gläferner Anfagröhren, 

wie KL, $ig. 797, bedient, und 

Heine Körper im Waffer ſchwimmen 

läßt, denn man bemerkt in diefem 

alle, daß nur in der Mitte des 

Duerfchnittes Fi nahe hinter der 

Eintrittöftelle X, nicht aber am Umfange deſſelben progreffive Bewegung 
vorhanden ift, daß hier vielmehr nur eine wirbeinde Bewegung ftattfindet. 
Es ift aber die Capillarität oder die Adhäfion des Waſſers an der Röhren- 
wand, welche bewirkt, daß das Waller da8 Ende FL der Röhre ganz aus- 
fullt. Das aus der Röhre fliegende Waller hat nur den der Atmofphäre 
gleichen Drud. Da nun der contrahirte Querſchnitt F, nur & mal fo groß 
als der Querſchnitt F der Röhre, und deshalb die Geſchwindigkeit ©, in ihm. 


2 mal fo groß iſt, als bie Ausflußgeicminbigfeit v, fo muß auch ($. 427) 


der Drud des Waflers in der Nähe von Fi Heiner als beim Austritte, oder 
als der Atmofphärendrud fein. Bohrt man bei Fı ein enges Loch in die 
Nöbre, fo findet auch wirklich fein Ausfluß durch daſſelbe, fondern vielmehr 
ein Einfaugen von Luft flatt, auch hört endlich der volle Ausflug und bie 
Einwirkung der Anfagröhre ganz auf, wenn man das Lod) weiter macht, 
oder mehrere Löcher anbringt. Ebenſo kann man auch das Wailer in der 
Nöhre AB zum Steigen und zum Ausfluß durd) die Röhre KL bringen, 
wenn man bie erftere bei F} in die legtere einmünden läßt. Der volle Aus— 
fluß Hört bei der einfachen cylindriſchen Möhre ganz auf, wenn die Drudhöhe 
eine gewiffe Größe erreicht, fiehe $. 466, Eapitel IV. 


Cylindrische Ansatsröhren. Ueber den Ausflug des Waffers durch $. 448, ' 


kurze cylindrifche Anfagröhren find von Vielen Verfuche angeftellt _ 
worden, doch weichen die Refultate derfelben ziemlich viel von einander ab. 
Namentlich find e8 die Boffut’fchen Ausflußcoefficienten, welche durch ihre 
Kleinheit (0,785) von den von Anderen gefundenen bedeutend abweichen. 
Aus den Verſuchen von Michelotti mit 11/, bis 3 Zoll weiten Röhren 
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und bei 3 6i8 20 Fuß Drudhöhe folgt im Mittel diefer Ausflußcoefficient 
# = 0,813. Die Verſuche von Bidone, Eytelwein und d’Aubuiffon 
weichen hiervon nur wenig ab. Im Mittel läßt ſich aber, namentlich auch 
den Verſuchen des Berfafjers entfprechend, der Ausflußcoefficient für kurze 
eylindriſche Anfagröhren u — 0,815 fegen. Da wir denfelben für 
runde Mündungen in der binnen Wand 0,615 gefunden Haben, fo folgt, 
daß unter übrigens gleichen Umftänden und Verhältniffen durch kurze Anſatz - 
röhren 935/,15 — 1,325 mal fo viel Waffer ausfliegt als durch runde Min- 
dungen in der dünnen Wand. Uebrigens wachſen biefe Ausflufcoefficienten, 
wenn die Röhrenweite Heiner wird und nehmen aud; wenig zu bei Abnahme 
der Drudhöhe oder Ausflußgeichtindigfeit. Nach den bei einem Drude von 
0,23 bis 0,60 Meter angeftellten Verſuchen des Verfaſſers ift fr Röhren, 
welche Intal fo lang als weit find: 





bei | 1 | 2 | 3 4 Gentimeter Weite 





#= [0843 [0,832 











0821 | 0,810 


Diefer Tabelle zufolge nehmen alſo die Ansflußcoefficienten merklich zu, 
wenn bie Röhrenweite Heiner wird. Ebenſo fand Buff bei einer 2,79 Linien 
weiten und 4,3 Linien langen Röhre die Ausflußcoefficienten allmälig von 
0,825 bis 0,855 zunehmend, wenn die Drudhöhe von 33 bis 11/, Zoll 
nad) und nad; herabſank. 

Beim Ausflufe des Waſſers durch kurze parallelepipedifhe An- 
fagröhren fand der Verfaffer einen Ausflußcoefficienten von 0,819. 

Sind die Anfagröhten KL, Fig. 798, inwendig theilweife einge 
faßt, ftoßen fie z. B. mit der einen Seite an den Boden CD des Gefäßes 
an, und wird dadurch eine partielle Contvaction herbeigeführt, jo fteigt, nach 
den Berfuchen des Verfaſſers, der Ausflußcoefficient nicht anſehnlich, wohl 
aber fließt das Waſſer an verjchiedenen Stellen des Querſchnittes mit ver⸗ 

Big. 798. Big. 799. 





8. 449.| Von dem Ausfluffe des Wafjers durch Röhren. 1003 


fchiedenen Geſchwindigkeiten, und zwar auf der Ceite C ſchneller aus, als 
auf der gegenüberliegenden. 

Wenn die inmere Stirnflähe einer Anjagröhre nicht in die Wandfläche 
fällt, fondern vorfteht, wie E, F, @, Fig. 799, fo nennt man dieſe Röhre 
eine innere Anfagröhre. Iſt die Stirnfläche diefer Röhre mindeftens 
I/smal fo breit als die Röhre weit, wie z.B. E, fo Bleibt der Ausfluß- 
coefficient derfelbe, al8 wenn die Stirnfläche in der Ebene der Wanb läge, 
ift aber die Stivnfläche fchmaler, wie 3. B. F und G, fo fällt der Ausfluß- 
coefficient Heiner aus. Bet einer fehr jchmalen faft verſchwindenden Stirn- 
flaäche wird derjelbe den Verſuchen Bidone's umd des Verfaſſers zufolge 0,71, 
wenn der Strahl die Röhre ausflillt; dagegen 0,53 (vergl. $. 447), wenn 
er fi) gar nicht an die innere Röhrenwand anlegt. Im eriten alle (F') 
ift der Strahl ganz zerriffen und befenförmig divergirend, im zweiten (G) 
aber ſtark zufammengezogen und ganz Tryftallrein. 


Widerstandscoefllcient. Da das Waſſer ohne Contraction aus der $. 449. 
prismatifchen Anſatzröhre tritt, jo folgt, daß bei dem Ausfluffe durch dieje 
Mundftüce der Contractionscoefficient — Eins und der Gefchwindigfeits- 
coeffictent 9 — dem Ausflußcoefficienten a iſt. Eine mit der Gefchwindig- 


keit v ausitrömende Wafjermenge Q ei die lebendige Kraft — — P 8 und 
kann dadurch die mechanische Arbeit 7 Qy (I. $. 76) vershten. Nun ift 
aber bei dem Ausfluffe die theoretijche Geſchwindigkeit gleich 5 daher ent⸗ 


2 
ſpricht der ausfliegenden Waſſermaſſe die Leiſtung Er . 37 .Qy, und e8: 


verliert ſonach die "aflermenge 2 durch den Ausflug die mech aniſche Arbeit: 
1 v7 1 v3 
G-3 rl) 
Beim Ausfluffe durch —* in der dünnen Wand iſt ꝙ im Mittel 
gleich 0,975, daher beträgt hier ber Arbeitöverluft: 


sr Sa) — 20 9 = 0,0825, a; 


beim Ausflufie durd) kurze eglinbrifiie Anfäge iſt —* 9 = 0,815 und 
es ftellt fich der entfprechende Verluſt an Arbeit in: 


(ss 5) 1]; 07 = 005 5, ar s 


d. i. nahe 1Omal fo groß heraus, "ie beim —8* durch Mündungen in 
der dünnen Wand. Bei Benutzung der lebendigen Kraft des ausfließenden 
Waſſers iſt es folglich beſſer, das Waſſer durch Mündungen in der dünnen 





1004 Siebenter Abſchnitt. Drittes Capitel. [8- 449. 


Band als durd; prismatiſche Anfagröhren ausfließen zu laſſen. Wenn man 
aber die inneren Kanten, womit die Röhre ar die Gefäßwand ftößt, abrundet 
und dadurch einen allmäligen Uebergang aus dem Gefäße in die Röhre 
hervorbringt, fo wird der Ausflußcoefficient auf 0,96 gefteigert und zugleich 
der Arbeitsverluſt auf 81/; Procent Herabgezogen. Bei kürzeren, genau ab⸗ 
gerunbeten oder nad) der Form des contrahirten Waflerftrahles gebildeten 
Mundftüden iſt = pP = 0,975 und daher ber Arbeitöverluft wie bei 
Miündungen in der dunnen Wand 5 Procent. 


* 1 v⸗ . B 
Bi Fe Gi _ 1) 35 Qy entipricht eine Drudhöhe 
G _ 1) Er ; man Tann fi baher auch vorftellen, daß durch die Hin- 


derniſſe des Ausſluſſes die Druchöhe den Verluſt — ı) 5 erleide, 
und annehmen, daß nad) Abzug dieſes Verluftes ber übrigbleibende Theil der 
Drudhöhe auf die Erzeugung der Geſchwindigkeit verwendet werbe. Dielen 
mit dem Duadrate der Ausflußgeſchwindigkeit proportional wachſenden Ber: 


1 v f 
luſt z (4 — ) 5 tann man Widerſtandshöhe und den Coef- 


ficienten * — 1, womit die Geſchwindigkeitshöhe zu multipliciten iſt, um 
die Widerftandshöhe zu erhalten, den Widerftandscoefficienten ‚nennen. 
Wir werben in der Folge diefen, auch das Berhäftnig der Widerftaudshöhe 
zur Drudhöhe ausbrüdenden Coefficienten durch den Buchſtaben & bezeichnen, 


alfo die Widerftandshöhe felbft durd ⸗ — $ . 5 ausbrüden. Durch bie 
Formeln 
t= a — 1 und 


1 
———— 

Big. 800. laßt ſich aus den Geſchwindigkeits· 
coefficienten ber Widerſtandscoeffi ⸗ 
cient, und aus dieſem wieder jener 

berechnen. 
Bei derſelben Ausſlußgeſchwin⸗ 
digkeit v iſt die Druckhöhe für eine 
Mundung X, Fig. 800, welcher 
der Geſchwindigleitscoefficient ꝙ 


v 
entipridt, k = gg und die 
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Drudhöhe der Mündung L, durch welche das Wafler mit der theoretifchen 
„2 

Geſchwindigkeit ausfließt, Aı = 27 folglich muß die erfte Mündung um die 


hell 1% EL ir bie Wiber- 
Größe KL=s =h —h—= (- sl 2 & 5 welche wir die Wider⸗ 


ſtandshöhe genannt haben, tiefer liegen als die letztere. Wenn beide einen 
gleichen Querſchnitt F' haben, und das Waſſer durch beide ohne Contraction 


ausfließt, jo iſt auch die Ausflußmenge Q — Fo für beide Mündungen 


eine und dieſelbe. 


Beiſpiele. 1) Welche Waſſermenge flieht unter einer Druckhöhe von 1,2 Meter 
durch eine 0,050 Meter weite Röhre aus, welcher der Widerftandscoefficient £ — 0,4 
entipriht? Es iſt 


1 » 
o = 17 = 0,845, daher: 
vı4 


v — 0,845 . 4429 V12 = 4,098 Meter, ferner: 
F = 3,14 . 0,0252 = 0,00196 Quadratmeter, 


folglih das geſuchte Ausflußquantum: - 
Q = 0,00196 . 4,098 = 0,00803 Eubilmeter = 8,03 Liter. 
2) Wenn eine Röhre von 50 Millimeter Weite unter einem Drude von 0,5 Meter 
pro Minute 300 Liter Wafler liefert, jo ift ihr Ausfluß⸗ oder Geſchwindigkeits⸗ 


coefficient:: 
0,300 


= FV2gh 60. 3,14 . 0,0252 . 4,429 Vo, 
2 
Hieraus folgt der Widerftandscoefficient: Z = (sr) — 1= 0,509, und 
der durh die Hinderniſſe der Röhre bewirkte Berluft an „rudpöbe: 
— d 
=: 2, = 0,509 . 0,081 (2) = "— 0,170 Meter. 


— 0,814. 


= 0,026 . (5 0,00196 


Schiefe Ansatzröhren. Schief angeſetzte oder [chief abgeſchnit— 
tene Anfasröhren geben ein Fleineres Waſſerquantum ale redjtwinfelig 
angefegte oder rechtwinkelig abgefchnittene Anjagröhren, weil die Richtung 

dig. 801. des Waflers in denfelben eine Aenderung erleidet. 
Die hierüber in nicht unbedeutender Ausdehnung 
IA L F angeftellten Verſuche haben den Berfafler auf 
— — Folgendes geführt. Iſt 5 der Winkel LEN, 
=” welchen die Röhrenaxe KL, Fig. 801, mit der 
Normale KN zur Ebene AB der Einmündung 
einschließt, und bezeichnet & den Widerftandscoef- 
ficienten für die winfefrecht abgejchnittene Röhre, jo hat man den Wider- 
ftandscoefficienten der ſchiefen Anfagröhre: 
& =& + 0,303 sin.d + 0,226 sin. 6%. 
Nehmen wir für 5 den mittleren Werth 0,505 an, fo erhalten wir: 






8. 450. 


$. 451. 
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bi 9 = | 0) | 10 | 20 | 30 60 Grad. 





|“ 












den Widerftandcoeffi: 





cienten &, = 0,505 | 0,565 | 0,635 | 0,713 | 0,794 | 0,870 | 0,937 
den Ausflußcoefficienten 
un = 0,815 | 0,799 | 0,782 | 0,764 | 0,747 | 0,731 | 0,719 


Hiernach ift z. B. der Widerftandscoefficient einer kurzen Anfagröhre bei 
20 Grad Arenabweihung &, — 0,635 und der Ausflußcoefficient 


1 
— ———— — 0,782, 
HTyVoeos 


dagegen bei 35% Arenabweidyung der erftere— 0,753 und der legtere — 0,755. 

In der Negel find diefe ſchiefen Anfagröhren länger, als wir feither ans 
genommen haben, auch müſſen diefelben länger fein, wenn fie vom Wafler 
vollfommen ausgefüllt werden follen. Die vorftehende Formel giebt nur 
denjenigen Theil des Widerftandes an, welcher dem Röhrenſtück an der Ein- 
mlndung entfpricht, da8 dreimal fo lang als die ganze Röhre weit ift. Der 
MWiderftand, welchen das übrige Röhrenſtück der Bewegung des Wafſers ent- 
gegenfegt, wird in der Folge angegeben. 


Beijpiel, Wenn die Einmündungsebene AB eines horizontal liegenden Teich— 
gerinnes KL, Fig. 802, jowie die Innenflähe des Teihdammes 40 Grad gegen 
Fig. 802. den Horizont geneigt ift, fo jchließt die 
. Röhrenare mit der Normale diejer Ebene 
einen Winkel von 50 Grad ein, und ea 
ift daher der Widerftandscoefficient für 
den Ausflug dur das Einmündungs- 
ftüd diefer Nöhre, £, = 0,870, und 
wenn nun dem übrigen und längeren 
Röhrenftüde der Widerftandscoefficient 
0,650 entſpräche, jo wäre der Widerftandäcoefficient für die ganze Röhre 
&£ = 0,870 + 0,650 = 1,520 
und daher der Ausflußcoefficient 
— 1 —1 
— r 1520 V250 
Bei 4 Meter Drudhöhe und 0,3 Meter Röhrenmeite ergäbe fi folglich die 
Ausflußmenge per Secunde: 


Q = 0,630 . 3,14 . 0,152 . 4,429 V4 — 0,394 Gubifmeter. 





— 0,630. 


Unvollkommene Contraction. Mindet eine kurze cylindriſche An⸗ 
fagröhre KL, Fig. 808, in einer ebenen Wand AB ein, deren Inhalt 
G den Querſchnitt Fder Röhre nicht vielmal übertrifft, fo fommt 


‘ 
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da8 Waller mit einer nicht zu vernadjläffigenden Geſchwindigkeit an der 
Einmündungsftelle an, und es tritt deshalb nur mit unvollfommener Con⸗ 
Fig. 808. traction in das Rohr, weshalb wieder die Aus- 
flußgejchwindigfeit eine größere ift, als wenn 
das Waſſer als ftillftehend vor dem Eintritt in 
die Röhre angenommen werden kann. Iſt wieder 
= n das Berhältniß des Röhrenquerjchnittes 
. zum Inhalte der Wanbfläche, ferner u, der 





Ausflußcoefficient bei volllommener Contraction, m der Null gleich ges 


jegt werden kann, fo hat man, den Verſuchen des Verfaſſers zufolge, den 
Ausflußcoefficienten bei unvollkommener Contraction oder dem Querſchnitts⸗ 
verhältniffe n zu jegen: 
— — 0,102n + 0,067n? + 0, 046 ne, ober 
1 — io (1 + 0,102n + 0,0672 + 0,046 0°). 
Nimmt z. B. der Röhrenquerfchnitt den fechöten Theil der ganzen Wand⸗ 
fläche ein, jo ift: | 
&y, = io (1 + 0,102 . 1/5 + 0,067 . gg + 0,046 . Yg16) 
— ip (1 + 0,017 + 0,0019 + 0,0002) — 1,019, 
oder 9 — 0,815 geſetzt: 
u, = 0,815 . 1,019 — 0,830. 


Etwas genauer giebt die Correctionsmwerthe 7* folgende, zum Ges 
0 » 
brauche bequeme Tabelle an. 


Tabelle 


der Gorrectionen der Ausflußcoefficienten wegen der unvolllommenen Con⸗ 
traction, beim Ausfluſſe durch kurze cylindrifche Anfagröhren. 





| 
n | 905 0,18 | 0,15 | 0,20 0,40 | 0,45 | 0,50 











0,25 | 0,30 | 0,35 


I 




















0,085 |0,043 0,080 


Mo) 
—n—— III .-N, 
n | 0,55 | 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 | 0,90 | 0,95 | 1,00 


He TE [0,090 
4o 


An —_ Ko Ioooe|ooıs 





0000007 











0,052 oceo 0,070 











0,102|0,114|0,127|0,188|0,152 0,198|0,227 























oas0|o.ı 
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Beim: Ausflufe durch kurze parallelepipedifche Röhren find diefe 
Correctionen ziemlich die nämlichen. 

Dieſe Coefficienten finden ihre Anwendung vorzüglich beim Ausfluſſe des 

Waſſers durch zufammengefegte Röhren, wie 3. B. in dem durch die Fig. 804 

Big. Fr dargeftellten Falle, wo die kurze Anz 

ſatzröhre KL in einer weiteren kurzen 

Anfagröhre GK umd diefe wieder in 

dem Gefäße AC einmilndet. Bier 

ift beim Eintritte des Waffers aus 

der weiteren Röhre in die engere uns 

vollfommene Contraction vorhanden 

und daher der Ausflußcoefficient nad) 

der Tegten Regel zu beftimmen. Segen 

wir den diefem Ausflufcoeficienten entfprechenden Widerftandscoefficienten 

— $ı, ben Widerftandscoefficienten für den Eintritt aus dem Gefäße in bie 

weitere Röhre — $, die Drudhöhe — h, die Ausflußgeſchwindigleit = v 


und das Berhältnif 2 der Röhrenquerſchnitte = n, alfo die Geſchwindigkeit 
des Waſſers in der weiteren Röhre — nv, fo si die Formel: 


sFr: te ran: 





h=l+mt+) 5 und es ift daher: 


Po V2gh 
Virmcth 
Beifpiel. Welche Waſſermenge liefert der in Fig. 804 abgebildete Apparat, 


wenn die Drudpöhe A — 1,5 Meter, die Weite der engeren Röhre 50 Millimeter 
und die der weiteren 80 Millimeter beträgt? Es ift: 


n = (%)® = 0,39, daher Ay, = 1,059 . 0,815 — 0,863 
umd der entjprechende Widerfiandscoefficient: 


2 
u= (v5) —1= 0,343. Run hat fan ferner: 
g = 0,505, n2t —= 0,892 . 0,505 = 0,077, daher: 








I+MC+G=14 0077 + 0848 = 1,42 
und die Ausflußseſchwindigleit· 
0 MOVIE 4559 Meter. 
v1 


Hieraus folgt die Ausflußmenge pro Secunde: 
Q = 3,14. 0,025? . 4,552 = 0,00892 Gubilmeter — 8,92 Liter. 
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Conische Ansatsröhren. Coniſche Anfagröhren geben andere $. 452. 
Ausflußmengen als prismatiſche oder cylindriſche Anfagröhren. Die Röhren 
heißen convergent, L, ig. 805, oder divergent, X, Fig. 805, je nachdem 
die Ausmündung Kleiner oder größer als die Einmündung ift. Convergenten 
Röhren kommen größere und divergenten Röhren fommen kleinere Ausfluß- 

Fig. 806. coefficienten zu, als cylindrifchen 

B Röhren von berjelben Weite der 

Ansmündung. Eine und diejelbe 

conifche Röhre giebt allerdings, wenn 

das weitere Ende die YAusmündung 

bildet, mehr Waffer ; als wenn man 

v .._ das engere Ende zur Ausmündung 

macht, aber fie giebt nicht in dem 

Berhäftniffe mehr, in welchen die weitere Mundung die engere übertrifft. 
Denn daher Mande, wie z. B. Venturi und Eytelwein, für conifd) 
divergente Röhren größere Ausflußcoefficienten angeben, als für conifch con 
vergente, fo ift zu berüctfichtigen, daß fie immer den engeren Querſchnitt als 
Mündung behandeln. Den Einfluß der conifchen Form der Röhren auf die 
Ausflugmenge führen folgende, unter Drudhöhen von 0,25 bis 3,3 Meter 
angeftellte Verſuche mit einer 9 Gentimeter fangen Röhre AD, Fig. 806, 
vor Augen. Die Weite diefer Röhre betrug 2,468 Gentimeter an einen 
. Ende DE und 3,228 Centimeter am an- 

Big. 806. deren Ende AB, und der Convergenz- 

winfef, d. i. der Winkel AOB, unter 
dem die gegenüberliegenden Seiten A E und 
BD eines Längenagenfchnittes zufammen- 
laufen, war 40° 50°. Beim Ausfluffe 
durch die engere Mündung war der Aus: 
flußcoefficient 0,920 ; bei dem Ausfluſſe durd) 
die weitere Mündung aber 0,553; und wenn man bie engere Einmiindung 
als Querſchnitt im die Rechnung einführt, ergab er ſich daher zu 0,946. 
Der Strahl war im erften Falle, wo die Röhre als coniſch convergentes 
Mundftüc gebraucht wurde, wenig contrahirt, dicht und glatt, im zweiten 
Falle aber, wo fie als conifch divergentes Mundftüc diente, war er ſtark 
divergent, zerriffen umd ftarf pulfirend. ‚Ueber den Ausfluß durch coniſch 
divergente Röhren haben noch Benturi und Eytelwein erperimentirt. 
Beide Hydraulifer Haben diefe coniſchen Röhren an cplindrifche uud conoi- 
difche, nad) der Form des contrahirten Wafferftrahles geformte Mundſtücke 
angeſetzt. Durch eine ſolche Verbindung, wie Fig. 807 (a. f. ©.) darftellt, 
wo daß divergente Ausmündungeftüd KL innen 12 und außen 211/, Yinien 
weit und 82/,, Zoll lang war, wobei der Convergenzwinfel 50 9’ maß, 

Wels da h's Lebrbuch der Meganit. L 64 
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fand Eytelwein u = 1,5526, wenn er das engere Ende ald Mündung 
behandelte, und dagegen u — 0,483, wenn er, wie recht, das weitere Ende 
al8 Mündung anſah. Allerdings fließt durch dieſes 


combinirte Mundjtüd N — 2,5 mal fo viel, als 


Fig. 807. 








CE: ducd) bie einfache Mündung in der dünnen Wand, und 
en — 1,9 mal fo viel, al8 durch die kurze cylin- 


driſche Anfagröhre. Bei großen Gefchwindigkeiten und bei größerer Diver- 
genz ift es übrigens gar nicht möglich, ſelbſt durch) borhergegangenes Zuhalten 
der Röhren, den vollen Ausfluß herbeizuführen. 

Auch fand der Verfaſſer für eine kurze coniſch divergente Anſatzröhre 
von 4 Centimeter Länge, 1 Centimeter innerer und 1,54 Centimeter äußerer 
MWeite, wobei der Tivergenzwintel 8 Grad 4 Minuten maß, bei 0,4 Meter 
Druckhöhe, je nachdem die Röhre innen abgerundet war oder nicht, entweder 

.w = 0,738 oder u = 0,395. 


Die ausführlichiten Verſuche über den Ausflug durd) conifch conver- 
gente Anfagröhren find von d'Aubuiſſon und Caſtel angeftelt 
worden. Die hierzu in Anwendung gelommenen Röhren waren von großer 
Vrannigfaltigleit, verfchieden in den Yängen, Weiten und in den Convergenz- 
winkeln. Am ausgedehnteften waren die Berfuche mit Röhren von 0,0155 
Meter Weite in der Ausmündung und von 2,6 mal fo großer, d. i. von 
0,04 Meter Länge, weswegen wir ihre Ergebniffe aud) in folgender Tabelle 
hier mittheilen. Die Drudhöhe war durchgängig 3 Meter. Die Ausfluß- 
mengen wurden durch ein bejonderes Aichgefäß gemeffen, um aber aufer 
den Ausflußcoefficienten auch noch die Geſchwindigkeits- und Contractions⸗ 
coefficienten zu erhalten, wurden die gegebenen Höhen entiprechenden Sprung- 
weiten der Waflerftrahlen gemefjen und hieraus die Ausflußgeſchwindigkeiten 
(f. 8. 436) berechnet. 


Das Berhältniß 75 = 
9 


Geſchwindigkeit V 29h gab den Geſchwindigkeitscoefficienten 9, ſo— 
⸗ . Q [1 N [1 
wie das Verhältniß — — der effectiven Ausflußmenge Q zur theoretischen 





der effectiven Gefchwindigfeit » zur theoretifchen 





Ausflugmenge FV 29h auf den Ausflußcoefficienten w führte und 
das Verhältniß zwifchen beiden Coefficienten, d. i. 5 endlih den Con» 


tractionscoefficienten & beftimmte. i 
Diefe Beftimmung ift aber bei großen Ausflußgeſchwindigkeiten nicht hin⸗ 
reichend genau, weil hier der Widerftand der Luft zu groß ausfällt. 
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Eonvergenz- 
winfel. 


000 
19 36’ 
30 10’ 
4° 10’ 
50 26’ 
7952’ 
80 58’ 
109 20’ 
1204’ 


Man erfieht aus diefer Tabelle, daß die Ausflußcoefficienten bei einer 
Röhre von 131/20 Seitenconvergenz ihr Marimum 0,946 erreicht haben, 
daß dagegen die Gefchwindigfeitscoefficienten immer größer und größer aus- 
fallen, je größer der Convergenzwinfel if. Wie in vorfommenden Fällen 
ber Praris diefe Tabelle zu gebrauchen ift, mag folgendes Beifpiel lehren. 


Beiſpiel. 


Bon dem Ausfluſſe des Waſſers durch Röhren. 


Ausfluß⸗ 
coefficienten. 


0,829 
0,866 
0,895 
0,912 
0,924 
0,930 
0,934 
0,938 
0,942 


Melde Waflermenge liefert eine kurze coniſche Anjagröhre von 
0,04 Meter Weite in der Ausmündung und von 10 Grad Eonvergenz bei einem 
Drude von 5 Meter? Nah des Verfaſſers Verſuchen giebt eine cylindriſche 
Röhre von diefer Weite u = 0,810, die Röhre von d'Aubuiſſon aber gab 
# = 0,829, alſo um 0,829 — 0,810 = 0,019 mehr; nun ift aber der Tabelle 
zufolge für die Röhre von 109 Konvergenz; u = 0,937, daher möchte e8 an- 
gemeſſen fein, für die gegebene Röhre u = 0,937 — 0,019 = 0,918 zu jegen, 


Tabelle 
der Ausfluß- und Geſchwindigkeitscoefficienten für den Ausfluß durch) 


coniſch convergente Röhren. 


Geſchwin⸗ 
digkeitscoef⸗ 
ficienten. 


0,829 
0,867 
0,894 
0,910 
0,919 
0,932 _ 
0,942 
0,951 
0,955 


wonach dann die Ausflußmenge: _ 
Q= 0,918 .3,14. 0,02%. 4,429 V 5 = 0,0114 Eubilineter = 11,4 Liter‘ 


folgt. 


Reibungswiderstand. Lange prismatifche oder cylindrifche An- 
fagröhren verzögern den Ausfluß um jo mehr, je länger diejelben find; es 
ift daher anzunehmen, daß die Rührenwände durch Reibung, Adhäfion oder 
Kiebrigkeit des Waſſers an denfelben der Bewegung des Waflers in dem 
Röhren ein Hinderniß entgegenfegen. Vernunftgründen und vielfachen Beob- 
achtungen und Meffungen zufolge läßt ficd) annehmen, daß diefer Reibungs⸗ 
widerftand ganz unabhängig ift vom Drude, daß er aber direct wie die 


Convergenz⸗ 


winkel. 


130 24 
149 28 
160 36’ 
190 28’ 
2100 

2300 

290 58’ 
409 20’ 
480 50’ 


Ausfluß- 


coefficienten. 





0,946 
0,941 
0,938 
0,924 
0,919 
0,914 
0,895 
0,870 
0,847 


64 * 
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Geſchwin⸗ 
digkeitscoef⸗ 
ficienten. 


0,963 
0,966 
0,971 
0,970 
0,972 
0,974 
0,975 
0,980 
0,984 
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Tänge J und umgefehrt wie die Weite d derfelben wächſt, daß er aljo bem 
Berhältmiffe - proportional if. Außerdem hat ſich aud) noch herausgeftellt, 


daß‘ dieſes Hinderniß größer ift bei größeren und Heiner bei Heineren 
Gefchwindigfeiten des Waſſers, und daß es beinahe mit dem Quadrate der 
Geſchwindigkeit u des Waſſers ſelbſt wählt. Meſſen wir dieſes Hindernif 
durd) die Höhe einer Waflerfäule, die nachher von der ganzen Drudhöhe 
abzuziehen ift, um die zur Erzeugung der Gefchwindigfeit nöthige Höhe zu 
erhalten, fo können wir diefe Höhe, die wir in der Folge Reibungswider: 
ftandshöhe nennen wollen, fegen: 
I vr 
h=67 429 


Hierin ift unter & eine Erfahrungszahl, welche wir ben Reibungscoeffi- 
ctenten nennen fünnen, zu verftehen. lan verliert alfo hiernach durd) die 
Reibung des Waſſers in der Röhre un fo mehr an Druck oder Druckhöhe, 


je größer das Verhältniß x der Länge zur Weite und je größer die Ge: 


2 
ſchwindigkeitshöhe 57 ft. Aus der Waflermenge Q und dem Roͤhrenquer⸗ 
fchnitte 


ıd? 
F = wu 
folgt die Geſchwindigkeit: 
D — 4Q 
ıd? 


und daher die Reitungsmahe 


* 29 (2a) = Zrie )® 


Um durch das Fortleiten einer gewiffen Waffermenge Q in einer Röhre 
möglichft wenig Berluft an Drudhöhe oder Gefälle zu erhalten, fol man 
die Röhre möglichft weit ımd nicht unnöthig lang machen. Die doppelte 
Weite beanſprucht 3. B. zur Heberwindung der Reibung nur (1/,)° — 1/zs mal 
jo viel Gefälle als die einfache Weite. 

ft der Querſchnitt einer Röhre ein Rechteck von der Höhe a und ber 
Breite d, jo bat man ftatt 

1_1,. rd — ıy, „ Umfang ‚..2a+b) _a+tb 

a tar Ina °* ab Rab, 
einzufegen, weshalb folgt: 

' ,1I(a+b) o 
h=6 2adb 2g 
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Mit Hülfe diefer Formel fiir den Röhrenreibungswiderſtand Laffen fid) 
nun auch die Ausflußgefchwindigfeit und das Ausflußquantum finden, welches 
eine Röhre von einer gegebenen Länge und Weite unter einem gegebenen 
Drude fortleitet. Uebrigens ift es vollfommen glei, ob die Röhre KL, 
dig. 808, Horizontal IM fällt, oder fteigt, wenn nur unter der Drudhöhe 

Tig. 808. die Tiefe RL des Mittel- 
punftes L der Röhren- 
mündung unter dem 
Waſſerſpiegel ZO des 
Ausflußreſervoirs ver⸗ 
ſtanden wird. 

Iſt A die Druckhöhe, A, die Widerſtandshöhe für das Einmündungsſtück 
und A, die Widerſtandshöhe für den Übrigen Theil der Röhre, fo hat man: 


y? v? 
h-htN)=,.dueh=. ++ M. 


Bezeichnet &o den Widerftandscoefficienten fir das Einmündungsftüd, und 
& den Coefficienten des Reibungswiderftandes der Übrigen Röhre, jo ift zu 
ſetzen: 





ve, . a lv 
—5*65635 
oder: 


V —— * 
2) x» — V 29h 


— — 
1+&6 +5 7 

Aus der legteren Formel ergiebt fic die Waffermenge Q = Fr. 

Bei fehr langen Röhren fällt 1 + 5, fehr Klein gegen + aus, weshalb 


dann einfad) 


und: 


I 
h={$ 3 5 ſowie umgekehrt, 


v= Van .2gh folgt. 


Der Reibungscoefficient iſt, wie die Ausflußcoefficienten, nicht ganz $. 455. 
conftent, er ift bei Heinen Gefchwindigfeiten größer und bei großen Ge- 
ichwindigfeiten Heiner, d. h. der Reibungswiderſtand des Waflers in den 
Röhren wählt nicht genau mit dem Quadrate der Gejchwindigfeit, fondern 
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auch noch mit einer anderen Potenz der Geſchwindigkeit. Prony und 
Eytelwein haben angenommen, daß die durch den Reibungswiderſtand ver⸗ 
forene Druckhöhe wie die einfache Gefchtwindigleit und wie das Quadrat 
derfelben wachſe, und fir fie den Ausdruck: 


h= (a0 + Bo), 


wo & und B Erfahrungscoefficienten bezeichnen, feftgefegt. Um biefe Coef⸗ 
ficienten zu beftimmen, haben die genannten Hydrauliker 51 Verſuche benust, 
welche zu verfchiedenen Zeiten von Couplet, Boffut und du Buat über 
die Bewegung bed Waſſers durch lange Röhren angeftellt worden find. 
Prony fand hieraus: 


h = (0,0000693v 4 0,0013932 0°) La 
Eytelwein: 

h — (0,0000894v + 0,0011213 v2) T 
d'Aubuiſſon nimmt an: 

h — (0,0000753v + 0,001370 )- Meter. 


Noch genauer an die Beobachtungen ſchließt fich eine von dem Berfafler 
aufgefundene Formel an, welche die Form 
\ B\ı 
= + —)\- — 
tY7)3% 
bat und fic) auf die Vorausfegung gründet, daß der Reibungswiderftand wie 
da8 Quadrat und wie die Duadratwurzel aus dem Cubus der Geichwindig- 
feit zugleich, wählt. Man Hat alſo hiernach den Widerftandscoefficienten 
ß 
= 6 — 
t + * 
und die Reibungswiderſtandshöhe einfach 
iv 
h=%:7z 2, gi ſeben. 


Zur Ermittelung des Widerftandscoefficienten & oder der Hiülfsconftanten 
& und 4 find aber von bem Berfaffer nicht nur die fchon bei den Prony’- 
[hen und Eytelwein'ſchen Beftimmungen zu Örunde gelegten 51 Verſuche 
von Couplet, Boffut und du Buat, fondern aud) noch 11 Verſuche 
vom Berfaffer und 1 Verſuch von einem Herrn Gueymard in Grenoble 
benugt worden. Die älteren Verſuche erftreden fi) nur auf Gefchwindig- 
feiten von 0,043 bis 1,930 Meter, durch die Berfuche des Verfaſſers ift 
aber die legte Grenze ber Geſchwindigkeiten bis auf 4,648 Meter hinans- 
gerüct worden. Die Weiten ber Röhren waren bei den älteren Berfuchen 
27, 36, 54, 135 und 490 Millimeter, und die neuen Berjuche wnrden an 
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Röhren von 33, 71 und 275 Millimetern angeſtellt. Mit Hülfe der Me- 
thode der Hleinften Quadrate ift nun aus ben zu Grunde gelegten 63 Ver⸗ 
ſuchen gefunden worden: 


org RL 
Vo 
oder: 
I _ 
h— (0,1438 „00a, 2, meter, 
Vv /a 29 


oder für das preußiſche Maß: 
0,016921 
h = | 0,0143 — — 
Anmerkung 1. Bei Berückſichtigung anderer Verſuche von Herrn Profeſſor 
Zeuner, angeftellt an einer Zinkröhre von 25 Millimeter Weite bei 0,1356 
bis 0,4287 Meter Geſchwindigkeit, ift 


ct = 0,014312 + 


3, 


0,010327 
— * 


v 
zu jegen, wenn v in Metern gegeben if. (Siehe „Eivilingenieur”, Bd. J, 1854.) 


Anmerkung 2. Neuere Verſuche über die Bewegung des Waflers in Röhren 
unter großen und jehr großen Geſchwindigkeiten find 1856 und 1858 vom Berfaffer 
angeftellt worden. Siehe „Eivilingenieur”, Band V, Heft 1 und 3, jowie Band IX, 
Het 1. Die Ergebnifie diefer Verſuche enthält folgende Zabelle. 





Weite der Mittlere Geſchwindigkeit Reibungs⸗ 


Bezeichnung der Röhren. des Waſſers in der 


Roͤhre (d) Röhre (v) coefficient & 
Engere Slasröhre . . . . | 1,08 Etm. 8,51 Meter. 001815 
Weitere Glasröhre . . . . | 1,48 10,18 0,01865 
Engere Meffingröhre . . . | 1,04 864 „ 0,01869 
Desgl., kürzer gemadt . . | 1,04 1232 „ 0,01784 
Desgl., unter ſehr hohem 
Drud . . 2.2 200. 1,04 209 „ 0,01690 
Weitere Meifingröhre. . . | 1,43 866 „ 0,01719 
Desgl., abgelürzt . . . . 11,43 1240 „ 0,01736 
Desgl., unter ſehr hohem 
Drucke........ 1,48 21,59 , 0,01478 
Weitere Zintröhrte . . - . | 2,47 319 „ 0,01962 
Desgl., ger. . .. . . 2,47 FE 0,01838 


nod kürzer . . 2... 2,47 624 „ :  0,01790 
noch kürder . ..»... 2,47 918 „ 0,01670 
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Die Werthe in der legten Columne weilen von Neuem nad), dak der Wider: 
ftandöcvefficient 5 für die Reibung des Waflers in Röhren abnimmt, jowohl 
wenn die Geſchwindigkeit (v), als auch, jedoch weit langſamer, wenn die Röhren- 
weite (d) eine größere wird. Uebrigens ift bei großen Gejhwindigfeiten die 
Uebereinftimmung der Formel 


& = 0,01439 + 0,0094 711 
v 


mit diefen neuen Erfahrungsgrößen nod eine leidliche, z. B. “ — 9 Meter, giebt 
—= 0,01439 + 0,00316 = 0,01755, 
und v = 16 Meter 


ct = 0,01439 + 0,00237 —= 0,01676, 
was mit den nahe entſprechenden Werthen in der legten Tabelle recht gut über- 
einjtimmt. 
Anmerfung 3. Herr de Saint-Venant findet, daß bie. befannte Formel 
für den Widerftand des Waflers in Röhren jih noch mehr an die Erfahrungen 


2 
anjchließt, wenn man die Reibungshöhe nicht v? ober ‚ jondern v7 propors 


tional wachſend annimmt. (Siehe deſſen „Memoire sur les formules nouvelles 
pour la solution des probl&mes relatifs aux eaux courantes.‘) Es ift 


hiernach: 
2 
h= Ei - 0,00029557 0” — 0,001 18228 7 .0'% — 0,023197 u #- 2 37 Meter 


zu jegen. Die Annahme eined gebrochenen Erponenten der Potenz von v iff gar 
nit neu; ſchon Woltmann jegte v% ftatt v2, und Eytelwein bradte he 
ftatt v2 in Vorſchlag (fiehe den vom Berfaffer bearbeiteten Artikel „Austuß“, 
Band I., Seite 554, der allgemeinen Mafchinenenchclopädie von Hülfje). 

Anmerkung 4. Neue und jehr ausführliche Verjuche über die Bewegung des 
Waſſers in Röhrenleitungen find von Herrn 9. Darcy angeftellt worden. (©. den 
Rapport der Akademie der Wiſſenſchaften zu Paris in den „Comptes rendus etc.“, 
Tom. 38, 1854, sur des recherches experimentales relatives au mou- 
vement des eaux dans les tuyaux.) Herr Darcy folgert für die Fälle, wo 
die Geſchwindigkeit v des Waſſers nit unter 0,2 Meter ift, aus diejen Berfuchen 
die Formel: 


h= (0,000507 + en, Lg 


— 
0,0005078\ 7 v2 
— 0,01989 4 41T) 4 25 Meter, 
wonad der Widerftandscoefficient 
= 0,01989 4 0,0005078 jegen wäre. 


Jedenfalls kann diefe Formel bei Heinen Geſchwindigkeiten nicht ausreichend 
genau fein. 


Zur Erleichterung der Rechnung ift folgende Tabelle der Widerſtand s⸗ 
coefficienten zufammengeftellt worden. Man erfieht aus ihr, daß aller: 
dings die Veränderlichkeit diefer Coefficienten nicht unbedeutend tft, da dieſer 
Goefficient fr 0,1 Meter Geichwindigfeit — 0,0443, fiir 1 Meter — 0,0239 
und für 5 Meter = 0,0186 ausfällt. 
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Tabelle der Keibungscoefficienten des Waſſers. 





| Zehntel Meter. 
elolıl2e|js|»|5s|se|r|s|a 
o| — [0,0443] 0,0356| 0,0317] 0,0294] 0,0278] 0,0266] 0,0257| 0,025010,0244 
1 | 0,0239) 0,0234] 0,0230) 0,0227] 0,0224] 0,0221 0,0213] 0,0217] 0,021510,0218 
2 | 0,0211] 0,0209] 0,0208] 0,0206| 0,0205] 0,0204] 0,0203] 0,0202] 0,0201\0,0200 


3 | 0,0199] 0,0198| 0,0197| 0,0196] 0,0195] 0,0195] 0,0194] 0,0193| 0,0198|0,0192 
4 |0,0191| 0,0191] 0,0190] 0,0190| 0,0189} 0,0189] 0,0188] 0,0188| 0,0187|0,0187 


Ganze Meter. 


Man findet in diefer Tabelle den einer gewilfen Gefchwindigfeit ent- 
Iprechenden Widerftandscoefficienten, wenn man die ganzen Meter in ber 
erften Bertical- und die Zehntel in der erjten Horizontalcolumme aufjucht, 
von ber erften Zahl Horizontal und von der legten vertical fortgeht bis zur 
. Stelle, wo ſich beide Bewegungen begegnen. 3.8. ift für v = 1,3 Meter, 
£ —= 0,0227, fir v = 2,8, £ = 0,0201. 


Für das preußische Fußmaß läßt fid) jegen: 


01 | 02 | os | 04 | 05 | 06 | 0,7 














| 0,9 Fuß. 








L ooen 0,0522 | 0,0453 | 0,0411 | 0,0388 | 0,0362 




















0,0346 | 0,0333 | 0,0322 









12 |20 Fuß. 








ı Im m|a|s|%je|le 





t | 0,0313 0,0263 oo2a2 0,0229! 0,0213] 0,0204 








00006 0,0282 











ooi⸗ 0,0182 





Anmertung. Eine ausgedehntere und bequemere Tafel giebt der „Ingenieur“, 
Seite 442 und 448. 


Lange Röhren. In Anſehung der Bewegung des Waſſers in langen 
Röhren oder Röhrenleitungen können folgende drei Hauptaufgaben zur 
Löfung vorkommen. 

1) Es ift die Länge J und Weite d der Röhre und das fortzuflührende 
Waſſerquantum Q gegeben, man jucht die entſprechende Druckhöhe. Hier 
hat man zunächſt die Geſchwindigkeit 


zu berechnen, dann den dieſem Werthe entſprechenden Reibungscoefficienten & 
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in einer der legten Tafeln aufzufuchen, und zulegt die Werthe d, !, v, & nnd 
&n, wo 5, den Widerftandscoefficienten für das Einmündungsſtück bezeichnet, 
in der erften Hauptformel 


= (1 +. +$5- u 5 7 
zu fubftituiren. 
2) Es ift die Länge und Weite der Röhre, fowie die Drudhöhe oder das 


Gefälle gegeben, und die Wajfermenge zu beftimmen. Hier ift zunächft 
die Gefchwindigfeit durch die Formel 


V2ok 


It +62 


zu finden; da aber der Widerftandscoefficient nicht ganz conftant ift, ſondern 
fich mit v etwas ändert, jo muß man v vorher fchon annähernd kennen, um 
danach $ ermitteln zu können. 

Aus v folgt dann: 


‚ | 
= * v = 0,7854 d?v. 


3) Es ift die Waffermenge, die Drudhöhe und die Länge der Röhre 
gegeben, und bie nöthige Weite der Röhre zu beftimmen. 


40 4Q\?2 1 
Dav = —, alfo v? =() zw fo hat man: 


v — 


nd?’ | 
2gh= (1 4 59) — oder: 
2gh- (7 =U+Watl; I, ober: 


29. ()e=U+wWa+Eı 
daber ift die Röhrenweite: 


ı- VYatWaH+ er. (KO). 
2gh 7 
4\2 1 
Setzt man (2) — 1,6212, 1 + & = 1,505 und 29 = 0,051, fo 
erhält man: 
u TTTTTIIIIITTTTTTT Q Fon —— 
d — 0,6075 V (1,505 .d + 9 Meter. 


Auch diefe Formel ift nur als Näherungsformel zu gebrauchen, weil in 


% 
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ihr die Unbekannte d und aud) der von der Gefchwindigfeit v — = 


abhängige Koefficient & mit vorkommen. 


Beifpiele. 1) Welde Drudhöbe beanſprucht eine 50 Meter lange und 0,15 
Meter weite Röhrenleitung, wenn biejelbe in der Minute 1 Eubitmeter Wafler 
fortleiten fol? Hier ift 

1 


v — 1,2732 60 . 0,102 — 0,948 Meter, 
daher läßt ſich £ —= 0,0244 — 0,48 (0,0244 — 0,0289) — 0,0242 ſetzen, und 
e8 folgt nun die Drudhöhe oder das totale Nöhrengefälle: 


h= (1,505 + 0,0942 5 5) 0,081 . 0,9432 = 0,434 Meter. 


2) Welche Waflermenge wird eine Röhrenleitung von 20 Meter Länge und 
0,05 Meter Weite bei 1,6 Meter Drudhöhe liefern? Es ift: 


4499 V1I6  _ 6,608 


‚= —— ——— — 
V 1505 + 5 05 1806 7 580° 


Borläufig 5 = 0,020 angenommen, erhält man: 
— 03 _ 1,818 Meter: 
V 1,505 + 8,0 
für v = 1,8 Meter ift aber richtiger £ = 0,0215, daher hat man genauer: 
v= 50 _ 5,608 — 1,762 Meter, 
V 1,505 + 400 .00215 YV10,10 
woraus das Waſſerquantum 
Q = 3,14 . 0,0252 . 1,762 = 8,95 Liter folgt. 


3) Welche Weite muß man einer 40 Meter langen Nöhrenleitung geben, die 
bei 1,5 Meter Drudhöhe in jeder Minute 1,2 Eubilmeter Waſſer liefern foll? 
Es if: 


10) 
d = 0,607 Vusosa+:. 0, (22) 25 = o#0r 0,0004 d + 0,0107 t. 


Setzt man vorläufig = 0,02, jo erhält man: 

d = 0,607 76.0004 d + 0,000214, oder annähernd: 

d = 0,607 V'0,000214 —= 0,112 Meter, aljo genauer: 

d = 0,607 V/'0,0004 . 0,112 -+ 0,000214 = 0,116 Meter. 
Diefer Weite entipricht ein Querſchnitt: 

F = 0,7854 . 0,1162 = 0,0106 Quadratmeter, 
daher eine Geſchwindigkeit: 


1,2 
F =5.000” 1,89 Meter. 


Hierfür ift aber der Widerflandscoefficient 5 = 0,0213, daher folgt nunmehr: 
d = 0,607 V/0,0004 . 0,116 + 0,0107 . 0,0218 = 0,118 Meter. 


y — 


Anmerkung 1. Verſuche mit 65 und 117 Millimeter weiten ordinären Holz⸗ 
röhren haben dem PBerfafler den Widerftandscoefficienten 1,75 mal jo groß 
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gegeben, wie bei den Metallröhren, auf welche fih die in den Tabellen des 
vorigen Paragraphen angeführten Werige beziehen. Während alfo im Leis 
riet 1. für die Gefgmindigteit von 0,943 Meter bei Melaltähren { = 0,0242 
it, müffen wir ihn bei Golgröhten 0,0242 . 1,75 = 0,0424 feen, und die im 
Beifpiel 1. erforberlige Drudhöge wilrde fi unter Borausfegung hölgerner 
Röhren zu 

h= (1505 + 0,0424 ) 0,051 . 0,9492 — 0,709 Meter 


berechnen, während fie bei metallenen Röhren nur zu 0,484 Meter fid ergab. 

Nah den Verjucen Darcy’s mädhft der Widerftandscoefficent 5 überhaupt 
jehr bedeutend mit der Raubigleit der Röhrenwand und fteigt bei ſehr rauhen 
Wänden auf das Zweir bis Dreifade. Diefelbe Erfahrung Hat in der neueflen 
Zeit auch der Berfafier gemacht 

Anmerkung 2. Einen nit unbebeutenden Einfluß übt nod die Temperatur 
auf den Widerftand des Waſſers in Röhren aus. Hierauf Bezug habende Bers 
ſuche find von Gerftner (j. defien „Handbud der Medanit“, Bd. IL.) und in 
der neueften Zeit von Seren Geh. Rath Hagen (1. defien „Wöhanblungen über 
den Einfluß der Temperatur auf die Bewegung des Waflers in Röhren“, Berlin, 
1854) angeftellt worden, Durd die allerdings nur an jehr engen Röhren 
(d = 0,108— 0,227 Zolljeangeflellten Verſuche des Letzteren Hat fi ergeben, 
daß unter übrigens glei—hen Verhältniffen die Geſchwindigteit ‚des Waflers in 
Röhren nicht ohne Grenze mit der Temperatur defielben zunimmt, jondern daß 
e& für jede Röhre eine gewiffe Temperatur giebt, wo biefe Gejhtmindigteit ein 
Marimum iſt. Für die Verſuche außerhalb dieſes Marimums findet Hagen folgende 
Formel: Ah = mir-18 , 01,7 und: 

m = 0,000038941 — 0,0000017185 Vi, 

wo die Temperatur & in R.-Graden und die Drudhöhe A, die Länge I, der 
Röhrenhalbmefler r und die Geigwindigkeit v in Zollen außzubrüden find. 


8.458. Conische Röhren. Bei einer conifhen Röhre AD, Fig. 809, 
Täßt FA der 2: Deibungewiberftand auf folgende Weife finden. Es fei der halbe 
Sonvergenzwinkel ber Röhrenwand ACL=BCL=Ö, 
der Durchmeſſer 4 B der Einmündung — di, der Durch⸗ 
meſſer DE der Ausmindung — d, ferner bie Länge 
KL ber Röhre = I und bie Ausflußgeſchwindigkeit 
(Gei DF) ⸗ v. 
In einen Abſtande KM — x von der Ausmundung 
iſt der Durchmeſſer der Röhre: 
NO=y=DE+ 2KMlang.d 
=d+ 2xtang.d 
und daher die Gefchtuindigkeit ıw dafelbft, da fich 
w 


ai 
-_ yi fegen läßt: 


v 
v 





— — ˖ 
14 = tang.3) 
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Für ein Element NOPR des ohrenſtaare von der Länge 


— — 
O * 5 
iſt daher die Widerſtandshöhe der Reibung: 
9coS. o 29 —R +77 tang.6) 7 
0x v 


d cos. õ (1 + = tang. 5) 29 
und es folgt die Reibungswiderftandshöhe fiir die ganze Röhre: 
v2 ! 0% 
h=$.— | nt) 
294 Jo ( 4 — tang. 6) 008.6 
Nun ift aber: 
Or 


(i + = tang. 8) cos. 8 


„d 2% -5_/2% 
— 6 4 7 tang. 6) (7 tang. 6) 


27 4 
(1 + — fang. 8) ‚ baher-ergiebt fid) : 





Ss. Ö 


ae ren er 


1+ —_ fang. rn; cos. Ö 


d 21 + 
= |! — ( + — 7 ang. 8) | oder: 


irz ik -(@)"] = ml! - -@)) 


dad + 21tang. ö den Durchmeſſer d, der Einmündung ausdrüdt. 
Es ift folglich die gefmchte Widerftandshöhe: 


= re) 


Iſt die Einmündung viel weiter al8 die Ausmündung, jo fann man 


a\? | 
(2) — Null fegen und erhält hiernad) : 


£ z 
— —— — | osec. d —; 
h Ar. 29 [de 29’ 

*) Diefer Ausdrud ift nur annähernd genau, infofern er einen für alle Quer- 
ſchnitte zwiſchen A und K conjtanten Werth des ‚Wiberftandscoefficienten (4 


vorausſetzt. 
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& hängt alfo in dieſem Falle der Reibungswiderftand gar nicht von der 
Länge der Röhre ab. 

Beifpiel Bei dem Mundftiide AR, Fig. 810. einer Feuerſpritze ift der 
Gonvergenzwinfel des Yusmündungsfüdes BR, 24, — 0% und der des Eim 
mündungsftüdes A B, 20, — 189, ferner die Weite der Ausmündung d — 15 
Millimeter, die Weite der Einmündung d, — 39 Millimerer und die ganze 
Länge des Gußftüdes AK — I 160 Millimeter. Welche Größe hat der 
Widerftandscoefficient deflelben ? 


Sei BK= |, und AB = 1, jo haben wir: 
+ = tum htang.d, + ltang.d, = 3 4, er: 
4 + 1 = 160; 0,04371, + 0,1584, = 12, woraus 
1, = 116 Millimeter und I; = 44 Millimeter folgt. 

Fig. 810. Die Weite bei B, wo die Kegelflachen zufammenftoken , ift: 
d=d+21tang.d, =15+2.116.0,0487 =25 Millimeter, 
woflir wegen der Abrundung diejer Stelle 28 Millimeter geſetzt 
fein möge. Run folgt für das Ausmündungsftüd: 


[ m 2] map = R — &] j vor = 21,8 


und für das Einmündungsſtüch: 


lu I ®)] ar =[1 - IE Br a; 


daher ift filr das ganze Munbftüd die Wiberftanbshöhe: 
[4 a ® 
J RB u »)] 39. sin. 0, 
& day] (dA __v2 
8 sl m 2)] — arm 


IE [meter ']= ae: 








Nimmt man £ = 0,02 an, fo folgt: 
o. 
h= 0,054 20° 


d. i. beinahe 5Y, Procent der Geſchwindigkeitshöhe, womit aud) 
die angeftellten verſuche übereinftimmen. 


F. 459. Röhrenleitungen. Eine Röhrenleitung mundet entweder unter Waffer 


ober im freier Luft aus. Weide Fälle find in den Figuren 811 und 812 
abgebildet. Im erften Falle ift als Drudhöhe h ber Niveauabftand RC 
beider Wafferfpiegel von einander, im zweiten aber die ſenkrechte Tiefe RO 
der Ausmundung O unter dem Baflerfpiegel H des Zuflußapparates anzu= 
nehmen. Behält nun die Röhre überall eine und biefelbe Weite d, fo finden 


in beiden Fällen die im $. 457 entwidelten Formeln ihre unmittelbare Ans 
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wendung, verengert oder erweitert ſich aber die Röhre an einer Stelle, fo hat 
man es mit verjäiehenen Röhrengefchtwindigkeiten zu thun, und es ift daher 
dig. 8 Fig. 812. 





der Reibungswiderftand für jede Röhre beſonders zu berechnen. Einen ſigen 

Fall bietet z. B. die Waſſerleitung in Fig. 812 mit einem ſpringenden 
Strahle dar, mo das Mundſtück O enger iſt als die Zuleitungsröhre BLM. 
Segen wir, wie gewöhnlich, die Ausflußgeſchwindigkeit — v, die Weite der 
Ausmündung O — d, die Weite der Röhre aber — dı, fo haben wir die 
Geſchwindigkeit des Waſſers in derfelben: 
= (2 r 

dı 

Bezeichnet noch I, die Tänge der Röhre BLM und $, ben Reibungscoef- 
ficienten, fo folgt die ent|prechende Reihungehühe 


ıv) d\* v2 
= hab, (2) 37 
Iſt nun nod) &, der Widerflandscoefficient für das Einmündungsſtück 


K und & der für das Yusmündungefüd OÖ, fo folgt der Drudhöhen- 
verluft, welchen das erjtere verurjacht, 


Vi 


4 2 
hehii=h (2): 2g' 
dagegen der, welcher aus der Bewegung durch das zweite entipringt, 
92 
hr = 4 29’ 

und hiernad, hat man num das ganze Gefälle: 

_ _ en: 

= +htn+n=lıta(Z)+aa (2) +]: 


und hieraus die Ausflußgefchwindigfeit: 
2gh 


+ (ara) (Are 


Die Mund- oder Ausgußſtücke müſſen zur Erzielung einer großen 
Steighöhe nicht bloß dem Waſſer einen möglichft einen Widerftand darbieten, 
fondern auch das Ausftrömen in möglichit parallelen Fäden bewirken, damit 
diejelben beim Auffteigen einen lang zufammenhängenden Strahl bilden, der 


v— 
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durch bie Luft weniger geftört wird als ein gleich anfangs zerrifiener Strahl. 
Aus diefem Grunde zieht man die Furzen cylindrifchen ober wenig coniſchen 
Mundftüde mit abgerundeter Einmündung den Ausmündungen in ber binnen 
Wand oder den nad) der Geftalt des contrahirten Waflerftrahles geformten 
Mundftüden vor, obgleid, fie einen etwas größeren Gejchtoindigkeitsverluft 
verurfachen als diefe. Die Knoten und Bäuche, welche der aus den Iepteren 
Mindungen kommende Strahl bildet oder zu bilden {ucht, geben der äußeren 
Luft mehr Gelegenheit zum Eindringen als ein chylindriſcher Strahl. 


Springende Strahlen. So lange der aus einer horizontalen Mun⸗ 
dung X, Fig. 813, ſenkrecht abwärts fliegende Strahl KLN noch ein Con- 
Big. 818. tinuum bildet und nicht von der Luft zer— 
tiffen wird, nimmt deſſen Querſchnitt L 
immer mehr und mehr ab, wenn der Ab- 
ſtand KL—xvon der Mundung wächſt. Iſt 
© die Ausflußgeſchwindigkeit und v die Ger 
ſchwindigleit in Z, fo hat man: 
v—2g9r +0; 
und bezeichnet Fdie Querfchnittefläceder Aus⸗ 
muudung, ſowie Y die Querſchnittsflache des 
Strahles in L, ſo gilt auch die Gleichung: 
Fe — Yo oder Re V2ꝛvt, 
und es folgt ſchließlich die Gleichung: 
Y?(c? + 292)=FeN, oder: 
a 
—2+298 
für die Geftalt des die ſogenannte New⸗ 
ton’fde Cataracte bildenden Waffer- 
ſtrahles RN (fiefe Newtoni Principia 
Philosophiae, Tom. II, Sect. VID). Iſt 
der Querſchnitt der Miindung X ein Kreis 
vom Durchmeſſer d, fo bildet der Quer⸗ 
ſchnitt Z einen Kreis vom Durchmeſſer y, 
für welchen hiernach 


ze: rer ſt 


Ueber die innere ſchaffenheit der fal ⸗ 
lenden Waſſerſtrahlen find von Savart 


+ 
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Verſuche angeftellt worden, fiehe Poggendorff's Annalen der Phyfik, 
Bd. 33. 

Bei dem aus einer horizontalen Mündung M ſenkrecht auffteigenden 
Strahle MS nimmt dagegen ber Querſchnitt O mit der Entfernung 
MO —=x von der Mündung M allmälig zu; denn es ift hier die Ges 
ſchwindigkeit bes Waſſers in 0: 

v—Ve— 2 gx, und daher 
F?c? 
2 —, 
Y ce? — 29x’ 
folglich für den Duerfehnitteburejmeffe yın O0: 


c? d 
Vı-:® 
ca 


755 
2 
Bezeichnet man die Geſchwindigkeitchöhe 2 duch A, fo iſt einfach und 





— 298 oder y — 


allgemein: 
d 


77 — 
w⸗ 147 


Dieſe Formel verliert jedoch in ihren Grenzen ihre Richtigkeit; ihr zu⸗ 
folge wäre 3. B. beim fleigenden Strahle fir x — Ah, alfo im Scheitel 8, 
der Durchmeſſer des Strahles 

y Yı —ı — *5 

Dies iſt jedoch nicht der Fall, weil die einzelnen Waſſerfäden, aus welchen 
der Strahl beſteht, an der höchſten Stelle nicht ganz in Ruhe ſind, ſondern 
daſelbſt in Richtung radial » auswärts eine Heine Geſchwindigkeit haben. 
Wenn der Wafferſtrahl 
dig. 814. AOC, Fig. 814, in 
einer gegen ben Horizont 
geneigten Richtung aus⸗ 
ſtrömt, jo bleibt bie 

Formel 


d 
‚= 777 
Vı+? 


| nod) anwendbar, wenn 
| man nur darin ftatt © 
x die Berticalprojection 
NO des Strahles AO 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 65 
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einfegt. Tritt der Strahl unter dem Neigungswinfel « aus der Mündung, 
jo ift die größte Steighöfe BC: 


) 3 
= nr — k (sin. a)? (f. $. 41), 
daher der Durchmeſſer befjelben (im Scheitel C): 
d d d 


’ 9 V— (sin.o)? Veos.a 
177 


Im niebergehenden Strahltheile CD wird y wieder allmälig Heiner und 





. Heiner, und beim Auffallen auf die Horigontalebene AD, von der er aus⸗ 


$. 461. 


gegangen ift, wiirde 4 wieder — d fein, wenn die Luft feine Störungen in 
der Bewegung bed Strahles hervorbrächte. 


Die Steighöhe s eines vertical fpringenden Wafferftrahles ift nur bei 
Heinen Ausflußgefchwindigkeiten (c) nahe gleich der Geſchwindigkeitshöhe 


2 
h = 5 bei größeren Ausflußgeſchwindigkeiten fällt dagegen in Folge des 
Widerſtandes der Luft die Steighöhe s namhaſt kleiner aus als die Geſchwin⸗ 
2: 
digkeitshöhe 5 Aus den vom Verfaſſer angeſtellten Verſuchen (ſ. die 


Verſuche über die Steighöhe ſpringender Waſſerſtrahlen bei verſchiedenen 
Mundſtücken im 5. Bande der Zeitſchrift des Vereins deutſcher Ingenieure) 
ſind folgende Thatſachen über ſpringende Waſſerſtrahlen hervorgegangen: 

1) Der Widerſtand der Luft iſt bei kleinen Ausflußgeſchwindigkeiten von 
1,5 bis 7,5 Meter, oder bei Steighöhen von !/, bis 3 Meter fo klein, daß 


2 
bier die Sprunghöhe s ohne merklichen Fehler der Gefchwindigfeitshöhe 27 


des ausftrömenden Waſſers gleichgefegt werden kann. 
2) Wenn die Gefchwindigkeitshöhe nicht über 24 Meter ift, jo läßt ſich 


das Verhältniß der Steighöhe s zur Gefchwindigfeitshühe A — 2 ſetzen: 


8 1 

h a+ßh+yh 
wobei &, ß und Y für jede Mündung befonders zu beftimmende Erfahrungs» 
coefficienten bezeichnen. 

3) Bei Wafferftrahlen, welde aus Mündungen in ber binnen Wand 
emporfpringen, läßt ſich die Eonftante « — Eins fegen, folglich aud) an« 
nehmen, daß der Widerftand beim Durchgange durch die Mündung bei einer 
Heinen Gejchwindigkeit ziemlich, Null ift und erft bei größeren Ausfluß- 
geſchwindigkeiten meßbar wird, Hiernach ift alfo auch der Widerftandscoef- 





8. 461.] Von dem Ausfluſſe des Waſſers durch Röhren. 1027 


ficient & für diefe Mündungen nicht conftant, fondern wächſt von Null an 
allınälig mit der Gefchwindigfeit und der $.435 angegebene Werth 9 — 0,97 
fann nur als ein mittlerer angefehen werden. 

4) Bei gleicher Ausflußgefchwindigfeit wächft die Steighöhe mit der Dice 
des Strahles oder der Weite der Ausflugmindung ; e8 ift folglich der Wider- 
ftand der Luft bei diden Strahlen Heiner als bei ſchwachen. Die Steighöhe 
ift deshalb nicht allein bei großen Drudhöhen, fondern aud) bei ftarken 
Strahlen größer als bei Heinen Drudhöhen und bei fchwachen Strahlen. 

5) Unter übrigens gleichen Berhältnifjen fpringen die Wafferftrahlen aus 
treiöförmigen Münbungen höher als die aus quadratifchen oder anders ge- 
formten Mündungen. 

6) Bei gleicher Ausflußgefchwindigfeit md gleicher Mitndungsweite fpringen 
die ohne Kontraction ausfliegenden Waflerftrahlen höher als die contrahirten 
MWaflerftrahlen, und zwar nicht allein, weil diefe Strahlen im Ganzen dlinner 
find als jene, fondern auch, weil fie durch ihre abwechjelnden Zuſammen⸗ 
ziehungen und Anfchwellungen dem Eindringen der Luft in größerem Maße 
ausgejett find. 

Unter übrigens gleichen Umftänden und Berhältniffen und bei nicht fehr 
Heinen Ausflußgefchwindigfeiten erreichen die durch kurze conoidiſche und 
längere conifche Anfagröhren mit innerer Abtundung ausfliegenden Strahlen 
die größten Steighöhen. 

Moariotte folgert aus feinen Verfuchen über die Steighöhe ſpringender 
Strahlen (f. die Meining’fche Ueberjegung von Mariotte’8 Grundlehren 
der Hydroftatif und Hydraulif), an Mündungen in der dünnen Wand von 
4 und 6 Linien Durchmefjer und bei Drudhöhen von 51/, bis 35 Fuß, 
daß die zur Erlangung ber Sreighoh⸗ s nöthige Drude oder Geſchwindigkeitshöhe 

h=s+H = Parijer Fuß 
fein müffe, wonach folglich 
2 214 30, = — 1 + 0,0033 5 zu jeßen wäre, 
Die viel qußgebefnteren und fehr mannigfaltigen Verſuche des Berfaffers, 


welche derjelbe bei Drudhöhen von 1 bis 24 Meter angeftellt hat, geben 
Sig. 815. aeg a Kreismündungen in der dünnen Wand, 


dig. 8 
von 10 Millimeter Durchmefler : 


1) . — 1 + 0,011578% + 0,00058185 A? 
und von 14,1 Millimeter: 
2) . = 1 + 0,0907782% + 0,00060377 A. 


65* 
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Big. 816. Fir ein kurzes conoidifhes Mundftüd AB, 
Fig. 816, von 10 Millimeter Weite der Ausmindung fand 

4 der Verfaſſer: 
3) ae 1,0272 + 0,000476% + 0,00095614 h%, 


ferner für ein conifches Muudftüd ABC, Fig. 817, von 0,145 Meter 
Länge und 10 Millimeter Weite an der Mündung C bei 30 Millimeter 
Weite der gut abgerumbeten Einmündung A: 
Sig. 817. Fig. 818. J 
I 4) ;= 1,0453 + 0,000373 k 
+ 0,000859 R?. 
u Bei dem Mundftüde AB, Fig. 818, 
welches aus demjenigen ABC, Fig. 817, 
durch Abnahme von BC entftand und 
eine Mündungsweite von 14,1 Mili- 
meter bei 105 Millimeter Länge hatte, 
ergab fi: 


6) je 1,0216 + 0,002393 4 
7 + 0,00032676 R**), 


Mit Hulfe biefer Formeln ift folgende 
Tabelle der Steighöhen fpringender 
Waſſerſtrahlen berechnet worden: 















ad 1) Sprungföes =. . 8,53 





da) , 2,92 726| 8,79 14,82 
ad 3) Pu 2,89 7,83 | 8,87 14,10 
da) „ 2,85 7126| 8,81 1482 
sd) , 2,91 9,28 16,67 





Beifpiel. Wenn an einem Springbrunnen die Leitungsröfte I = 100 Meter 
lang und d, = 0,05 Meter weit und das coniſche Mundftüd deffelben d = 12 
Millimeter weit ift, wie hoch wird bei einer Drudhöße A, von 15 Meter der 
Strahl jpringen, dorausgeſehi, daß außer der Reibung alle übrigen Röhrenwider- 
ftände Mein genug find, um fie vernadläffigen zu fönnen? Es ift hier, wenn man 


Fe 
G=05;4 =008; (2) =(& - 035 und = 100 





*) In obigen unter 1—5 angegebenen Formelnfinb s und A in Metern zu nehmen. 





8. 462.] Von dem Ausflufle des Waflers durch Röhren. - 1029 
jegt, die Höhe 7, weiche der Ausfludgeſchwindigkeit enntpricht: 
——— SFT RR ‚SS. 


Nach der Formel 5 if —* die bei rubiger Luft zu erwartende Steighöhe: 


= _  _ hULL BE], ‚si Met 
1,0216 + 0,002893.% + 0,00082676..52 1,1068 eter. 


Piözometer. Die Drudverlufte, welche das Waller in einer Röhren- $. 462. 

leitung ABCDE, Fig. 819, durd) Berengungen, Reibung u. ſ. w. erleidet, 

Fig. 819. fann man durd die Waf- 
jerfäulen mefjen, welche fich 
in ſenkrecht aufgejesten 
Röhren BE, CM, DO 
erhalten, die man, wenn fie 
lediglich zu diefem Zwecke 
dienen, Piszometer nennt. 
(©. $. 413.) 

Iſt v die Geſchwindigkeit 
des Waflers an der Stelle 
B. Fig. 819, wo ein Piözo- 
meter einmündet, 7 die Länge, d die Weite des Röhrenſtückes AB, A bie 
Drudhöhe oder die Tiefe des Punktes B unter dem Waſſerſpiegel, ift ferner 
&0 der Widerftandscoefficient für den Eintritt aus bem Reſervoir in die 
Röhre und & der Reibungscvefficient, jo hat man für den, den Drud in B 
mellenden Piszometerftand : 


s=h-(1+6 +7 


Dagegen ift bei der Fänge Zı und dem Gefälle Ah, des Röhrenftüdes BC, 
der Piögometerftand in C: 


I 
a=h+m-(Iitb+t54+83)5, 
Es folgt daher die Differenz der Piözometerftände: 





— Iiꝛ vꝰ 
£ — — hı — 7 29 
und umgefehrt, die Widerſtandshöhe des Röhrenftüdes BC: 
2 
1 — NM +3 — 2 = Gefälle des Röhrenftüdes 


plus Differenz der Piözometerftände 
Man erfieht Hieraus, daß die Piszometer dazu dienen künnen, die Wiber- 
fände, welche das Waſſer in den Nöhrenleitungen zu überwinden bat, zu 
mefjen. Befindet fich in der Röhre ein bejonderes Hinderniß, hat ſich z. B 
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ein Kleiner Körper in derfelben feftgefegt, fo wird dieſes ſogleich durch das 
Sinten des Piözometerftandes angezeigt und die Größe des erzeugten Wider- 
ſtandes ausgebrüdt werben. Die Widerftänbe, welche durch Regulirungs- 
apparate, wie Hähne, Schieber u. f. w., von welchen im folgenden Capitel 
die Rebe ift, erzeugt werben, laſſen ſich ebenfalls durch Piezometerftände 
ausbrüden. So fteht 3. B. das Piözometer in D tiefer als das in C, nicht 
allein wegen ber Reibung des Waflers in dem Köhrenftiide CD, fondern 
auch wegen der Verengung, welche der Schieber S in der Röhre hervorbringt. 
Iſt bei völlig geöffnetem Schieber die Differenz NO ber Piözometerftände 
— h,, bei eingeftelltem Schieber aber — hs, ſo giebt die neue Differenz 
oder Senkung Ag — hi, die Wiberftandshöhe, welche dem Durchgange des 
Waſſers durch den Schieber entipricht. 

Endlich läßt ſich auch aus dem Piszometerftande die Ausflußgeſchwindig⸗ 
feit des Waffers berechnen. Iſt der Piszometerſtand PQ = 2, die Länge des 
legten Nöhrenftiides DE — I und die Weite defielben — d, fo hat man: 


und > daher bie Ausflußgeſchwindigleit: 
— 298 208 = Vi d 2 2 


Beiſpiel. Iſt bei der Leitung in F 819 der Piẽzometerſtand PQ=3 
— 0,3 Meter, die Länge der Röhre DE, vom Piözometer bis zur Ausmündung 
gemefien, I 50 Meter, und die Röhrenweite 0,08 Meter, jo folgt bei dem 
MWiderftandscoefficienten £ = 0,025 die ne usfubgelinbigtei: 


v— 4429 ver. 8, — 0,613 Meter 


as 
und die Ausflußmenge: 
Q = 3,14 . 0,042 . 0,613 = 0,00808 Gubitmeter = 3,08 Liter. 


Anmerlung. Die Bewegung des Waflers in einer Röhrenleitung BCD, 
Fig. 820, kann jehr leicht durch Luft geftört werben, welche fih entweber aus bem 


Fig. 820. 





Waſſer entwidelt, oder vorn außen in die Röhre eindringt. Damit keins von 
beiden eintrete, muß bei der Anlage der Röhrenleitung dafür geforgt werben, 


8. 463.] Bon dem Ausfluſſe des Waſſers duch Röhren. 1031 
daß ber Drud an jeder Stelle C derfjelben den Atmoſphärendruck übertreffe, alfo in 
jedem Piözometer eine Waflerfäule CE ftehe. Die Höhe diefer Waflerfäule ift: 
2 
»=h—-(1+0+32)2,, 
wenn Ah, die Drudhöhe CO in C, 1, die Länge des Röhrenftüdes BC und v 
die Geſchwindigkeit des Waſſers in der Höhre bezeichnet. Es ift alſo nöthig, daß 
L\ v2 
1\ __ 
M>(ito tig) 
fei, daß 3. B. der Waflerftand im Zuflußrefervoir mindeftens die Geſchwindigkeits⸗ 


höhe des Waflers in der Röhre übertreffe. Außerdem ift zu befürchten, daß die 
Röhre in einem Wirbel Luft nachſauge. 
+0 +24 
Auch läßt fi A, >07 h jegen, wenn Ah daS ganze Röhrengefälle 
+ 7 
HK und I die ganze Röhrenlänge BCD bezeichnet. 

Um das Anfammeln von Zuft in der Röhre mit Sicherheit zu verhindern, ift 
e8 ſehr zweckmäßig, dieſelbe fteigend zu fegen, weil dann die Luftblajen vom flie⸗ 
Benden Wafler mit fortgenommen werden. 

] 


Biertes Capitel. 


Bon den Hindernifien in der Bewegung des Waſſers 
bei Gefchwindigfeits- und Nichfungsveränderungen. 


Plötzliche Erweiterung. Veränderungen in dem Querſchnitte $. 463. 


einer Röhre oder eines anderen Ausflußrefervoirs geben auch Veränderungen 
in der Geſchwindigkeit des Waſſers. Die Gejchwindigfeit ift dem Quer⸗ 
fchnitte des Waflerftromes umgekehrt proportional; je weiter das Gefäß ift, 
defto Heiner it die Gejchiwindigfeit, und je enger das Gefäß, deſto größer die 
Geſchwindigkeit des durchfließenden Waller. Aendert fi der Querſchnitt 
eines Gefäßes plöglich, wie z. B. bei der Röhre ACE, fig. 821, fo tritt 


aud) eine plögliche Geſchwindig⸗ 


feitSveränderung ein, und hiermit 
ift wieder ein Verluſt an leben- 
diger Kraft und eine entfprechende 
Abnahme an Druck verbunden. 
Diefer Verluft läßt fich genau fo 
berechnen, wie ber Arbeitsverluft 
beim Stoße unelaftifcher Körper, 
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(1. &. 859). Jedes Wafferelement, welches aus der engeren Röhre BD in 
die weitere Röhre DG tritt, ftößt gegen die langfamer gehende Wafjermaffe 
in diefer Röhre und‘ geht nad) dem Stoße mit dieſer vereinigt fort. Genau 
fo ift e8 aber aud) bei dem Zufammentreffen fefter und unelaftifcher Körper, 
aud) diefe Körper gehen nad) dem Stoße mit einer gemeinfchaftlichen Ges 
ihwindigkeit fort. Wenn wir nun gefunden haben, daß der Arbeitöverluft 
beim Stoße diefer Körper 
ı- ec, G, @3 
29 G + Gs 

ift, fo fönnen wir hier, da das ftoßende Waſſerelement G, unendlich Hein ift 
gegen die geftoßene Waſſermaſſe Ga, fegen: 

L= (vı — 9)? a 
und folglich den entſprechenden Berluft an Drudhöbe: 

h= (u — v3)? . 

Es entfteht alfo durch die plögliche Geſchwindigkeitsver— 
änderung ein Drudhöhenverluft, welcher durch die diejer Ver— 
änderung entſprechende Geſchwindigkeitshöhe gemefjen wird. 

Iſt nun F, ber Querſchnitt der einen Röhre A C und F der Querſchnitt 
der anderen Röhre CE, welche mit der erfteren ein Ganzes bildet, die Ge⸗ 
Ichwindigfeit des Waffers in der erften Röhre — v, und die in der anderen 
— v, fo hat man: 

Fv 
Fr ’ 
daher den Drudhöhenverluft beim Uebergange aus einer Röhre in bie 


andere: 
F 3 v2 
h=(m-1)'% 
und ben entjprechenden, ſchon von Borda gefundenen Widerſtands⸗ 
coefficienten: 


vd, — 


F 2 
{= r — 1) . 
Die gefundene Druckhöhe 


{F 
4=(7-1)'7 
Tann natürlich nicht ſpurlos verloren gehen, man muß vielmehr annehmen, 
daß die ihr entfprechende mechanifche Arbeit auf die Zertheilung und Die 
ſchwingende Bewegung der vorher ein Gontinuum bildenden Waffertheile, 
zumal auf die Wirbelbewegung in W, W verwendet wird. 
Die hierüber angeftellten Verſuche des Verfaſſers ftimmen mit der Theorie 
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gut überein. Damit die Röhre DE vom Waſſer ausgefüllt werde, ift es 
Fig. 822: nöthig, daß fie nicht jehr kurz und nicht 
fehr viel weiter fei als die Röhre A C. 
Diefer Verluft verfchmwindet, wenn, wie 
dig. 822 vepräfentirt, durch Abrundung 
der Kanten ein allmäliger Uebergang 
aus der einen Röhre in die andere her- 
beigeführt wird. 
Beilpiel. Wenn der Durchmeſſer der einen Röhre in der Zufammenjegung 
bon Sig. 821 noch einmal jo groß ifl als der der anderen Röhre, fo ift = 
1 
= (%/,)? = 4, daber der Widerftandscoefficient { = (4 — 1)? = 9 und die 
entiprechende Widerftandshöhe für den Uebergang aus der engeren Röhre in bie 
weitere glei 9. s. Iſt die Geſchwindigkeit des Waſſers in der legteren Röhre 


gleih 2 Meter, fo folgt die Widerftannshöhe 9 . 0,051 . 22 = 1,836 Meter. 





Verengung. Eine plöglide Gefhwindigfeitsveränderung tritt $. 464. 
aud) dann ein, wenn das Wafler aus einem Gefäße AB, Fig. 823, in eine 
engere Röhre DE tritt, zumal wenn an der Eintrittöftelle C.D ein Dia- 
phragma fit, deſſen Oeffnung noch feiner ift als der Duerjchnitt des 
Rohres DG. Iſt der Inhalt der Verengung — F, und « der Con- 
tractionscoefficient, jo hat man den Querjchnitt Fy des contrahirten Waſſer⸗ 
ſtrahles — a Fi, und ift dagegen F' der Duerfchnitt des Rohres und v die 
Ausflußgefchwindigfeit, fo findet man die Geſchwindigkeit des Waſſers im 
contrahirten Duerfchnitte 7, durch die Formel 

ty = «Fr, vV, 
daher den Drudhhöhenverluft beim Uebergange aus F, in F oder aus v; in v: 
a—-vW! _/F 1) v? 


—_ ( ZZ _1ı)%£ 
h= 29  \eF, 29 


und den entiprechenden Wiberftandöcoefficienten: 
| F R 
= ar — 1) . 





Ohne Diaphragma erhält man eine bloße Anfagröhre, Fig. 824, daher 
it hier = F, und 
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1 2 
& — 6 — i) 


& 


ſowie umgefehrt: 


1 

| ı+W% 

Nimmt man & — 0,64 an, fo erhält man: 

1 — 0,64\ 3 
= (I) == 0316. 

Durch den Widerftand beim Eintritt in die Röhre und durch die Reibung 
des Waſſers im äußeren Röhrenſtücke fteigert fic, aber & auf 0,505 ($. 449). 

Verſuche über den Ausflug des Waflers durch eine Anfagröhre mit 
verengtem Eintritte, wie Fig. 823 vorftellt, Haben den Verfaſſer auf 
Folgendes "geführt. Der Wiberftanbscoefficient fir deu Durchgang durch 
ein Diaphragma und für den Auſchluß an die weitere Röhre kann durch bie 


Formel 
= (em) 


ausgedrückt werden; e8 ift aber zu fegen: 








0,4 05 | 0,8 | 07° 1,0 











0,8 | 0,9 

















s = |0,616| 0,614| 0,612] 0,610 0007 0,605] 0,603] 0,601 —2 0,596 
und folgt: 
{= Er 50,99] 19,78 ven 6,256| 3,077 yore 1,169 07 0,480 




















Hiernad) ift z. B. in dem alle, wenn der verengte Querjchnitt halb jo 
groß ift als der Querſchnitt der Röhre, der Widerftandscoefficient & — 5,256, 
d. 5. der Durchgang durch diefe Verengung nimmt eine Drudhöhe in Ans 
ſpruch, welche 51/, mal fo groß ift al8 die Geſchwindigkeitshöhe. 


Beispiel. Welche Ausflugmenge giebt ber in Fig. 823 abgebildete Apparat, 
wenn die Drudhöhe 0,5 Meter, die Weite der freisförmigen Verengung 40 und 
die der Nöhre CE glei 50 Millimeter ift? Hier hat man: 

F αα»- — 
3 (5) — 0,64; daher « = 0,604, und 


100 
64 . 0,604 


2 
Set mnmunh=(1 +?) 27 fo erhält man die Ausflußgeſchwindigkeit: 


—E — 1) = 2,52. 
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Dh 0,5 _ 7 
und folglich das Ausflußquantum: 


Q = 8,14. 0,025? . 1,66 = 0,00325 Cubikmeter = 8,25 Liter. 


V 





Einfluss der unvollkommenen Contraotion. Bei bein im letzten $. 465, 
Paragraphen betrachteten Falle, wo das Waller aus einem großen Gefäße 
fommt, konnte die Contraction als eine volllommene angefehen werden; ift 
aber der, Querſchnitt des Gefäßes ober des an einer Berengung ankommenden 
Wafferftromes nicht fehr groß in Anfehung auf den Querſchnitt A}, Fig. 825, 
der Verengung, fo ift die Contraction eine unvolllommene und daher 
auch der entiprechende Widerftandscoefficient Heiner al8 in dem oben unters 
fuchten alle. Gelten wieder die vorigen Bezeichnungen, fo hat man auch 
hier die Wiberftandshöhe oder die durch den Durchgang durch Fi verzehrte 


Drudhöhe: 
F 2 93 
=(,m 1) 29° 


nur find für 0 veränderte „, und zwar um fo größere Zahlen einzufegen, 


je größer das Berhättnig ZU m L zwifchen dem Ouerfchnitte der Verengung und 


dem Querfchnitte G der Zuleitungsröhre AB ift. Befindet fi das Dia⸗ 
Fig. 826. 





phragma CD in einer gleichweiten Röhre AG, Fig. 826, fo findet ganz die⸗ 
jelde Beftimmung ftatt, nur hängt hier der Coefficient & von n ab. 
Nach den vom Berfafler hierüber angeftellten Verſuchen * man in der 


Formel 
-1) 


für die Widerſtañdscoefficienten zu ſetzen: 


$. 466. 
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0,6 |” | 08 | 09 | 10 


«= heran ss —D [prior Is oam|ıoo 

















und es folgt: 
t = [225,9|47,77| 17,51 |7,801 —2* oſam oa bosıooo 
Dieſe Berlufte „werden Meiner, wenn man buch Abrundung der 
Fig. 827. Kanten bie Contraction vermindert 


oder aufhebt, und fte laſſen ſich faft 

ganz befeitigen, wenn man, wie 

> Fig. 827 vepräfentict, ein ſich all» 

[63 mölig erweiternbes Durchgangsſtud 

MN einfegt. 

Beiſpiel. Welche Druchöhe wird erforbert, damit der in Big. 828 abgebildete 

Apparat in der Minute 0,3 Cubifmeter Waffer Liefert, 

Bio. 828. wenn daß Diapfragma bie Weite von 40 Millimeter, 

die Ausflukröhte D G diejenige von 50 und der untere 

Theil DO des Gefähes eine jolde von 80 Millis 
meter hat? Hier ift 


= (8) = 038, vaher nad —F Tabelle: 
a = 0,637; tan 2 = (9) = n, 






E 


folglich: 
2 (om) = au. 
Da die erforderliche Ausflußgeſchwindigkeit 
v8 0005 _ _ 2,55 Meter 


&0F 314. 0,0253 
fein muß, fo folgt die erforberlihe Drudhöhe zu: 


a 
A=U+Ng, = 001.811. 2559 = 108 Meter. 


Druckverhältnisse in cylindrischen Röhren. Mit Hilfe ber 
Fig. 829. Borda'ſchen Formel laſſen ſich auch die 
Drudverhältniſſe in einer Ausflußröhre 
mit verſchiedenen Weiten, wie z. B. ACH, 
Fig.829, ermitteln. Iſt pꝛ der hydrau⸗ 
liſche Druck und v, die Geſchwindigleit des 
Waſſers in Fi, ſowie p der Drud*)undvdie 
Geſchwindigkeit deſſelben in F, fo hatman: 
*) Unter p und p, find bier die totalen Drude zu verſtehen, d. h. die durch 
die Piszometerhöhen dargeflellten, vermehrt um den Drud der Aimofphäre. 
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v2 

?+, + 2 —. nd, — * — +. 29° und daher: 
—— —— — ı—v)v oder: 
v»ıY 29 y 9 

mn _»_(F_,\® 

A 4 Fi 


Bezeichnet nun A die Höhe des Waſſerſpiegels über der horizontalen Are 
des Rohres AG und p, den auf dem Wafferfpiegel Laftenden Druck (Atmo- 
Ka jo iſt: 


a nl 2; 


3 
* man den hieraus folgenden Werth von. 7 in die vorlette Formel ein, 
ſo ergiebt ſich: 





P _P_ BP). 
—W * 


em 


In dem Falle, wo das Waller in die freie Luft ausfließt, alfo der Quer⸗ 
ſchnitt F dem Wafferbarometerftande db unterworfen, und wo aud ber 
obere Waflerjpiegel demfelben Atmofphärendrude ousgeſert iſt, hat man 


2 — 9, daher: 
— — 


Te ' 


pı -R. 


Fk Zu Ya aan 
+1) 
Da der hydrauliſche Drud pr, fowie der Waflerdrud überhaupt, niemals 


negativ werden kann (vergl. $. 427), jo wird das der Rechnung zu Grunde 
gelegte Ausflußverhältnig nur jo lange wirklich ftattfinden, als obiger Aus- 


drud einen pofitiven Werth für 3 liefert, d. h. ſo lange die Bedingung 


erfüllt iſt: 
— 1 F +(>— 1) 
1 h, ober: — —. 


— 


Wenn die Druckhöhe % die durch dieſe Formel angegebene Grenze über⸗ 
ſteigt, ſo trifft die gemachte Vorausſetzung nicht mehr zu, daß das Waſſer 
beim Ausfließen durch DG den Querſchnitt F gänzlich ausfülle, es 


b>2 
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fließt vielmehr das Wafler aus der Röhre A C fo aus, als ob die Röhre 
DG gar nicht vorhanden wäre, und zwar mit der theoretifchen Ausfluß- 
gefchwindigfeit v = V 2gh. 

Die gefundene Bedingung fiir den Ausflug mit gefülltem Duerfchnitte 
findet auc) ihre Anwendung bei der Röhre CE, Fig. 823, mit Diaphragma, 
nur ift bier @ F} anftatt F, einzufegen, daher für den vollen Ausflug 


a Her) 1) 
(7m ') 


Läßt man das Diaphragma weg, hat man es aljo bloß mit einer funzen 


colindrifchen Anfagröhre CH, Fig. 824, zu thun, jo hat man Fi =F 
und daher: 


h_ ' +G J 1+(-1) 
"— zu jegen. 

— F — BE 
Führt man & — 0,64, alfo ı — 1 = 0,5625 ein, fo ergiebt ſich für 
diefe Röhren die Grenze des ra‘ mit gefülltem Querſchnitte: 

1 + 0,3164 i 
—* 2.0,5625 ’ F LIT. 

Nimmt man — — 10,336 Meter an, * folgt, daß bei Druckhöhen über 
1,17. 10,836 — 12,09 Meter der volle Ausfluß durch eine kurze cylin⸗ 
driſche Anſatzröhre aufhört. 

Hiermit ſtimmen auch die Ergebniſſe der Verſuche des Verfaſſers voll⸗ 
kommen überein (ſ. den betr. Aufſatz im 9. Bande des „Civilingenieur“, 
über den Ausflug des Waflers unter hohem Drude). 

Beim Ausfluffe des Waffers in einen Iuftverdinnten Raum ift dieje 
Grenze des vollen Ausflufjes jchon früher erreicht. Iſt der Waflerbarometer- 


- ftand in diefem Raume ß, alſo $ = 2 fo giebt die allgemeine Formel: 


—— gu fordern. 


‚A +b— BP) 





8. 466.] Bon den Hinderniffen in der Bewegung zc. 1039 
die Dedingungsgleichung für den vollen Ausflug: 


A+d—B_ + +51) 


ß F_ 
2a) 
ud bei einem kurzen cylindriſchen Anfagrohre: 
+ 


< 1,17. 


Wäre 3. D. in einem Condenfator der Waflerbarometerftand B — 1 Meter 
gegeben, jo witrde ein cylindrifches Einjprigrohr nur dann mit gefülltem Quer⸗ 
fchnittevon dem Injectionswafler burchftrömt werden, wennk + b<1,17ß+ß, 
d. h. wenn % + 10,336 kleiner als 2,17 Meter wäre. Dies wlrde ein 
negatives h, d. h. ein Anſaugen bes Waflers aus einer Ziefe von minde- 
ſtens 10,336 — 2,17 — 8,166 Meter bedingen. Segt man h — 0 
voraus, fo witrde voller Austritt durch ein Anfatrohr 'an die Bedingung 
ve fein : 


b—ß 
z- < 1,17; oder B > zn; 


Wenn das Waller durch eine fi) allmälig erweiternde Röhre ACE, 
Fig. 830, fliegt, jo tritt ein Verluſt an lebendiger Kraft nicht ein, und 
man hat daher: 


n,..» 
Yy + 29 y +2 r 


ne (ey 93 v 
‚7 29 Y F\ 29 


Da ferner die Gleichung si 


d. b.42 4,76 Meter. 





1422345 
ſo folgt: 

ve m —Pp 

rt 


Setzt man diefen Werth F in die vorhergehende Gleichung ein, ſo 


ae) 


oder fiir den Sat, bo wieder =p—bilt: 


Ppı F\? | 
pP _,_ (7 —-ıla 
Y —E 


erhält man mn 


8. 467. 


1040 Siebenter Abſchnitt. Viertes Capitel. [$- 467. 


ALS Bedingung für den Ausflug mit gefülltem Querſchnitte hat man 
daher bei allmäliger Duerfchnittserweiterung 


h 1 

<a 

=: 

Druckverhältnisse in conischen Röhren. Das Ausfluß- und 

Drudverhältniß bei einercplindrifchen Röhre CE mitoberohne Diaphragma 

erleibet folgende Mobificationen, wenn noch ein befonderes Mundftüd oder 

eine andere Röhre EGHK, Fig. 831, an biefe Röhre angeſchloſſen ift. Es 

Fig. 831. bezeichne F’den Querſchnitt, v die 

Geſchwindigleit und p den Drud 

des Wafler an der Ausmündung 

HK, ferner F, den Querſchnitt 

v  ber@immindung, « F, den Duer- 

ſchnitt des contrahirten Wafler- 

ftrahles, fowie d, die Geſchwin⸗ 

B digfeit und pı den Drud bes 

Waffers in demfelben; ebenfo fei 

F; der Röhrenquerfchnitt an der Stelle, wo ſich der Wafferftrahl wieder an 

bie Röhre anlegt, endlich bezeichne vz die Geſchwindigkeit und ps den Drud 
des Waſſers an eben dieſer Stelle. 

Dann hat man: 


zu fordern. 





y- 4 % und daher: 
A_R_ ul _n_ 248 in m lı—%) 
vr 7 g g 
_? u matt 
oder, da aFıvı = Fan — Fe iſt, alle 
F B 
=, 5 und = = gelegt werben Tann, 








n_P 2r (€ ] v 
— 1 ER . 
[2 + aan \n)li ‚ 
Nun ift aber Hier die zur Erzeugung der Ausflußgefchwindigfeit nöthige 


Trudhöhe 
tn] 


daher folgt auch: 








“ 


8. 467.] Bon den J—— in der Bewegung ꝛc. 1041 


St) tt 
ver F3 F Fi Fa Ein 


2 [3 


I—_2ı —# 
J =yr 


14 (em ”) 


ar 
— mtm) 
in=)= EM, 


yı I 0 
mt(er 5) 


oder beim Ausfluffe in die freie Luft: 


1 1 
A— F, 


an (mt) 


1 1 1\? 
tem R) 
Damit ein voller Ausflug erfolge, muß hiernach 


a, =b— h. 


< oder 
=r-(4+2) 
& FF, FB 
h 
5, (GE BRBR N BE ERBEN 
P Ah P on m)" 
Mit Hülfe der vorftehenden Formeln laſſen fih nun aud) die Ausfluß- 
verhältniffe der conijchen Röhren AB DE, Fig.832 und Fig. 833, angeben, 


1 ( 1 1\? 
h F? @F; 5) 
b 





Fig. 832. Fig. 8383. 





wenn man in denfelben ftatt F, den Duerfchnitt der Röhre an der Stelle, 
wo fich der Strahl anlegt, einführt. Bezeichnet 5 die Hälfte des Divergenz- 
winkels ACB der einen ober des Convergenzwinkels der anderen Röhre, 
und fegt man voraus, daß die Länge Fi F, des Wirbels glei der Mün- 
dungsweite AB = äh, jei, jo läßt fich die Weite der Röhren an der Stelle, 
wo ſich das Waſſer an die Röhrenwand anlegt, jegen: 

da = dı + 2dıtang.d = (1 + 2tang. 6) d, 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 66 
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und daher das Duerjchnittsverhältniß : 
F 
F, 
wobei das Pluszeichen für die divergente Röhre in Figur 832 und das Mi⸗ 


nuszeichen für die convergente Röhre in Fig. 833 in Anwendung zu bringen 
ft. 3.8. für d — 21%, Grab ift 2tang.ö —= 0,0873 und 


= — (1 + 0,0878)? entweder — 1,182 oder 0,833 ; 
1 
daher die Ausflußgeſchwindigkeit im erſten 

20h DEE. T LE 


+ eV role) 


und dagegen im zweiten: 


Der entſprechende Ausflußcoefficient 
1 


— —* 4 —2 


der divergenten Röhre iſt natürlich anſehnlich kleiner als der Ausflußcoefficient 
1 


— \ 1 + 0,131 (£) 


der convergenten Röhre. 
Wären 3. B. die Röhren drei Mal fo lang al8 in der Einmündung weit, 
jo hätte man im erften Falle: 


=(4 — —= (1 + 2tang. 6)?, 


2 
(5) —= (1 + 6tang.ö)‘ = 1,2624 — 2,536, und 
1 
1 
— — — 0,659, bagegen im zweiten Falle: 
u 72306 geg 3 | Ö 
2 
(+) = (1 — 6tang.6)!= 0,738* —= 0,296 und 
1 
1 
— — — 0,981 (vergl. 8. 452). 
u Vroser (vergl. $. 452) 


Damit der Ausflug durch diefe Röhren mit gefüllten Querſchnitte er- 
folge, muß 


8. 468.] Von den Bee in der Bewegung zc. 1043 
F\?2 
h << 1 + Er RB 
Ent] 
ar, F, F' 
fein, aljo im erften Falle, wo , 
F 1,593 F 1,593 _ 
ar, >07 2,490 ud = 799 148 ift, 
1 + 1,142? 2,304 
b F 6,713 — 2 817 3,896 S 0,592. 
Es darf alſo die Drudhöheh noch nicht 10,336 . 0,592 —= 6,119 Meter erreichen. 


Knieröhren. Beſondere Hinderniffe ftellen fich ber Bewegung des $. A68. 
Waflers in Röhren entgegen, wenn diefelben gekrümmt find oder gar 
Kniee bilden. Diefe Widerftände laſſen ſich nicht mit Sicherheit theoretiſch 
beftimmen und mußten daher, wie fo viele andere Ausflugverhältniffe, auf 
dem Wege der Erfahrung unterfucht werben. 

Bildet eine Röhre A CB, Fig. 834, ein Knie, fo trennt fic) der Strahl. 
in Folge der Eentrifugalfraft des Waſſers von der inneren Fläche des zweiten 
Röhrenftüdes; es hört, wenn diefes Stüd kurz ift, der volle Ausflug auf, 
und es fällt deshalb auch die Ausflugmenge Feiner aus als bei einer gleich 
langen geraden Röhre. Iſt aber das Äußere Stück CB der Knieröhre ACB, 

Big. 834. Fig. 835. 





Fig. 835, länger, fo bildet fich hinter dem Knie C ein Wirbel S, und e8 
tritt bei wieber gefülltem Querſchnitte eine verminderte Ausflußgeſchwindig⸗ 
feit v ein. Dieſe Verminderung der Ausflußgeſchwindigkeit ift genau jo zu 
beurtheilen wie der Widerftand, welchen Berengungen in Röhren bewirken. 
Iſt F der Querſchnitt der Röhre und Fy der Duerfchnitt des contrahirten 
Strahles bei 8, fo hat man den Contractionscoefficienten deflelben: 
a = B 
F 


und daher den entſprechenden Widerſtandscoefficienten: 


=) 6) 


66* 
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Der Contractionscoefficient & und folglich auch der entiprechende Wider- 
ftandscoefficient & hängt von dem Bricol- oder halben Ablenkungs— 
wintlö= ACD= BCE= 1, BOF, %ig. 834, ab, und es ift 
nad) den Verſuchen, welche der Verfaſſer an einer Röhre von 3 Centimeter 
Weite hierliber angeftellt hat, 

& — 0,9457 sin.ö2 + 2,047 sin. dt 
zu fegen. 

Volgende Heine Tabelle enthält eine Reihe von nad) diefer Formel be- 
rechneten Widerftandscoefficienten fiir verjchiedene Bricolwintel : ' 


0 = 10 20 | 30 40 | 45 50 55 60 65 | 70 




















(= 0,139| 0,364 | 0,740 1,556| 1,861 | 2,158] 2,431 

Man erficht hieraus, daß durd) die Kniee der Tebendigen Kraft des Waſſers 
in Röhren bedeutende Berlufte erwachſen. Iſt 3. B. das Knie ein recht⸗ 
winteliges, alfjo d = 45°, fo hat man hiernad) den durch daſſelbe herbeis 


geführten Drudhöhenverluft: 
1 v2 v? 
=, 70981. 5; 


29 
alfo ziemlich gleich der Geſchwindigkeitshöhe. 

Bei engeren Röhren fällt & namhaft größer aus, 5.2. fiir eine Knieröhre 
von 1 Sentimeter Weite und 90 Grad Ablenkung ift & — 1,536 gefunden 
worden. ©. des Verfaſſers Erperimentalhydraulif. 

Stoßen an ein Knie ACB, Fig. 836, noch andere Kniee ohne längere 
Zwifchenröhre, wie z. B. aus Fig. 837 und Fig. 838 zu erjehen ift, fo 


Fig. 886. Fig. 837. Fig. 838. 


0,046 0084 1,260 
































treten ganz befondere, jedoch leicht erflärliche Ausflußverhältniffe ein. Das 
zweite Snie BDE, Fig. 837, welches den Strahl nad) berfelben Seite 
hin ablentt, wie das erſte ACB, bringt keine weitere Contraction des 
Strahles hervor, es ift ‚daher aud) bei vollem Ansfluffe hier & nicht größer 
als jür ein einfaches Knie ACB. Lenkt aber das Knie BDE, Fig. 838, 


$. 469.] Bon den Hinderniljen in der Bewegung zc. 1045 


den Strahl auf die entgegengefegte Seite, fo ift die Contraction eine doppelte, 
und daher auch der Widerftandscoefficient doppelt fo groß als bei einfachen: 
Knie. Wird endlich BDE fo an ACB geſetzt, daß DE redhtwintelig auf 
die Ebene A BD zu ftehen kommt, fo ftellt fich & ungefähr 11/, mal fo groß 
heraus als bei dem Knie ACB allein. 

Beifpiel. Wenn die im Beilpiel 1, $. 457; berechnete Röhrenleitung von 
50 Meter Länge und 0,15 Meter Weite 
zwei rechtwinkelige Kniee enthält, Fig. 839, 
ſo beträgt die für ein gefordertes Lie⸗ 
ferungsquantum von 1 Cubikmeter per 
Minute nöthige Drudhöhe: 


50 v? 
h =(1,5064-0,0242 CAR, 0,984), 
— 11,54. 0,051.0,943° = 0,523 Meter. 


“ Fig. 839. 





Kropfröhren. Gekrummte Röhren geben unter übrigens gleichen $. 469. 
Berhältniffen viel Heinere Wiberftände als unabgerundete Kuieröhren. Auch) 
fie veranlaffen in Folge der Eentrifugalfraft des Waſſers eine partielle Con⸗ 
traction des Waſſerſtrahles ABD, Fig. 840, fo daß, wenn fi) an die 
krumme Röhre Feine längere gerade Röhre anfchliegt, der Querſchnitt F} des 
Strahles bei feinem Austritte Kleiner ift als der Querſchnitt F’ der Röhre, 
Endigt fi) aber der Kropf ABD, Fig. 841, in einer längeren geraden 
Röhre DE, fo bildet fid) wieder ein Wirbel F’, und es findet auf Unkoſten 


Fig. 840. Fig. 811. 





ber lebendigen Kraft des Waſſers wieder ein voller Ausflug des Waflers 
ftatt. Iſt der Contractionscocfficient a — «, fo haben wir auch den 
Coefficienten des Kritmmungswiderftandes: 


1 2 

= (2-1) 
Der Eontractionscoefficient & hängt von dem Verhältniffe * der halben 
Röhrenweite EMAq, dig. 840, zu dem Krümmungshalbmeſſer 
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CM = r ber Röhrenage ab und läßt fid) annähernd auf folgende Weiſe 
theoretifch beftinnmen. Iſt v die Geſchwindigkeit des Waſſers beim Eintritte 
in den Kropf und v, die des zuſammengezogenen Waflerftrahles, jo hat man 


vi Fi =vF, daher vı — Ar und demnach die den Drud in BE 
meffende Druckhöhe: 


1 [)-E 


Diefe Höhe mit 1 und. M multiplicirt, ergiebt den Deut des Waſſerſtrahles 
bei E auf die Flächeneinheit nach allen Richtungen hin: 


[rer 


Da nun die Eentrifugalfraft des Sofern an ber converen Röhrenwandung 
dem Drucke p entgegenwirft, fo ift e8 möglich, daB fie denjelben hier ganz 
aufheben kann. In diefem alle wird aber auch die äußere Luft eindringen 
und ſich der Strahl ganz von der converen Seite loszichen, wie aus den 
Fig. 840 und 841 zu erjehen if. Die Centrifugaltraft eines Waſſer⸗ 
prismas von der Länge BE = 2a und dem Querſchnitte 1 ift bei dem 
Krlimmungshalbmefir COM = r, 





= n 2ay, 
fest nıan daher p — g, fo folgt die Bedingung des Losreißens: 
1 4a 
— — 1 = _—, 
a? Tr 


daher der Contractionscoefficient: 


Vor 


und der Widerftandscoefficient bei vollem Ausflufle: 


Ve) 


Da bei diefer Entwidelung nur eine mittlere Geſchwindigkeit und ein 
mittlerer Kriimmungshalbmeffer zu Grunde gelegt wurde, fo kann fie natlir- 
lich auch nur auf eine annähernde Beitimmung von & und & führen. 

Aus den Verfuchen des Berfaflerd und aus den Beobachtungsreſultaten 
Du Buat's hat aber der Berfaffer für den Widerftandscoefficienten beim 
Durchgange des Waflers durch Kröpfe folgende empiriſche Fornieln abgeleitet: 

1) Für Kröpfe mit freisförmigem Querſchnitte: 


24 
0, 1831 + 1,847 (2) ; 





$. 469.] Bon den Hinderniffen in der Bewegung zc. 1047 
2) für Kropfröhren mit rectangulären Querſchnitten: 
E = 0,124 + 3,104 (A) 
Nach diefen Formeln find folgende Tabellen berechnet worden: 


Tabelle lJ. 
Coefficienten des Krümmungswiderftandes bei Röhren mit kreisförmigen 
Querfönitten. 


0,4 





-— oo... — — —- 


0,2 





0,8 05 | 06 | 07 los | os | 10 






























0,661 


0,138 | 0,168 |0,206 0,977 ‚ao [1.070 














as: 0,294 [04 








Tabelle ı. 
Coefficienten de Krümmungswiderflandes bei Röhren mit rectangulären 




















Querfdnitten. 
* = [01102 | 03 | 04 | 05 | 06 107 |os | o9 | 10 
t= [0,124 |0,135 |0,180 |0,250 0.08 oois haus 1,516 [2,271 |3,228 


























Hiernach fieht man, daß bei einer runden Röhre, deren Krümmungshalb⸗ 
meſſer zweimal fo groß ift al8 der Röhrenhalbmeſſer, der Widerſtands⸗ 
coefficient —= 0,294, und bei einer Röhre, deren Krümmungshalbmeſſer 
mindeftens zehnmal fo groß ift als der Halbmeiler des Querſchnittes, diefer 
Goefficient = 0,131 ausfällt. 

Um die Contraction des Waflers in einer krummen Röhre ABD, 
Fig. 842, zu verhindern, ift der Querſchnitt der Röhre allurälig fo zu ver 
engern, daß der Querjchnitt DH = Fi der Ausmündung zum Querſchnitte 


BE= F der Einmündung in Verhältniffe « — 1 zu Stehen 





v+1 


Fig. 844. 


fonımt. 
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Stößt an den Kropf BD, Fig. 843, noch ein anderer an, welcher den 
Strahl nad) derjelben Seite noch weiter ablenft, bildet 3. B. die Röhrenare 
einen Halbfreis wie BDE, Fig. 844, fo ändert fi) die Contraction nicht, 
es behalten alfo aud) « und & nahe denfelben Werth wie bei der Röhre in 
dig. 843, welche nur einen Duadranten einnimmt; ſchließt ſich dagegen ein 
Kropf DE, Fig. 845, an, weldjer nad) der entgegengefegten Seite ablentt, 
fo bildet fi) vor diefem ein Wirbel F, und es tritt in demfelben eine zweite 
Zufammenziehung des Strahles ein, wodurd) der Widerftand (&) nahe ver: 
doppelt wird. 

Fig. 845. 
A 


Sig. 847. 






\ ’ 
. ql 
i 
9 
r % 


J 
| 
J 





Der Widerſtand des fließenden Waſſers in Kropfröhren läßt ſich durch 
Erweiterung der Kröpfe wie BDE, Fig. 846, ſowie durch dünne Scheide— 
wände in denſelben wie Sin BDE, Fig. 847, vermindern, denn im erſten 


Falle wird die Geſchwindigkeit v und im zweiten das Verhältniß - und 


folglich auch der Widerftandscoefficient & Heiner. 


Beijpiel. Wenn die Nöhrenleitung BLM, Fig. 848, im zmeiten Beiſpiele 
Fig. 848. des 8. 457 noch fünf Kröpfe zu je 909 
A enthält, und der Krümmungshalbmeſſer 
eines jeden 0,06 Meter beträgt, jo hat man: 
SZ * a = Ya 
hb3 — r 
' und nad) der erſten der obigen Tabellen, 
2 







—— —— — ⸗* 






— — | den entipredenden Widerſtandscoeffi⸗ 
L —crcienten: 5 = 0,294; folglich für alle 
fünf Kröpfe, 55 = 1,47 und daher die 

Geſchwindigkeit des ausfließenden Waſſers flatt 


= Z, = 1,762 Meter, 
y 10,10 
v„—_ 5,08 — 1,647 Meter, 
Y10,10 + 1,47 
jo daß nun die Ausflugmenge pro Secunde: 
Q = 3,14 . 0,0252 . 1,647 = 3,23 Siter folgt. 





8. 470.] Bon den Hindernifjen in der Bewegung zc. 1049 


Schieber, Hähne, Klappen. lm den Ausfluß des Waflers aus $. 470. 
Köhren und Gefäßen zu regulicen, werden fogenannte Obturatoren, und 
zwar Schieber, Hähne, Klappen und Ventile angewendet, wodurch ſich 
Berengungen erzeugen lafien, welche dem Durchgange des Waflers Wider- 
ftände entgegenfegen, die fi) auf ähnliche Weife wie die in den legten Para- 
graphen abgehanbelten Berlufte beftimmen laſſen. Da aber hier da8 Waſſer 
noch befondere Richtungsänderungen, Zertheilungen u. |. w. erleidet, jo laſſen 
ſich die Coefficienten & und & nicht unmittelbar beftimmen, ſondern es war 
zu deren Ermittelung die Ausführung bejonderer Verſuche nöthig. Solche 
Berfuche find von dem Verfaſſer ebenfalls angejtellt worden*), und bie 
Hauptergebniffe berfelben find in folgenden Tabellen enthalten : 


Zabelle LI. 


Die Widerflandscoefficienten für den Durchgang des Waſſerß durch Schieber 
oder Schubventile im parallelepipediſchen Robre. 


Querſchnittsverhältniß = = 10| 0,9|0,8| 0,7 0,4 0.| 02101 








0,6 | 0,5 

















Widerflandscoefficient ¶ — Io 0,09|0,39| 0,95 | 2,08] 4,02|8,12] 17,8 


























“ 193 


Zabelle IL 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waflers durh Schieber 
im cylindriihen Rohre. 


Oneftnitsshätnis = 1,000 0,740 | 0,609 











0,948 | 0,856 0,466 |0,316 




















0,159 


Widerftandäcoefficienti—]| 0,00 | 0,07 | 0,26 














0,81 | 2,06 | 5,52 





17,0 | 97,8 


*) Verſuche über den Ausflug des Waſſers durch Schieber, Hähne, Klappen und 
Bentile, angeitellt und berechnet von Jul. Weisbach, oder unter dem Titel 
„Unterfuhungen im Gebiete der Mechanik und Hydraulik“ u. |. w., Leipzig 1842. 
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Tabelle IH. 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waflerd durch einen Hahn 
im parallelepipedifhen Robre. 



































Stellwintel J = | 5% | 100 | 15% | 200 | 250 | 300 | 350 | 40% | 45° | 500 | 55° |66%, 
Querſchnitts⸗ __ i 

—— | = hanspsschzoob,sorheos mobasopanabasoh1sep.n N) 
ee | = 008 jo 0,88 ie |a45 |o15 [112 | 41,0 195,3 2 © 




















coefficient 


Tabelle IV. 


Die Widerftandäcoefficienten für den Durchgang des Waflers dur einen Hahn 
im cylindrijden Rohre. 





























Stellwintel d =| 5° 109 15° 20° 250 30° | 350 
Querjchnittöverhältnig — | 0,926 | 0,850 | 0,772 | 0,692 | 0,613 | 0,535 | 0,458 
Widerftandscoefficint =| 0,05 | 0,29 | 0,76 | 1,56 | 3,10 | 5,47 | 9,68 

















500 | 65° | 600 | 65% 82/0 


Stellwintel d - 409 | 450 
Oueiiguitherhuinz— 0,385 —2 0,250 [02% 0,1387 | 0,0901 | 0 


Widerftandscoefficient = | 17,8 | 81,2 | 52,6 106 | 206 | 486 | ) 
































Tabelle V. 
Die Widerftandäcoefficienten für den Durchgang des Waflers dur Dreh: 
Happen oder Droffelventile im parallelepipedijhen Rohre. 




















Stellwinfel d —=| 50 10° 15° 200 | 25° | 300 | 35° 
Ouciamitidaheiint =] 0,913 | 0,826 oau 0,658 [0077 0,500 | 0,426 
Widerftandscoefficient -| 0,28 | 0,45 | 0,77 | 184 | 2,16 | 854 | 57 











- 
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Stellwintel d = | 40° 





450 | 50% | 55° 





00 | oo mo | 














Querſchnittsverhältniß = los | 0,293 | 0,284 








0,181 | 0,134 [oo 0,060 | 


Wideritandäcoefficient =) 9,27 —— 24,9 | 42,7 | 77,4 














. 158 os | Rs) 
Tabelle VI 


Die Widerftandscoefficienten für den Durdgang des Waflerd und Dreh— 
klappen im cylindriſchen Rohre. 





Stellwintel d Dry 50 10° 15° 200 250 300 | 85° 


—E— — — 0,918 | 0,826 | 0,741 | 0,668 | 0,577 | 0,500 | 0,426 


Widerftandscoefficient -| 0,24 | 0,52 | 0,% | 1,54 


























2,51 


3,91 


Stellmintel d -| 409 | 450 | 50° | 55° | 600 | 65° | 700% | 900 


Querjänittäverhältnig = 


6,22 




















0,357 | 0,298 0,134 | 0,094] 0,060| 0 








0,234 | 0,181 




















Widerſtandscoefficient —=| 10,8 | 18,7 | 32,6 











so2| ma | 26 | zu 0) 


Mit Hülfe der in den vorftehenden Tabellen aufgeführten Widerſtands⸗ $. 471. 
coefficienten kann man nicht nur den einer gewiflen Schieber-, Hahn oder 
Klappenftellung entſprechenden Drudhöhenverluft angeben, fondern aud) be- 
ftimmen, welche Stellung biefen Apparaten zu geben ift, damit die Ausfluß- 
geichwindigfeit oder der Widerſtand ein gewiffer werde. Allerdings wird aber 
eine folche Beftimmung um fo ficherer, je mehr diefe regulivenden Vorrich⸗ 
tungen den bei den Verſuchen angewendeten gleichen. Uebrigens gelten die 
in den Tabellen angegebenen Zahlenwerthe nur für den Fall, wenn das 
Waller nad) dem Durchgange durch die mitteld diefer Apparate hervor: 
gebrachten Verengungen das Rohr wieder ausfült. Damit diefer volle Aus- 
fluß bei ftarfen Verengungen nod) eintrete, muß das Rohr eine beträchtliche 
Länge Haben. Die Duerjchnitte der parallelepipedifchen Rühren waren 
5 Sentimeter breit und 2?/, Gentimeter hoch, und die Duerjchnitte von ben 
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eylindriſchen Röhren hatten eine Weite von 4 Centimetern. Bei dem 
Schieber, Fig. 849, entſteht eine einfache Verengung, deren Querſchnitt 


Fig. 899. Fig. 850. Fig. 851. 





bei dem einen Rohre ein bloßes Rechte F\, Fig. 850, bei den zweiten 

aber einen Mond Fi, Fig. 851, bildet. Bei den Hähnen, Fig. 852, 

ftellen fich zwei Berengungen und auch zwei Richtungsabänderungen heraus, 
Dig. 852. ig. 868. 





deshalb find auch Hier die Widerſtände fehr groß. Die Duerfchnitte der 
größten Berengungen haben ganz eigenthiimliche Geftalten. Bei den Dreh: 
klappen, Fig. 853, theilt fich der Strom in zwei Theile, wovon jeber 
durch eine Verengung hindurchgeht. Die Duerfchnitte diefer Verengungen 
find bei ber Drebflappe im parallelepipedifchen Rohre rectangulär und im 
chlindrifchen mondförmig. — Zur Anwendung der oben nıitgetheilten Ta⸗ 


bellen wird durch folgende Beifpiele hinreichende Anleitung gegeben werben. 


Beifpiele 1) Wenn in einer cylindriſchen NRöhrenleitung von 0,08 Meter 
Weite und 160 Meter Länge ein Schubventil angebracht ift, und dafjelbe un 3, 
der ganzen Höhe gezogen wird, aljo 5/, derjelben verfchliekt, welche Waſſermenge 
liefert die Röhre unter einem Drude von 1,2 Meter? 

Der Widerftandscoefficient für den Eintritt in die Röhre laßt fi) nad dem 
Brüheren £, = 0,505 und der Widerflandscoefficient für den Schieber nah Ta: 
belle IL, $. 470, &, = 5,52 ſetzen, es folgt daher die Ausflußgeſchwindigkeit: 

4,429 V 1,2 J 4849 
Vnos 46,62 + 68 * V7,025 + 20005 


Setzt man den Reibungsceoefficienten vorläufig £ = 0,025, fo erhält man: 


v= 4,849 — 0,642 Meter. 
V 57,025 





_ 
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Nun entiprit aber der Geſchwindigleit v = 0,64 Meter genauer £ = 0,0262, 
daher ift jchärfer: . 
4,849 
69,425 


und die Ausflußmenge pro Secunde: 
Q = 3,14 . 0,042 . 0,629 — 0,00315 Eubitmeter = 3,15 Liter. 


2) Eine Röhrenleitung von 0,1 Meter Weite liefert bei einer Drudhöhe von 
1,6 Meter in der Minute 0,3 Eubitmeter Wafler. Welche Stellung Hat man 
dem in derjelben angebradten BDrofielventile zu geben, damit da8 YAusfluß- 
quantum nachher nur 0,2 Eubilmeter beträgt? 

Die Geſchwindigkeit ift anfänglid: 

0 


= 0,629 Meter 


. ’ . 7 


und nach theilweiſem Verſchluß der Klappe: 
vi = % . 0,637 = 0,425 Meter. 


Der Ausflußeoefficient flir den erften’ Fall des Ausfluſſes ift: 
v 0,637 

a ET — 

daher der Widerſtandscoefficient: 
1 - 

= dg-1= 

der Ausflußcnefficient für den zweiten Fall ift: 
, 1 = Yu % . 0114 = 0,076, 

daher der Widerftandscoefficient: 

= —_1=1M. 
Demnach darf der Eoefficient des vom Drofielventile zu erzeugenden Widerftandes 

u -—tt=12—-76=% 
betragen. Nun giebt aber Tabelle VI., 8. 470, die Widerflandscoefficienten für 
d gleich 55% und 609 bezüglih zu Z = 58,8 und Z = 118; man darf daher 
annehmen, daß bei einer Stellung unter dem Wintel 

96 — 58,8 

d —= 55 + 18088 ' 5° — 580 
dag gewünſchte Ausflußquantum erhalten werde. Berüdfihtigt man noch, daß 
bei dem Geſchwindigkeitswechſel von 0,637 Meter auf 0,425 Meter der Reibungs- 
coefficient der Möhrenleitung von 0,0263 in 0,0290 übergeht, jo bat man nod 
genauer den Werth des der Droſſelklappe zugehörigen Widerflandscoefficienten: 


172 — 76 -ın — 84 — 8 


263 
und demnad den gejuchten Stellwintel: 
88 — 58,8 
It ET. 


Ventile. Bon bejonderer Wichtigkeit ift die Kenntniß der durch Ven⸗8. 472. 
tile bervorgebrachten Widerftände. Auch über dieſe find vom Verfaſſer 
Berfuche angeftelt worden. Am häufigsten kommen bie fogenannten Kegel⸗ 
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und nächſtdem die Klappenventile, wie in ben Figuren 854 und 855 
abgebildet find, zur Anwendimg. Bei beiden geht das Waffer durch die von 


Fig. 854. Sig. 856. 





einem Ringe RG gebildete Oeffnung; das Kegelventil KL, Fig. 854, hat 
einen Stiel, womit e8 in einer Yührung liegt, die ihm nur einen Ausſchub 
in der Arenrichtung geftattet; das Klappenventil oder die Bentilffappe XL, 
dig. 855, Hingegen öffnet ſich drehend wie eine Thür. Dan fieht leicht ein, 
daß bei beiden Apparaten dem Waſſer nicht nur durch den Bentilring, fon- 
dern auch durch die Bentilflappe ein Hinderniß entgegengejegt wird. 

Bei dem Kegelventile, womit die Verſuche angeftellt wurden, war das 
Berhältnig zwiichen der Apertur im Bentilringe zum Querfchnitte der ganzen 
Röhre: 0,356 und dagegen das Berhältnig zwijchen der Ringfläche um das 
geöffnete Ventil herum zu dem Nöhrenquerfchnitte — 0,406 ; es läßt ſich 
daher im Mittel 2 — 0,381 fegen. Indem man ben Ausfluß. bei ver: 
fchiebenen Ventilftellungen beobachtete, ergab fi), daß der Widerſtandscoef⸗ 
ficient zwar abnahm, wenn der Ventilſchub größer wurde, daß aber biefe 
Abnahme ſchon höchſt unbedeutend ausfiel, wern der Ventilſchub die halbe 
Weite ber Apertur übertraf. Tür diefen Stand war $ = 11, alfo bie 
Widerftandshöhe oder der Drudhöhenverluft : 


Y°3 
. 29 N 
wenn © die Geſchwindigkeit des Waflers in der vollen Röohre bezeichnet. 


Diefe Zahl kann man aud) benugen, um die anderen Querfchnittsverhältnifien 
entjprechenden Widerftandscoefficienten zu beftimmen. Setzen wir allgemein 


F 2 
= am” 1) » 
jo erhalten wir für den beobachteten Yall: 


93 


F, 1 ? 
F> 0,381 und $ = (er — 1) =11, 
daher : 
1 1 


um —— = 0,608 
0381 (1 + YVıı) 4,317. 0,381 


und endlich allgemein den Widerftandscoefficienten : 
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F 2 F 2 
= (sonsm 1) = (u 1). 


Iſt 3. B. der Duerfchnitt der Deffnung die Hälfte von dem der Röhre, fo 
fällt hiernach der Widerftandscoefficient 
£ = (1,645 .2 — 1)? —= 2,292 — 5,24 

aus. j 

Bei dem Klappenventile war das Duerfchnittöverhäftniß zwiſchen der 
Durhgangsöffnung und der Röhre, d. i. 3 — 0,535 ; wie aber die Wider⸗ 
ftandscoefficienten mit der Größe der Eröffnung abnehmen, rührt folgende 
Tabelle vor Augen. 




















Zabelle 
der Widerftandscoefficienten für die Ventilklappe. 
Deffnungswintel 150] 200] 250| 300] 350 |400| 15015001 550] 600 | 66°] 70° 
MWiderftandscoefficient | 9| 62 30 | 20| 14|9,5 16s 46]32|2,3} 1,7 
































Mit Hilfe diefer Tabellen laſſen fich die Widerftandscoefficienten fiir Klap⸗ 
pen aud) dann noch annähernd berechnen, wenn das Querſchnittsverhältniß 


= ein anderes fein ſollte. Es ift derfelbe Weg zu betreten, welchen man 


bei den Segelventilen verfolgt hat. 


Beijpiel. Eine Drudpumpe liefert bei jedem Nievergange des Solbend in 
5 Secunden 0,1 Eubilmeter Waſſer; die Weite des Steigrohres, in weldhem das 
tegelförmige Steigventil figt, beträgt 0,15 Meter, der innere Durchmefler des 
Bentilringes 90 Millimeter und der größte Durchmeſſer des Ventils 115 Milli- 
meter. Welchen Widerftand hat daB Wafler beim Durchgange durch dieſes Ventil 
zu überwinden ? 

Das Querſchnittsverhältniß wiſchen Ventilfit und Steigrohr iſt: 


— = 0,86 
und das Berhältniß der ae Verengung zum Röhrenquerjnitte: 
- (35) — 041, 


daher das mittlere BRENZ 
F, __ 0,36 + 0,41 


Fr 5 — 0,385 
und der entipreddende Widerftandscoefficient: 
1,645 2 

t= a) on. 


Da die Geſchwindigkeit des Waſſers in dem Rohre 


X 
5.314 . 0,0788 — 1,132 Meter 
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beträgt, fo berechnet fi die Widerflandshöhe für das Bentil zu: 
s=t{ 5 = 10/7 . 0,051 . 1,1322 — 0,70 Meter. 


Die pro Secunde gehobene Waffermenge hat ein Gewicht von 1 = 2 Rilo: 


gramm, daher ift die mechaniſche Arbeit, welche beim Durchgange des Waflers 
durch das Ventil in jeder Secunde conjumirt wird, glei 20 . 0,70 = 14 Meter: 
Kilogramm. 


Zusammengesetzte Gefässe. Die vorftehenden Lehren über ben 
Widerftand des Waffers beim Durchgange deſſelben durch Berengungen finden 
ihre Anwendung auch nod bei dem Ausfluſſe durch zufammengefegte 
Gefäße. Der in Fig. 856 abgebildete Apparat AD ift durch zwei, die 

Sig. 856. Mündungen Fı und Fı enthaltende Scheibemände ab- 
getheilt und bildet deshalb drei communicivende Gefäße. 
Wären die Scheiderwände nicht vorhanden und bie Kanten 
bei den Uebergängen aus einem Gefäße in das andere 
abgerundet, fo hätte man, wie bei einem einfachen Gefäße, 

die Ausflußgeſchwindigleit durch F: 

v= 

Vi+Rß 
infofern % die Tiefe FH der Deffnung unter dem 
Waſſerſpiegel und do den Widerſtandscoefficienten file 

den Durchgang durch die Ausflußöffnung F bezeichnen. 

Da aber nach dem Durchgange des Waſſers durch die Mündungen F. 
und Fy die Querſchnitte e F, und « F, plöglic in die Querſchnitte @ und 
Gi der Gefüge CD und BC übergehen, und nad) $. 464 bie daraus er- 
wachſenden Drudgöhenverlufte 


EEE 


2), aF\? ꝓ 
=) (e) 29 (# G)/'29 
betragen, fo —* man: 


— —————— 
und daher die Ausflußgeſchwindigkeit: 


V29h 


Vıras(-% tee 

















— 
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Bei dem zufammengefegten Ausflußapparate, welchen Fig. 857 reprä⸗ 
fentirt, findet ganz dafjelbe Verhältniß ftatt, nur ift hier noch die Reibung 
Sig. 867. des Waflers in dem Communications- 
rohre CE zu berüdjichtigen. It I 
' die Länge und d die Weite dieſes 
Rohres, ferner & der Reibungscoef- 
ficient und v, die Geſchwindigkeit des 
Waſſers in demfelben, fo hat man 
die Höhe, welche das Waſſer beim 
Uebergange von 40 nad) EL ver- 

liert: 


. drei 


ober, da bie Geſchwindigleit o, — = © zu fegen iſt, 


— 


Zieht man nun dieſe Höhe von der ganzen Druckhhöhe A ®. fo bleibt die 
Drudhöhe im zweiten Gefäße: Ag = h — h, und man hat daher für die 
Ausflußgeſchwindigleit v durch die Mündung F: 


VG 
woraus 
V2on 


? 
—— 
Dieſe Beſtimmung wird bei dem Apparate, welchen Fig. 868 repräſentirt, 
J ſehr einfach, weil man die Querſchnitte 
Big. 858. G, Gi, @s der Gefäße unendlich groß 
fegen Tann in Anfehung der Mindungs« 
querfchnitte F, Fi, Fa. Bezeichnen o, &, 
und a; die Contractionscoefficienten für 
die Mindungen F, Fı und F,, fo geht 
. bei dem Durdgange des Waſſers durch 
Fı bie im contrahirten Querfchnitte vor» 


Handene Gefehteinbigteit zu in diejenige 
1 

















3 folgt. 


u A- O über, umd es beträgt daher der diefem Uebergange entſprechende 
Berluft an Drudgöhe: 


Beisbad's Lebtdus der Nebanit, 1. 67 
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M=0H=,, = Rn): 29 
F} 
Ebenfo ift die zweite Rivenubiflerem 0, H, ober die Widerftandshöhe für 


den Durchgang durch Fy: 





ar \? v2 
(an) 


_ Vagh 


V 14 u) en) 


und das Ausflußquantum: 


Hiernad) folgt: 





«FV2gh 


Veen 
Ve 


Es ift leicht zu ermefien, daß zufammengefegte Ausflußbehälter weniger 
Waſſer liefern, als einfache unter übrigens gleichen Berhältnifien. 


Beifpiel. Wenn bei dem Apparate, Fig. 857, die totale Drudhöhe oder die 
Tiefe des Mittelpunttes der Mündung F' unter dem Waflerjpiegel des Gefäßes 
AC 2 Meter beträgt, die Mündung 0,2 Meter breit und O,1 Meter hoch, der 
die beiden Reſervoirs verbindende Lutten aber 4 Meter lang, 0,3 Meter breit 
und 0,15 Meter hoch ift, melches Ausflußquantum wird die Mündung F' geben? 

Der Querſchnitt der Röhre CE ift 0,8 . 0,15 —= 0,045 Quadratmeter, der 
Umfang 2 (0,8 + 0,15) = 0,9 Meter, daher kann man die mittlere Weite d 


diefer Röhre zud —= 4 5 = — 0,2 Meter annehmen, aljo ift 3 = 2 _ 9 


0,2 
zu jegen. Den Reibungscoefficienten { = 0,025 gejegt, folgt: = = 0,6. 


Man erhält daher, wenn man den Coefficienten des Eintrittswiderftandes im 
die prismatifche Röhre zu (0 — 0,505 annimmt: 


2 
1+(2-1)+77=14+ 0,806 + 05 = 2,006. 
Da = — en — 0,284 ift, fo folgt der Widerflandscoefficient fir 
1 A  } 
den ganzen Lutten zu: 2,005 . 0,2842 = 0,162; wenn nun der Widerftands- 
coefficient für den Durchgang dur F’ zu 0,07 angenommen wird, jo erhält man 
die Ausflußgeſchwindigkeit: _ 
4429 V 2 
— V1,07 + 0,162 
Das Ausflußquantum beträgt daher bei einem Gontractionscoefficienten von 0,64: 
Q —= 0,64 .02.0, .. 5,643 = 0,072 Eubifmeter — 72 Liter. 


— 5,648 Meter. 
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Tünftes Capitel. 


Bon dem Ausflufie des Wafjers unter veränderlichem 
Drucke. 


Prismatische Gefässe. Erhält ein Gefäß, aus welchem das Waſſer $. 474. 
durch eine Boden oder Seitenöffnung abfließt, von anderer Seite her feinen 
Zufluß, fo tritt allmäliges Sinken des Waſſerſpiegels und fchliegliche Ent: 
feerung des Gefäßes ein. Wenn ferner die Zuflußmenge Q, größer oder 
Heiner ift, als das Ausflußguantum Q —= uFV2gn, fo fteigt oder finft 


2 
der Waflerfpiegel jo lange, bis die Drudhöhe A = * *) geworden iſt, 


worauf Druckhöhe und Ausflußgeſchwindigkeit unverändert bleiben. Es 
handelt fi nun hier um die Ermittelung der Abhängigkeit, in welcher bie 
Zeit zu ber Veränderung bes Waflerfpiegeld und nach Befinden der Ent: 
leerung von Gefäßen gegebener Form und Größe fteht. 

Den einfachiten Fall bietet der Ausflug aus einem prismatifchen Gefäße 
dar, welcher durch eine Deffnung im Boden erfolgt, wenn dabei ein Zufluß 
von oben nicht ftattfindet. Iſt = die veränderliche Druckhöhe FP, fowie F 
der Querfchnitt der Mündung und G derjenige des Gefüßes A C, Fig. 859, 
jo hat man für die Gefchwindigfeit u des fintenden Wafjerfpiegels : 


2 3 
Fig. 859. Gv=urF N 292; daher: x =; (7) . 


Anfänglich, wo z —= h ift, betrage die Gejchwindig- 
feit des Waſſerſpiegels c, alsdann hat man auch: 

ce? (@\? 

29 ur 
Dar Weg 0OP=s—=h— z des Waſſerſpiegels 
in einer gewifjen Zeit drückt 19 daher aus durch: 


ce? — v? c?3 — vu? 
Rh — —— —— — . 
*8* 29 6* (ek), 


Diefe Formel, verglichen mit $. 14 IV., ergiebt, daß die Bewegung ber 
Waſſeroberfläche eine gleichförmig verzögerte iſt, und daß das Maß der 


Verzögerung p — ( r) gift. 
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Bei diefer Bewegung wird die Gefchwindigfeit u zu Null nad) der Zeit: 


— 2 _#Fysg (>) — 20 \/&* 
(=,77 agh: a)’TurYV 232g 
und zwar ergiebt ſich — 0 für z — 0; d. 5. jene Zeit £ ift die zum 
vollftändigen Entleeren des —— erforderliche. Man kann auch ſchreiben: 
— 2G\/h __2 Gh _2V 
BFV29 uFV2gh 9% 
und demgemäß jagen, daß zum Ausfluffe der Waffermenge V = Gh durch 
die Bodenöffnung F' unter einer von A bis O abnehmenden Drudhöhe genau 
doppelt fo viel Zeit erforderlich ift, al8 die gleiche Waflermenge bei der 
unveränderlihen Drudhöhe A gebraudit. 
Da der Ausflußcoefficient mit der Abnahme des Druckes größer wird, fo 
hat man bei Berechnungen diefer Art einen mittleren Werth von x ein« 


zuführen. 


Beifpiel. In welder Zeit entleert fi ein parallelepipediſcher Kaften von 
3 Quadratmeter Querſchnitt durch eine freisrunde Bodenöffnung von 0,05 Meter 
Durchmeſſer, wenn das Waſſer anfängli 1,2 Meter über dem Boden fteht? 

Theoretijch wäre die Ausflußzeit: 


‚___ 2:3 V12 
0,0252 . 8,14 . 4,429 
Am Ende der halben Ausflußzeit ift die Drudhöhe x = (Y,)? A = 03 Meter; 
für ſolche Druckhöhe ift der Ausflußcoefficient für eine Mündung in dünner Wand 
# —= 0,613 anzunehmen, daher beftimmt fi die Ausflußzeit zu: 


nn — 1235 Secunden = 20 Minuten 85 Secunden. 


— 757 Secunden = 12 Minuten 37 Secunden. 


⸗ 


Communicirende Gefässe. Da bei einer anfänglichen Drudhöhe h 


die Ausflußzeit 
„_20Vh 
 wFV2g 
und bei einer anfänglichen Druckhöhe Ag dieje Zeit 
_26Vm 
u F uFV29 29 
it, jo folgt durch Subtraction die Zeit, innerhalb welder die Drudhöhe 
aus A, in " a oder der Waflerfpiegel um A, — Az finft: 
= (Vm — Vn) = 0452 „1: (Vi — Vn). 
Es ift umgekehrt die einer gegebenen Ausflußzeit entjprechende Senkung 
s—=m — hy des Waflerfpiegeld durd) die Formel: 
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h= (vn - eVis.r F ) 


_»V2g: Fi uV29 
la zer) 


oder 


zu beftimmen. 
Diefelben Formeln finden auch dann noch ihre Anwendung, wenn ein 
prismatiſches Gefäß CD, Fig. 860, durch ein anderes Gefäß AB, in welchem 
Big. 860. das Wafler einen unveränberlichen Stand Hat, 
gefüllt wird. Iſt der Querſchnitt der Com- 
municationsröhre oder ber Miindung = F, 
der Querſchnitt des zu filllenden Gefäßes 
= 6 und ber anfängliche Niveauabftand 
00, zwifchen beiden Waflerfpiegeln — h, 
fo Hat man, da hier der Wafferfpiegel G im 
zweiten Gefäße gleichförmig verzögert fteigt, 
ebenfalls die Zeit zum Füllen oder die Zeit, 
innerhalb welcher der zweite Waflerfpiegel in das Nivean IR des erften 


tommt: 
_2@Vr 
ur V2g 


und ebenfo die Zeit, in welcher der Nivenuabftand 0, O=hı in O, O M. 





übergeht, alſo der Befleige um 1, =s=h — hy fteigt: 
Vi, — Vh). 


F —— 
u F 
Beiſpiele. 1) Um wie viel finkt der Waſſerſpiegel in dem Gefäße des letzten 
Beifpiels ($. 474) binnen 5 Minuten? " 
Es iſt a. ⸗ 12, t=5.0= 30, EEE! = 000008, 
nimmt man noch & = 0,605 an. fo folgt: 
n= (Vi — uV2g Zu) =(VIR— 0008 . az 39-20) 
Fig. 861. = (1,095 — 0,261)? — 0,696 Meter, 
daher die geſuchte Senkung: 
f s = 1,2 — 0,898 = 0,504 Meter. 
2) Welche Zeit braucht das Wafler, um in der 
0,5 Meter weiten Röhre CD, Fig. 861; zum Ueber: 
laufen zu gelangen, wenn e8 mit einem Gefäße AB 
dureh eine kurze, 0,04 Meter weite Röhre communi- 
dirt, und der fleigende Wafferipiegel G anfänglich, 
um OH — 2 Meter unter dem unveränderligen 
Wafferjpiegel & und um OC — 1,5 Meter unter 
dem Rande der Röhre fteht? 
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Es iſt wenn # 0,81 angenommen wird (vergl. $. 448): 


2. 0,262 . 3,14 z 
rag a - Vi) = gar. 002°. 318, mV? — Vo) 


= 7 11. a, ‚414 — 0,707) = 61,6 Secunden. 





t= 


3.476. Wenn das erfte Gefäß AB, Fig. 862, aus weldem das Waffer in das 

anbere läuft, feinen Zufluß hat, und fein Querſchnitt G, auch nicht ale 

Sig. 862. unendlich groß angefehen werden Tann 

A in Hinfiht auf den Querſchnitt G des fol- 

genden Gefäßes CD, fo hat man die Be- 

fimmung zu modificiren. Iſt der veränder- 

liche Abftand GC, O, des erften Wafferfpie- 

gel8 von dem Nivenı HR, in welchem 

beide Wafferfpiegel bei Beendigung des 

Ausfluſſes ftehen, — x, und der Abſtand 

G0 des zweiten Wafferfpiegels von eben 

biefer Ebene — y, fo hat man bie veränder- 

liche Drudgöfe = 2 + y und bie entfpredende Ausflußgeſchwindigkeit 
= V2g(@ + 9), ober, da das Wafferguantum G,2 — Gy ift, 


—— 
Die Geſchwindigkeit, mit welcher der Waſſerſpiegel im zweiten Gefäße fteigt, 


ift nun: 
no = V 20 (1 + 3)» 
folglich die entfprechende Retardation: 
(a) (ıta)> 
und die Ausflußzeit: . 
Verl 
26 W 
ur V 20(1 + 2) 
Führen wir ſtatt = und y den anfänglichen Niveauabſtand A ein, fegen 
wir alfo x + y= h, ober (1 + 2) y= h, fo erhalten wir: 





8. 477] Bon dem Ausfluffe des Waſſers zc. 1063 
und die Zeit, binnen welder die beiden Waflerfpiegel in ein Niveau kommen: 
2G Vh 266 Vh 
er (1 + 3) Vag HF(@ + Gı) V29 
1 


Die Zeit, innerhalb welcher der Niveauabftand von A auf A, finkt, ift 
dagegen : 
266 (Vr—Vh), 
BF(G + 6) V2g 


Beifpiel. Wenn aus einem Kaſten von 1,2 Quadratmeter Ouerjhnitt das 
Waſſer dur eine 30 Millimeter weite Röhre in einen Raften von 0,4 Quadrat: 
meter fließt, und der anfängliche Niveauabftand in beiden Käften 0,9 Meter 
beträgt, jo fommt das Wafler in beiden Gefäßen in gleiches Niveau nad) der 
Zeit: 








2.12.04 V09_ . _ 0 
= 082. .8,14.1,8..4420 — 0,0041 





= 222 Secunden. 


Wandeinschnitt. liegt das Wafler durch einen Wandeinſchnitt $. 477. 

oder Ueberfall DE aus einem prismatifchen Gefäße ABC, Fig. 863, 
welches feinen Zufluß erhält, fo if die Ausflußzeit auf folgende Weife zu 
Fig. 868. ermitteln. Bezeichnen wir den Querſchnitt 

des Gefäßes durch @, die Breite EF des 

Einfchnittes durch b und die Höhe DE def- 

felben durch A, und theilen wir die ganze 

Ausflugmindung durch Horizontalen in lau» 

ter ſchmale Streifen, jeden von der Breite 

b und Höhe a. Bei conftantem Drude ift 


die usftufmenge auf bie Secunde bezogen, 
= ’hub j nn 
Dividiren wir hiermit in den Inhalt er einer Waſſerſchicht, fo erhalten 


wir bie entfpredjende Ausflußzeit: 
ui Gh Im 4 
7,und V2gh 2unbV2g 
Um num die Ausflußzeit für ein Waflerquantum GE (h — Aı) zu erhalten, 
ober um die Zeit zu beftimmen, innerhalb welcher der Waflerftand über ber 


Schwelle von DE = h auf DE, — h, herabfiuft, fegen wir hy =mt 
und führen in ber legten Gleichung ftatt A % nad} und nad) die Werthe 


— — — — —— — — nn — — - 
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_ + 1 J (* + — R) ” + 3 a) .. )* 


ein, ſo erhalten wir durch Summiren die geſuchte Zeit: 
3Gh hr 
i= 1 5 2 * ... —ı% 
Zn Ve ä 


I [(174 + 2-% + 3% + ..n79%) 
un «bV2g 
— (A+IRHErR +. m] 
oder |. „Ingenieur“, Arithmetik ©. 88: 
3Gh-% n%+1 m +1 


= Zu Vo\- n+ı 9 F ĩ 


4 
( A — n- %) — = 75) 
u b Vs 56 ub 29 Vh 
Sest man hı = 0, fo wird t — m; damit aljo das Waller bis zur 
Schwelle abläuft, ift eine unendlich lange Zeit erforderlich. 


Beifpiel. Aus einem Refervoir von 40 Meter Länge und 12 Meter Breite 
fließt das Wafler dur einen Wandeinihnitt von 0,2 Meter Breite aus, nad) 
welcher Zeit iſt der 0,36 Meter hohe Waflerfland über" der Schwelle bis auf 
0,16 Meter herabgejuntent Es ift: 

38.40.12 1 _ >) 1440 0833 — 1353,9. 
u .0,2.4429 \Yoıs V0,86 














t= = —— 0, 
0,886 u u 
Nimmt man den Ausflußcoefficienten u = 0,60 an, jo folgt: 
t= er — 2257 Secunden = 37 Minuten 37 Secunden. 

Anmerkung. Bezeichnet allgemein x die Höhe des Waflerjpiegels über ber 
Schwelle in einem beliebigen Augenblicke, jo fließt in der Zeit di durch den 
Wandeinſchnitt das Wafler %y ud V29x3. dt. wird der Wafferjpiegel bier: 
dur um dx geſenkt, jo hat man: 


Grz = YubV2ga!.2t, 
oder 


u 
Hieraus folgt Integration zwilchen den Grenzen ce —= hund x = A: 


36 1 1 
char = ———el — — — 
= nv / ub V2g Vh 5) 
wie oben. 


Für eine rectanguläre Seitenöffnung von ber Breite @ und dem Querſchnitte 
F, für welde die Drudhöhe (Über dem Schwerpuntte) anfänglid A und am Ende 
des Ausflufies A, ift, bat man nach $. 428 annähernd: 


Gdz=urF E — Ye (=)] V2gx .2t, ober: 


$. 478.] Bon dem Ausfluffe des Mmeſers xc. 1065 
36 = Vz — — ſuꝓ4 e(2) Joæ 


— — — J 
Es folgt daher u Integration: 
1 1 
er 5 1 * vr Vr: 
Bird h, = 2 ‚ jo geht die Deffnung in einen Wandeinſchnitt über, und es 


ift nun bie gocme für diefen anzuwenden. 





Keil- und pyramidenförmige Gefässe. DBildet das Ausflußgefäß $. 478. 

ABF, Fig. 864, ein horizontales, dreifeitiges Prisma, fo findet man 

Fig. 864. die Ausflußzeit auf folgende Weiſe. Theilen 
wir die Höhe CE — h in n gleiche Theile, 
und legen wir durch die Theilpunkte Horizontal- 
ebenen, fo zerlegen wir das ganze Waſſerquan⸗ 
tum in lauter gleich dide Schichten von gleicher 
Länge AD==1 und von oben nad) unten zu ab- 
nehmenden Breiten. Iſt die Breite DB der 
oberen Schicht — b, fo hat man die Breite 
D,B, einer anderen Schicht, weldhe um CE, — x über der in der unteren 


Kante liegenden Mündung F’fteht, y — =», und ihr Volumen — yl - - 


h 
= * - Nun ift aber die Ausflußmenge, auf die Zeiteinheit bezogen: 


Q=ufFf V29 %, 
eher folgt dann die kleine Zeit, innerhalb welcher der Waſſerſpiegel um 


_ 2 fin, 





bl bl 
T= —ı:uF V2gyge = ————: oh. 
” nuFV29 


Da endlich die Summe aller x*, von x -! bis x = * genommen, 





n 
iſt, ſo hat man die Zeit zum Ausfluſſe des ganzen Waſſerprismas: 

bl bl Usbih . 

— _—3%/, nhhr—? hr— 4; j d. i. 
nurFV29 “ — urVagh 


y 
— 4 — — 
/s uFe 


1066 Siebenter Abſchnitt. Funftes Capitel. [8 478. 


wenn 7 — !/,bIh das ganze Waffervolumen und c — V2g%h bie an 
fängliche Ausflußgeſchwindigkeit ift. Es braucht alfo Hier das Waſſer um 
1/, mehr Zeit, als wenn die Ausflußgefchtindigfeit unveränderlich c wäre. 

Bildet das Gefüiß AB F, Fig. 865, ein aufrechtftehendes Umdrehungs- 





Fig. 865. paraboloid, fo Hat man für das Verhältniß 
zwiſchen den Halbmeſſern KM=y und OD=b: 
y_V: 
vn 
und daher das Verhältniß des Horizontalabfchnittes 
G, duch X zur ADB=G&G: 
a =%- 
Ge u folglich @, 58, 


daher ift der Inhalt einer Waſſerſchicht — a: -= 82. 
Die vollftändige Uebereinftimmung biefes Ausbrudes mit dem fir das 
dreifeitige Prisma gefundenen geftattet daher auch hier 
an eh 
aFV2gh 
zu fegen, ober, da hier V = !/s a ift G. 127, Beiſp.), auch 


=! m a ** 

Dieſe Formel läßt ſich in vielen anderen Fällen zur angenäherten Be— 
fimmung der Ausflußgeit namentlich auf das Ausleeren von Teichen 
anwenden. Sie gilt überhaupt auch in allen den Fällen, wenn die Horigon- 
talſchnitte wie die Abftände von dem Boden wachſen. 





Big. 866. Hat man es endlich mit einem pyramiden- 
förmigen Gefäße ABF, Big. 866, zu thun, 
fo ift 

Gx: 
A:G=x: A, und daher dı = — 
ferner der Inhalt der Schicht A, Rı:: 
Gh _ Gm 
nk’ 


und die Zeit zum Ausfluffe derfelben: 
x: @ 
FV2 Dr 
’ nn; 9” nurFh V2g 








Da aber die Summe aller % von x — a bier „ genommen, 


-(# De 


8. 479.] Bon dem Ausfluffe des Waſſers zc. 1067 


ift, fo folgt die Zeit zum Leeren der ganzen Pyramide: 
@G 2 Gh !,G@h 
= — — —* n hr == 2 ———— m I 6 ——, 
nuFh V2g “ ur FVs / urV2gh 
oder 1; Gh = 7 geſetzt: 





— 6 = 6; 
m 
Da bei dieſem Ausfluffe die anfängliche Ausflußgefchtwindigfeit von c 
allmälig bis Null abnimmt, fo ift die Ausflußzeit 1/, größer, als wenn bie 
Gefchwindigfeit unveränderlih — c bliebe. 
Beijpiel. In welder Zeit wird fi) ein Teich, defien Wafleripiegel 8 Hectaren 
groß ift, leeren, wenn das an der tiefften Stelle einmündenbe Fiſchgerinne 4 Meter 


unter dem Wafferjpiegel fteht, und eine Röhre von 0,4 Meter Durchmeſſer bei 
15 Meter Länge bildet? 


nn, Deren der Widerflände wäre die Ausflußzeit: 
80000 . 4 
t= u Ya —— — — 101676 Secunden. 
—F Vo =. 0,2% . 3,14 . 4,429 V4 


Nun ift aber der Widerftanbscoefficient für den Eintritt in das innen etwa 
um den Wintel von 459 abgeichrägte Teichgerinne (j. $. 460): 
ct = 0,505 + 0,327 = 0,832, 
und der Reibungscoefficient für dieſes Gerinne: 


ii v3 15 va 
000,0 5 = 0,75 5 


daher folgt der vollftändige Ausftupeoeffiient für baffelhe: 


— = 0,622, 
Vı-+ 0,832 + 0,75 
und die in Frage flehende Ausflußzeit: 


t= m = 808159 Secunden — 85 Stunden 36 Minuten. 


Kugel- und obeliskenförmige Gefässe. Mit Hülfe‘ der im legten $. 479. 
dig. 867. Paragraphen aufgefundenen Formeln Tann man nun 

auch die Ausflußzeiten für viele andere Gefäße, 3. B. 

für kugel⸗, obelisfen>, pyramidenförmige u.f.w. 

finden. 

1) Für das Leeren eines gefüllten Kugelſeg— 
mente® AFB, Fig. 867, deflen Halbmefler 
CA=(F=rmhHöh POM nR iſt, erhält man: 

_ 4, Frl 3). ah? a _ 0% (10r— BB) hh 
— ⸗ 2gh 1 uFVag 


ai für da8 Leeren einer vollen Kugel, wo h = 2r ift, 
__ 16r? 16x72 V2r 
 15uF 15uF V2g 29 





i= 
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und für das einer halben Kugel, woh = r, | 


__ l4rr? Vr ’ 
1 u F 15uF V29 29 
Es ift nämlich hier die der Tiefe FG, = x entfprechende Horizontal- 
ſchicht H,Rı = Gh: 
2xrcıh nahe? 


a2 (ar —.). = nr —, 


folglich bei der Ausflußgefchwindigleit v —= V 29x die Zeit zum Ausfließen 
derjelben 


2nrh 1 zh 
T — —— DD 0 eh — — — —— e dh, 
nur V2g nur V2g 


Da der erfte Theil diefes Ausdrudes mit der Formel für da8 leeren bes 
prismatifchen und der zweite Theil mit derjenigen fiir das Leeren des pyra⸗ 
midalen Gefäßes übereinftimmt, wenn man nur das eine Mal 2rrh ftatt 
bi und das zweite Dal Ah? ftatt G jegt, jo erhält man mit Hülfe ber 
Differenz für die im vorigen Paragraphen gefundenen Ausleerungszeiten 
eines prismatifchen und eines pyramidalen Gefäßes : 


bIh 
i= —— 
urFV2gh 
und 
= „eh 
⸗ uFV2gh 


auch die oben angegebene Ausleerungszeit des Kugeljegmentes. 


2) Fur das obelisten- oder pontonfürmige Gefäß ACK, Fig. 868, 
Fig. 868. lafien fi), da dafjelbe aus einen Parallel: 
epipede AEK, aus zwei Prismen BEN 
und DEN und einer Pyramide CHEN 
(vergl. 3. 124) zufammengefegt if, bie obis 
gen Formeln ebenfalls anwenden. Es fei b 
die obere Breite AD, di die untere Breite 
KL, ferner J die obere Länge AB und li 
die untere Ränge KN und endlih A die 
Höhe OF des Gefäßes. Dann hat man 
für die Fläche des Waflerjpiegeld A C: 
bl— bili bi C— u) — H G—bB)CAM) G— bb) 
und davon bildet d, 7, die Baſis des Parallelepipedes AEK; ferner find 
di (E — I) und !| (b — bı) die Grundflächen ber beiden Prismen BEN 
und DEK und es iſt ( — I) (b — bı) die Baſis der Pyramide CEN. 








' 


8. 479.] Von dein Ausfluffe des Waſſers zc. 1069- 


Nun ift aber die Ausflußzeit für das Parallelepiped: 
2 bil, Vh 
uFV2g' | 
ferner die Ausflußzeit für die beiden dreifeitigen Prismen: 
„o,Bl-W)+hß— VA 
uF V2g 
und endlich die Ausflußzeit für die Pyramide: 
_y,e= 1) — b)VR 


ur V29 ’ 
es folgt daher die Ausflußzeit für das ganze Gefäß: 
ih +6 + 
—=[30b, 1, + 105, (l—1) + 101, &—b)+ 6(L—1,)(d—b.)] — 
l5uF V29 
aVr 
—=[3bl + 8b 2(bl I 
— [3bl + 86,4, + 2(blı + dı )] —— 15 uFV2o 
Niel =7, fo Hat man e8 mit einer abgelürzten Pyramide zu 


thun. Segen wir für diefe die Grundfläche DE —= @ und die Grundfläche 
bl = Gi, fo erhalten wir: 
2 Vr 


t=(8G +80, ra) ur Van 


Uebrigens ift leicht zu ermeflen, daß dieſe Formel auch für jede drei- und 
vielfeitige Pyramide gilt. 


Beijpiel. Ein obelistenförmiger Waflerkaften ift oben 2 Meter lang, 1,2 Meter 
breit-und 1,6 Meter tiefer, nämlicy im Niveau der 30 Millimeter weiten, 0,09 Meter 
langen horizontalen Anfagröhre, 1,5 Meter lang und 0,8 Meter breit; wie viel 
Zeit braucht das anfangs den Kaften ganz füllende Wafler, um 1 Meter zu finten? 

Die Zeit zur gänzlichen Entleerung bis zur Anjagröhre beträgt, u — 0,82 
angenommen: 
t—=[3.12.2+8.08.15-+2(12.1,5-+0,8 N 

a. u u 7 #15.0,82.0,0152. 8,14 .4,429 
2,530 


= 28,6 —— 0.0386 7 — 1547 Secunden. 


Am Niveau F — 1= 0,6 Meter über der Röhre ift 
i=ı +% .(2 — 15) = 15 + 0,1875 — 1,6875 Meter und 


= bh + 06 - (12 — 08) = 08 + 0,15 —= 0,95 Meter. 





——— — —— —ü — — — nn nn HE One iD EEE 
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Es iſt daher die Zeit zur gänzlichen Entleerung des Gefäßes, wenn daſſelbe nur 
bis zu dieſem Niveau gefüllt iſt (0,6 Meter über der Anſatzröhre): 
tı, — [8. 0,95. 1,68705 -+8.08.1, 
2 Vo, 





+2 (0,95 . 1,5 + 0,8 . 1,6875)] 15.082. —5 — 3,14 . 4,429 
1,549 
— 19,959 0.0586 7 801 Secunden. 


Die Differenz;  — t, = 1547 — 801 = 746 Serunden = 12 Minuten 26 Se⸗ 
cunden giebt daher die Zeit, binnen welcher der anfänglih bi zum Rande des 
Gefäßes reihende Waflerjpiegel um 1 Meter gejenkt wird. 


Ungesetzmässige Gefässe. Iſt die Ausflußzeit für ein ungefeg- 
mäßig geformtes Gefäß HF, fig. 869, zu finden, fo hat man eine 
Tig. 869. 





Annäherungsmethode, z. B. die Simpfon’fche Regel, anzuwenden. Hat 
man die ganze Wafjermaffe in vier gleich hohe Schichten getheilt, und bie 
den Horizontalfchnitten Go, Gi, Ga, @s, Gas entjprechenden Drudhöhen 
durch An, Aı , Aa, ha, ha bezeichnet‘, fo ergiebt ſich die Ausflußzeit durd) die 
Simpfon’fche Regel: 
ho —h G 46, ,2@ , 4Gs 
= er Von} nt nr re 
Bei Annahme von ſechs Nr erhält man: 
+2% 403, 26, +yE+ 7.) 


= uva (vet vw nm m’ 


Das Ausflugguantum it im erften Falle: 








y—' 15 L (Go + 4Gı + 262 + 4635 + G,), 
im zweiten: 
va +4m +25 +4 +2 +40 + Go). 


Iſt hie Stat und Größe des Ausflußgefäßes nicht bekannt, fo fann 
man durch die in gleichen Beitintervallen beobachteten Wafferftände As, Ar 
u. ſ. w. die Ausflugmenge V gleichwohl berechnen. It € die ganze Ausfluß- 
zeit, jo hat Ve bei Boden- und Seitenöffnungen: 


vs V29 (yo + aVm + 2Vm + 4Vm + Vo): 











8. 481]. Bon dem Ausfluffe des Waller zc. 1071 
md für Ueberfälle oder Wanbeinfchnitte: 


v=:,EVao(Vn} + aVm5 + 2 Va) + aVn} + VA). 


Beilpiel. In welcher Zeit finkt der Waflerfpiegel eine Teiches um 2 Meter, 
wenn daß Teichgerinne einen halben Kreis von 0,5 Meter Weite und 20 Meter 
Länge bildet, und die Waflerjpiegel folgende Inhalte Haben: 

Go bei 6 Meter Drudhöhe 60000 Quadratmeter 


G, „55 „ " 49000 „ 
5 „. . 41000 ” 
G „45 „ . 32000 " 
6. " 4 ” " 25000 „ 


e ii F= / 0,252 314 = 0,098 Quadratmeter glei dem Inhalte eines 
vollen Kreiſes von 0,357 Meter Durchmeſſer. Sekt man, wie im Beifpiel zu 
8. 478, den Widerfiandscoefficienten für den Eintritt glei 0,832 und den für 


die Reibung gleich 0,025 = = 0,025 = — 1,4, jo bat man den Ausfluß⸗ 
evefficienten: 
—— 0587. . 
Vı+ 0832 + 14 

Run bat man: 

Go _ OW _ 94500; FL = Tr — 20895; 

V. Ve Rh 

Gy, __ 41000 G MR 

= = 19230; —:. — = — = 15 087; 
Ym, vs VR; V45 
6. 25000 
Ya V4 


4 
daher folgt die Ausflußzeit: 


2 
= 15-0587.0,008 4055 (24500 + 4.2089542.19250-4-4.15087 412500) 


— ar — 150938 Secunden = 42 Stunden 16 Minuten. 
Das Ausflußquantum ift: 


V= "a (60000 + 4 . 49000 + 2 .. 41000 + 4 . 32000 + 25.000) 
== 81 833 Gubitmeter. 





Zu- und Abfluss. Erhält das Gefäß während des Ausfluffes von $. 481. 
unten noch Zufluß von oben, fo wird die Beſtimmung der Zeit, inner- 
halb welcher der Wafferfpiegel auf eine gewifie Höhe fteigt ober ſinkt, viel 
verwidelter, fo daß man ſich meift mit einer angenäherten Beftimmung be- 
gnügen muß. Iſt das Zuflußguantum pr. Secunde Q, >uFY2gh, jo 
findet ein Steigen, "und ift 9, <uFY2gn, fo findet ein Sinken des 
Waſſerſpiegels ftatt. Uebrigens tritt hier alle Mal Beharrungszuſtand ein, 


wenn die Druckhöhe entweder auf k — =; =) angewachien ober dahin 
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herabgeſunken iſt. Die Zeit z, innerhalb welcher die veränberliche Drudhöhe 

x um bie Heine Größe & wächſt, ift beftimmt durch die Gleichung: 
HE=QAr—uFV2ge.r, 

und dagegen die Zeit, innerhalb welcher der Waflerfpiegel um & finft, durch: 
H£=urFY2g2 .T— dit. 

Man hat daher im erjten Falle: 


— — 
Qı —uFY 29x 
und im zweiten: 
Tr= Gı 5 


urYV2g2 — Qı 
Durch Anwendung der Simpfon’fchen Regel erhält man fo die Ausfluß- 
zeit, innerhalb welcher der Waflerjpiegel fintend aus G, in Gi, Ga, ... und 
die Drudhöhe aus ” in A, As, ... übergeht: 

nr 4 4 2 Gr 


"le Von —Qı Tr Vaom —Qı uF V 29h —Qı UF V 29%, —dQı 


41G; ur ] 
BFV2gm—Qı BFV2Iu— gl 
oder einfacher, wenn man eı durch Y k bezeichnet, 
& 


F V29 
m—hı 


4 Ah _ 262 


Servalym-Vr Fran J Vn-Vr Vm—Vr 
+m-rtmvel 


Iſt das Gefäß prismatifch und vom Duerfchnitte G, fo ergiebt ſich bei 
einem Zufluffe Q, in der Zeiteinheit die Tormel für die Bewegung des 
Waſſerſpiegels wie folgt*). Bei einer Drudhöhe x liber der Bodenöffnung 
folgt die Ausflußmenge Q = uFY2gx; daher ändert fich das in dem 
Gefäße enthaltene Waſſerquantum in der Zeiteinheit um 

Qa— ı =uFV272 — QG=urFV2g (Vz — Vrk), 
wenn man wieder Q, = uF V2g% vorausfegt, wo unter % biejenige 
Drudhöhe veritanden werden kann, bei welcher Beharrungszuftand vorhanden 
jein würde, d. 5. bei welcher durch die Oeffnung F’ gerade ein Quantum 
Waſſer gleich Qı austreten würde. Aendert ſich nım der Waflerftand in 
der Zeit 9 um Ox, fo hat man zur Beitimmung der Verhältniffe diefer 
Aenderung: 





) ©. des Verf. Erperimentalhydraulit 8. 9, XII. 
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G0z—=(Q — Q)2dt—=uFV2g (Vz — Vk) dt, oder: 
G 1 


01 = —— dr. 
ur V2g Vz — Vk 
Da nun 


Iren; nf | SE vr” 
—2Vx +2 V% Log. nat. (Vz — Vk) 


ift, jo hat man zwifchen den Grenzen z—= h und x — h, für die zur 
Senkung erforderliche en j 


— 


—D ma ES) 


— 
VE— Vk_Vr—Vr 
Da für A, = k ber Wert — —⸗— 
daraus, daß der Bebarrungszufted erft ımendlich ſpät eintritt. 
Tließt das Waſſer durch einen Wanbeinfchnitt aus, fo ergiebt ſich, wenn 
man 9, — ?/;ub V 2gk° jegt: 
@h —* V-) 
301 Vk)”’(h+Vnk +) 
+ Yı2 arc tang — hr | 
3&+(2Vr +Vxr)(2Vmn+Ve) 
Je nachdem k = h, oder das zufließende Waſſerquantum 9, ?/;ub V2gR° 
ift, findet entweder ein Steigen oder Fallen des Wafferfpiegels ftatt. Der 
Beharrungszuftand tritt ein, wenn Aı —= k ift, die entiprechende Zeit ? 
fällt aber unendlich groß aus. 
Beilpiel. In welder Zeit fleigt daS Wafler in einem 5 Meter langen und 
2 Meter breiten parallelepipediien Kaften von Null auf 0,5 Meter Höhe über 
der Schwelle eines 0,15 Meter breiten Wandeinjchnitts, wenn in jeder Secunde 
0,2 Eubitmeter Waſſer zufließen? 
Da hier h = 0 ift, jo hat man nad) der legten Formel: 

Gk ut Yhk+k — V3h, u]. 
— o. nat. aretang EL Yn 
Nun iſt & — 5.210; Q, = 02 h, = 0,6, = 0,15, a = 06 und 

' 0,2 u 
= (7 06.010. 4) BR, 
Meisbah's Lehrbuch der Mechanik. I. 68 





— 0, Jo folgt 


i= 
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daher folgt die geſuchte Zeit: 
10. 0,827 1,327 + Vo,414 Vı5 ) 
— L » t. —— — —— — — 12. .t 1 Fr — 
702 ( I Vo5— Vo,ar) are. tang 2 V0,827+V0,. 


— 13,783 (3, 877 — 3,464 an. . 8,14) — 13,783 (3,877 — 1,565) — 32 Secunden. 





8. 482. Schleusen. Cine nügliche Anwendung der oben abgehandelten Lehren 

läßt fi) auf das Füllen und Leeren ber Schleufen machen. Man unter- 
ſcheidet zweierlei Schleu- 
fen (Schifffahrtsfchleu- 
fen), nämlid einfache 
und doppelte. Die ein= 
fahe Schleufe, Figur 
870, beiteht aus einer 
Kammer B, welche durch 
das Oberthor IF vom 
Dberwafler A und durd) 
das Unterthor RS vom 
Unterwaffer C getrennt 
wird. Die doppelte 
Scleufe, Fig. 871, 
hingegen befteht ans zwei 
Kammern mit dem 
Oberthore KL, Mittel- 
thbore HF und Unter⸗ 
thore RS. 

1) Segen wir den mittleren Horigontalen Duerfchnitt einer einfachen 
Schleuſenkammer — G, den Abſtand O0, der Mitte der Schutz⸗ 
Öffnung im Dberthore von der Oberfläche UR des Oberwaflers — %, und 
den Abftand O, O, von der des Unterwaſſers — Ah, umd endlich den Inhalt 
der Schugöffnung — F, fo erhalten wir die Zeit des Füllens bis zur Mitte 
der Mündung, wobei die Druckhöhe conftant ift: 

__ eh 
urFV2gh 
und die Zeit zum Füllen des übrigen Raumes, toobei ein allmäliges Ab⸗ 
nehmen der Drudhöhe ftatt hat: 


Gig. 870. 








bh = 1; 
j uFV2gAh 
es ift folglich die Zeit zum Füllen ber einfachen Schleuje: 
_ _Q@h+%)G | 
t=h +, - IT. 


ur V2gh 
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Befindet fi die Mündung im Unterthore ganz unter Wafler, fo nimmt 
beim Leeren die Drudhöhe allmälig von OO, — hı + hr bis Null ab, 
es ift daher die Zeit des Leerens oder Ablafjens: 

_26 Vh+M, 
 #FV2g 

Steht hingegen ein heil der Mündung aus dem Unterwafler hervor, fo 
hat man zwei Ausflußmengen, eine über und eine unter Waſſer ausfließend, 
zu berüdfichtigen. Segen wir die Höhe des Theile der Mündung über 
dem Wafler — a, und die Höhe des XTheiles unter dem Wafler — a,, 
ſowie die Breite der Mündung — b, fo erhält man die Ausflußzeit durch 
den Ausdrud: ' 


— 2G(h + k) 


Vs (aVYm+m-&+mVm + m) 


2) Bei den doppelten Schleujen (Fig. 871) nimmt die Drudhöhe 
in der vom Oberwaſſer abgejchlofjenen Kammer während des Ausfluſſes in 
die zweite Kammer immer mehr und mehr ab. Iſt G der horizontale Quer⸗ 
ſchnitt der erften Kammer und finkt die anfängliche Drudhöhe OO, — hı 
in diefer Kammer auf X O0, — x herab, während das Waffer in der zweiten 
Kammer bis zur Mitte der Schub» oder Ausflugöffnung, und zwar um 
0,0, = nza fteigt, fo hat man die entfprechende Zeit ($. 475): 


2G 
ti = 7 Va; Ym Ve) 


Nun ift aber das Waſſerquantum: 
Gm - )= Gl 
daber: 


zehn — & 


G 
— € —VM — A 
a (-Vn 2) 


_2Ve_ (VGm — Vom — Gıh,). 
ur V2g 


Die Zeit, in welder das Wafler in der zweiten Kammer fo hoch fteigt, 
wie in der erften Kammer, nad) welcher alfo das Waller in beiden in einerlei 
Niveau kommt, ift nad) $. 476: 

no 201 Vz _2HVEe Veh — Gl 
BF(e+G)V2g uF(@ + )V29 
68* 


und: 


8. 489. 


1076 Siebenter Abſchnitt. Fünftes Capitel. [$. 483. 


und die ganze en 


t=h +bh= A (VEn Va ı = Ga *) 


Beiſpiel. Welche Zeit iſt zum Füllen und Ablaſſen folgender einfachen 
Chleujenlammer nöthig? Mittlere Schleuſenlänge = 60 Meter, mittlere Breite 
— 8 Meter, allo GE = 480 Quadratmeter; Abftand des Mittelpunftes der 
Schutzöffnung im Oberthore von jedem Wafjerjpiegel = 1,5 Meter, Breite jeder 
Deffnung 0,8 Meter, Höhe der Oeffnung im Oberthore 1,2 Meter, im Unterthore 
(ganz unter Wafler) 1,5 Meter. Nimmt man « = 0,615, jo folgt die Zeit zum 
Füllen der Kammer: 

2h, +To .15 +15 
t=— I ——.G= —_ 15 R15 
uF V2gh 0,615 .0,8. 12. 140 VIE 
—= 675 Serunden = 11 Minuten 15 Secunden, 
und die Zeit zum Entleeren: 


t— = ru = 0618.08.18.349 —= 510 Sec. = 8 Rin. 308er. 


Hydraulischer Versuchsapparat. Mittel8 eine® in ig. 872 
abgebildeten Hydranlifchen Verſuchsapparates fann man nidjt allein 
Fig. 872. 
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duch mehr als 100 Verſuche die wichtigften Erfcheinungen des Ausfluffes 
vor Augen führen, fondern auch die hauptſächlichſten Geſetze derſelben in 
Zahlen nachweifen. Diefer Apparat befteht in einem Ausflußgefäße ABC 
mit drei Mitndungen Fi}, Fa, Fz, deren Mittelpunfte von dem mittleren 
Waflerfpiegl WW um Höhen abftehen, welche ſich zu einander wie die 
Duadratzahlen 1, 4, 9 zu einander verhalten. In diefe Mündungen laſſen 
ſich die verfchiedenartigften Mundſtücke und Röhren einfegen, und damit dies 
ohne Störung durch das Waſſer gefchehen künne, hat man befondere Ber- 
ichließungsflappen H,, H,, deren Stiele Kr, Kz durd) Stopfblichfen in der 
Rückwand des AUpparates hindurchgehen, angebracht. Ju dem oberen und 
weiteren Theile A B des Apparates befinden ſich noch zwei zugejpigte und 
nach oben gerichtete Zeiger Z, und Z,, welche als Anhaltepunfte bei den 
Berfuchen dienen, indem der Durchgang des finfenden Waſſerſpiegels durd) 
diefe Epigen den Anfang und das Ende eines jeden Verſuches bejtimmt. 
Das auöfliegende Waller fängt man in einem Gefäße auf, das vor dem 
folgenden Verſuche auf das Ausflugrefervoir gejegt wird und durch ein mit 
einem Stöpfel verfehenes Loch feinen Inhalt in das Kefervoir zurüdfiihrt. 

Um mit Hillfe dieſes Apparates die Ausflußcoefficienten 1 verfchiebener 
Mundſtücke und Röhren zu finden, hat man mittel8 einer guten Secunden⸗ 
uhr die Zeit & zu beobachten, innerhalb weldyer während des Ausfluffes der 
Waflerfpiegel von der einen Spige bis zur anderen finft, oder die Drude 
höhe A, in die Druchöhe A, itbergeht; ift dann noch 7’ der Querfchnitt der 
Ausflugmlndung und @ der Inhalt des finfenden Waſſerſpiegels, fo hat 
man den Ausflußcoefficienten (ſ. 3. 475): 


„24 (m — Vm) 
Ft V2g 
und die ent|prechende mittlere Druckhöhe: 
F (Ui + Vin) 
— 2 


Zur diefem Apparate gehört mod eine Sammlung von Mundftiiden und 
Röhren, nämlich quadratifche, vectanguläre, Freisförmige und trianguläre 
Mündungen in dünnem Blech, mit oder ohne innere Einfaflung, kurze 
chlindrifche und conifche Röhren, längere gerade Röhren von verfchiedenen 
Weiten, Kropf- und Knieröhren u. f. w., welche ſich in die verſchiedenen 
Ausfluglöher Fy, Fr, Fs einfegen laffen. Mittels diefes fo ausgerüfteten 
Apparates kann man in wenig Stunden faft alle Erfcheinungen und Gefege 
des Ausfluffes vor Augen führen; man kann an demfelben nicht nur die 
vollfommene und unvollfommene, die vollftändige und unvollftändige, fondern 
auch die verfchiedenen Grade der Contraction der Waſſerſtrahlen ftudiren, 
ferner die Reibungs⸗, Knie- und Krümmungswiderſtände in Röhren, fowie 
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auch den hydrauliſchen Drud des Waffers, durch Springen und Anfaugen u. ſ. w. 
tennen lernen. Immer wird man auf recht leibliche, zum Theil 
aber auch auf überrafchend gute Uebereinftimmung mit den mitgetheilten 
Erfahrungsgrößen (u, 9, «, 8) flogen. Bei unjerem Apparate ift 
G —= 0,125 Quadratmeter, die gewöhnliche Mundungs⸗ und Röhrenweite 
- ungefähr 1 Centimeter und für die untere Mündung A, — 0,96 und 
h, = 0,84 Meter. (Eine ausführliche Beſchreibung dieſes Apparates und 
der mit demfelben auszuführenden Berfuche u. |. w. enthält die Exrperimental- 
hydraulik des Berfaflers.) 

Ein Beifpiel, wie gut die Beobachtungen an diefem Apparate mit den 
befannten Berfuchen im Großen übereinftimmen, ift folgendes. Für eine 
kurze cylindriſche Anfagröhre im unteren Loche wurde i == 33, für eine 
längere Glasröhre mit dem Längenverhältniffe 4 — 124 aber i = 56 
Secunben gefunden; hieraus berechnet ſich für die eine: 

u = 0,815 und $, = — 1 = 0,504 
und fllc die andere: ' 

= 0,480 md &, — 3 — 1 3,332, 
es folgt hiernach: 

& — &ı = 3,332 — 0,504 — 2,828 
und daher der Reibungscoefficient der Röhre: 

=5G-W=i = 0028 

Nach der erſten Tabelle in $. 456 ift file die mittlere Geſchwindigkeit 
v — 1,84 Meter, mit welder das Waſſer aus der Röhre ausfloß, 
&£ = 0,0215, alfo die Uebereinftimmung eine ganz gute. Bei diefen Ver⸗ 
ſuchen läßt ſich aud) auf das Ueberzeugendſte nachweifen, daß die Ausfluß- 
geſchwindigkeit durch Röhren nicht von der Neigung berfelben, fondern nur 
von der Drudhöhe der Ausmündung abhängt. Es fällt 3. B. die Ausfluß- 
zeit gleich groß aus, die lange Röhre mag im mittleren oder im unteren 
Loche fteden, wenn nur die Ausmündung berfelben gleich tief unter dem 
Waſſerſpiegel im Reſervoir fteht. 

Diefer Ausflugapparat hat neuerer Zeit noch vielfacdhe Ergänzungen 
erhalten, fo daß e8 möglich ift, mit demfelben auch Berfuche über den Aus» 
fluß des Waflers unter conftantem Drude, fowie auch ſolche über den Aus- 
fluß der Luft, ferner Berfuche über den Drud, Stoß und die Reaction des 
Waſſers u. ſ. mw. anzuftellen. 

Schlußanmerkung. Die Literatur Über den Ausfluß des Waflers und über 
die Bewegung des Waflers in Röhren wird am vollftändigften mitgetheilt in der 
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„allgemeinen Maſchinenencyklopädie, Band 1, Art. Ausfluß“. Bon den neueren 
Schriften ift hier nur anzuführen: „Serftner, Handbud der Mechanik, Band 2, 
Prag 1832* ; ferner „A’Aubuisson’s Traite d’Hydraulique & P’usage des 
Ingenieurs. II. edit. 1840%. ‘ Die erſte Ausgabe ift auch deutfch erjchienen. 
„Eytelwein’s Handbud der Mechanik fefter Körper und der Hydraulik, dritte 
Auflage, 1842°; ferner Scheffler’s „Principien der Hydroftatif und Hydraulif, 
Braunſchweig 1847°. Wegen ihrer praltifchen Haltung haben die älteren hydrau⸗ 
liihen Schriften von Boffut und du Buat immer einen großen Werth. Für 
den Unterricht und für das praftiihe Studium der Hydraulik ift beſonders geeig- 
net: „Die Erperimentalhypraulif, eine Anleitung zur Ausführung hydrauliſcher 
Berfude im Kleinen, von %. Weis bach, Freiberg 1855”. Werner ift zu em- 
pfehlen: Rühlmann's Hydromechanik, Leipzig 1857*. Der neueren Werte 
von Lesbros, Boileau, Francis u. ſ. w. ift oben ($$. 437, 439 und 446) 
gedacht worden. Noch ift zu empfehlen: Rankine’s Manual of applied 
Mechanics, jowie Cours de Mecanique appliquee I., par Bresse. Bon 
den hydrauliſchen Verſuchen des Verfaſſers find bis jegt erſt zwei Hefte erſchienen, 
und zwar: 

1) Verſuche über den Ausflug des Waflers durch Schieber, Hähne, Klappen 

und Ventile, und 
2) Berfuche über die unvollklommene Eontraction des Waſſers beim Außfluffe u. ſ. w., 
Leipzig 1843. 

Mehrere neue Abhandlungen des Berfaflers über Hydraulik enthält der Eivil- 

ingenieur, die Zeitjchrift des deutjchen Ingenieurvereines u. |. w. 


Schötes Kapitel. 


Bon dem Ausflufie der Luft und anderer Flüffigkeiten 
aus Gefäßen und Nöhren. 


Ausfluss von Quecksilber und Oel. Die allgemeine Formel 8. 484. 


v=V2gh (f. $. 424) 
für die Ausflußgeſchwindigkeit v des unter dem durch die Höhe 7 gemeffenen 
Drude ausfließenden Waflers gilt (ſ. $. 426) auch bei anderen Flüſſigkeiten, 
3. B. Duedfilber, Del, Alkohol u. f. w., und Täßt fi fogar aud) auf den 
Ausfluß der Luft und anderer luftförmigen Flüffigkeiten anwenden, wenn deren 
Preſſung nicht groß ift. Bezeichnet 7 das fpecififche Gewicht der Flüffigleit und 


» den Drud derjelben auf die Flächeneinheit, jo hat man. ebenfalld A =, 


1080 Stebenter Abſchnitt. Sechstes Capitel. [$. 484. 


und daher aud) v— V»o2: * 


Mißt man den Druck durch ein Piszometer, deſſen Füllung, z. B. 
Queckſilber, das ſpecifiſche Gewicht ÿ1 hat, fo beträgt der Stand deſſelben, 
d. i. die Höhe feiner Flüſſigkeitsſäule: 


nf. 


7 


1 
es iſt aljo p — Ähı Yı, und daher auch 
—E / 29 m — V2gah, 


wenn & — , das Verhältniß der Dichtigkeit der Piszometerfüllung zur 


Dichtigkeit der ausftrömenden Flüffigfeit bezeichnet. 

Die Uebereinftimmung der Ausflußgefege der verjchiedenen Flüſſigkeiten 
erſtreckt fich nicht allein auf die Geſchwindigkeit, fondern auch auf die Con⸗ 
traction der Ylüffigfeitsftrahlen; die Quedfilber-, Del-, Luftftrahlen u. |. w. 
beim Ausfluffe durch eine Mündung in der dünnen ebenen Wand find ebenfo 
und faft in demfelben Berhältniffe contrahirt wie die Waſſerſtrahlen. Einige 
Berjucje, welche der Verfaſſer über den Ausflug des Queckſilbers, Rüböles 
und der atmojphärtfchen Luft angeftellt hat, weiſen dieſe Uebereinftimmung 
volljtändig nad) (f. Polytechn. Sentralblatt, Jahrgang 1851, Seite 386). 
Diefe Berfuche gaben : | 

1) Für eine freisrunde Mündung in der dünnen ebenen Wanb von 
6,5 Millimeter Durchmeſſer, bei den Drudhöhen 91,5 Millimeter und 329 
Millimeter die Ausflußcoefficienten : 








für Wafler | Duedfilber | Rüboðl 


u = 0,709 0,670 0,674 


Es läßt ſich hiernach erwarten, daß die Contraction der Duedfilber- und 
Rübölftrahlen noch wenig ftärfer ift als die der Waflerftrahlen. 

2) Ferner gab ein kurzes innen gut abgerundetes con oidiſches Mundftüd 
von der Ausmiündungsweite d — 6,6 Millimeter und der doppelten Länge 
(! = 2d) folgende Ausflußcoefficienten: 


Rübdl 
für Waſſer Quedfilber 


bei 121,0. Temp. | bei 39° C. Temp. 





— 1 — _ 
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3) Eine kurze cylindrifche Anfagröhre ohne alle Abrundung von 
der Weite d —= 6,76 Millimeter und der dreiſachen Länge ( = 3.d) führte 
auf folgende Werthe: 













für Waſſer Quedfilber 





bei 121/,0€. Temp. | bei 399 &. Temp. 





Aus diefen Verfuchen ergiebt fich, daß beim Ausfluffe durch kurze Mund⸗ 
ftüde und Röhren das Duedfilber nur wenig fchneller auöfließt als das 
Waller, dagegen das Rüböl eine viel kleinere, jedoch mit der Temperatur 
anfehnlich wachſende Geſchwindigkeit hat als das Waſſer. Der erhebliche Unter- 
ſchied zwifchen der Gefchwindigfeit des Rüböles und des Waſſers hat jeden- 
falls in der großen Klebrigkeit des Deles an der Röhrenwand feinen Grund. 

4) Beim Ausfluffe durd) eine 6,64 Millimeter weite und 86mal fo lange 
Glasröhre (I.) und beim Ausfluffe durch eine 6,78 Millimeter weite und 
85mal fo lange Eifenröhre (II.) ergaben ſich folgende Werthe der Wider- 
ftandscoefficienten 8: 














‘ Rüuͤböl 
für Waſſer Queckſilber — — —— —— — 
bei 60 C. Temp. | bei 320 C. Temp. 


00271 0,0277 





Den lebten Berfuchen zufolge ift ſowohl in einer Glas⸗ als aud) in einer 
Eifenröhre der Widerftandscoefficient des Duedfilbers wenig größer, dagegen 
aber der Widerftandscoeffictent des Rüböles viele Mal größer als der des 
Waſſers. Auch ift aus der leuten Tabelle zu erjehen, daß der Widerftande- 
coefficient des Ruböles um fo mehr abnimmt, je höher die Temperatur oder 
der Flüffigkeitögrad defjelben ift. Endlich wird auch durch diefe Verſuche 
dargethan, daß die Widerftandscoefficienten der Reibung flir die Eifenröhre 
weit größer find als für die glattere Glasröhre. 


Ausflussgeschwindigkeit der Luft. Unter der Borausfegung, daß $. 485. 
die Luft während des Ausfluffes ihre Dichtigfeit nicht Ändert, 
fäßt ſich die befannte Orundformel für den Ausfluß des Waflers aus Gefäßen 
auch auf den Ausflug der Luft anwenden. Iſt daher p der Drud der 
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äußeren Luft, fowie pı der Drud und Y, das ſpecifiſche Gewicht der Luft 
im Inneren des Refervoird AB, Fig. 873, fo Tann man die Ausfluß- 
geſchwindigleit der letzteren (f. $. 426) fegen: 


Big. 873. Rau 
- = Vn@—2 - V,2 1-2). 
Y Y pP 


Nun ift aber (nad $. 420), wenn p den Drud 
in Kilogrammen auf ein Quadratmeter Fläche, 
y das Gewicht eines Eubifmeters Luft und £ die 
Temperatur derfelben bezeichnen, für atmofphärifche 
Luft: 

»__1 + 0,00387.t 
m 
daher folgt: 


Ve-Vz- Vrs991 Vi + 0,00367 1, 
1 B 
oder wenn man noch 0,00367 durch Ö erfegt, 


V?=s Vi + dt, und 


v=89,39 V»« + 39(1 -2) 


—396 V a+s) ( ur Meter, 


ober, für preuß. Daß, 


v= 159,6 V 29 (1 +89) ( -2) 
= 1361 Va+a(-2) 1-2) Bu 


Iſt d der äußere Barometerftan, und Ah der Manometerftand (MM), fo hat 
man aud: 


=17991(1 + 0,003671), 


p__b Äh 
mrirmebi- = 


und folglid die Kasprbmungsgefömtubigteit der Luft: 


v=396 Va + Mlzuii 


= Ya +8,05 > Fuß, 


ober annähernd, bei Heinen —— indem man 
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Vr: 1 — 2 ſetzt, 
v— 396 ( (1 -5,) \ (1 + 51)? Meter 
ı = 1361 (1 — 5) Va+o* + DE Fuß. 


Anmerkung. Wegen de3 gewöhnlichen Feuchtigkeitszuſtandes der atmo⸗ 
ſphäriſchen Luft if e8 rathjam, in der Praxis d = 0,004 anzunehmen. 





Ausflussquantum. Iſt F die Größe der Ausftrömungsöffnung, jo $. 486. 
hat man die effective Ausflußmenge, gemeffen unter dem inneren Drude 
pı werrb + h: 


nenerV nl) - 2) = rVas2 Yı-2- 


=F V»2 29, 75 u h’ 
3. 2. für atmofobärifä Luft: 


_ | Ja +s)R... 
V, — 396 F HR Cubikmeter 
| Sa +ÖN)R ... 


Diefes Luftquantum auf den äußeren Luftdrud p ober d reducirt, 
beträgt: 


u vs, = th, 


-VBeVızi 
_ ia h_ —E V h\h 
— y b b ir y (+5) ü 


3. 2. für atmofphärifche Luft: 


v— 396 F J (1 +69) ( 4 ;) : Cubilmeter 
— 1261 F V (1 + 6%) ( 4 ;) : Cubitfuß. 


Beifpiel. In einem großen Behälter iſt Luft von 120 Grad Wärme ein- 
geſchloſſen, welcher ein QDuedfilbermanometerftand von 0,10 Meter entipriät, 
während der äußere Barometerfiand 0,750 Meter beträgt; welche Winbmenge 





” 


J 


+|» 
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wird aus dem Behälter dur eine 40 Millimeter weite Freisrunde Mündung 
ſtrömen? 
Die theoretiſche Ansflußgeſchwindigkeit iſt: 


v = 396 Vu + 0,00867 . 120) I 55, = 163,2 Meter, 


ferner der Querjehnitt der Mündung: 
F = 0,022. 3,14 = 0,00126 Cuadratmeter, 
daher die theoretiiche Ausflußmenge, gemefjen unter dem inneren Drude: 
Vi =Fv= 1632. 0,0126 = 0,206 Eubilmeter; 
dagegen gemeffen unter dem äußeren Drude: 
850 


v-?thy 50. 0206 = 0233 Cubitmeter. 
b 750 





Ausfluss nach dem Mariotte’schen Gesetze. Unter der Por: 
ausfegung, daß die Luft beim Ausftrömen aus Gefäßen feine Tenıperatur- 
veränderung erleidet, läßt fid) annehmen, daß fie ſich hierbei nad) den 
Mariotte'ſchen Gejege (ſ. $. 414) ausdehnt, und daher auch vorausfegen, 
daß das Luftquantum 9 beim Uebergange aus der Prefjung 9, in die 


Preflung 2 die Arbeit Vp Log. nat. 3 verrichte (f. $. 415). Setzt man 


2 
nun diefe Arbeit der Arbeit 5 Vy gleich, welche das Luftquantum Yy 
bei dem Ausfluſſe in *8* nimmt " erhält man folgende Formel: 


93 

29 y = 2.09. nat. A m - Vp, oder 
” _P 7. 
2» 


wonad) die Ausflußgeſchwindigkeit 
v -\V/ 29, In. 3 folgt. 
1 +6t 


Noch ift, wie oben, für Greg 2 = 5.000128 ° 


v — 396 \ (1 + 60) In. ”; — 396 Va +s0m.2+* +60) In.’ onen, 


fowie 


v—1261 \ (1 + 68) In. ri — as Ya + öt) In. — Zu Fuß, 


wobei b den Barometerſtand der äußeren und A den Panonete han der 
inneren Luft, ferner £ die Temperatur der legteren und d — 0,00367 ben 
befannten Ausdehnungscoefficienten der Puft bezeichnet. Nun folgt die theo⸗ 
retiche Ausflugmenge pr. Cecunde: 


daher hat man aud) 
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V=Fı=F \ 29 In. 
Y p 


— 396 F \/ (1 + öt) Im. D — * Cubikmeter, 





oder reducirt auf den inneren Druck: 


n=2r=Pr\Ve2m® 


Pı Ppı Y p 
— b+h 
=, F 29, Im ; 


Zu Cubikmeter. 





= rt Vo + öt) Im. 
Iſt der Ueberdruck der inneren Luft oder : fehr Hein, fo kann man 
D+h_ —W 
Im. 7 = In.(1+7 =; (5 
(ſ. „Ingenieur“, Seite 81), und daher auch annähernd 
‚= F 29, (1 - h 5) h 





2b/ b 
jegen, während nad) der erfteren Ausflußformel (f. $. 486) 


h 
9=F V 202 ( +3) zit. 
Es führt alfo die Annahme, daß fic die Luft beim Ausftrömen nad) dem 


Mariott e'ſchen Geſetze ausbehne, auf eine Fleinere Ausflußmenge, als die 
Annahme, daß fie ſich beim Ausfluffe genau fo wie Waffer verhalte, alfo gar 


nicht ausdehne. Dieſe Differenz vermindert fich jedoch mit L und es ift 


endlich bei ſehr kleinen Werthen von in beiden Fällen: 


V=F V: 2 — 396 F \ (1 + di) - Cubikmeter 


zu ſetzen. 





Arbeit der Wärme. Der in $. 415 gefundene logarithmiſche Aus⸗ 
drud fiir die beim Comprimiren oder Ausdehnen eines gewiſſen Luftquantums 
erforderliche oder ausgelibte mechanische Arbeit hat nur unter ber Voraus⸗ 
jegung feine Gültigkeit, daß bei diefer Bolumen- oder DicjtigkeitSveränderung 
die Temperatur der Luft unverändert bleibe. Dies kann fo lange angenommen 
werden, als die Bolumenänderung fo langſam ftattfindet, und die Wandungen 
des Gefäßes für die Wärme fo durchläſſig find, daß eine Ausgleihung der 
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Temperatur im Innern des Gefäßes mit ber der äußeren Umgebung ftatt- 
finden kann. Treffen diefe Borausfegungen nicht zu, geht aljo die Volumen⸗ 
änderung ſehr fchnell vor fich, und find die Gefäßwände fo fchlechte Wärme- 
leiter, daß man von einer Wärmetransmiffion durch diefelben abftrahiren 
kann, jo findet mit jeder Bolumenveränderung der Luft außer der Spannungs- 
änderung auch eine Temperaturveränderung ftatt, und zwar eine Erhöhung 
derfelben bei einer Compreffion und eine Erniedrigung bei einer Ausdehnung. 

Dieſe Erjcheinung ift in der Verſchiedenheit der fpecifilchen Wärmemengen 
s, und s,, d. 5. derjenigen Wärmemengen begründet, welche ein Kilogramm 
Luft gebraucht, um fi um 19 E. zu erwärmen, je nachdem die Luft dabei 
ihre Spannung p ober ihr Volumen v unverändert behält. Wenn die 
Wärmemenge, welche zu diefer angegebenen Erwärmung der unter conftantem 
Drude ftehenden Luft durch s, — 0,2377 ausgedrückt ift, jo beträgt die 
Wärme, welche die in ein conftantes Volumen eingefchloffene Luft erfordert, 
8 — 0,1687, und man nimmt gemöhnlid das Verhältniß diefer Wärme: 


mengen k —= = — 1,42 an*). 
v 


Die Entwidelungen der mechanifchen Wärmetheorie ergeben nun folgendes 
Verhalten der Luft: Wird ein gewiſſes Volumen 9 atmofphärifche Luft von 
der Spannung p, dem fpecififchen Gewichte y und der Temperatur t einer 
Bolumenänderung von 9 zu V, unterworfen, fo nimmt diefe Luft, unter der 
Borausfegung, daß die Gefüßwände für die Wärme undurddringlid) find, 
alfo weder eine Zuführung noch Abführung von Wärme eintreten kann, eine 
Temperatur , an, jo daß die Beziehung ftattfindet: | 


1 + öt, -(F) "= yı 1 
ı1+4 \1/ (%) ' 
unter x jenes Verhältniß Fi der fpecififchen Wärmen verftanden. 


. Unter Berückſichtigung diefer Temperaturänderung behält nım die in 
8. 419 aus dem Mariotte’jchen und Gay-Luſſac'ſchen Geſetze gefundene 
Gleichung 





mn _ 1+ — 
» 1+6ödti y 
auch fernere Se und es folgt daraus: 


Yı (f 1“ ob 
-(% 2) = >) oder 
k 


— — 


*) Das Weitere hierüber gehört in das Capitel über die Wärme, |. Th. IL 
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Wenn nun in dem Cylinder AC, Fig. 874, durch den Kolben EF 

anfänglich ein Yuftprisma von der Höhe ZB — 1 von der Spannung p 

Sig. 874. und dem fpecififchen Gewichte 7 abgejperrt ift, und 

diefer Luftmaſſe durch fchnelles Aufichieben des 

Kolbens um x plöglid das pecifilche Gewicht Y- 
und die Spannung p, mitgetheilt wird, fo ift 


9, (\ ——)' 
=» (#)=p Il—x 


. Um den Kolben aus diefer Lage um das Fleine 
Wegelement 9x fortzufchieben,, ift bei dem Quer⸗ 
fchnitte F des Kolbens die mechaniſche Arbeit 
erforderlich 


Fp.öox = Fp (—) 0x. 


Die Geſammtarbeit, welche nöthig ift, um den 
Kolben aus der Tage ZF in diejenige Z, F,, alfo um die Größe! — 1, 
zu verfchieben, wenn Z, B mit I, bezeichnet wird, beftimmt ſich daher zu: 


I—ı 


Aı -(n() 02= ut [0-2 0x 
= Zr, (n-+r — en) =; Te l) - | 


Um das comprimirte Luftquantum A E, au weiteres Emporfchieben 
des Kolbens um den Weg !, in den Raum BR zu drüden, in welchem bie 


Preflung 
= 
vorhanden ift, wird noch die Arbeit 
1% 
4; = Foul = Fon 


erfordert, wobei die äußere Luft während des ganzen Kolbenweges mit der 
Prefiung p nachſchiebt, und Hierbei die Arbeit A, — Fpi auf den Kolben 
überträgt. Es ift daher ſchließlich die ganze mechaniſche Arbeit: 


— Rue) 
1 [] 


Im m\m_ ANNcz 
(G =(#) = (%) iſ 





D 





wofür man auch, da 


— —— — — -- — 0--- 


— — — — — —ñ— — — —— — ——— —— 
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ſchreiben kann: 
k—1 


= le) ler le) ] 
Art, |(%) ' Ze 
Nach dem Mariotte’fchen Gefege allein wurde die Arbeit zum Com⸗ 
primiven in $. 415 zu A= Vp. Log. nat. gefunden, es entipricht 
diefer Werth der Vorausfegung, daß x — 1 iſt, d. h. 
1 + =(7)- 1. 
1+d \N/ 
woraus folgt, daß bei einer VBolumtenveränderung von V auf P, die Tem⸗ 
peratur £ ſich nicht ändere. 
Wiirde k —= oo vorausgeſetzt, jo hätte man 


1 
(0) 6)= 
y p p ’ 


d. h. man wiirde e8 mit einer incompreffibeln Flüffigfeit zu thun haben, und 
die Formel für die Arbeitsleiftung fiele dann 


A=Vp9 (2 — 1)= V. (Vi — V) aus. 


Wird umgekehrt das Luftvolumen 9, von der Preſſung 9, durch plötzliche 
Ausdehnung auf das Volumen 


=) 


_.{P\* 
v=n($) 


zurlicgeflihrt, jo verrichtet e8 die mechanische Arbeit: 


k—1 2—1 


k T k T 
rl)" Re") 


Beilpiel. Wie groß if der zu einem Kolbenhube erforderliche Arbeitsaufwand 
bei dem im Beiſpiele zu 8. 415 angegebenen Gebläfe, defien Kolben 1 Meter 
Durchmeſſer und 1,5 Meter Hub hat, wenn bei einem Barometerftande von 
0,750 Meter die Manometerjpannung im Windregulator 0,800 Meter beträgt?! 

Da der Drud p der äußeren Luft bier pro Quadratmeter 

0,750 . 13600 = 10200 Kilogramm 
und das Volumen 
V= 0,2. 3,14 .1,5 = 1,1775 Eubitmeter 


und auf die Dichtigfeit 
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beträgt, jo folgt die gejuchte Arbeit: 
0,42 


" 1,42 
A=1,1775.10200 - = 25 ZT 7) -ı]= = 12010,5 . 3,381 (1,06679, 1) 


— 788,1 Meterfilogramm. 
Die logarithmiſche Formel (ohne Berüdfihtigung der Temperaturerhöhung) gab 
‚in dent angeführten Beifpiele: 
A = 775,14 Meterlilogramm 
und für ein incompreifibeles Yluidum (Wafler), welches von der Preffung 750 Milli- 
meter auf 800 Millimeter zu bringen ift, hätte man die Arbeit: 


A=PVp (& — 1) = 1,1775 .10.200( — — 1) — 800,7 Meterfilogramm. 


Ausfluss der Luft mit Berücksichtigung der Abkühlung. $. 489. 
Mit Hüffe der im vorigen Paragraphen gefundenen Formel fiir die Arbeit, 
welche. die Tuft bei ihrer Ausdehnung verrichtet, kann man nunmehr aud) 
die Ausftrömungsgefchwindigfeit der Luft beftimmen, da angenommen werden 
muß, daß die bei der Ausdehnung des Luftvolumens V, auf V frei werbende 
Arbeit zur Erzeugung der Geſchwindigkeit v verwendet wird. Wenn in einer 
gewiflen Zeit das Luftquantum Y, vom fpecifiichen Gewichte y1 und der 
Preffurfg pı mit der Geſchwindigkeit zum Ausfluffe in einen Raum 
gelangt, deſſen Prefiung 2 fein mag, fo hat mo man m bi frei werdende Arbeit 


eh -(@)"] 


gleich der zur Erzeugung diefer Geſchwindigkeit erforderlichen mechanifchen 
Arbeit 





Vi Vi 5 


zu ſetzen, und erhält daraus: 
i—1 


e_m, k_ P\*1 ı.. 
29 91 | (2) | oe: 
1 
Vor b-@" 
— 29  - —I1— (1* . 
V»2 k—1 1 


Die ausftrömende Luft hat die äußere Prefiung 2, das fpecififche Gewicht 


1 
Yyı = ı (2): und die Same 


k—1l b—1 


SO On len Oz 
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Das theoretifche Luftquantum, welches durch eine Mündung F' ausftrömt, 
ift pro Secunde daher: 


— = mn k_ I, _ 2/7]. 
n= mer 22 [ı (2): 


Reducirt man dieſes Luftquantum auf den inneren Druck pi und das 
ſpecifiſche Gewicht Yꝛ, jo erhält man: 


Ya p\- p + / 9%, &k p\ı 
== (2): n=rF(2): 2 21 - 23 . 
T° 1 ’ Pi Iyk—1 pı 


Endlich findet man das Volumen P, welches biefe Luftmenge unter dem 
änßeren Drude p annimmt, wenn die innere Temperatur ihr unverändert 


verbleibt, für welchen Fall alſo einfach — = Fr ift, zu: 
Pi Pi 1 
sr=r()" Ver: al] 
— pı 1 pı —_ . 
Ber ale 
In diefen Formeln kann man wieder wie früher 


\ gg y — 3961 t für Metermaß und 


V»2 29 — = 1261 V1 + öt für Fußmaß fegen. 


mM brn 


Sekt man * wo b den tn und 5 den Man 


meterftand bedeutet, fo fann man, wenn R — 


bezeichnet wird, auch —— 


SERIE 


In den meiften Fällen der Praxis ift . nur Hein, alsdann kann man mit 





1 ger Kurze wegen mit * 


hinreichender Genauigkeit fegen: 


(>)= (1+5)=1+n3 +2) und 
F)-1=n2 4.7 a4 2 — S— a 


— 2. 
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FEIN 


7 |! Hg + PeZDESZUETN HN 
—4 [71-0062 — 0,0085 (4)| 


VESTET]-(- md) VE 


Dies eingeführt, giebt das Bolumen: 


v=(1-0,028% 3)? rV: pi, R r 
b 9 Yı 
=(1— 0,028 +) 896 F \ (1 +61) > Eubifmeter. 


Bei Anwendung auf Gebläſe⸗, Wetter und Yüftungsmafchinen iR <y, 


und daher kann man in allen den Fällen ganz einfach das theoretifche Aus- 
flußquantum, gemefjen unter dem außeren Drude und bei der inneren 
Temperatur, 


V=F J Tue 5 = 396 F \ 14 — Cubikmeter 


ſetzen. 


Beiſpiel. Für den im Beiſpiele zu 8. 486 behandelten Fall, wo d — 0,750 
und = 0,10 Meter, ferner € = 120° und F = 0,00126 Quadratmeter ift, hat 
man nad der legteren Formel die Ausflußmenge, gemeflen unter dem äußeren 
Drude: 


7 — 396 . 0,00196 V (1 ++ 0,00367 . 120) 3 — 0,219 Cubitmeter, 


während nad der Wafferformel, ohne Berüdfichtigung der Dichtigkeitsanderung 
V = 0,283 Cubikmeter ſich ergab, und die logarithmiſche Formel in 8. 487, 
weldhe auf die Temperaturveränderung nicht Rüdfiht nimmt, 


V = 396 . 0,00126 V (1+0,00367 .120) Log. nat. = = 0,212 Eubitmeter 


giebt. 


Ausfluss der bewegten Luft. Die gefundenen Ausflugformeln 8. 490, 
fegen voraus, daß die Prefjung pꝛ ober der Manometerſtand % an einer 
Stelle gemeffen worden fei, wo bie Luft in Ruhe befindlich ift, oder eine fehr 
ſchwache Bewegung hat; mit man aber 9, ober h an einem Orte, wo bie 
69* 
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Luft in Bewegung ift, communicirt 3. B. das Manometer M, mit der in 
einer Leitungsröhre CF (Fig. 875) befindlichen Luft, jo hat man bei 
Beitimmung der Ausflußgefchwindigfeit auch noch die lebendige Kraft der 
antommenden Luft zu berüdfichtigen. 


Iſt e die Gefchwindigkeit der vor der Manometermündung vorübergehenden 
Luft, jo hat man med zu Ian 


1% —yV, k — 
N 39 N 5- rn :- GP] 


Bezeichnet F den Querfchnitt der Mündung und G@ den der Röhre oder 
des an der Manometermiindung vorbeigehenden Stromes, fo ift das aus⸗ 
ftrömende Luftquantum ‚9, Yı = Gcyı = FvYa, baher folgt: 


— — —— 


ve 01 G\m 
und nad) Einführung diejes Werthes: 


ne] 


Es ergiebt fid) daher die gejuchte Ausflußgefchwindigkeit: 
29 — 


p i—1 
yık — 1 [" - 5) 
(Je): 
oder annähernd, wenn pi nicht viel größer als p ift, und k — 1,42 geſetzt 
wid: 


















Pı k 















al (2) ] 

20 — 1—I-): 
— ’yk—ı Ppı 
3 


26 
Ta 
(7) 


Es ftellt ſich alfo auch Hier, genau wie beim Ausfluffe des Waſſers aus 
Gefäßen, die Ausflußgefchwindigkeit um fo größer heraus, je größer das 


— 728 
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Berhäftniß z zroifchen dem Duerfchnitte der Mündung und dem der Röhre 


oder des ankommenden Luftftroms if. Man erficht auch hieraus, daf unter 
Big. 875. übrigens gleichen Berhältniffen 
M N M, der Manometerftand pı um . 
fo Heiner ausfällt, je enger 
die Leitungsrößre oder je größer 
die Geſchwindigleit der durch 
fie fortgeführten Luft ift. 
Bezeichnet wieder b den Ba⸗ 
tometerftand und % den Mano- 
meterftand in der Röhre vom Querſchnitte G, ſo findet man ganz ähnlich 
wie im vorhergehenden Paragraphen das theoretifche Luftquantum, gemeflen 
unter dem äußeren Drude und ber inneren Temperatur: 





h 
2, 5 a+ . 
’=F HI 396 F Eubitmeter. 


Bezeichnet noch po die Spannung im Windreſervoir, wo die Luft noch in 
Ruhe iſt, fo hat man nad) der Formel in $. 489 auch: 


Verl -@)*] 


und man erhält, wenn man biefen Werth von v dem oben gefundenen gleich 
fest, zur Beſtimmung don Do die Gleichung: 


— 


Po 





annähernd. 


Beifpiel Ein auf einer 0,10 Meter weiten Windleitung figendes Quedfilber⸗ 
manometer fteht auf 60 Millimeter, während der Wind am Ende der Röhre 
dur) eine 50 Millimeter weite freisrunde Duſe ausftrömt; weldes Windquantum 
frömt per Secunde aus, vorausgeſetzt, daß der äußere Barometerftand 0,760 Meter 
und die Temperatur der Suft in der Winbleitung 10 Grad beträgt. 

Es ift Bier das ausſtrömende Quftquantum, von der Prefjung 0,760 Meter 
bei 100 €.: 


- (1 +0,00867 . 10) > 
7=39.00962.314 |) ———— 7° — 0,229 Gubitmeter. 





. 1 
daher iſt 5* (1—0,0285 5 = 0,9765. und p, — 
0 
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Für die entſprechende Spannung po im Windregulator hat man: 


EEE 
ee (00) (0) = Daum = 0085 
OgTasy= = 1,064 p, jo- 


wie au 5 + A, —= 1,084b, und folgli der Manometerftand im Reſervoir: 
ho = 0,084 . 0,760 = 0,064 = 64 WRillimeter. 


Ausfiusscoefflicienten. Die EContractionserfheinungen, melde 
wir beim Ausfluffe des Waſſers aus Gefäßen kennen gelernt haben, finden ſich 
auch beim Ausftrömen der Luft aus Gefäßen vor. Iſt die Ausflußöffnung in 
einer dünnen Wand ausgefchnitten, jo hat ber durch fie gehende Luft⸗ oder 
Windftrahl einen Hleineren Querſchnitt als die Mündung felbft, und es ift 
deshalb auch die effective Ausflugmenge V, Kleiner als das theoretiiche Aus⸗ 
flugquantum Y oder das Product Fv aus Duerjchnitt F der Mündung 
und theoretifcher Geſchwindigkeit v. Diefe Verminderung der Ausflugmenge 
hat, wie man am ausftrömenben Rauche beobachten kann, hauptſächlich ihren 
Grund in der Kontraction des Luftftrahles, und wir Können daher auch, wie 


bei den Waflerftrahlen (f. $. 433), das Verhältniß & — zwiſchen dem 


Querſchnitte Fı des Luftſtrahles und dem Duerfänitte 7° der Mündung 
ben Gontractionstoefficienten, 


ferner das Verhältnig p — er zwifchen der effectiven Ausftrömungsge- 


ihwindigfeit v, und der theoretifchen Ausflußgeſchwindigkeit v (f. $. 435) 
den Gefchwindigfeitscoeffictenten, 
und das Berhältnig u — = an — 09 der wirllihen Ausfluß- 


menge Yı zur theoretifchen Ausflußmenge 9 


den Ausflußcoefficienten der ausftrömenden Luft 
nennen. 

Jedenfalls ift bei dem Ausfluffe der Luft durch eine Mündung in der 
dünnen ebenen Wand wie bei dem des Waſſers der Gefchwindigkeite- 
coefficient @ nahe —= Eins, und daher auch, fo lange als befondere Mei- 
jungen ber Luftftrahlen nicht vorgenommen worden find, der Ausflußcoef: 
ficient e = &9p beruft dem Contractionscoefficienten & gleich zu 
jegen. Die älteren Verſuche, weldje iiber den Ausflug der Luft durch 
Miündungen in der dünnen Wand angeftellt worben find, weichen fehr von 
einander ab. Die von Buff nad der Waflerformel berechneten Berfuche 
von Koch geben fir Kreismündungen von 3 bis 6 Linien Durchmefler, bei 
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0,2 bis 6,2 Fuß Wafjermanometerhöhe, u —= 0,60 bis 0,50, dagegen liefern 
die hiernach berechneten Berfuche von d'Aubuiſſon bei 0,027 bis 0,144 
Meter Waflermanometerhöhe an Kreismündungen von 1 bis 3 Centimeter 
Durchmefler, # — 0,65 bis 0,64. Ferner fand Poncelet durch die Be⸗ 
rechnung der Pecqueur'ſchen Verſuche nach derfelben Formel für eine 
Mündung von 1 Centimeter Durchmefler, unter dem Ueberdrude von 1 Atmo⸗ 
ſphäre, alfo 10 Meter Höhe Waflerfäule, a = 0,563, und flr eine ſolche 
von 1,5 Centimeter Weite u = 0,566. Die in großer Ausdehnung an- 
geftellten, und mittels der legten Ausflußformel 


_ h V vh 
P=r(1 0,0028 -) 29,3 


“ berechneten Verſuche des Verfaſſers haben folgende Reſultate geliefert. 
1) bei der Miündungsweite d = 1 Eentimeter, und dem mittleren Preſ⸗ 
ſungsverhältnifſe: 


at 1,06 1 | 18 | 165 | 189 | 215 


„=| 0555 0500 | 0,692 | 0,724 | 0,754 | 0,788 



























2) bei der Mündungsweite d — 2,14 Centimeter, für 


ır — | 1,05 | 1,09 | n 1,67 | 2,01 


0,558 | 0,578 | 0,634 | 0,678 








0,723 

















u = 


3) bei der Mündungsweite d —= 1,725 Gentimeter, für 








2. 1,08 | 1,87 | 1,68 








u= | 0,563 | 0,681 | 0,665 


4) bei der Mindungsweite d — 2 Centimeter, für 





| 1,08 | 1,39 





u= 0,641 





0,578 





Es wählt alfo hiernach der Contractionscoefficient beim Ausfluffe durch 
eine Mündung in der binnen Wand anſehnlich mit der Drudhöhe. Bei 





Pr | 


$. 492. 
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Anwendung der Waflerformel wird aber diefe Veränderlichkeit bedeutend 
herabgezogen. Diefe Formel giebt nämlich) das theoretifche Luftquantum 


V eh \/ h V pı Äh pı 
V=F 209 —-— 1 _-—r 2 na \/rr 
975 +3 Id p 


nahezu in dem Berhältniffe ve größer, als die von dem Berfafler zu 
Grunde gelegte, daher müſſen die nach erſterer berechneten Werthe von c 


Fr mal fo groß fein, wie diejenigen, welche aus der legteren Formel 
1 


refultiven, 3. B. für „= 2 find fie vm̃ — 0,707 mal fo groß. Bei⸗ 


ſpielsweiſe ift nach ver umftehenden erften Tabelle für d = 1 und 7 m —9; 
u ⸗ ———— —= 0,771 und daher müßte bei — 


der älteren Formel u — 0,707. 0,771 = 0,555 ſich ergeben, wie es 
nach den Boncelet’fchen Berfuchen fehr nahe der Fall ift. 

Bei dem Ausflug durd) eine Kreismündung von 1 Centimeter Durchs 
meffer in einer conifch convergenten Wand von 100 Grab Convergenz 
wurde für 





= 1,81 | 1,66 


„= | 0,762 | 0,793 
gefunden. | 


Ebenfo bei einer ſolchen Mündung in der conifch divergenten Wand 
von 100 Grad Divergenz, für 


—— — — — — 


rt -| 1,30 | 1,66 


.-| 0,589 | 0,668 


Die Veränderlichfeit des Contractionecoefficienten & = a fir den Aut 
flug der Luft durch eine Mundung in ber diinnen Wanb, erftredt fic der 
befannten Formel 


P=9g=——— (j. $. 449) 








8.492]  . Bon dem Ausflufle der Luft zc. 1097 


zufolge auf den Ausflug durch Furze cylindrifche Anfagröhren. Nach 
den oben angeführten Berfuchen von Koch ift 3. 3. für ſolche Röhren von 
3 bis 4 Linien Weite und 4= bis 6Gfacher Länge, bei 0,3 bis 6,2 Fuß 
Waflermanometerhöhe, u — 0,74 bis 0,72, wogegen d’Aubuiffon für 
ſolche Röhren von 1 bis 3 Gentimeter Weite und der 8⸗ bis 4fachen Ränge, 
bei 0,027 bis 0,141 Meter Wafferbarometerftand, u — 0,92 bis 0,93 
und Boncelet für cylindrifche Röhren von 1 Centimeter Weite und ber 
21/g= bis 10fachen Weite, bei dem doppelten Atmofphärendrude, u — 0,632 
bis 0,650 gefunden hat. Ä 

Die vom Berfaffer angeftellten Berfuche haben dagegen auf folgende Re⸗ 
fultate geführt: | 

1) Eine kurze cylindrifche Anjagröhre von 1 Centimeter Weite und 
3 Centimeter Yänge, gab für 

— —ñ— — — — — — 


1,05 | 1,10 | 1,30 
0,771 


u= | 0,730 0,830 








2) Eine folche Rohre von 1,414 Centimeter Weite und der dreifachen 
Länge, führte für 





Er -| 1,41 | 1,69 


aufua=| 0813 | 0,822 








3) Eine ſolche Röhre von 2,44 Kentimeter Weite und der dreifachen 
Länge, gab für 


b + Rh _ 174; u = 0,838. 


Die Zunahme des Ausflußcoefficienten beim Wachen der Preffung ift 
durch das gleichzeitige Wachjen des Contractionscoefficienten erklärlich. 

Die Anfagröhre (1) mit ſchwach abgerundeter Einmündung gab 
im Mittel den Ausflußcoefficienten u — 0,927, alſo viel größer als bei 
einer folchen Röhre ohne Abrundung. 

4) Ein kurzes innen gut abgerundetes Munbftüd von 1 Centimeter 
Weite und 1,6 Gentimeter Länge gab für 





rt — | 124 | 1,88 | 1,59 | 1,85 | 2,14 


. u | 0,979 | 0,986 | 0,965 | 0,971 | 0,978 
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Da biefer Coefficient, wie erforderlich, der Einheit fehr nahe kommt, fo ift 
dadurch der Borzug der Ausflußformel 


h 
— uF 9afı.2 
g=u V 0 


vor den anderen Formeln dargethan. 

Die ältere Formel giebt natürlich bei hohem Drucke viel Heinere Werthe, 
und dagegen bie logarithmiſche Formel (f. 8. 487) viel größere, die Einheit 
fogar überfteigende Werthe von u. 

Eine kurze conifhe Röhre mit innerer Abrundung gab ziemlich 
diefelben Werthe für gu, Dagegen eine kurze conifche Röhre ohne Ab- 
rundung von 1 Gentimeter Mündungsweite, 4 Centimeter Fänge und 7° 9’ 
Convergenz für 


b-+h 
b 





1,08 1,65 


1,97 











„= | 0,910 | 0,922 | 0,964 


Nach Buff und Koch ift für eine ſolche Röhre von 2,72 Linien äußerer 
Weite und 69 Seitenconvergenz, bei 0,3 bis 6,2 Fuß Waſſermanometerhöhe, 
u — 0,73 bis 0,85, und nad d’Aubuiffon, bei einer ähnlichen Röhre 
von 1,5 Eentineter Mündungsweite, unter 0,027 bis 0,144 Meter Waſſer⸗ 
drudhöhe, u — 0,94, bei Zugrundelegung der älteren oder jogenannten 
Waflerformel. 

Das vollftändige längere Düfenmundftüd AC, Fig. 817 aus $. 461, 
d. i. eine conifche Röhre, von 14,5 Centimeter Ränge, 1 Centimeter Weite 
in der Ausmiündung, und 3,8 Centimeter Weite in der übrigens gut ab- 
gerundeten Einmündung, bei nahe 69 Seitenconvergenz gab für 











° * =| 1,08 1,45 2,16 
u | 0,932 | 0,960 | 0,984 








Durch Berfuche über das Einftrömen der Luft in Gefäße fanden bie 
Franzoſen Saint-Benant und Wangel für ein kurzes, inwendig 
nach einem Biertelfreife abgerundetes Mundftüd, nad) der neueren 
Tormel berechnet, u —= 0,98, und für eine Mündung in der dünnen 
Wand, u — 0,61. 

Sind die Preffungen Hein, ift, wie 3. B. bei der gewöhnlichen Gebläfeluft, 


* < 1/,, fo läßt ſich dem Vorſtehenden zufolge, bei Anwendung der neueren 
Ausflußformel 
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V=uF 29, . — 396 u. F V (1 + 0,004 .t) 2 Cubikmeter 


im Mittel ſetzen: 
1) für Mundungen in der dünnen Wand, u — 0,56, 
2) für kürze cylindrifche Anfagröhren, u = 0,75, 
3) fr ein gut abgerundetes conoidifhes Mundftüd, u — 0,98, 
4) für eine conifche Röhre von circa 6° GSeitenconvergenz, u — 0,92. 


Beiſpiel. Wenn bei einem Gebläfe die Mundungen der beiden coniſchen 
Düjen zuſammen 20 Quadratcentimeter Inhalt haben, wenn ferner bei einer 


Temperatur von 15 Grad der Manometerftand im Regulator 80 Millimeter und - 


der äußere Barometerftand 740 Millimeter mißt, jo läßt ſich das effective Aus⸗ 
flußquantum, gemeſſen unter dem äußeren Drude, jegen: 


V=39 uF Vu 4 0,004 > — 396 . 0,92 . 0,002 V 1,0627, = 0,46 Ebm. 


Reibungscoefficient der Luft. Bewegt ſich bie Luft durch eine $. 493. 
lange Röhre OF, Fig. 876, fo hat fie einen Reibungsmwiberftand wie 


Sig. 876. 





das Wafler zu überwinden, auch Läßt fich diefer Widerſtand durch die Höhe 
einer Luftſäule meſſen, welche der Ausdrud 

IR, 

| 4.29 

angiebt, worin, genau wie bei ben Wafferleitungen, J die Länge, d die Weite 
der Röhre, v die Gefchwindigkeit und & den durch Verfuche zu beftimmenden 
Widerftandscoefficienten der Luft bezeichnet. 

Die Berfuche von Girard über die Bewegung ber Luft durch Röhren 
führen auf den Wiberftandscoefficienten & = 0,0256, und die von d'Au⸗ 
buiffon liefern im Mittel & — 0,0238, wogegen nach Buff’s Verſuchen 
im Mittel. & = 0,0375 zu fegen if. Dagegen findet wieber Poncelet 
ans den Ergebniffen der Verſuche von Pecqueur bei dem Prefiungsver- 


Hältniffe 2 — 2, = 0,0937. 


| 


8. 494. 


1100 Siebenter Abjchnitt. Sechstes Eapitel. [$. 494. 


Die nad) der neueren Yormel berechneten Verſuche des Verfaſſers gaben 
folgende Reſultate. 


1) Eine Meſſingröhre von 1 Centimeter Weite und 2 Meter Länge 
gab für Gefchwindigkeiten von 25 bis 150 Meter, & allmälig abnehmend 
von 0,027260 bis 0,01482, und 

2) eine Glasröhre von derfelben Ränge bei ziemlich denfelben Geſchwin⸗ 
digkeiten lieferte £ — 0,02738 bis 0,01390. 

3) Eine Meffingröhre von 1,41 Sentimeter Weite und 3 Meter Ränge 
führte auf & = 0,02578 bis 0,01214, und 

4) eine dergleichen Glasröhre auf $ — 0,02663 bis 0,009408. 

5) Eine Zinfröhre von 2,4 Centimeter Weite und 10 Meter Länge 
gab endlich bei Gejchwindigkeiten von 25 bis 80 Meter & = 0,02303 bis 
0,01296, 

Es ift hieraus zu folgern, daß nur bei mäßigen Windgefchwindigteiten, 
von circa 25 Meter, der Widerftandscoefficient $ — 0,024 gejett werben 
faun, daß er aber um fo Heiner angenommen werben muß, je größer bie 
Geſchwindigkeit des Windes in der Röhre ift. 


Annähernd laßt ſich auch für Metermaß & = —* und. für Fußmaß 





= rn ſetzen. 


Im Ganzen verhält ſich alſo die Luft bei der Bewegung in Röhren ebenſo 
wie das Wafler. 

Auch der Widerſtand, welchen Kniee und Kröpfe in ben Röhren ber 
Bewegung ber burchftrömenden Luft entgegenfegen, ift ähnlich wie beim 
Waſſer zu beurtheilen. 

Bei den Berfuchen des Berfaflers gab ein rechtwinkeliges Knie von 
1 Gentimeter Weite & = 1,61, und ein ſolches von 1,41 Centimeter Weite 
& = 1,24; ferner ein nad) einem Kreisquadranten gebogener Kropf gab 
bei der erfteren Weite & — 0,485 und bei ber Iegteren & — 0,471. 


Bewegung der Luft in langen Röhren. Mit Hitlfe bes Coefs 
ficienten & des Reibungswiderftandes einer Röhre, wie BF, läßt ſich num 
auch die Ausflußgefchwindigkeit und Ausflugmenge bei gegebener Tänge und 
Weite derfelben u. |. w. beftimmen. 

Iſt As der Stand bed Manometers M, am Ende ber Röhre CF, 
Fig. 877, unmittelbar vor dem Mundftüd F', deſſen Widerftandscoefftcient 


= m — 1 fein möge,"unb bezeichnet d die Weite der Röhre, fowie dı 
1 . 
die Weite der Mündung Fr, fo hat man nad) dem Obigen die Ausflußmenge: 





1101 


b CEbkmtr., 





ſowie umgefehrt fir den Manometerſtand Az: 


pr _[ı _ (3)]- 56* )- 
yı b =| d 29 Fi 
Die Differenz der Quedfilberfäulen A, — As der beiden Manometer Mı 


und M, am Anfange und Ende der Windleitung von der Länge J wird nun 
Sig. 877. 








burch bie Keibungswiberftänbe, welche einer Suftfänle & I - entfpredhen, 
aufgezehrt, e8 ift daher: 


pı hı — hs 
5 ={— 


iv 
429 





Yı 
wenn v bie Gefchwindigkeit des Luftſtroms in diefer Röhre und d den 
Durchmeſſer der letzteren bezeichnet; daher vi man: 


30-5 
Yyı d ”g &ı Fi + 7 ã — oder 


v 3) vi, und vi — gr ingefühe, 


3* e 6) 


und e8 gt se die Ausflußmenge 
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‚ft endlich der Stand à des Manometers M in Refervoir AB belannt, 
jo haben wir, wenn wir den Wiberftandscoefficienten für den Eintritt bei C 


durch & bezeichnen, und Pr — 1 + $ı einzufegen, da hier beim Eintritt 
3 
in bie Röhre die Drudhöhe &, 5 verloren geht, 


nl rt) E)+tı+&lz(H)- 


folglich die Ausflußmenge 


Ze Eu +4) Da + 


a +00? n 


Je nachdem ber Einmundungspunt um 8 höher ober tiefer liegt 
als die Ausmilndungsftelle, hat man in dem Zähler ber Wurzelgröße zu 
p | 
Yı 






* 


— 396 — Cubikmeter. 


2 noch s zu addiren oder ſubtrahiren. 


Beiſpiel. Im dem Regulator am Kopfe einer 100 Meter langen, O,1 Meter 
weiten Windleitung ſteht das Quedfilbermanometer auf 0,075 Meter, während 
der äußere Barometerftand 0,750 Meter beträgt; es ift ferner die Mündungss 
weite des coniſch zuſammengezogenen NRöhrenendes d, — 0,05 Meter und bie 
Temperatur der comprimirten Luft im Negulator € = 200 C., weldes Wind: 
quantum liefert die Leitung ? 

either ff, = 2,020 3,14 = 0,00196 Quadratmeter, 


75 
U + 0004) 2 = 1,08 733 = 0,108, 
1 1 
ET Bu 
I 
d q7= 0,024 1 O1 = 24; (3) =(7) = 0,0625, 


1 
er 12 1 = 
daher folgt die geſuchte Windmenge: 


/ 0,108 _ 
V=3%. 0,00196 (0,778 + 24) 0,0625 + 1,188 = 0,154 Eubikmeter. 


Ausfluss unter abnehmendem Drucke. Wenn ein Windrejer- 
voir feinen Zufluß erhält, während durch eine Mündung in bemfelben 
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ununterbrochenes Ausftrömen ftatt hat, fo nimmt die Dichtigfeit und Span 
nung allmälig ab, und es fällt daher aud) die Ausflußgejchwindigkeit wäh- 
rend des Ausfluffes immer Heiner und Heiner aus. In welchem Verhältniſſe 
nun diefe Abnahme zur Zeit und zur Ausflußmenge in derjelben fteht, läßt 
ſich auf folgende Weife ermitteln. 

Es fei das Volumen des Reſervoirs P, der anfängliche Manometerſtand 
— h,, und der Manometerftand am Ende einer gewifen Zeit t, — Äh, 
fowie der äußere Barometerftand — db. Dann ift das auf den äußeren 
Drud reducirte Luft: oder Windquantum im Refervoir anfangs 


_Y/O+A) 


b 
und am Ende der Zeit t 
_76+M) 
=, 


und folglich da8 innerhalb der Zeit t ausgefloflene und unter dem äußeren | 


Drude gemefjene Windquantum: 


ö—7——ñ——— 


Nun hat man aber au 


_ ga. 
wenn x dem mittleren DManometerftande während der Ausflußzeit $ ent- 
ſpricht, daher folgt 

-  H_mM_ _I mm 
ur 29 Bbæ — — — — 
| Yı Yı 

Ferner ift, wenn A, — mo und h, = G6 geſetzt wird, der Mittelwerth 

-24 
— — — (ISUHA . m) -(I- tn) 


Ch /mıo 7) — 
= m—n — u. 1 7) (V*® — V*) 
_2 2(Vh, — Vh) Vm) _ 2 — * (. Ingenieur S. 88); daher 


mn 
folgt die geſuchte Ausflußzeit 


_2r(VYn-Vm)__ 27 
j ur\/> 297. b —2 —E 9 


Dieſe Beſtimmung hat übrigens nur beine eine hinreichende Genauigleit, 


xls, 





wenn das Ausflußrefervoir (9) groß, oder die Ausflußmündung, ſowie die 
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Prefiungsdifferenz Klein ift, wo die Abfühlung der Luft im Refervoir während 
des Ausfluffes unbedeutend ausfällt. 


Beilpiel. Der 15 Meter lange, 2 Meter weite cylindriide Windregulator 
eines Gebläjes ift mit Wind angefüllt, deffen Dlanometerfiand 0,250 Meter und 
defien Temperatur 69€. beträgt. Wenn nun der Wind dur eine 30 Millimeter 
weite Kreismündung in einen Raum ausftrömt, defien Baroıneterftand 0,740 Meter 
beträgt, in welder Zeit fintt der Manometerftand auf 0,2 Meter herab und 
welches ift die entſprechende Ausflußmenge? 

Es ift daß Bolumen des Regulators: 

V= 314.15 = 47,1 Gubilmeter, 
daher das ausgeftrönte Luftquantum, auf den äußeren Drud bezogen: 


Vi = 471 I — 3,182 Eubifmeter. 


7 0,200 , 
kV: - Vo 740 vom 7490 — 062 und 


* 29 = 396 VI + 0,00 . 6 = 400,7, 


daher ift die Ausfukgeit wenn u — 0,95 gejegt wird: 
2. 47.1. 0,062 5,84 
=. 008° 314. 2007 Dan — DUB Setunden. 
Anmerkung. Eine allgemeinere Theorie des Ausfluſſes der Luft und des 
Waflerdampfes wird im zweiten Theile abgehandelt. 


Schlußanmerkung. Berjude über den Ausfluß der Luft find angeſtellt 
wordenvonYoung, Schmidt, Lagerhjelm, Koh, d'Aubuiſſon, Buff, 
und in neuerer Zeit von Saint:Benant, Wangel und Becqueur. In Betreff 
der Berfuche von Young und Schmidt ift nachzuſehen in Gilbert's Annalen 
Bd. 22, 1801, und 82.6, 1820, und inPoggendorff’s Annalen, Bd. 2, 1824, 
in Betreff derjenigen von Koch und Buff aber inden Studien des Götting’schen 
Vereines bergmänniſcher Freunde, Bd. 1, 1824; Bd. 8, 1833; Bd. 4, 1837 und 
Bd. 5, 1888; ferner in Boggendorff’8 Unnalen, Bd. 27, 1836 und Bd. 40, 
1837. Rähftdem aud in Gerſtner's Mechanik, Bd. 3, und in Hüljje’s all- 
gemeiner Majchinenencyclopädie, Artilel „Ausflugß”. Die Lagerbjelm’ichen 
Verſuche werden behandelt in dem ſchwediſchen Werke Hydrauliska Försök af 
Lagerjhelm, Forselles och Kallstenius, 1 Delen, Stodholm, 1818. Die Ber- 
fude dD’Aubuifjon’8 lernt man fennen in den Annales des mines, Tome 11, 
1825; Tome 18, 1826; Tome 34, 1827, dann aber au in dD’Aubuijjon’$ 
Traite d’Hydraulique. Ueber die Berfude von Saint-Benant und Wangel 
fiehe Comptes rendus hebd. des seances de PAcademie des sciences, 
à Paris 1839. Bon den neueften in Frankreich angeftellten Berfuden handelt 
Poncelet in einer Note sur les experiences de M. Pecqueur relatives 
ä P’&coulement de l’air dans lestubes etc. der Comptes rendus und hiervon 
im Auszuge das polytechnifche Gentralblatt, Bd. 6, 1845. Aus diefen Berjuchen 
folgert Boncelet, daß die Luft bei ihrem Ausflufje denfelben Gejegen folge, wie 
das Wafler. Die meiften diefer Verſuche find mit jeher engen Mündungen an 
geftellt worden, weshalb fie wohl jhwerlih den Anſprüchen der Praxis Genüge 
leiften. Leider findet auch unter den Ergebnifien aller diefer Verſuche nicht Die 


Ferner if: 
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erwänfchte Hebereinftimmung ftatt, namentlich weichen aud) die von d'Aubuiſſon 
gefundenen Ausflußcoefficienten von denen, melde ſich aus den Koch'ſchen be- 
rechnen lafien, bedeutend ab. Vergleichende Verſuche über dag Aus- und Ein 
ftrömen der Luft und über den Ausflug des Waſſers rapportirt des Verfaſſers 
Experimental» Hydraulil. Die Refultate der neueften, im größeren Maßſtabe 
vom Berfafier ausgeführten Verſuche über den Ausflug der Luft werden im 
5. Bande des Civilingenieurs mitgetheilt. 


Giebentes Kapitel. 


Bon der Bewegung des Waffers in Canälen 
und Flüffen, 


Fliessende Wasser. Die Lehre von der Bewegung des Waflers in $. 496. 
Canälen und Flüffen macht den zweiten Haupttheil der Hydraulik aus. 
Das Waffer fließt entweder in .einem natürlichen oder in einem künſt⸗ 
lihen Bette. Im erften Falle bildet eg Ströme, Flüſſe, Bäche, im zweiten 
Canäle, Gräben und Gerinne Bei der Theorie der Bewegung der flie⸗ 
Benden Waſſer fommt auf diefen Unterfchied nichts, oder nur wenig an. 
Das Flußbett befteht aus dem Grundbette oder der Sohle und aus 
den beiden Ufern. Durch eine Ebene winkelrecht gegen bie Bewegungs⸗ 
richtung des fließenden Waſſers ergiebt fich der Querſchnitt beffelben. 
Der Umfang deſſelben ift da8 Quer⸗- oder Breitenprofil, welches wieder 
aus dem Waſſer⸗ und dem Zuftprofile befteht. Eine Verticalebene in 
der Richtung des fließenden Waſſers giebt den Längendurchſchnitt und 
da8 Rängenprofil deffelben. Unter Abhang eines fliegenden Waſſers 
Fig. 878. verfteht man den Neigungswintel feiner Ober- 
fläche gegen dei Horizont. Um diefen auf eine 
beftimmte Tänge eines fließenden Waſſers an- 
zugeben, dient das Gefälle, welches der Ver⸗ 
ticalabftand der beiden Endpunkte im Waſſer⸗ 
fpiegel einer beftimmten Flußſtrecke iſt. Röfche 
ift das Gefälle für die Längenerftreduing —=1. Für die Flußftrede AD— 1, 
Fig. 878, ift BC das Grundbette, DH — h das Gefälle und der Winkel 
DAH == Ö der Abhang; die Röfche aber if 
sin.d = 2, oder annähernd 6 — 2. 
Welabach's Lehrbuh der Mechanik. L 70 
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Anmerlung. Das Gefälle der Bäche und Flüſſe ift jehr verſchieden. So hat 
3. B. die Elbe auf eine deutſche Meile Erftredung von Hohenelbe bis Podiebrad 
57 Fuß, von ba bis Leitmerig 9 Buß, von da bis Mühlberg im Mittel 5,8 und 
von Müblberg bis Magdeburg 2,5 Fuß Gefälle. Gebirgsbähe haben auf die 
Meile ein Gefälle von 40 bis 400 Fuß. Näheres hierüber fiehe: „Vergleichende 
hydrographifche Tabellen u. j. w. von Stranz.“ Ganäle oder andere künftliche 
Woflerleitungen erhalten viel Kleinere Gefälle. Hier ift die Röfche meiftens unter 
0,001, oft 0,0001 und noch Kleiner. Mehr hierüber im zweiten Theile. 


Verschiedene Geschwindigkeiten eines Querproflles. Die 
Gefchwindigkeit des Waflers in einem und demfelben Querprofile ift an 
verfchiedenen Stellen ſehr verfchieden. Die Adhäfion des Waſſers an dem 
Bette und der Zuſammenhang der Waflertheile unter einander bewirken, daß 
die den Bettwänden näher liegenden Waflertheile in ihrer Bewegung mehr 
aufgehalten werden und daher langſamer fließen, als die entfernteren. Aus 
diefem Grunde nimmt die Gefchwindigkeit von der Oberfläche nach dem 
Bette zu ab, und es ift diefelbe am Boden und nahe den Ufern am Hleinften. 
Die größte Gefchwindigfeit befindet fich bei geraden Flußſtrecken meift in der 
Mitte oder an derjenigen Stelle in der freien Oberfläche bes Waſſers, wo es 
die größte Tiefe hat. Man nennt diejenige Stelle, wo das Waller die größte 
Geſchwindigkeit hat, den Stromftrid, und die tieffte Stelle im Bette die 
Stromrinne. 

Bei Krümmungen ift der Stromftrid) in der Regel nahe dem concaven 
Ufer. | 

‚Die mittlere Gefhwindigfeit des Waſſers innerhalb eines Quer⸗ 
profiles ift nad) $. 423: 

Q __ Waflerquantum pr. Secumbe 
F Imbalt des Duerfchnittes 

Außerdem Täßt fi die mittlere Gefchwindigfeit auch noch aus den Ge⸗ 
ſchwindigkeiten cy, ca, Ca u. |. w. der einzelnen Theile des Querprofiles und 
aus den Inhalten F}, Fa, Fs u. ſ. w. ber letzteren berechnen. Es ift 


ec= 


nämlid): ' 
9=Fathathat:--, 
und daher auch: . 
„„_hatBat:: 
Fi — Fe 


Außer der mittleren Geſchwindigkeit führt man auch die mittlere Waſ⸗ 
fertiefe, alfo diejenige Tiefe a ein, welche ein Querprofil an allen Stellen 
haben müßte, damit e8 ebenfo viel Inhalt erhielte, als es bei den veränder- 
lichen Tiefen a,, Q, az u. ſ. w. wirklich hat. Es ift alfo hiernach: 

FO Inhalt des Querſchnittes 


EFT Breite des Duerfchnittes 
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Sind die den einzelnen Breitentheilen b,, be, dz u. f. w. entfprechenden mitt- 
Sig. 879. leren Tiefen a1, @s, a; u. f. w., Fig. 879, 
fo hat man: 
F=ab tb +:---, 
und daher auch: 
ab + ab +- . 
ut 4+--- 
Endlich) iftdie mittlere Geſchwindigkeit auch 
_ bat abo +-- 
ab + ab + --- ' 
und bei gleicher Größe der Theile bi, d5 u. ſ. w.: 
_ aa tma +: 
4a a 

Ein Fluß oder Bach iſt im Beharrungszuftande, wenn durch jeden 
feiner Querfchnitte in gleicher Zeit eine gleiche Waſſermenge fließt, wenn 
alfo Q oder das Product Fe aus dem Inhalte des Duerprofiles und aus 
der mittleren Gefchwindigfeit auf die ganze Flußftrede eine unveränderliche 
Zahl if. Hieraus folgt nun das einfache Gefeg: bei der permanenten 
Bewegung bes Waffers verhalten ſich die mittleren Ge— 
ihwindigfeiten innerhalb zweier Duerprofile umgekehrt 
wie die Inhalte biefer Profile. 

Beilpiele 1) An dem Querprofile ABCD eines Canals, Fig. 879, bat 
man gefunden: 

Breitentheile: 5, — 1,1 Meter, db, = 1,6 Meter, d, = 1,2 Meter, 

mittlere Tiefen: a, — 0,6 Meter, a, = 0,9 Meter, a, = 0,7 Meter, 

mittlere Geihwindigteiten: c, = 0,7 Meter, c, — 1 Meter, cz — 0,9 Meter, 
daher hat man den Inhalt dieſes Profiles: 

F=11.06-+16.09-+ 12.07 = 294 Quadratmeter, 
ferner die Waffermenge: 
Q=11.06.07+16.09.1-+12.07.09— 2,658 Eubitmeter, 
alfo die mittlere Geſchwindigkeit: 
— 4 _258 _ 
-;= 2,94 — 0,%4 Meter. 

2) Wenn ein Graben pr. Secunde 0,25 Eubilmeter Wafler mit einer mittleren 
Geſchwindigkeit c von 0,4 Meter fortführen joll, jo hat man ihm ein Querprofil 
von = — 0,625 Quadratmeter Inhalt zu geben. - 

.8) Wenn ein Fluß an einer Stelle bei 200 Meter Breite und 3 Meter mitt: 
lerer Tiefe eine mittlere Geſchwindigkeit von 0,6 Meter bat, jo wird er an einer 
anderen Stelle, bei 140 Meter Breite und 3,2 Meter mittlerer Tiefe, die mittlere 


Geſchwindigkeit haben: 


b 
* 


a = 





- 0,6 = 0,804 Meter. 
70* 
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Mittlere Geschwindigkeit. Wenn man die Wafjertiefe an irgend 
einer Stelle eines fliegenden Waſſers in gleiche Theile theilt, und die ent- 
Iprechenden Geſchwindigkeiten als Drdinaten aufträgt, jo erhält man eine 
fogenannte Stromgeſchwindigkeitsſcala AB, Fig. 880. Obwohl 
es als ausgemacht anzufehen ift, daß das Gefe diefer Scala oder der Ge⸗ 
ſchwindigkeitsveränderung durch irgend eine Curve, wie 3. B. nad} Gerſtner, 

Fig. 880. durch eine Ellipfe u. f. w. ausgedrückt wird, fo 
läßt fi) doc auch, ohne einen großen Fehler 
befürchten zu müſſen, eine gerade Linie fubftituiren, 
bi oder annehmen, daß die Gejchwindigkeit nad) der 
e. Tiefe gleichmäßig abnehme, weil die Abnahme ber 

Geſchwindigkeit nach unten immer nım eine mäßige 

ft. Aus den Verſuchen von Kimenes, Brün- 
nings und Funk ergiebt fi), daß die Geſchwindigkeit in dem mitt- 
leren Berpenditel M 


er 
0 





= 095% 
ift, wenn c, die Geſchwindigkeit an der Oberfläche oder die Maximalgeſchwin⸗ 
digfeit bezeichnet. Es nimmt alſo hiernad) die Gefchiwindigfeit von oben bis 
zur Mitte M um 
co — m= (1 — 0,915) . = 0,085 © 
ab, und es läßt ſich folglich die Gefchwindigkeit umten oder am Fußpunkte 
des Perpendikels, 
“= — 2.0,085 c, = (1 — 0,170) o = 0,836, 

fegen. Iſt nun die ganze Tiefe AB — a, fo hat man, bei Annahme einer 
der geraden Linie entprechenden Gefchwindigkeitsfcala fr eine Tiefe AN —= x 
unter dem Wafler, die entfprechende Gefchwindigteit: 


x x 
v=o— (ao — (1 — 0,17 =) co. 


Sind ferner noch co, Cı, Cz2... die Oberflächengeſchwindigkeiten eines 
ganzen Duerprofiles von nicht ſehr veränderlicher Tiefe, jo hat man bie 
entfprechenden Gejchtwindigkeiten in der mittleren Tiefe: 

0,915 04, 0,915c,, 0,915 c,, 
und daher bie mittlere Geſchwindigkeit im ganzen Querprofile: 
otratat: m 
n 

Nehmen wir endlich an, daß die Geſchwindigkeit vom Stromftriche aus 
nad) den Ufern zu ebenfo abnehme wie nach der Tiefe zu, fo können wir 
wieder die mittlere Dberftächengefchwinbigei 

Co + € +: + Cu 


” 


c = 0,915 


= 0,915 co 
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jegen, und erhalten fo die mittlere Gefhwindigfeit im ganzen Quer— 
profile 
ce—= 0,915 ..0,915.ı —= 0,837 co, 
d. i. 83 bis 84 Procent der Marimal- oder Stromſtrichgeſchwindigkeit. 
Prony leitet aus den allerdings nur in Heinen Gräben angeftellten Ver⸗ 
fuchen du Buat's und für diefe Fälle vielleicht noch genauer 
__ 2,372 + © 750 + @ 
3153 +% 9,97 Le,» duß 
ab. Für mittlere Geſchwindigkeiten von 1 Meter folgt hiernad): 
c—=0,81 ©. 
Fließt das Waſſer nicht frei, fondern ift e8 durch eine Perengerung des 
Duerprofiles geftaut, fo fällt c nod) größer aus. 
Beijpiel. Wenn im Stromftride eines Fluſſes die Geſchwindigkeit 1,2 Meter 


und die Tiefe 2 Meter beträgt, jo hat man die mittlere Gejchwindigteit in dem 
entſprechenden Perpendikel: 


Cm = 0915 . 1,2 — 1,098 Meter, 


0 Meter — 


die am Boden 
= 083.12 = 0,996 Meter, 
und die Pe e 0,6 Meter unter der Oberfläde 


(1 — 017° 2) 12 = (1 — 0,081) 12 = 1,139 Meter. 


Die mittlere — des ganzen Querprofils iſt 
c = 0,837 . 1,2 = 1,004, 
oder nah Prony: 
3372 +12 0 _ 
= 3,1658 £ 12 12 = 0,985 Meter. 

Anmertung. Ueber diefen und über die nächftfolgenden Gegenftände wird 
ausführlich gehandelt in der allgemeinen Majchinenencyllopädie, Artikel „Bewegung 
des Waſſers“. Neue Berfuhe und neue Anfichten hierüber findet man in fol- 
gender Schrift: Lahmeyer, Erfahrungsrejultate über die Bewegung des Waflers 
in Zlußbetten und Canälen, Braunſchweig 1845. Nah Baumgarten’s Beob- 
achtungen (f. Annales des Ponts et Chaussdes, Paris 1848, ſowie polytechnijches 
Gentralblatt, Nr. 14, 1849) giebt obige Yormel bei größeren Geſchwindigkeiten 
(über 1,5 Meter) zu große Werthe, und es ift für ſolche 

— 2,372 + Co 
= 318 to. 080, Meter 
zu jegen. 

Die Marimalgeihiwindigteit des Waſſers kommt immer etwas unterhalb der 
Oberfläche des Waflers vor, was jedenfalls feinen Grund in dem Widerftande 
der Luft hat. Bon der Stelle der Maximalgeſchwindigkeit an nimmt die Geſchwindig⸗ 
teit mit dem Quadrate der Tiefe ab, wonach aljo die Geſchwindigkeitsſcala einer 
Barabel entſpricht. Ebenjo joll nah Boileau (f. deſſen Traite sur la mesure 
des eaux) vom Stromftride aus die Gejchwindigkeit mit dem Quadrate des Ab⸗ 





— m. — — — nn 
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ſtandes von diejer Stelle abnehmen. Bezeichnet C, die Geſchwindigkeit im Strom: 
ſtriche, ſo iſt hiernach die Dee im Horizontalabitande x: 

= Co — e2, 
wobei w eine allerdings be verſchiedenen Flüſſen verſchiedene Erfahrungszahl 
bezeichnet. 


$. 499. Vortheilhafteste Querprofilo. Der Widerſtand, welchen das 


Bette der Bewegung des Waſſers in Folge der Adhäfion, Klebrigkeit oder 
Reibung entgegenſetzt, wächſt mit der Berührungsfläche zwiſchen dem Bette 
und dem Waſſer, und alſo auch mit dem Umfange p des Waſſerprofiles 
oder des im Bette liegenden Theiles vom Querprofile. Da aber durch ein 
Querprofil um ſo mehr Waſſerfäden hindurchgehen, je größer der Inhalt 
eines ſolchen iſt, ſo wächſt der Widerſtand eines Waſſerfadens auch umgekehrt 
wie der Inhalt, und daher im Ganzen wie der Quotient * aus dem Um⸗ 
fange des Waſſerprofiles und dem Inhalte F’ des ganzen Querprofiles. 
Damit nun diefer Reibungswiderftand eines fliegenden Waſſers 
möglichft Hein ausfalle, Hat man dem Duerprofile diejenige Geftalt zu geben, 


bei welcher nn möglichſt Flein ift, für welche alfo der Umfang p bei 


gegebenem Inhalte ein Minimum, oder der Inhalt bei gegebenem Umfange 
ein Marimum werde. Bei ringeumfchloffenen Wafferleitungen, wie z. B. 
bei Röhren, ift p der ganze Umfang der vom Uuerprofile gebildeten Figur. 
Nun hat aber unter allen Figuren von gleicher Seitenzahl allemal die regel- 
mäßige, und unter allen regelmäßigen Figuren wieber diejenige, deren Seiten- 
zahl die größere ift, bei gleichem Inhalte den Heinften Umfang, daher füllt 
auch bei ringsumfchloffenen Wafferleitungen der Reibungswiderftand um fo 
feiner aus, je mehr ihr Duerprofil einer regelmäßigen Figur fid) nähert, 
und je größer die Seitenzahl derfelben ift! Daher ift der Kreis, als eine 
regelmäßige Figur von unendlich vielen Seiten, in biefem Yalle das dem 
Heinften Reibungswiderftande entjprechende Duerprofil. Bei den oben offenen 
Waflerleitungen ift das Verhältniß ein anderes, weil die obere Seite des 
Querprofiles frei oder vielmehr nur mit Luft in Berlihrung ift, die, fo 
lange fie fi in Ruhe befindet, dem Waſſer feinen oder nur. einen ſehr klei⸗ 
nen Widerftand entgegenjegt. Wir müſſen alfo auch bei Beuttheilung diefes 


Reibimgswiderftandes in dem Duotienten 5 die obere Seite oder das fo- 


genannte Luftprofil außer Acht laffen. - 

Bei Anwendung von Sanälen, Gräben und Gerinnen kommen in der 
Kegel nur rectanguläre und trapezoidale Querprofile vor. Eine durd) 
den Mittelpunft M des Duadrates A CO gehende Horizontale EF, Fig. 881, 
teilt fowohl den Inhalt als auch den Umfang in zwei gleiche Theile, daher 
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bleibt dann das, was für das Quadrat gilt, aud) für diefe Hälfte richtig, 

Fig. 881. und es entjpricht ſonach unter allen rectangulären 
Duerprofilen das Halbe Quadrat AE, oder das⸗ 
jenige Rechte‘, welches doppelt jo breit als hoch 
ift, dem Kleinften Neibungswiderftande. 

Ebenfo wird das regelmäßige Schsed ACH, 
Fig. 882, durch eine Horizontale CF in zwei gleiche 
Trapeze zertheilt, wovon jedes, wie das ganze Sechseck, 
den größten relativen Inhalt Hat, und es ift folglich 
unter allen trapezoibalen Duerprofilen das Halbe regelmäßige Sechseck oder 
da8 Trapez ABCF mit Böfchungswinfeln AFM = BCM von 60° 
dasjenige, bei deſſen Anwendung der Hleinfte Reibungswiderftand eintritt. 

Ebenfo liefern das halbe regelmäßige Adhted ADE, Fig. 883, das 
halbe regelmäßige Zehned u. ſ. w. und endlich der Halbfreis ADB, 
Fig. 884, unter gegebenen Umftänden die vortheilhafteften Querprofile für 

ig. 882. Fig. 883. Fig. 884. 








Canäle. Das trapezoidale oder halbe regelmäßige Sechsed giebt noch einen 
Heineren Widerftand als das halbe Quadrat oder Rechte mit den Seiten⸗ 
verhältniß 1: 2, weil das Sechsed einen Heineren relativen Unfang hat 
als da8 Duadrat. Das Halbe regelmäßige Zehned führt auf eine nod) 
Heinere Reibung, und dem Halbkreiſe entfpricht allerdings das Minimum 
der Reibung. Nach dem Halbkreife und nad) dem Rechtecke werden nur die 
Profile von Gerinnen aus Hol, Stein oder Eifen gebildet, nad) Trapezen 
hingegen conftruirt man die Duerprofile von ausgegrabenen und gemauerten 
Sanälen. Andere Formen werden wegen Schwierigkeiten in der Ausführung 
nicht leicht angewendet. 


In den Fällen, wenn Canäle nicht ausgemauert, fondern in der loderen $. 500. 
Erbe oder in Sand ausgegraben werden, ift der Böſchungswinkel von 609 
zu groß oder die relative Böſchung colang. 60° — 0,57735 zu Hein, weil 
die Ufer noch nicht hinreichende Stabilität erhalten, man wird daher gend- 
thigt, trapezoidale Ouerprofile anzumenben, bei welchen die Neigung der 
Seiten gegen bie Bafis noch Heiner als 60°, vielleicht nur 450% oder fogar 
noch Heiner ift. Bei einem trapezoidalen Duerprofile AB CD, Fig.885 (a. f. S.), 
‚ welches mit dem halben Duabrate gleichen Umfang und Inhalt hat, ift bie 
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relative Böfhung — /, und der Böſchungswinkel nur 36052’. Theilt 
man die Höhe BE diefes Profiles in drei gleiche Theile, fo hat die Bafıs 
BC deren 2, die Parallele AD, 10 und jede der Seiten A B= CD, 5 Theile, 
In vielen Fällen macht man die Böſchung — 2, deren Winkel 26034 
beträgt, und zumeilen macht man fie noch größer. 

Jedenfalls läßt fi) der Böſchungswinkel BAE — 6, Fig. 886, oder 


die Böſchung == — cotang. 0 als eine gegebene und von der Natur des 


Erdreiches, worin der Canal ausgegraben wird, abhängige Größe anfehen, 
und es find daher nur noch die Dimenfionen des den kleinſten Widerftand 
Tig. 885. 





gebenden Duerprofiles zu beftinimen. Segen wir die untere Breite BC =b, 
die Tiefe BE —= a und die Böfchung = — v, jo erhalten wir filr den 
Umfang des Profiles: 


AB+BC+CD=pr=b +2Va?+v2a—=b-+ 2aV1-+ v2 
für den Inhalt deilelben: 


F=ab+ vaa=a(b + va), 
und daher umgefehrt: 


b= Fr va, 
und das Berhältniß: 
? -1ı8@VaFi-n) 
Führt man ftatt a, a + ein, wo z eine Heine Zahl bezeichnet, fo läßt ſich 


= 1 +: (2Vv +1—) 
(1 — —_:ı 

a 
+ 





are" 
EN) een) 


— Er 


a? a? 


1 
a 
1 
a 
ſetzen. 
Damit nun dieſer Werth nicht allein für einen pofitiven, ſondern auch für 
einen negativen Werth von z größer ausfalle, als der erfte Werth 


+2@V"F1-)) 
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damit alfo TE zum Minimum werbe, ift nöthig, daß das Glied mit dem 
Factor x verfchtwinde, daß aljo 


2yv? +1 — 1 — 
_—— gi, 
wonach flir die gefuchte Canaltiefe a folgt: 
2 | F 
a’ = 
v» +1 — 
1 
— 2 — _ I 0. 
oder, da v — cotang. 0 und Yv? + 1= And if: 
: F sin. 0 
G nn — — 6 
2 — 003.0 


Hiernach ift alfo die einem gegebenen Bölchungswintel 9 und einem 
gegebenen Inhalte entfprechende zwedmäßigfte Form des Querprofiles 
beſtimmt durch die Formel 


a ZELTE und b = z — a cotang. 6. 
Es ift folglich die obere Breite 42 des uerprofiles: 
b=b+23v—= + 0 cotang.0, 


und das Berhältniß: 
p_b 2 1, (2— c0.0)a 
Ft at F sin. 6 





—2. 
a 


Beiſpiel. Welche Dimenfionen find dem Querprofile eines Canales zu geben, 
defien Ufer 400 Boſchung erhalten jollen, und der beſtimmt ift, bei einer mittleren 
Geſchwindigkeit von 0,6 Meter ein Waflerquantum Q = 2 Eubilmeter pro Se: 
cunde abzuführen? 


Es iſt — n = 07 — 3,8383 Quadratmeter, daher die erforderliche Tiefe: 


| /3,333 . sin. 400 __ , 
ea= a 08.410 = 1,317 Meter; 


die untere Breite: b = _ — 1,17 . cotang. 40° = 0,96 Meter, 


die Böoſchung jederſeits va = 1817 . cotang. 40° = 1,57 Meter, 

die obere Breite im Waflerfpiegel: db, = 0,96 + 2 . 1,57 = 4,10 Meter, 

der waflerbenegte Umfang: p = 0,96 + = = 5,06 Meter 

und das den Reibungswiberftand beftimmende Berhältniß: 
2 


=3= _2__ ' 
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Bei dem Querprofile in Form eines halben regelmäßigen Sechſsecks, mo 0 — 60° 
ift, fällt a = 1,39 Meter, 5 = 1,60 Meter, d, = 3,2 Meter, p —= 4,8 Meter 


aus, daher ift * —= 1,4. 


$. 501. Tabelle der vortheilhaftesten Ouerprofille. Die Dimenfionen 
der, verfchiedenen Böſchungswinkeln und einem gegebenen Querſchnitte ent: 
Iprechenden, zwedmäßigften Querprofile giebt folgende Tabelle an. 





Dimenfionen der Duerprofile. 
Relative [———— — — — —OQuotient 


Boſchungs⸗ 
inter .Böoͤſchung Abſolute Obere 
wintel 6. ⸗ Tiefe a Untere Boſchun Breite —E 
Breite d. 8 F YVF 
va. b-12va. 

— — _| 2,88 

900 0 10707 VF|144VF| 0 1,414 VF Vr 
— — 2,632 

600 0,577 10,760 VF |0,877 VF |0,439 VF |1,755 VF VE 
— — _| 2,704 

450 1,000 10,740 VF lo,613 VF |0,740 VF |2,092 VF VFr 
_ _| 2771 

400 1,192 0,722 VF |0,525 VF \0,860 VF 2,246 VF 77 
— — —2628 

36052 | 1,333 10,707 VF lo,arı VF'\0,943 VF |2,357 VF Vr 
_ _ 2,870 

950 1428  |0,697 VF |0,439 VF |0,995 VF |2,430 VF 
— 8,012 

300 1,732 10,664 VF |0,356 VF |1,150 VF |2,666 VF VER 
— — — —| 8,144 

26084 | 2,000 10,636 VF |0,800 VYr |1,272 VF |2,844 VF 7 
— 2,507 

Halte — loreVYF| — — [1,596 Vr Vr 


Man erfieht aus diefer Tafel, daß allerdings beim Halbkreiſe der Quotient 


„ anı Heinften, nämlich — TE ift, daß er beim halben Sechseck größer, 


beim halben Duabrate und beim Trapeze von 36% 52’ Böfchung aber oh 
größer ausfällt u. ſ. w. 
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Beifpiel. Welche Dimenfionen find einem Querprofile zu geben, welches bei 
5 Quadratmeter Inhalt eine Uferböſchung von 85% Hat? Nach der vorſtehenden Tafel 
ift die Tiefe: 
a = 0,697 V5 = 1,559 Meter, die untere Breite 
b= 0439 V5 — — 0,982 Meter, die abjolute Boſchung 
sa= 095 V5 = = 2,225 Meter, die obere Breite 
db, = 5,4932 Meter und das Berhältniß: 
p 2,370 


5 = Vs = 1,283, 

Gleichförmige Bewegung. Die Bewegung des Waflers in Betten $. 302. 
ift auf einer gewiflen Strede entweder gleichförmig oder ungleihförmig; 
gleihförmig, wenn die mittlere Gefchwindigfeit in allen Querſchnitten diefer 
Strede ſich gleichbleibt, und alfo auch die Inhalte der Querſchnitte gleich 
find ; ımgleichförmig hingegen, wenn die mittleren Gejchwindigfeiten und aljo 
auch die Inhalte der Duerfchnitte fich verändern. Zunächſt ift von der gleich- 
fürmigen Bewegung bie Rebe. 

Bei der gleichförmigen Bewegung des Waflers auf einer Strede A DI, 
dig. 887, wird das ganze Gefälle HD = h nur auf die Ueberwindung 

Fig. 887. der Reibung des Waflers im Bette verwendet, 
weil das Waſſer mit derſelben Gefchwinbigfeit 
«fortfließt, mit welcher es zuftrömt, alfo eine 
Geſchwindigkeitshöhe weder gebunden noch frei 
wird. Meilen wir nun diefe Reibung durch 
die Höhe einer Waſſerſäule, fo können wir 
folglich) das Gefälle diefer Höhe gleichjegen. 
Die Reibungswiberftandshöhe wächft aber mit dem Duotienten * 
mit dem Quadrate der mittleren Geſchwindigkeit c ($. 454), daher gilt denn 
die Formel: )h= er a 





mit? und 


worin & eine Erfahrungszahl —8 Neche der Coefficient des Rei— 
bungswiderſtandes zu nemen iſt. 
Durch Umkehrung folgt 


2) — 1520 


Es kommt alfo bei der Beitimmung des Gefälles aus der Länge, dem 
Duerprofile und der Geſchwindigkeit, fowie umgelehrt, bei der Ermittelung 
ber Geſchwindigkeit aus dem Gefälle, der Länge und dem Duerprofile, auf 
bie Kenntniß des Reibungscoefficienten & an. Nach den Eytelwein’schen 
Berechnungen der 91 Beobachtungen von du Buat, Brünings, Funk 
und Woltmann ift & — 0,007565, und baber: 


ip ec 
h = 0,007565 F 5 
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Segt man g — 9,809 Meter oder 31,25 Fuß ein, fo erhält man für 
Metermaß: | 


kh = 0,0003856 * cꝰ und e — so, \/** 


pl 
dagegen für das Fußmaß: 
h = 0,00012103 Ip. c? und c —= 90,9 \ Eh 
F pl 


0. „iD __ nld 4] reg 
Bei Röhrenleitungen ift Fryaa a daher giebt diefe Formel 
für Röhren: 
h = 0,03026 I Lad 
— , d 92 g’ 
während wir richtiger ($. 455) für diefe bei mittleren Geſchwindigkeiten: 
Ic 
h= 0025-5, 


gefunden haben. Es iſt alfo, wie zu erwarten ftand, bie Reibung in Fluß⸗ 
betten größer, als in metallenen Röhrenleitungen. 

Beijpiele. 1) Weldhes Gefälle ift einem Ganale von der Länge 2 = 1000 
Meter, unteren Breite db = 1 Meter, oberen Breite d, = 3,6 Meter und der 
Tiefe a = 1,2 Meter zu geben, wenn er ein Waflerquantum Q = 1,5 Eubil: 
meter pro Secunde abführen joll? 

eitp=1-+2Y12% + 132 = 4538 Meier, F= 12.23 = 2,76 


Quadratmeter und ce = 30 — 0,54 Meter, daher das geſuchte Gefälle: 


h = 0,0008856 1° 0 Q,548 = 0,185 Meter. 
2) Welches Waflerquantum liefert ein Canal von 2000 Meter Länge bei 0,8 
Meter Gefälle, 1,5 Meter Tiefe, 1,2 Meter unterer und 5 Meter oberer Breite? 
PD __ 12 +2V15°2 +19 604 _ 
Bier fi = 15.51 = 75129, 
daher die Geſchwindigkeit: 


| To _ 
c = 50,9 1,299 . 2000 = 0,89 Meter 


und das geſuchte Waſſerquantum: 
Q = Fc = 465 . 0,89 = 4,139 Cubikmeter. 


Reibungscoefficienten, Auch bei Flüffen, Bächen u. |. w. zeigt ſich 
der Widerftandscoefficient, woflir wir im vorigen Paragraphen den mittleren 
Werth 0,007565 angegeben haben, nicht conftant, fondern, wie bei Röhren, 
bei Heinen Gefchwindigkeiten etwas zu⸗ und bei großen etwas abnehmend. 
Dean hat alfo zu fegen: 


$=h (1 + =) ober &ı (1 + 7,) ober dergleichen. 
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Der Verfaffer der ſchon in der Anmerkung zu $. 498 angeführten Schrift 
findet aus 255 zum großen Theil von ihm angeftellten Verſuchen fiir das 


preuß. Maß: 
€ — 0,007409 (1 +2 21803), 


und e8 folgt hiernad; für das Metermaß: 





& = 0,007409 (1 + =). 

Man fieht, daß diefe Formeln bei einer Geſchwindigkeit —= 2,8 Meter 
den oben angegebenen mittleren Widerftandscoefficienten £ = 0,007565 
wiedergeben. Zur Erleichterung der Rechnung dient folgende Tabelle der 
Widerftandscoefficienten: 













Geihwindigkeit c | 0,1 





02! os] 0. 05 





0,6 | 0,7 





0,8| 09 | Meter. 






Widerſtandscoef⸗ 
fiient £ = 0,0 





1175/0958 





0885084910828 





0813 





0803107950789 













Geſchwindigkeit c 





2 | 3 4 —2 


Widerſtandscoef⸗ 


ficient ⸗ 0,0 | 0784 | 0777 | 0771 | 0763 | 0755 | 0752 | 0750 


15 


© = 0,0 |1202|1096|1017|0971/0938|0914|0894|087910833|0810|078710769| 0761 |0755| 0750 














Fur das preuß. Fußmaß gilt folgende Tabelle: 


Geſchwin⸗ 


digfeit c 1 |1% 





0,3104 ob 0,6 07 os 09 








Wider: 


Diefe Tabellen finden eine unmittelbare Anmwendung in allen den Fällen, 
wenn die Gefchwindigfeit c gegeben ift und das Gefälle gefucht wird, umb 
wenn bie Formel Nr. 1 des vorigen Paragraphen in Anwendung kommt. 
Iſt aber die Geſchwindigkeit e unbekannt oder die zu fuchende Größe, fo 
geftattet diefe Tabelle nur dann eine unmittelbare Anwendung, wenn man 
Ihon einen Näherungswerth von c bat. Am einfachften geht man zu Werke, 
wenn man erft annähernd c durch eine der Tormeln 
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— /Fh _ V* 
c = 50,9 DI „ter oder c = 90,9 rT Buß, 


beftimmt, dann hieraus, mittel8 der Tabelle & ermittelt, uud den fo erhaltenen 
Werth in der Formel 


E_RF on 
29 6 %p 
e= are 29% einſetzt. 


Aus der Gefchwindigfeit c folgt dann auch noch dad Waſſerquantum mit- 
tel8 der Formel Q —= Fe. 

Iſt endlich da8 Wafferquantum und Gefälle gegeben und, wie es bei An- 
fegung von Canälen oft vorkommt, das Duerprofil zu beſtimmen, jo jeße 


man * m (ſ. Tabelle $. 501) und c —! in die Formel: 





VF 
ip. c? , 
h = 0,007565 F'29' fchreibe aljo: 
miQ? 
h —= 0,007565 DgF%' und beſtimme hiernach: 
F= (e 007565 rt ie“ d. i. fir Metermaß: 


F== 0,0431 (88 ‚ oder für Fußmaß: 


—X 
F 0,0971 ) 


Hieraus folgt nun annähernd : 








—L. 
. F 
nimmt man diefem Werth entfprechend, & aus einer ber Tabellen, jo läßt ſich 
F— (7 ml 9 


genauer berechnen, und es ergeben ſich ne auch fchärfere Werthe für 
| = mp=mVF, 
fowie für a, bu. f. w. 


Beifpiele. 1) Welches Gefälle erfordert ein Canal von 500 Meter Länge, 
0,6 Meter unterer, 3 Meter oberer Breite und 1,2 Meter Tiefe zur Yortleitung 
einer Waflermenge von 1,7 Cubikmeter pro Secunde? 

Es it p = 06 + 2V12? + 1,2% = 399, F= 12.18 — 2,16, 


47 = 0,79 Meter, 


e=55” 
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daher: — 0,007409 (1 + > *) — 0,00796 und 
_ 4 079 _ 
h = 0,0796 I gar > 0985 Meter. 


2) Welche Waſſermenge liefert ein Bad von 12 Meter Breite, 1%, Meter 
mittlerer Tiefe und 15 Meter Waflerprofil, wenn er auf einer Länge von 250 Meter 
0,25 Meter Gefälle hat? 

1,5 . 0,25 


12 
Es iſt annähernd: ce = 509 Ver = 1,76 Meter ; 
und hiernach genauer: 
t = 0,007409 (1 + 
Man erhält demnady jhärfer: 
.15.025 2.981 
c = Vi 0.007656 . 50.15 7 1,754 Meter. 
Die entſprechende Waflermenge beträgt daber: 
Q0=12.15. 1,754 = 31,57 Gubifmeter. 
3) Man will einen Graben von 1200 Meter Länge anlegen, welcher bei einem 
Totalgefälle von 0,3 Meter eine Waflermenge von 0,4 Eubitmeter pro Secunde 
fortführt. Welche Dimenfionen find dem Querprofile defielben zu geben, wenn 


e8 die Form eineß halben regelmäßigen Sechsecks erhalten ſoll? 
Hier it m = 2,632 (f. Tabelle $. 501), daher annähernd: 


F = 0,0431 ve —E 0,842 Quadratmeter, und 


0,05853 
1,76 . 





) — 0,007656. 


0,8 
0,4 
Hiernach ift Z = 0,007409 ( + aus . - ; — 0,0088, und daher: 
_ 1200 . 0,16 \%_ 
F= (0,0083 . 2,692 3 ga 05) — 0873 Quabratmeler 


Es iſt hiernach zu ſetzen: 
die Tiefe: a = 0,760 V0,873 = 0,71 Meter, 
bie untere Breite: b — 0,877 V0,873 — 0,82 Meter 
und die obere Breite: db, = 2b —= 1,64 Meter. 
Die Geſchwindigkeit c iſt jegt genauer: 
0,4 
= 9873 — 0,458 Meter, 
für welde der oben — Reibungscoeficent t = 0,0083 hinreichend genau 
if. (Genau wäre jekt 


"t = 0,007409 (1 + —— — 0,00885 einzufegen.) 








Ungleichförmige Bewegung. Die Theorie der ungleihförmi- $. 504. 


gen Bewegung bed Waflers in Flußbetten läßt ſich infofern auf bie 
Theorie der gleichförmigen Bewegung zurüdführen, als man den Reibungs- 
widerftand auf einer kurzen Flußftrede als conftant und die entfprechenbe 
Höhe ebenfalls 
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v2 
=17 F 29 
fegen Tann. Außerdem ift aber noch auf die der GefchwindigkeitSveränderung 
entjprechende Lebendige Kraft des Waſſers Rüdficht zu nehmen. 

Es ſei ABCD, Fig. 888, eine kurze Ylußftrede, von der Yänge AD 
— 1, dem Gefälle DH = h, und e8 fei v, die Gefchwindigleit des an⸗ 
kommenden, vı die des fortgehenden Waflers. Wenden wir die Regeln des 

Sig. 888. Ausfluffes auf ein Element D im Waſſer⸗ 
jpiegel an, fo erhalten wir für beflen Ge⸗ 
* . ſchwindigkeit vı: 
——— ER 
29 =h + — ’ 
was aber ein Element E umter Wafler be- 
trifft, So hat daffelbe zwar von der einen 
Seite her eine größere SDrudhöhe AG —= EH, allein da das Unterwafler 
mit der Drucdhöhe DE entgegenwirkt, fo bleibt fr daſſelbe ebenfalls nur 
das Gefälle DH —= EH — ED als Bewegung erzeugende ‘Drudhöhe 
übrig, und es gilt alſo auch für diefes und filr jedes andere Element die 
Yormel: 





2 


h= 77 
Nimmt man hierzu u ben —— ſo erhält man: 
— —8 v2 
h= — _ıi 0 
+ = 5* 


worin p, F und v die Ditehnrtie des Baffernofies, Querſchnittes und 
der Geſchwindigkeit ſind. Iſt Fo der Inhalt des oberen und F, der des 
unteren Querprofiles, jo läßt ſich jegen: 


r- RE mg=Ru=mn, 


weshalb nun 
u, -A-R-r 
ſowie 


vv +. u _ = (7 + I\ 9 
FTORH+F mM'RM)R+ Fr 
folgt und fid) ergiebt: 


)h= E — 7 + Ser IF (+ Er 2, Jowie 
—XE —— 


V- = + Zen * F (+ 4) 
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Mit Hülfe der Formel 1) läßt fich aus dem Waflerquantum, der Ränge 
und den Duerfchnitten einer Fluß» oder Canalftrede das entfprechende Ge- 
fälle % berechnen, mit Hilfe der Formel 2) aber umgekehrt aus dem Gefälle, 
der Ränge und den Duerfchnitten da8 Wafjerquantum. Um mehr Genauig- 
feit zu erzielen, fann man die Rechnung für mehrere kurze Flußſtrecken durch— 
führen und zuletzt das arithmetiſche Mittel nehmen. Iſt nur das Totalgefälle 
befannt, fo fege man gleich dieſes flatt A in die legte Formel, führe ftatt 

1 1 1 1 
Tue Fa Zu 7 
wo F, den Inhalt des letzten Duerprofiles bezeichnet, und ftatt 


Ip 1 1 
M. 
die Summe aller ähnlichen Werthe der einzelnen Flußſtrecken ein. 


Beiſpiel. Ein Bach bat auf einer Strecke von 100 Metern 0,20 Meter Gefälle, 
der mittlere Umfang feines Waflerprofils ift 12 Meter, der Inhalt des oberen 
Querprofils mißt 7, der des unteren 6 Quadratmeter. Welche Waſſermaſſe liefert 





der Bach ? 
Es iſt Q = — —2 — ⸗ 7 Cubitmetier. 
1 1 100.12 /1 1 
Van + 000700519; (at) 
Die mittlere Geſchwindigkeit beträgt 74, = = 1,495, daher ift richtiger 


0,00771 ftatt 0,007565 
zu jegen, und e& folgt nun ſchärfer: 
4,429 Vo, 


Q = — — — 9,695 Eubilmeter. 
100.12 7/1 1 ) 


1 
Va- 7 + 0007715 s \et7 
Wenn derjelbe Bach bei demjelben Waflerftande auf einer anderen Strede von 
150 Meter Länge 0,14 Meter Gefälle hat, und wenn auf dieſer Strede jein oberes 
Profil 8, fein unteres 9 Quadratmeter und der mittlere Profilumfang 15 Meter 
beträgt, jo hat man die mittlere Geſchwindigkeit auf dieſer Strede etwa zu 





2.9695 _ 
319 > 1,14 Meter, 
daher ift F hierfür gleich 0,00780 zu jegen, folglich 
Q STE RE” — 10,352 Cubiltmeter. 
—————— 


Aus beiden Werthen folgt der mittlere 
Q= er FR — 10,023 @ubilmeter. 


Um eine Formel für die Waflertiefe zu erhalten, ſetzen wir die obere $. 505. 
Tiefe = a, und die untere — a,, ferner den Abhang des Flußbettes — «a, 
Weisbach's Lehrbuch der Medanif. L 7 
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folglich das Gefälle des Grundbettes S 1 sin. c. Dann erhalten wir das 
Waſſergefälle: 
h=m — a + I sin. a, 
und es folgt num bie Ku 
9: 
-a- (mr FR Ts =|: Fo F. Gt 29 


1 19 
nie Au /Er 


— sin. | I, 
F 


rn F, (+3 F? 

Mit Hüffe diefer Formel kann man die Streit I beftimmen, welche einer 
gegebenen Veränderung a9 — aı ber Waffertiefe entfpricht. Iſt aber die 
umgefehrte Aufgabe zu löfen, fo hat man ben Weg der Näherung zu betreten, 
indem man erft die den angenommenen Sentungen 9 — a; und a, — & 
entfprechenden Entfernungen I, und l; ermittelt, und hieraus burd) eine Pro- 
portion bie der gegebenen Entfernung 2 entiprechende Senkung berechnet (f. 
„Ingenieur“, Arithmetif, $. 16, V. Seite 76). 

Die Formel ift noch einer Vereinfachung fähig, wenn die Breite b des 
fließenden Waſſers conftant ift, oder als conftant angejehen werben kann. 
Wir jegen in diefem alle: 

1ı _ 1\9®?_ R-F 9 _(K-RlR+F) % 


= — sin. 





F?2 FA FrITE 290 F? 29 
— — 2 
41) —— annähernd — aa 4) % 
a, 29 do 353 
und ebenſo: 
(7: + 5) 9 _ pp BR +F) % 
R+F rn FR\R FH (m + F)F 29 
— 2. 
annähernd — Pr; - erhalten daher: 
2 0) 
— 4) (1 — — — 
_ (do 1) ( Fr 2g 
— 0 . 
5 nr — sın. & 
und folglid): 
p W . 
— — sm. & 
% —- a ___ mb 2g 
I ı_2. v 
do 29 


Mit Hilfe diefer Formel läßt fich direct die einer gegebenen Strede 7 
entfprechende Veränderung (a, — a,) ber Waffertiefe berechnen. 
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Beifpiel. Man will in einem horizontalen Graben von 2 Meter Breite und 
200 Meter Länge eine Waſſermenge von 1 Eubilmeter fortführen und diefelbe 
am Anfange des Canals 0,6 Meter hoch eintreten laſſen, welche Höhe wird das 
Waſſer am Ende des Canales haben ? 

Theilt man die ganze Länge in zwei gleiche Theile und beftimmt nad ber 
legten Formel das Gefälle für jeden diejer Theile, jo hat man sin. « — 0, 
i = 10 Meer, db = 2 Meter für jeden Theil und für den oberen Theil 





vo — 3 3* 0,833 Meter, daher Z = 0,0079. Da ferner a, = 0,6 und 
v = 82 Meter if, jo folgt: 
0,0798 I 
ao —-a= — 78 100 = 0,085 Meter. 
06 2.9,81 


Nun ift für die zweite Ganalhälfte a, — 0,6 — 0,085 = 0,515, ferner 9, 





etwa 3 Meter, v, = 1 —= 0,971 Meter, daher Z = 0,00785 und die 
055.2 
Senkung: 
j 2 
0,00785 _3__, (en! 
1 2 0,971 


0515 2.981 
daber folgt die ganze Senkung 

= 0,085 + 0,184 = 0,219 Meter, 
und die Waflertiefe am unteren Ende 

— 0,6 — 0,219 — 0,381 Meter. 


 Anschwellungen. Wenn Fliffe oder Canäle ihren Wafferftand $. 506. 
ändern, fo treten auch Gefchwinbigfeitsveränderungen und Veränderungen 
in den Waflermengen ein. Einem höheren Waflerftande entjpricht nicht nur 
ein größerer Querjchnitt, fondern auch eine größere Gefchwindigfeit, und da» 
ber aus doppelten Grunden ein größeres Waſſerquantum, und ebenfo giebt 
eine Abnahme der Waflertiefe eine Verminderung im Querfchnitte und in 
der Gefchtwindigkeit und daher auch eine Abnahme der Waflermenge in zweis 
facher Beziehung. Iſt die anfängliche Tiefe — a und die jpätere Tiefe — ai, 
fowie die obere Breite de8 Canales — b, fo läßt fi die Vergrößerung 
des Querſchnittes — db (a — a) und daher der Duerjchnitt nad) der 
Anſchwellung (a — a): 
F=FrF+b(a — ao) 
jegen, auch folgt hiernach: 
Fı b (a — a) 
Fir 
und: 


2F 
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Iſt ferner p der anfängliche, pꝛ der fpätere Umfang des Waflerprofiles, 
fowie 9 der Böſchungswinkel der Ufer, fo läßt fich ſetzen: 


— 2 (a — a) 

‚ vi p 7ndaher 
— 2 (1 —a) , 
at » sin. 0 und: 

Pı _ A — 8 ſowie: 
3* 14 2 sn. 6’ ſowie: 





Vr —1 — — a 
mn p sin. O 
Nun ift aber die Gefchwindigkeit beim erften Waflerftande 


c = 90,9 Eh und beim zweiten cı — 90,9 VE . es läßt 
pl | m | 
fi daher: 
c __ n.\Ve-( un 5) 
VE m. 14 2 p sin. 0 
b 1 
—=1+(a a (GE - 3). 
aljo die relative Geiäwinbigteitsveränberung: 


Gı — — 
= (m — a) Gm 
Dagegen folgt da8 Berhältnig der Waflermengen: 


3 na _ (1 +9 lre-oGr- 5) 


1 + (a 0) (57 F psin. a)" 
und der relative Waſſerzuwachs: 
a-Q9_,._ (2 b 
2) (a — 9) 2F psin. ;) 
Weniger genau, aber in vielen Fällen, namentlic, bei breiten Canälen 
mit wenig Böſchung genligend, ift eg, F—= «ab zu fegen und 
nadhläffigen, weswegen dann einfacher. 


4 = CC _, a4 1-9 _; a 
— * und = I 








fegen. 








1 
p sin. O zu ver⸗ 


folgt. 

Hiernach iſt alſo die relative Geſchwindigkeitsveränderung halb 
jo groß, und die relative Beränderung im Waſſerquantum 2/, mal 
jo groß, als die relative Veränderung im Wafferftande. 

Die vorjtehenden Formeln gelten nur für die permanente Bewegung 
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des Waflers in Flußbetten, wo bie Waflerftände conftant find, nicht aber 
in den Fällen, wo die Höhe des fließenden Waſſers veränderlich if. Die 
mittlere Geſchwindigkeit in einem und demfelben Duerprofile ift während 
des Steigens der Waflerhöhe größer und während des Fallens Kleiner 
al8 bei conftantem Waflerftande, es fließt aljo auch im erſten Falle mehr 
und im zweiten Falle weniger Wafler durch- als bei der permanenten Be⸗ 
wegung des Waſſers. 


Beiſpiele. 1) Wenn der Waſſerſtand um ſeiner anfänglichen Größe zu- 
nimmt, jo wird die Geichwindigfeit um Y,, und das Waflerquantum um 30 
jeines anfänglidden Werthes größer. 

2) Wenn die Tiefe um 8 Procent abnimmt, fo vermindert ſich die Geſchwindig⸗ 
teit um 4 Procent, und dad Waflerquantum um 12 Procent. 

3) Mit Hülfe der genaueren Yormel 

a -9_ 3b 

Q = — 4) T  psin.O 
läßt ſich eine Waſſerſtandsſcala KM, Fig. 889, conſtruiren, woran man die jeder 
Waſſertiefe KL entſprechende Waſſermenge eines Canales ableſen kann, wenn man 
Fig. 889. nur einmal das Waflerquantum für eine gewiſſe mitt- 
lere Tiefe tennt. Iſt 5 —= 3 Meter, die untere Breite 
d, — 1, a = 1 Meter und # = 45°, fo hat man: 


F = +! 1 = 2 Quadratmeter, 
p=1+2YV2 = 3,828 Meter, und 


sin.d = 0,707, 
daber: 








1 
= (32 535-0707) (1 — a) = 188 (a, — a). 


Beträgt das dem mittleren Waflerftande entiprehende Waflerquantum Q= 1,2 
Eubitmeter, jo hat man: 

Q, =12+ 12.188 (a, — a) = 12 + 2,256 (a, — a). 

Iſt — = — 0,044 Meter, ſo folgt 9 = 12 + 01= 18 
Eubitmeter; iR a, — a = 2.0,044 Meter, fo folgt Q, = 12 + 2.0,1=14 
Gubitmeter u.j.f. Es giebt alfo eine Scala, deren Intervalle LM = LN =;44 
Millimeter groß find, die Waflermenge bis auf 0,1 Eubilmeter genau an. Ratür- 
li wird die Genauigleit um fo kleiner, je mehr fi der Waflerftand von dem 
mittleren entfernt. 

Anmerkung. Ueber die Zu: und Abführung des Waſſers in Ganälen, ſowie 
über die Anlage der Wehre und Teiche wird im zweiten Theile gehandelt. 

Schlußanmerkung. Ausführlich über die Bewegung des Waflers in Ganälen 
und Ylüfien handelt der Berfafler in der allgemeinen Encytlopädie, Bd. II., Ar⸗ 
tifel „Bewegung des Waſſers in Sanälen und Flüſſen“; aud wird dafelbft eine 
vollftändige Literatur (bis 1844) über diejen Gegenftand mitgetheilt. Rittinger's 
tabellarifche Zuſammenſtellung der Verſuche über die Bewegung des Waſſers in 
Canälen iſt in der Zeitſchrift des öſterreichiſchen Ingenieurvereins 7. Jahrgang 
1855, enthalten. 
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Achtes Capitel 
Hydrometrie oder Lehre vom Waflermefien. 


Aichen. Das Wafferquantum, welches ein fließendes Waſſer innerhalb 
einer gewiſſen Zeit liefert, wird entweder durch Aichmaße, oder durch Aus— 
flußapparate oder durch Hydrometer gefunden. Das einfachfte Waſſer⸗ 
meffen befteht allerdings in dem Aichen, d. i. in der Anmendung eines 
Achgefäßes, doch ift diefes nur bei Heineren Waffermengen, wie fie etwa in 
Röhren oder Heinen Bächen und Gräben zugeführt werden, anwendbar. Das 
Achgefäß wird meift aus Brettern zufammengefegt, und bekommt deshalb 
eine parallelepipedifche Form; um feine Haltbarkeit zu erhöhen, wird es 
wohl noch niit eifernen Reifen umgeben. Wie der genaue Inhalt diefes 
Gefäßes zu ermitteln ift, wird im „Ingenieur“, ©. 208, angezeigt. Das 
Waffer wird diefen Gefäße durch ein Gerinne EF, Fig. 890, zugeführt, 

Fig. 890. an deſſen Ende ſich eine Doppelklappe 

@.H befindet, durch welche man das 

Waſſer nad} Belieben neben dem Ge 

füße AC oder in daffelbe ausfließen 

D faffen kann. Um die Höhe des Waſſer⸗ 

törpers im Gefäße recht genau zu 

erhalten, wendet man wohl noch eine 

Waſſerſtandsſcala KL an. Wenn 

man vor der Meffung die Zeiger 

. c ſpitze Z bis auf die Oberfläche des 

ſchon im Gefäße befindfichen und 

wenn auch vielleicht nur den Boden 

bededenden Waſſers herabgelaffen und den Wafferftand an der Scala ab: 
gelefen hat, fo erhält man die Höhe ZZ, des geaichten Waflers durch Sub⸗ 
traction dieſes Wafferftandes von demjenigen Stande, welchen die Scala 
anzeigt, wenn man die Zeigerfpige Z, am Ende der Beobachtung mit dem 
Wafferfpiegel in Berührung gebracht hat. Bor der Mefjung ift natürlich 
die Klappe fo zu ftellen, daß das Waffer neben dem Kaften ausfliegt. Hat 
man ſich überzengt, daß der Zufluß im Gerinne in Beharrung übergegangen 
if, und hat man an der in der Hand befindlichen Uhr einen Zeitpunkt beob- 
achtet, fo dreht man die Klappe um, damit das Wafler in das Aichgefüß 
fließt; und ift nachher das Gefäß ganz oder zum Theil gefüllt, fo lieſt 
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man auf der Uhr einen zweiten Zeitpunkt ab und bringt die Klappe wieder 
in die erfte Stellung. Aus dem mittleren Querſchnitte F des Gefäßes und 
der Höhe ZZ, — 5 bes Wafferlörpers ergiebt ſich das ganze Waffer- 
quantum 97 — Fs, und hieraus wieder mittels der durch die Differenz der 
beobachteten Zeiten gegebenen Flllungszeitt das Wafferquantumpr.Secunde: 


Fs 
2*7 


Anmerkung. Um ein veränderliches Zuflußwaſſerquantum zu jeder Tageszeit 
angeben zu konnen, kann man den in Fig. 891 abgebildeten Cubir-Apparat, wie 
Fig. 891. ex vorzüglich auf Salinen vortommt, anz 
wenden. &ier giebt e& zwei Aichgefühe 
A und B, die ſich abwechſeind füllen 
und leeren, und daS durch eine Röhre 
F zugeführte Waſſer geht durch eine 
kurze Röhre C G, welche mit einem um 
C drehbaren Hebel DE feit verbunden 
ift. Hat fih das eine Gefäß, 3.2. A, 
gefünt, fo fließt das Wafler durch ein 
Meines Gerinne H in das Eimerchen 
M, dieſes zieht nun den Hebel auf der 
einen Seite nieder, und es fommt bie 
Röhre CG in eine Lage, wodurch das 
Wafler nach B geleitet wird. Das Auf 
ziehen der Klappen O und P erfolgt durch über Rollen weggehende Schnüre, deren 
Enden mit dem Hebel verbunden find, und wird vorzüglich durch eiferne Kugeln 
unterftügt, die dem Niedergehen des Kebels den legten Impuls ertheilen. Die 
Eimer M und N enthalten noch Heine Ausflußöffnungen, damit fie fi nad 
jedesmaligem Rippen leeren können. Uebrigens ift noch ein Zählapparat an- 
gebradit, an weichem die Zahl der Spiele zu jeder Zeit abgelejen werben Tann. 
Andere Apparate diefer Art von Brown beſchreibt Dingler's polyt. Journal 
Bd. 115. Ueber einen neuen Wafjermekapparat von Noeggerath fiehe „Polyt. 
Eentralblatt 1856. Heft 5." Vergleiche ferner die angeführten Werke von 
Francis, Lesbros u f. w. Siehe aud weiter unten unter Waſſermeſſer. 


Ausflussregulatoren. Sehr häufig werden Mleinere und mittlere $. 508. 
Waffermengen mit Hilfe ihres Ausfluffes durch eine beftimmte 
Mündung und unter einem bekannten Drude gefunden. Aus dem Inhalte 
F der Mündung, aus der Drudhöhe » und mit Hilfe eines Ausflußcoef-⸗ 
ficienten g ergiebt ſich die Waffermenge pr. Secunde: 

Q=uF V2gh. 

Am beften eignen ſich Hierzu die Poncelet'ſchen Mündungen, weil für 
dieſe bei ſehr verfchiedenen Drudhöhen die Ausflußeoefficienten mit großer 
Genauigteit befannt find ($. 437); jedoch find diefelben nur bei gewiſſen mitt⸗ 
leren Waffermengen anwendbar. Der Berfaffer bedient fich bei feinen Waffer- 
meffungen vier ſolcher Mündungen, einer von 5, einer von 10, einer von 15 
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und einer von 20 Gentimeter Höhe, jeder aber von 20 Centimeter Weite. 
Diefe Mündungen find in Meffingtafeln ausgefchnitten, welche auf hölzernen 
Rahmen AC, Fig. 892, auffigen, die man mittels vier ftarker eiferner 
Schrauben an jeder Wand befeftigen fan. In vielen Fällen muß man ſich 
Fig. 892. freilich größerer Mündungen bedienen, fiir welche die 
Ausflußcoefficienten nicht fo ſicher beftimmt find, ja oft 
laſſen ſich nur Ueberfälle anbringen, welche meift noch 
weniger Genauigfeit gewähren. Jedenfalls gilt aber bie 
Negel, daß man bei dem Ausfluffe fo viel wie möglich 
vollftändige und vollkommene Contrartion zu erzielen 
fuchen und deshalb der Mündung, wenn fie in einer dideren Wand befind- 
lich ift, nad) außen eine Abſchrägung ertheilen muß. Welche orrectionen 
bei unvollfommener und partieller Contraction anzubringen find, ift in den 
$$. 441, 442 u. |. w. hinreichend auseinandergefegt worden. 
Um das Waffer eines Gerinnes zu meſſen, hat man das Mindungsftüd 
einzufegen und den Moment abzuwarten, wann der Wafferftand in Behar- 
rung gekommen ift. Zur Meſſung der Drudhöhe fann man fic der feften 
Waſſerſtandsſcala KL mit Zeiger, Fig. 893, oder der beweglichen Wafler- 
ſtandsſeala EF, Fig. 894, bedienen. Will man den Ausflug unnıittelbar 
Big. 898. 





Big. 894. 





an CS chugöffnungen beobachten, fo ift es gut, vorher ein Paar meffingene 
Schügenftandsfcalen BC und DE, Fig. 895, nebft ihren Zeigern F 
Fin. 895. und G auf die Führung und auf das Schugbrett A zu 
befeftigen, um die Deffnungshöhe ſicherer ablefen zu 
können. Uebrigens ift es meift beffer, zu dem Zwede 
ber Waſſermeſſung gleich ein neues Schugbrett nebft 
einer Führung mit ber erforderlichen Abſchrägung nad) 
außen einzufegen. 
Das einfachſte Mittel, das Waller in einem Gerinne 
zu meſſen, befteht allerdings in dem Einfegen eines an 
der oberen Kante abgefhrägten Brettes CH, 
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Fig. 780, und in der Ausmefjung des dadurch gebildeten Ueberfalles. Iſt 
der Öraben oder das Gerinne lang und wenig anfteigend, fo dauert es aller⸗ 
dings ziemlich, lange, ehe der Beharrungszuſtand eintritt, und es ift deshalb 
gut, hier vor der Meffung noch ein zweites Brett einzufegen, welches den 
Ausflug des Waflers auf eine längere Zeit verhindert, um das Steigen 
des Waſſers auf die dem Beharrungszuftande entſprechende Höhe zu be— 
ſchleunigen. 

Um das Waſſerquantum eines Baches zu meſſen, kann man ben 
Fig. 896. felben durch einen aus Pfählen und 
Brettern beftehenden Einbau AB, Fig. 
896, eindämmen und das Waffer durch 
eine in demfelben angebrachte Deffnung 
© abfließen laſſen, oder man kann ſich 
auch eines einfachen Ueberfalles oder 
Ueberfallwehres (hiervon im zweiten 

Theile) bedienen. 


Anmerkung. Das einfachſte Mittel, um die Drudhöhe zu beftimmen, ift, 
den Stand des Zeigers zu beobadhten, wenn beffen Spihe erflens die Oberfläche 
des im Beharrungszuftande abfliegenden Waſſers und zweitens den Spiegel des 
finftehenden und nur bis Schwelle C aufgeftauten Waſſers berührt. Die Differenz 
diefer beiden Scalenftände ift die Drudhöhe oder der Stand des Waſſers über 
der Schwelle. Bei Beobachtung des legten Zeigerftandes if die Eapillarität nicht 
außer Acht zu laſſen, vermöge welder der Waſſerſpiegel nod um 1,37 Linien 
über oder unter der Schwelle ftehen Tann, che der Abfluß des Befent über der⸗ 
felben beginnt oder aufhört. * (Siehe $. 407.) 


Sehr einfach wird aud) das Wafler in einem rectangulären Ganale oder $. 509. 


Gerinne AB, Fig. 897 und 898, gemeffen, wenn man ein unten abge= 
Fig. 898. 





Fig. 897. 


— — — 


ſchrägtes Brett CD fo einſetzt, daß unter demſelben eine Ausflußöffnung 
CE übrig bleibt, durch welche das Waffer abfließen fann. Diefe Methode 
hat vor der Anwendung eines Ueberfalles den Vorzug, daß bei ihr das 


1130 Siebenter Abſchnitt. Achtes Eapitel. [$. 509. 


gejpannte Waller mehr zur Hude kommt, und beshalb die Meſſung der 
Drudhöhe fchärfer zu vollziehen fi. Wenn es möglich ift, fuche man einen 
freien Ausfluß, wie Fig. 897, herbeizuführen, weil hierbei eine größere 
Genauigkeit zu erlangen ift; bei einer großen Waflermenge ift es jeboch nicht 
möglich, das Zurückſtauen des Unterwaſſers zu verhindern, und man muß 
fi daher mit einem Ausfluffe unter Waffer, Yig. 898, begnügen. Endigt 
fi) das Gerinne kurz hinter der Mündung, bildet es alfo ein fogenanntes 
kurzes Anfaggerinne, fo fließt das Waſſer durch daffelbe faft frei ab, 
und man hat e8 dann mit einem Falle der Lesbros'ſchen Verſuche ($. 445) 
zu thun. Bezeichnet a die Mindungshöhe, d die Mindungsbreite, ferner A 
die Drudhöhe, bis Mitte der Mündung gemefjen, und u den aus Tab. IL, 
8. 445, zu nehmenden Ausflußcoefficienten, jo hat man das Ausflußquantum 
| Q=uabV2gh. 

Iſt Hingegen das Gerinne lang, ober das abfliegende Waſſer geftaut, fo 
daß e8 eine horizontale Oberfläche hat, fo fließt das Waſſer in allen Stellen 
des Mindungsquerfchnittes mit einer und derfelben, den Niveauabftande 
zwifchen der Oberfläche des Oberwaſſers A und der Oberfläche des Unter 
waſſers B entfprechenden Geſchwindigkeit ab, e8 ift daher dann in der lebten 
Formel für Q, unter % diefer Niveanabitand zu verftehen. 

Fließt das Waſſer in die freie Luft, oder fteht der Unterwaſſerſpiegel 
nicht Über der oberen Miindungsfante, wie Fig. 897 vor Augen führt, fo hat 
man fowohl für eine ſcharfe als auch fir eine abgerundete Mündungskante, 

u = 0,965 
eınzufegen, und folglich bei der Strahldide a und Breite b, 
Q — 0,965 ab V2gh, 
oder genauer, wenn a, bie Tiefe des zu⸗ und a die des abfliegenden Waſſers 
bezeichnet, nach $. 425: 


9 — 0,965 ab / ———— 
1 — (= 
9 


Bei dem Ausfluffe unter Waffer, wobei der Unterwafferjpiegel über 
der oberen Mundungskante fteht (f. Fig. 898), bildet fich Hinter der Mün⸗ 
dungswand ein Wafferwirbel, wobei der Ausfluß weſentlich geftört wird, und 
es ift hier, einigen Verſuchen des Verfaſſers zufolge, für eine Mündung mit 
fharfer Mundungskante im Mittel, 

u = 0,462, 
und dagegen für eine folche mit nad) einem Duadranten abgerumdeter 
Kante, 

u — 0,717 
zu ſetzen. 


; 
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Beifpiel. Um die Wafjermenge zu finden, weldhe ein Gerinne AB, Fig. 898, 
fortführt, hat man ein jharflantiges Brett CD in dafjelbe eingejeßt, und dadurch 
einen Ausflug unter Waſſer bergeftellt, übrigens aber Folgendes gefunden. Weite 
der Mündung oder des Gerinnes, b —= 1 Meter, Deffnungshöhe oder Abfland 
CE ver Brettlante CO vom Gerinnboden, a — 0,15 Weter, Stand des Zeigers 
Z auf der Seite des Oberwaſſers A, = 0,145 und Stand des Zeigerd Z, über 
dem Unterwafler, A, = 0,32 Meter. Es ift hiernad) der Niveauabfland: 
h=h,—h, = 0,82 — 0,145 = 0,175 Meter, und die geſuchte Wafjermenge: 

Q = 0,462 . 4429 . 1. 0,16 Vo,175 175 — 0,128 Gubitmeter. 


Wäre der Ausflußcoefficient bei ähnlichen Muündungsquerſchnitten immer $. 510. 
derfelbe, fo würde der trianguläre Ueberfall oder zweifeitige Wand- 
einfhnitt ABO, Fig. 899, einen befonderen Vorzug vor dem Ueberfall 

Fig. 899. mit horizontaler Schwelle haben, bies ift jedoch, 
wie ſchon an Kreismindimgen wahrgenommen 
werden kann, bei fleinen Mündungen nicht, und 
bei großen Miündungen nur annähernd richtig. 
Solche Wandeinfchnitte empfiehlt Herr Profeflor 
Thomfen in Belfaft ala Hülfsmittel zum Waſſer⸗ 
meflen. Aus der Breite AB — b und der Höhe 
CD = h folgt hier da8 Waflerquantum 


h 
Q = !ıs°— V 29h (j.$. 429), 
und wenn man nah Thomf ” je Ausflußcoefficienten u —= 0,619 jest, 
= 0,33 ® — ey 2gh = 0,73bh% Eubilmeter. 


Zum Waſſermeſſen eignen 0 auch folhe Miündungen, bei welchen die 
Waffermenge der Mündungshöhe proportional ift. Iſt diefelbe mit 
einem Schugbrette verfehen, jo giebt dann die Größe des Schligenzuges das Maß 
der Ausflußmenge an. Es fei die Drudhöhe iiber der oberen Kante einer 
jolchen Mündung ABCD, Fig. 900, OA = h, die Länge diefer Kante 

Fig. 900, AB-—=b, die der unteren Kante OD —=b, 
und die Höhe der Mündung AD = a. 








Horizontale Linien im Abjtande - von ein⸗ 


ander theilen die Mündung in gleichhohe 
Streifen, wovon jeder eine und diefelbe 


Waflermenge 2 geben joll. Für den oberen 


Spalt oder Streifen, welcher die Breite b 
und Drudhöhe % hat, ift 


g = . V2gh, 


n 





8. 511. 
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und dagegen für einen Streifen, welcher um OM = x unter dem Waſſer⸗ 
ſpiegel liegt, und bie — MN= y hat, iſt 


— v2 9%; 
folglich, hat man, wenn ınan hi beiden Ausdrüde für © einander gleich fest, 


Vi = bVh oder 


vr. 
b x 
Die Curve BNC, welde die Mündung an der Seite begrenzt, gehört 
einem aus Artikel 9 ber analytifchen Hülfslehren befannten Curvenſyſteme 


an, welches die Horizontale O Y und die Berticale OX zu Alymptoten hat. 
Aus Q, h und a folgt: 
Q 


1) die obere Mündungsbreite b — — —, 
j i aV2 gh 


2) Miündungsbreite in der Tiefe x, y = b V* und 





— 





h 
3) die untere Mitndungsbreite di, — b V-- . 
Berner ift der Inhalt der Mündung: 


F=20(Vh(h+o) = 


und daher die mittlere Druckhöhe: 


a 2 h 

,)- (vu +a)—mwW 4 
Iſt diefe Mündung mit einer Schüge AE verfehen, fo giebt der Schligen- 
zug DM = a, eine Ausflußöffnung MC, durch welche die Wafjermenge 


9 = 9 fliet. 


Prony’s Methode. ‘Da es oft lange dauert, ehe der Beharrungszuftand 
von dem durch einen Einbau aufgeftauten Wafler eintritt, fo fann man fols 
gendes von Prony vorgefchlagene Berfahren mit Vortheil anwenden. 
Zuerft verfchließe man die Mündung durch ein Schugbrett ganz und lafſe 
dadurd) das Wafler ziemlic Hoch, oder fo weit e8 die Umftände erlauben, 
aufftauen; jegt ziehe man das Schugbrett jo weit auf, daß mehr Waſſer ab- 
als zufließt, und meſſe nun während der Ausflußzeit € die Waflerftände in 
gleihen und möglichſt Heinen Zeitabftänden; endlich verfchliege man die 
Schugöffnung wieder völlig und beobachte noch die Zeit t,, innerhalb welcher 
das Wafler auf die erfte Höhe fteigt. Jedenfalls ift dann im Laufe der 
ganzen Beobadhtungszeit & + 2, ebenjo viel Waſſer zus als abgeflofien, und 
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es läßt ſich daher durch das Ausflußquantum in der Zeitet das Zufluß⸗ 
quantum in ber Zeit € + t, ausdrüden. Sind die Drudhöhen während des 
Sinkens Ve hı, Ag, Aa und hu, fo hat man die mittlere Ausflußgefchreindigfeit: 


23 (Vin +4Vm + 2VR, + 4Vhs + Vn) (1. 8. 480), 


und it nun der Inhalt der Schutzöffnung — F, jo hat man das Ausfluß⸗ 
quantum in der Zeit E: 


’— EFIVBS (yp 4 aVm + 2Vm + Vin + Vm) 
und daher das Zuflußquantum pr. Secunde: 


=, = — +aVm +2 Vm +4 Vin + Vh) 


Beijpiel. Um das zum limtriebe eines Waflerrades zu benugende Wafler 
eines Baches zu mefjen, hat man dafjelbe durch eine Spundwand, fig. 896, ein- 
gedämmt und nad) Eröffnung der rectangulären Mündung in derjelben Folgendes 
beobachtet: anfängliche Drudhöhe 0,6 Meter, nah 30 Sec. 0,55 Meter, nad 
60 Sec. 0,48 Meter, nad 90 Sec. 0,40, nad) 120 Sec. 0,34, nad 150 Ser. 
0,30 . Meter, nad 180 Sec. 0,27 Meter; Breite der Deffnung 0,5 Meter, Höhe 
der Deffnung 0,15, Zeit zum Zurüdfteigen auf die erfte Höhe bei veriählofiener 
Oeffnung 120 Secunden. Wie viel Wafler führt der Bach pro Secunde zu? 

Zunächſt beträgt die mittlere Ausflußgeichwindigfeit 


— (V08 +4 VO55 +2V0,48 +4 V6A0-+ 2V0,34 +4V0,80-+V0,27) 


— 2,838 Meter, 
und da F = 05. 0,15 = 0,075 Quadratmeter ift, fo folgt das geſuchte Waſſer⸗ 
quantum unter Annahme eines Ausflußcoefficienten von 0,60 zu: 


0,6.0,075 .2,838.180 _ _ 
Q = TS — 0,0766 Eubitmeter = 76,6 Liter. 


Wasserzoll. Um kleine Waſſermengen zu meſſen, bedient man 8. 512. 
ſich auch wohl des Ausfluſſes durch kreisrunde, 1 Zoll weite Mundungen in 
einer binnen Wand unter einem gegebenen Drucke. Man nennt die Waſſer⸗ 
menge, welche eine folche Deffnung unter dem Heinften ‘Drude, oder dann, 
wenn der Wafleripiegel nur eine Linie iiber der oberften Stelle der Dlüindung 
fteht, einen Waffer- oder Brunnenzoll. Die Franzofen nehmen an, daß 
einem Waſſerzolle (alt Bari. Maß) in 24 Stunden 15 Pinten oder 19,1953 
Eubitmeter Waſſer, alfo 

in 1 Stunde 0,7998 Cubikmeter und 

in 1 Minute 0,01833 „ 
entfpricht, doch weichen ältere Angaben von Mariotte, Couplet und 
Boſſut hiervon nicht unbedeutend ab. Nach Hagen liefert ein Wafferzoll 
(für das preuß. Maß) in 24 Stunden 520 Eubiffuß, aljo in der Minute 
0,3611 Eubiffuß. Der Prony'ſche doppelte Waſſer modul, welcher einer 
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Mündung von 2 Centimeter Durchmeſſer bei 5 Centimeter Drud entſpricht 
und in 24 Stunden 20 Eubikmeter Waſſer liefert, hat eine allgemeine Aufe 
nahme gefunden. 

Die Beobachtungen laſſen ſich fiherer anftellen, wenn man eine größere 
Drudhöhe hat; am einfacjften ift es, wenn man biefe Höhe, wie den Durd;- 
meffer der Mündung, 1 Zoll annimmt. Nach den Herren Bornemann 
und Röting giebt ein folder Waſſerzoll täglich 642,8 Cubiffug Waſſer 
(f. „Ingenieur“ Seite 463). 

Der Apparat, an dem man mit Hllfe von Wafferzollen das Waffer mit, 
ift in Fig. 901 abgebildet. Das zu meffende Waffer fließt durch die Röhre 

Fig. 901. A in einen Kaften B, ans 
biefem tritt es durch unten 
in der Scheidewand CD 
angebrachte Fücder in den 
Kaften E, und aus diefem 
fließt e8 durch eine hori⸗ 
zontale Reihe von genau 
1 Zoll weiten und in Blech 
ausgeſchnittenen kreisrun⸗ 
den Mündungen F in das 
Refewoir-G. Damit fih 

aber der Wafferfpiegel nur eine Linie über den Köpfen diefer Mundungen 
ſtellt, ift e8 nöthig, daß diefe in hinreichender Zahl vorhanden feien, und daß 
man einen Theil derfelben durch Stöpfel verjchliege. Zur genaueren Angabe 
bringt man noch Mündungen F, an, welde Y/,, 1/, Waflerzoll durdhlaffen. 
Bei großen Waffermengen theilt man wohl erft das ganze Wafler, und mißt 
auf dieſe Weife nur einen Theil, z. B. dem zehnten. Diefes Theilen ift leicht 
dadurch zu bewirfen, bag man das Wafler erft in ein Refervoir mit einer 
gewiſſen Anzahl, in gleichem Niveau befindlicher Mundungen leitet, und num 
das von der einen Mündung gelieferte Waffer in dem oben abgebildeten 
Apparate auffängt. 


Anmerkung. Man kann aud die Hähne und andere Regulirungsapparate 
zur Wafjermefjung anwenden, wenn man ben jeder Stellung entipredjenden Biber: 
Randscoefficienten fennt. Iſt A die Drudhöhe, F der Querſchnitt des Rohres 
und z ber Ausflußcoefficient bei völlig geöffnetem Sahne, jo hat man die Aus- 
flußmenge: 

Q = uFV2gh, 
ſowie umgelehrt: 


— — und =(Z). 29% 
al 
Segt man nun den einer beftimmten Habnftellung entſprechenden und aus den oben 
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mitgeteilten Tabellen zu entnehmenden Widerftandscoefficienten — £, jo hat man 
die entjpredjende Ausflugmenge: . 


a = rl/ 2 _erV_ 0 
—F re 


— 


Zur BVequemlichleit kann man fich hiernach eine Tabelle conſtruiren, fo daß es 
nur eines Blides auf dieſe bedarf, um die einer gewiſſen Hahnftellung entſpre⸗ 
Hende Ausflugmenge, oder um die einem gegebenen Ausflußquantum entipredjende 
Stellung des Hahnes zu finden. AR 3.8. u = 0,7 und F = 0,0025 Quadrat» 
meter, jo hat man: 


0,7 . 0,0025 . 4,429 Vh h a 
= RE 0,00775 V Eubitmeter, 
9 Vı+ 0497 T+0497 

oder wenn A conftant gleich 1 Meter vorausgejegt wird: - 

0,0075 7,5 
= Cubitmeter = L 

Ayo: Mitte yf 
. Wenn den Hahnftellungen von 50, 10°, 16°, 209, 250 u. |. w. bie Widerſtands⸗ 
woefficienten 0,08, 0,29, 0,75, 1,56, 3,10 u. f. mw. (f. $.470, Tab. IV) zufommen, 
fo entjprechen benfelben die Ausflußmengen: 7,67, 7,25, 6,62, 5,84, 4,89 Liter. 

















Liter. 











Um den Ausfluß durch eine Mündung 7, Fig. 902, zu reguliren, wendet $. 513. 
man aud) einen Hahn oder eine Klappe A, Fig. 902, an, welche durch einen 


Fig. 902. Fig. 908. 


Schwimmer K mittels eines Hebels regulirt wird, fo daß durd; B immer 
nur fo viel Waſſer zu-, als duch F abflieft. 

Sehr einfach läßt ſich auch der Abſluß des Waſſers aus einem Reſervoir 
BDE, Fig. 903, durch eine tiefere Mündung oder Röhre D, mittels eines 
breiten Ueberfalles B regulicen, da hier eine mäßige Veränderung des Waf- 
ſerzufluſſes durch A eine mäßige Vergrößerung des Waflerftandes über der 
Schwelle B und eine verhältnigmäßig umbebeutende Vergrößerung der Drud- 
höhe der Ausflußmindung zur Folge hat. 

Bezeichnet F die Größe der Yusmündung D, A die Höhe der Lieberfall- 
ſchwelie über der Mitte diefer Mündung, A, bie Höhe des Wafferjpiegels 
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über der gedachten Schwelle, fo hat man bei dem Ausflußcoefficienten u das 
Abflußquantum durch D: 
Q=uFV29@+ Mm). 

Setzt man die Drudhöhe A des Ueberfalles, welche ſich aus dem Abfluß · 
quantum Qi, ber Breite d, und dem Ausflußcoefficienten g,, mittels der 
Gleichung 

a= [ ‚A di V2gR3, oder durch die Formel 


—— 


beſtimmen läßt, in It Ausdrud ein, fo erhält man die Formel 


mar Van Geo): 


woraus zu erfehen ift, daß ſich Q mit Q, um po weniger verändert, je größer 
die Schwellenhöhe % und je größer die Breite b; de Ueberfalles ift. 
Die Ueberfallbreite b, läßt ſich dadurch leicht vergrößern, daß man dem 
Ueberfall eine Bogenform, wie BOB, Fig. 904, giebt. Die Ausmindung 
Fig. 904. D liefert dann ein ziemlich 
eonftantes Waſſerquantum, 
obgleich der Zufluß bei A 
fehr variabel ift, weil die 
Höhe des Waflers über 
der langen bogenfürmigen 
Schwelle immer Hein bleibt 
gegen die Höhe dieſer 
Schwelle über der Mitte 
der Ausflußöffnung. 
Anmerkung. Einen folgen Wafferiheiler aus Eiſenblech hat der Herr Ober: 
tunftmeifter Shwanfrug für den Wernergraben bei Freiberg conflruirt. Der⸗ 
jelbe führt durd die rectanguläre Mündung D von 1,57 Meter Breite und 0,314 
Meter Höhe faft conftant 1,25 Eubilmeter Waller pr. Secunde ab, während das übrige 
Waſſer durd) den Ueberfall, deffen Schwelle 0,63 Meter über der oberen Mündungs- 
tante liegt, in den Graben fließt, welcher es nad) dem Punkte des Bedarfs fortfährt- 


Hydrometrischer Becher. Zur Ausmeffung geringer fließen» 
den Waffermengen kann man fic) eines Meinen in Fig. 905 abgebildeten 
Gefäßes bedienen, welchem ic) den Namen hydrometriſcher Becher gegeben 
habe. Diefes Inftrument befteht aus einer 8 Centimeter weiten und 30 Centimeter 
langen Röhre B mit einem trichterförmigen Einmtindungsftüde A und einem 16 
Gentimeter weiten und ebenfo hohen Gefäße D, welches durch ein couiſches Zwi⸗ 
ſchenſtück C mit B feft verbunden ift. Dieſes Gefäß ift mit einem Seitenloch 
ILL verfehen, in welches verjchiedene, kreisförmige Mundungen in der dünnen 
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Wand bildende Mundftide eingefetst werden können. Mon hält diefes In⸗ 
ſtrument mittel8 der Henkel Z, H unter das z. B. durch eine Röhre AR aus⸗ 

Fig. 905. fliegende Wafler S und läßt das auf diefe Weife 
abgefangene Wafler wieder durch das Mundſtück 
LL obfließen. Um das eingeflofjene Waſſer zu 
beruhigen, ift nod in dem Reſervoir D ein feines 
Sieb angebracht, und um die Drudhöhe des Waſſers 
beobachten zu können, iſt eine Glasröhre O P.an- 
gejetzt, welche an einer Meffingfcala auffteigt und fich 
unten, 12 Millimeter über dem Boden des Gefäßes 
D, endigt. Aus der beobachteten Drudhöhe A, 
dem befannten Duerfchnitt des Mundſtückes und 
dem entiprechenden Ausflußcoefficienten läßt fich 
dann die Ausflußmenge mittel8 der Yormel 


Q=uF V2gh 
berechnen. 


Wenn man fich eine Heine Tabelle anfertigt, 
fo kann man die Berechnung nach diefer Formel 
ganz erjparen, und es ift höchftens eine einfache 
Interpolation zu den Tabellenwerthen erforderlich. 
Iſt d der Durchmeſſer der Mündung, jo hat man 





a 
F= = und daher: 


= a Van = E Vig. a Um 
Die Ausflußmenge Q wird ſowohl das ‘Doppelte bei dem doppelten Quer⸗ 

ſchnitte oder doppelten d?, als aud) bei der vierfachen Drudhöhe. Nichtet 
man daher das Inftrument fo ein, daß die Marimaldrudhöhe das Vierfache 
der Minimaldrudhöhe, z. B. jene 40 und diefe 10 Eentimeter beträgt, und bedient 
man ſich einer Sammlung von Mundftüden, deren Durchmeſſer die geomes 
trifche Reihe 

d, V2.d, 24,2 V2.d,4dwf.w. 

d.i. d, 1,414d, 2d, 2,828 d, Ad u. ſ. w. 
bilden, fo erhält man badurd) ein Mittel, zur Beftunmung aller Waſſer⸗ 
mengen innerhalb des Minimums, welches die Heinfte Mündung mit dem 
Durchmeſſer d bei der Heinften Druckhöhe h giebt, und des Marimums, welches 
der größten Mündung mit dem Durchmeffer Vn.d md der größten Drud- 
höhe 4 h entſpricht. 


Meisbach’e Lehrbuch der Mechanik. L 72 
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Nimmt man fir das Mundftüd 











Nr. I | u III. | IV. | V. | VI. 
1] 5.V2 | 5.2 | 5.2V2 | 5.4 | 5.42 

— | 5mm |=7,07mm | =10mm | =14,14mm | —=20 mm | = 28,28 mm 
vu=| 0,867 | 0,66 0,64 | 0,63 0,62 0,61 














an, fo läßt fich folgende, zum Gebrauche nügliche Tabelle zufanmenftellen. 


Tabelle 
der ftündlichen Waflermengen vorftehender Mündungen in Cubitmetern. 











Drudböbe A | J. | n. | IM. | IV. | V. VI. 
0,1 0,066 | 0,131 | 0,253 | 0,99 | 0,983 | 1,931 
0,135 0,074 | 0146 | 0283 | 0,558 | 1094 | 2,157 
0,150 0.081 | 0160 | 0310 | osıı | 1200 | 2,36 
0,175 0.088 | 0173 | 0,836 | os56 | 1296 | 2,55% 
0,200 0,094 | 0,186 | 0,8569 | 0,706 | 1,886 | 2,750 
0,225 0,100 | 0,196 | 0,880 | 0,749 | 1,469 | 2,8% 
0,250 0,105 | 0,207 | 0,00 | 0,789 | 1,554 | 3,067 
0,275 0,110 | 0216 | 0420 | 0828 | 16% | 3201 
0,300 0,115 | 0,226 | 0,439 | 0,865 | 1,698 | 3,346 
0,325 0,119 | 0,285 | 0,457 | 0,899 | 1,767 | 3,488 
0,350 0,124 | 0245 | 0474 | 0,984 | 1,885 | 3617 
0,375 0,129 | 0,253 | oa9ı | 0,966 | 1,897 | 3,740 
0,400 0,183 | 0,260 | 0,507 | 0,997 | 1,969 | 361 


Der Gebrauch diefer Tabelle ift aus folgendem Beifpiele zu erfehen. 


Beiſpiel. Um die Ergiebigkeit eine Brunnens zu ermitteln, hat man das 
Waſſer defielben durd einen hydrometriſchen Becher fließen laſſen und gefunden, 
daß beim Ausflufle dur die Mündung IV. (von 14,14 Millimeter Durchmefier) 
der Beharrungszuftand eintrat, als die Drudhöhe 0,285 Meter war. Der Tabelle 
zufolge ift für A = 0,275: 

Q = 0,828 Eubifmeter, 
und für 3 = 0,300: 
Q = 0,865 Eubifmeter, 
folglich ergiebt fi im vorliegenden Falle die Waflermenge pro Stunde zu: 


285 — 275 . 
Q = 0,828 + 500 — 275 (0,865 — 0,828) = 0,843 Cubikmeter. 
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Schwimmer. Die Waſſermengen von größeren Bächen, Canalen $. 515. 
und von Fluſſen laſſen ſich nur mittel der die Geſchwindigkeit angebenden 
Hydrometer beſtimmen. Unter dieſen Inſtrumenten find aber die Schwim⸗ 
mer bie einfacjften. Man Tann zwar hierzu jeden ſchwimmenden Körper 
gebrauchen, doch ift es fidherer, Körper von mittlerer Größe, welche mur 
wenig ſpecifiſch leichter als Waſſer find, zu verwenden. Körper von einigen 
Eubifdecimetern Inhalt find hinreichend groß. Sehr große Körper nehmen 
nicht leicht die Gefchwindigkeit des Waſſers an, und fehr Heine Körper laſſen 
ſich wieder, namentlich wenn fie viel aus dem Wafler hervorragen, leicht 
durch zufällige Umftände, zumal durch die Luft Über dem Waſſerſpiegel, in 
ihrer Bewegung ftören. Oft wendet man einfache Holzftüde an, gut ift es 
aber, wenn diefelben mit einer hellen Firnißfarbe überftrichen find, und noch 
beſſer find die hohlen Schwimmer, wie Glasflaſchen, Blechtugeln u. f. w., 
weil man biefe nad) Belieben mit Waffer füllen kann. Am BHäufigften 
wendet man aber die Schwimmkugeln an. Diefelben werden von 1 bis 
3 Decimeter Durchmeſſer aus Meſſingblech verfertigt, fie befommen, um fie 
nicht leicht aus dem Auge zu verlieren, einen Anſtrich von lichter Delfarbe, 
und erhalten auch noch eine Deffnung mit einem Halfe, um fie mit Waffer 
anfüllen und verftöpfeln zu können. Eine ſolche Shwimmtugel A, Fig.906, 
giebt allerdings nur die Geſchwindigkeit an der Oberfläche und fogar oft 
nur die im Stromſtriche an, allein man kann durch das Aneinanderhängen 
zweier Kugeln A und B, Si 03 KA) die Geſchwindigkeiten in verſchie⸗ 

denen Tiefen beftimmen. 
. Im diefem Falle wird die 
Fig. 906.. eine Kugel B, welche unter 
Waſſer ſchwimmen foll, ganz 
mit Waffer, die andere aber, 
welde im Wafferfpiegel zu 
ſchwimmen beftimmt ift, nur 
fo viel mit Waffer ange 
fullt, daß fie noch wenig 
aus dem Waſſer hervorragt. Beide Kugeln werben durch einen Faden oder 
einen Draht oder durch eine dünne Drahtfette mit einander verbunden. 
Zuerft beſtimmt man durch die einfache Kugel die Oberflächengefchwindigkeit 
Co, und dann beobadjtet man durch die Kugelverbindung die mittlere Ger 
ſchwindigkeit c beider; bezeichnet man nun die Geſchwindigkeit in ber Tiefe 
der zweiten Kugel durch cı, jo läßt ſich fegen: 


„-a+& und daher umgelehrt: cı = 2c — ©. 





Wenn man nun beide Kugeln durch Längere und längere Drähte mit ein- 
ander verbindet, fo kann man auf diefe Weife nad) und nad} die Geſchwindig - 
ar 
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keiten in größeren und größeren Tiefen finden. Uebrigens ergiebt ſich aud 
die mittlere Geſchwindigkeit c eines Perpendifels, wenn man die zweite Kugel 
nahe über dem Boden ſchwimmen läßt und ebenfalls 
_ata 
= 7 
fegt; genauer aber noch, wenn man das Mittel aus allen beobadjteten Ger 
ſchwindigleiten in einem Berpenbitel nimmt. 

Um bie.mittlere Geſchwindigkeit in einem Perpenbifel anzugeben, wenbet 
man auch oft den in Fig. 908 abgebildeten Schwimmftab Aı B, an, na 

Big. 908. mentlich ift diefer bei Meſſungen in Canälen 

und Gräben bequem, zumal wenn er aus kurzen 

Stüden zuſammengeſchraubt werben kann. Der 

Schwimmſtab, welchen der Verfafier anwendet, 

ft aus 15 ausgehöhlten Theilen, jeder von 1 

Decimeter Länge, zufammengefegt. Damit bers 

jelbe ziemlich aufrecht ſchwimme, wird ſtets das 

mterſte Stüd jo ſtark mit Schrot angefitllt, daß 

der Kopf beim Schwimmen nur wenig aus dem 

Waffer hervorragt. Die Anzahl der zufammenzufchraubenden Stüde hängt 
natiktlich von der Tiefe des Canales ab. 

An dem Schwinmiftabe, forie an der Schwimmkugelverbindung läßt ſich 
auch wahrnehmen, daß bei ungehinderter Bewegung des Waſſers in Betten 
die Geſchwindigkeit am Wafferfpiegel größer ift ald am Boden, weil der 
Kopf des Stabes dem Fuße und die obere Kugel der unteren etwas voraus- 
ſchwimmt. Nur bei durch Berengungen, 5. B. durch Bruckenpfeiler gebildeten 
Aufftauungen findet das Gegentheil ftatt. 

Anmerkung. In der Regel ift, namentlich bei großen Schwimmern, wie 
Schiffen u. |. w., die Geſchwindigkeit der ſchwimmenden Körper etwas größer als die 
des Waſſers, weniger deshalb, weil diefe Körper beim Schwimmen von einer 
durd) die Oberfläe des Waſſers gebildeten ſchiefen Ebene herabgleiten, als des 
halb, weil fie nicht oder nur zum Theil an der unregelmäßigen inneren Bewegung 
des Waflers Theil nehmen; doch ift die Abweichung bei Meinen Schmwimmern 
Hein genug, um fie vernadhläffigen zu können. 









Geschwindigkeits- und Querschnittsbestimmung. Die Ge 
ſchwindigleit einer Schwimmkugel findet man, indem man mit einer guten 
Secundenuhr oder an einem halbe Secunden ſchlagenden Lothe oder Pendel 
(8. 351) die Zeit & beobadjtet, welche diefe auf dem Waſſer ſchwimmend 
braucht, um eine an einem Ufer abgeftedte und ausgemeffene Strede AB=& 
Fig. 909, zurüczulegen. Es ift dann die gefuchte Geſchwindigleit der Kugel 


e ⸗ Damit die Zeit ? genau dem am Ufer abgemeſſenen Wege ent⸗ 
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ſprechend gefunden werde, iſt es nöthig, mit Hülfe eines Winkelkreuzes oder 
Winkelſpiegels am jenſeitigen Ufer zwei, Perpendikel auf AB bezeichnende 

Fig. 908. Signalftangen C und Deinzufteden. Stellt 
man fich hinter A, fo kann man den Zeit: 
punkt beobachten, wenn der etwas oberhalb 
A eingefegte Schwimmer X in das Aligne- 
ment AC kommt, und begiebt man fid) 
hinter B, jo kann man ebenfalls an der in 
der Hand gehaltenen Uhr beobachten, wann 
der Schwimmer in das Alignement BD gelangt, und man findet dann dur) 
Subtraction der Beobachtungszeiten die gefuchte und der Durchlaufung von 
8 entfprechende Zeit t. 

Außer der mittleren Gefchwindigfeit c des Waſſers ift auch noch der Inhalt 
F des Duerprofiles erforderlich, um das Waflerquantum Q — Fc zu be- 
fiimmen. Um diefen Inhalt angeben zu künnen, ift e8 aber nöthig, daß 
man die Breite und mittlere Tiefe des Waflers kenne. Die Tiefe mißt 
man mit einer eingetheilten Sondirftange AB, Fig. 910, mit länglichem 
Duerfchnitte und einem Brettchen B am Fuße; bei größeren Tiefen kann 
man fi auch einer Sondirkette bedienen, an deren Ende eine eiferne 
Platte hängt, die fi beim Einſenken auf das Grundbett aufſetzt. Die 
Breite und die den gemefienen Tiefen entfprechenden Abfeiffen oder Abftände 

Fig. 910. Fig. 911. 








von den Ufern ergeben ſich bei Canälen und ſchma⸗ 
len Bächen FFG, Fig. 911, durch Ausfpannen 
einer Meßkette A B oder Legen einer Stange u. f. w. 
quer über das fließende Wafler. Bei breiten Flüſſen 
beftimmt man fie mit Hitlfe eines Meßtifches M, den 
man in fchidlicher Entfernung A O vom zu meffenden 
Duerprofile EF, Fig. 912 (a. f. ©.), aufftellt. Iſt 
40 auf der Menfel die verjlingte Entfernung AO der Standpunkte A und 
O von einander, und hat man ao in ber Richtung von AO und dadurd) 
auch die vorher beim Aufftellen des Meßtiſches aufgetragene Breitenrichtung 
af mit der abgeftedten Breitenlinie AF parallel geftellt, fo jchneibet jede 
Biftirlimie nad) den Punkten Z, F, G u. |. w. im Querprofile, entſprechende 
Punkte e, f, 9 auf der Menfel ab, und es find ae,af, ag u. |. w. die 
Entfernungn AE, AF, AG u. f. w. im verjüngten Maße. Man bat 
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alfo beim Einfegen der Sondirftange und dem dadurch bewirlten Tiefen- 
meſſen nicht erſt nöthig, die Entfernungen der entfprechenden Punkte von 
Fig. 912. den Ufern zu mefjen, wenn der am 
Meßtiſche ſtehende Ingenieur die Sondir- 
ftange beim Einfegen in der Linie EF 
anviſirt. 
Beſteht nun die Breite EF, Fig. 911, 
eines Ouerprofiles aus den Theilen bu, 
b, ds uf. w. und find die mittleren 
Tiefen innerhalb diefer Theile a,, as, @;, 
fowie die mittleren Geſchwindigkeiten cı, 
2, 03 u. |. w., fo hat man den Inhalt des Duerprofiles: 
F=ab+ab+0%b +. 
die Waffermenge: 
aibiei 4 aa baca 4 mba +: 
und endlich die mittlere Geſchwindigkeit: 


2 Aabatmaba rt, 
F andi a 


Beiſpiel. An einer ziemlich geraden und unveränderlichen Flußſtrede hat 


„ man Folgendes gefunden: . 
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en — — 
Breitentheile. 2 35 | 45 | 4 |» Deter. 





Tiefen in den Mitten der Breitentheile 1,1 Meter. 
Mittlere Geſchwindigkeiten . . » » 


Man hat daher den Inhalt des Querprofils: 
F=2.09+35.16+45.25+4.22-+2,5.1,1= 30,2 Quadratmeter 
und das Waſſerquantum: 
Q=18.0,6+5,6.08-+ 11,25.0,85+8,8.0,82-+ 2,75.0,7 = 4,261 Cubit- 
meter. ö 


Die mittlere Geſchwindigkeit beträgt: 
24,264 


ce: 0,803 Meter. 


Hydrometrischer Flügel Das vorzüglichfte Hydrometer ift das 
hydromet riſche Slügelrad von Woltmann, Fig. 913. Es befteht aus 
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einer horizontalen Welle AB mit 2 bis 5 ſchief gegen die Arenrichtung 
ftehenden Flächen oder Flügeln F, und giebt, unter das Wafler getaucht 


ig. 918. 


und der Bewegungsrichtung deffelben entgegengehalten, durch die Anzahl feiner 
Umdrehungen innerhalb einer gewiſſen Zeit die Geſchwindigkeiten des fließenden 
Waſſers an. Um die Anzahl diefer Umdrehungen ablefen zu können, erhält 
die Welle ein paar Schraubengänge C, und läßt man biefe zwiſchen die 
Zähne eines Rades D greifen, auf deſſen Seitenflä—en Ziffern eingravirt 
find, welche an einem feften Zeiger die Anzahl der Umdrehungen der Flügel: 
welle angeben. Um aber eine große Anzahl von Umdrehungen beobadjten zu 
önnen, wird auf die Welle diejes Zahnrades noch ein Getriebe aufgejegt, das 
in ein zweites Zahnrad Z eingreift, an dem fich, gleichjam wie am Stunden- 
weifer einer Uhr, vielfadje, 3. B. fünf- oder zehnfache der Flligelumdrehungen 
ablefen laſſen. Hat 3. B. jedes der beiden Zahnräder 50 Zähne, und das 
Getriebe deren 10, fo dreht ſich das zweite Rad um einen Zahn, während 
das erfte um fünf Zähne fortrückt, oder das Flügelrad fünf Umdrehungen 
macht. Wenn der Zeiger des erften Rades auf 12 = 10 + 2 und der 
des zweiten auf 32 fteht, fo ift hiernach die entſprechende Umdrehungszahl 
des Sg 
»=32.5+2= 162. 

Das gange Inſtrument wird mit einer Blechfahne an einen Stab gefchraubt, 
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um es bequem ins Waſſer eintauchen und dem Strome entgegenhalten zu 
können. Damit aber das Räderwerk nur während der Beobachtungszeit 
umlaufe, läßt man feine Aren in Pfannen umgehen, welche auf einem Hebel 
GO figen, der durch eine Feder niedergedrüdt wird, jo daß ein Eingreifen 
der Zähne des erſten Rades in die Schraubengänge nur fo lange ftatt hat, 
als man den Hebel mittel8 einer Schnur G@ E emporzieht. 

Die Umbdrehungszahl eines Flügels in einer gewiflen Zeit, 3. B. in einer 
Secunde, ift nicht genau der Geſchwindigkeit des Waſſers proportional, es 
läßt fi) daher auch nicht v = &. u, wo u die Umbrehungszahl, v die Ges 
Ihwindigfeit und & die Erfahrungszahl bezeichnet, ſetzen; es ift vielmehr 
zu jegen: 

v — 70 + OU, 
oder genauer: 
v—=un+ au + Pu?---, 


oder noch genauer: 
v—= ou + Vv? + Pur, 

wo v diejenige Gefchwindigfeit bezeichnet, bei welcher das Waſſer nicht mehr 
im Stande ift, den Flügel in Umdrehung zu jegen, & und ß aber Erfaß- 
rungöcoefficienten ausdrüden. Die Conftanten vo, &, 4 find fit jedes In- 
ftrument befonders zu ermitteln. Mit Hitlfe derfelben ergiebt ſich durch eine 
einzige Beobachtung die Geſchwindigkeit, doch ift e8 ficherer, deren immer 
wenigſtens zwei anzuftellen, und den mittleren Werth als den richtigen ein 


zuführen. 


Beijpiel. Wenn bei einem Ylügelrade v, = 0,03 Meter, « = 0,15 und 

— 0, alfo v = 0,038 + 0,15« ift, und man hat bei einer Beobachtung in 

einer Zeit von 80 Secunden eine Umbrehungszahl von 210 gefunden, jo ift die 
entſprechende Geſchwindigkeit des Waſſers: 
210 


v = 003 + 0,15 55 = 0,424 Meter. 


Anmertung 1. Die Eonftanten u,, « und 8 hängen vorzüglich von der 
Größe des Stoßwinkels, d. i. von dem Winkel ab, welden die Flügelfläche mit 
der Bewegungärichtung des Waflers und alfo auch mit der Axenrichtung des 
Flügels einſchließt. Um bei kleinen Geſchwindigkeiten noch ziemlich genau beob- 
achten zu können, ift e& gut, den Stoßmwinfel groß, d. i. gegen 70° zu madhen. 
Vebrigens iſt es zwedmäßig, Ylügel von verjdiedener Größe und verſchiedenen 
Stoßwinkeln zu haben, um, je nachdem die Tiefe oder die Geſchwindigkeit des 
fließenden Waſſers größer oder Heiner ifl, den einen oder den anderen anwenden 
zu lönnen. . 

Anmerlung 2. Hätte der hydrometriſche Flügel bei feiner Umdrehung Feine 
Hinderniffe zu überwinden, jo würde der Flügel AB, Pig. 914, den Weg 
CC, = CD.tang. CDC, zurüdlegen, während das Waſſer um CD fort- 
läuft, bezeichnet daher v die Geſchwindigkeit des Waflers und d den Stoßwinkel 
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OCB= CDC, deflelben, fo hat man unter diefer VBorausfegung die mittlere 
Umdrehungsgeſchwindigkeit des Flügels: 

Fia. 915. vi = v tang.d; 
dig. 914. dig. 915 es ift hiernach zu ermeffen, daß bei dem 
mittleren Flügelradiusr die Umdrehungs⸗ 
zahl des Flügelrades 
d_ __ vtang.d 





o— “gar Ins 
—9 ausfällt, und folglich direct wie die Ge⸗ 
B /. -C ſchwindigkeit v des Waſſers und wie die 
I. Ä Tangente des Stoßwinkels der Flügel, 


ſowie umgelehrt wie der mittlere Flügel⸗ 
halbmeſſer wächſt. 


Anmerkung 3. Um die Oberflächengeſchwindigkeit des Waſſers zu finden, 
wendet man auch wohl ein kleines Blechrädchen, wie Fig. 915 repräſentirt, an, 
indem man nur deſſen Untertheil ins Waſſer eintaucht. Die Anzahl der Um: 
drehungen deſſelben läßt fi) Durch ein Räderwerk genau wie beim hydrauliichen 
Flügel angeben. ' 


Bı 


Um die Couftanten oder Coefficienten eines hydrometriſchen $. 518. 
Flügelrabes zu finden, ift e8 nöthig, diefes Inftrument in fließende Wafler 
einzuhalten, deren Geſchwindigkeiten bekannt find, und die entjprechenden Um⸗ 
drehungszahlen zu beobachten. Wiewohl man eigentlid) nur fo viel Beobadj- 
tungen braucht, als Conftanten vorhanden find, fo ift e8 doch viel ficherer, 
fo viel Beobadhtungen wie möglich, und namentlich aud) bei jehr verfchiedenen 
Geſchwindigkeiten anzuftellen, weil man dann die Methode der kleinſten 
Quadrate (f. analyt. Hitlfslehren $. 36) anwenden und dadurch den Ein- 
fluß der zufälligen Beobachtungsfehler herabziehen kann. Webrigens läßt fich 
die Geſchwindigkeit des Waſſers entweder durch eine Schwimmfugel oder aud) 
dadurd) finden, daß man das Wafler in einem Aichgefäße auffärigt, und die 
darin gemeſſene Waflermenge durch das Duerprofil dividirt. Bei Anwendung 
der Schwimmkugeln ift ruhige Luft und eine gerade und gleichförmig flies 
Bende Waſſerſtrecke nöthig. Der Flügel ift an mehreren Stellen des von 
den Schwimmer ditrchlaufenen Weges einzuhalten, und es ift auch die Ge- 
nauigfeit befördernd, wenn der Durchmeſſer der Schwimmkugel ungefähr gleich 
ift dem Durchmefler des Flügelrades. 

Biele Bortheile gewährt die zweite Beftimmungsweile, wo man das Wajler, 
in welches der Flügel eingetaucht wird, in einem Aichlaften auffängt. Yu 
biefem Zwecke, und zum Juſtiren der Hydrometer überhaupt, ift es fehr gut, 
wenn der Hydraulifer über ein befonderes, aus einem Ausflußkaſten, einem 
Aichreſervoir und einem zwiſchen beiden befindlichen Gerinne beftehendes 
hHydraulifches Obfervatorium verfügen kann. Bei einem folchen ift 
ohne Umftände dem Waſſer jede beliebige Geſchwindigkeit zu ertheilen, indem 
man nicht nur den Eintritt in das Gerinne, fondern auch die Bewegung in 
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demjelben durch Einfagbretter nad; Willkür reguliren fan. Bei den Beob- 
achtungen hat man den Flügel an verjchiedenen Stellen eines Querprofiles 
im Gerinne einzuhalten, die Tiefe dieſes Profiles durch Wafferftandsfcalen 
zu meflen, und endlich das in irgend einer Zeit durcdhgelaufene Waſſer im 
unteren Refervoir zu aichen ($. 507). Den Inhalt F des Duerprofiles 
erhält man durch Multiplication der mittleren Waflertiefe mit der mittleren 
Breite, und das Waſſerquantum Q erhält man aus dem mittleren Quer⸗ 
ſchnitte GE des Aichmaßes und der Höhe s des in der Zeit £ zugeflofienen 
Waſſerquantums durch die Formel 


=; 
t 
aus Q und F folgt zuletzt die mittlere Waſſergeſchwindigkeit 
2. 
F' Ft: 


Die entfprechende Umdrehungszahl u des Flügels ift das Mittel aus allen 
Umdrehungen, welche man erhält, wenn man das Inftrument in verfchiedenen 
Breiten und Tiefen bes ausgemeflenen Duerprofiles einhält. 

Hat man nım bei einer Verſuchsreihe die mittleren Geſchwindigkeiten v,, 
da, vz u. ſ. w. und die entfprechenden Umbrehungszahlen gefunden, jo erhält 
man durch Subftitution in dev Formel: 


v=u+t am 

oder in der genaueren: 

v=ou + Vo + Bu 
fo viel Beitimmungsgleihungen für die Sonftanten v,, a, B, als Beobach⸗ 
tungen angeftellt worden find, und man kann nun hieraus die Conftanten 
felbft finden, indem man entweder das 8. 36 der analytiichen Hülfslehren 
angegebene Berfahren anwendet, ober indem man biefe Gleichungen in fo 
viel Gruppen theilt, al8 unbefannte Conftanten vorhanden find, und biefe 
durch Addition zu jo viel Beſtimmungsgleichungen vereinigt, als zur Ermit⸗ 
telung von ©, & und nad) Befinden 4, nöthig find. 

Unter der VBorausfegung, daß die paffiven Widerftände des Inftrumentes 
Klein genug find, um fie außer Acht laſſen zu können, läßt fih v = au 
fegen und & dadurch finden, daß man das Ylügelvad im ftillftehenden Waſſer 
fortbewegt und hierbei die Anzahl n —= ut der Umdrehungen beobadıtet, 
welche e8 bei Durchlaufung eines Weges s — vi macht. Es iſt dann: 

v vi 8 


u ve nn 


Anmerlungi. Wenn man die einfadgere Formel v — v, + au zu Grunde 
legt, jo bat man nad der Methode der ; Meinten Quadrate (j. analyt. Hülfs- 
lehren $. 86): 
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_ Z{u2) F(v) — F(u) F (vv) 
do = Fu) — Zu) zw MP 
n>Z(ur) — Z(u) I (v) 
nZ(u?) — F(u) z(u)’ 


unter n die Anzahl der Beobadytungen verftanden. 


de = 


Beilpiel. Man hat mit einem Kleinen bydrometriichen Flügel bei den Waſſer⸗ 
geihwindigfeiten: 
v = 0,163; 0,205; 0,298; 0,366; 0,610 Meter 
die Umdrehungszahlen pro Secunde: 
u — 0,600; 0,835; 1,467; 1,805; 3,142 
beobachtet, und joll nun die diefem Flügel entſprechenden Gonftanten beftimmen. 
Mit Hülfe der in der Anmerkung gegebenen Formel folgt, da 
Z (u?) — 0,602 + 0,8352 + 1,4672 + 1,8052 + 3,1422 — 16,339, 
Z(v) — 0,168 + 0,205 + 0,298 + 0,366 +4 0,610 — 1,642, 
Z(u) = 0,60 4 0,835 + 1,467 + 1,805 + 3,142 = 7,849, 
zZ (wv) — 0,60.0,163 + 0,835 .0,205 + 1,467.0,298 + --- = 3,283 
und n = 5 if: 
u. — 16,399.1,642 — 7,849.3,283 _ 1,0603 _ 
o — 5. 16,339 — 7,8492 20,09 
vu 5. 3,283 — 7,849 . 1,642 _ 3,527 — 0.1756 
5.16,339 — 7,8492 20,09 ’ i 
daher gilt für dieſes Inſtrument die Formel: 
v = 0,053 + 0,1756 u. 
Sest man hierin nach einander für u die Werthe: 
0,60; 0,885; 1,467; 1,805; 3,142, 
fo folgen durch Rechnung für v die Werthe: 
0,158; 0,200; 0,310; 0,370; 0,605, 0 
aljio höchſtens um 12 Millimeter verfehieven von den wahren Werthen der Ge⸗ 
Ichwindigkeit v. 


Anmerlung 2. Man kann aud nad Zapointe das hydrauliſche Flügelrad 
in eine cylindriſche Röhre einjegen, und fi) von demfelben die Geſchwindigkeit des 
durchfließenden Waſſers angeben lafien. Der Zählapparat kann dann außerhalb 

Fig. 916 des Waflers ftehen und mit dem Rade durch eine 
BR ftehende Welle in Verbindung gejegt werden. La⸗ 
pointe nennt diejes Inftrument une tube jau- 
geur (j.Comptes rendues T.XXV, 1848; aud) 
Polytechn. Gentralblatt 1847). Fig. 916 führt 
eine ideelle Darftellung des hydrometriſchen Ylügel- 
rades in einer Röhre vor Augen. Das Flügelrad 
ACB jest auch hier mittels Schraube ohne Ende 
eine Welle DE in Umdrehung; die letztere ift aber 
mittelß einer Stopfbüchje Z' aus der Röhre RR, 
in welder das zu mefiende Wafler fließt, in das 
Gehäuje @ H des Zählapparates geführt, deflen 
innere Einrichtung jehr verſchieden jein kann. 





won — — — — — — —— 
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Anmerkung 3. In Frankreich fängt man erſt ſeit Kurzem an, dem hydrau⸗ 
liihen Flügelrade die nöthige Aufmerfjamfeit zu ſchenken. Wir finden eine aus: 
führliche Abhandlung Über dieſes Inſtrument in den Annales des ponts et 
chaussees, T. XIV, 1847, von Baumgarten, und einen Auszug hiervon im 
Polytechniſchen Eentralblatte, 1849. Herr Baumgarten empfiehlt befonders die 
Schraubenflügel, und macht bierzu noch manche Bemerkungen, vie mit den von 
uns allerdings jchon längft gemadten Erfahrungen ganz im Einklange ftehen. 
Ein neues bydrometrifches Flügelrad mit einer langen Schraube und ohne Räder 
bejchreibt Boileau in feinem Traite de la mesure des eaux courantes. 


Pitot’sche Röhre. Die übrigen Öydrometer find unvollkommener ale 
der hydrauliſche Flügel, denn fie gewähren entweder weniger Genauigken, 
oder fie find umftändlicher im Gebrauche. Das einfachfte Inftrument diefer 
Art ift die Pitot'ſche Röhre. Im feiner einfachften Geitalt befteht es in 

Fig. 917. einer gläjfernen Knieröhre ABC, Fig. 917, welde 
fo ins Waſſer gehalten wird, daß der untere Theil 
derjelben horizontal und dem Waſſer entgegen zu ſtehen 
kommt. Durch den Wafferftoß wird nun in dieler 
Röhre eine Waſſerſäule zurücgehalten, die über das 
Niveau des äußeren Waſſerſpiegels zu ftehen kommt, 
— —rnnd die Erhebung DE diefer Waflerfäule fällt um 
— — se, fo größer aus, je größer der Stoß oder die ihn er 
zeugende Geſchwindigkeit des Waſſers ift; es kann 
daher auch umgekehrt diefe Erhebung oder Niveaubdifferenz als Maß der 
Geſchwindigkeit des Waſſers dienen. Segen wir diefe Erhebung DE über 
den äußeren Waflerfpiegel — A, und die Geſchwindigkeit des Waflers S v, 
jo können wir, wenn u eine Erfahrungszahl bezeichnet, 





.v? 
— 
ſetzen, und daher umgekehrt 
v — u V 29% oder einfacher 
v—=YyVh. 


Um die Conftante 9 zu finden, hält man das Inſtrument an einer 
Stelle ins Waſſer, wo die Geſchwindigkeit v, bekannt ift; zeigt fid) hier die 
Erhebung — h,, jo hat man für die Conſtante YP — Tr welche num in 

1 
anderen Fällen, wo die Geſchwindigkeit mit diefem Inſtrumente gefucht 
werden fol, zu gebrauchen ift. 

Um das Ableſen der Höhe A zu erleichtern, läßt man das Inftrument aus 
zwei Röhren AB und CD beftehen, und wie Fig. 918 zeigt, aus der einen 
ein Röhrchen Z in ber Etromricjtung, aus der anderen aber zwei Röhrchen 
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F und Fi rechtwinkelig gegen die Stromrichtung, durch beide Röhren aber 
einen einzigen Hahn H gehen, womit man die Waſſerſäulen in beiden 
Röhren abfperren kann. Zieht man das Inftrument 
Fig. 918. 

aus dem Wafler heraus, jo Tann man bequem an 
einer zwifchen beiden Röhren befindlichen Scala die 
Differenz KL = h der beiden Waſſerſäulen ablefen. 
Damit das Waſſer in der Röhre keine großen Schwan 
fungen annehme, ift e8 nöthig, den Röhren enge 
Einmündungen zu geben, und damit das Abjperren 
"der Röhren ſchnell und ficher vor ſich gehen könne, 
verfieht man den Hahn mit einem Arme ımd einer 
in der Figur größtentheild punktirten Zugftange 7 S, 
welche oben nahe an der Handhabe des Yuftrumentes 

ſich endigt. 

Anmertung 1. Wenn aud die Pitot’jhe Röhre 
nicht die Genauigkeit gewährt wie das hydrometriſche Ylügel- 
rad, jo ift fie doch wegen ihre einfachen Gebrauches ein 
ſehr zu empfehlendes Inftrument. Der Berfafler handelt 
im Polytechniſchen Eentralblatte, 1847, etwas jpecieller von 
diefem Inſtrumente, und theilt auch dafelbft eine Reihe von 
Erfahrungszahlen und die darauf gegründete Beſtimmung 
des Goefficienten y mit. Bei jeinem Inftrumente ift für Ge⸗ 
ſchwindigkeiten zwiſchen 0,32 und 1,24 Meter, v —8545V A 
Meter zu ſetzen. 

Anmerlung 2. Duchemin empfiehlt eine Bitot’fche 
Röhre mit Schwimmer. Da diejelbe zienli weit fein 
muß, fo giebt fie eine nicht unbeträchtliche Stauung, wes⸗ 
halb fie in engen Canälen nicht zu gebrauden ift (fiehe 
Duchemin: Recherches experim. sur leslois de la resistance des fluides). 
Boileau beichreibt in dem oben ($. 439) citirten Werke eine neue Pitot'ſche 
Röhre mit einem Fleinen Aichgefäße, wodurch die Gejchwindigfeit des fließenden 
Waſſers mitteB der Waflermenge, welche daS letztere über den Wafleripiegel drüdt, 
gemefien wird. 
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Stromquadrant. Der Stromquadrant oder das hydrometrifche $. 520. 

Pendel ift vorzüglich von KLimenes, Michelotti, Gerftner und Eytel- 

Fig. 919. wein zum Meilen ber Geſchwindigkeit fließender 
Waffer angewendet worden. Dieſes Inftrument be- 
fteht aus einem in Grade und feinere Theile ein- 
getheilten Onadranten AB, Fig. 919, und aus einer 
im Mittelpunftte C deſſelben mittel8 eines Fa⸗ 
dens aufgehängten Metall» oder Effenbeintugel X 
=, = von 5 bis 6 Centimeter Durchmefler; e8 giebt bie 
=, u Gefchrwindigkeit des Waflers durch den Winkel ACH 
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an, um welchen der von der Kugel gefpannte Faden von der Berticalen CA 
abweicht, wenn man die Ebene des Inftrumentes in die Richtung bes 
Stromes bringt, und die Kugel unter das Waller tauchen läßt. Da der 
Winkel nicht leicht 40 und mehr Grabe beträgt, fo giebt man dieſem In⸗ 
firumente oft nur die Form eines vechtwinfeligen Dreiedes und bringt die 
Gradtheilung auf der horizontalen Kathete deffelben an. Zum Einftellen 
der Inder oder Nulllinie in die Verticale wendet man am beften eine oben ' 
auffigende Röhrenlibelle an, oder man bedient fich dazu der Kugel felbft, 
indem man diefelbe außerhalb des Waflers hängen läßt und das Inftrument 
jo lange dreht, bis der Faden in die Nulllinie der Eintheilung fällt. Bei 
Geſchwindigkeiten unter 1 Meter kann man ſich einer Elfenbeinfugel, bei 
größeren Gefchwindigkeiten muß man fi) aber fchwerer Metalltugeln be: 
dienen. Wegen der fteten Schwankungen der Kugel in der Bewegungs 
richtung des Waſſers ſowohl als auch rechtwinfelig gegen die Stromrichtung 
ift das Ablefen ziemlich beſchwerlich und läßt viel Unjicherheit zurück; es iſt 
daher dieſes Inftrument nicht zu den vollkommneren zu zählen. 


Die Abhängigkeit zwiſchen dem Ablenfungswinfel und der Geſchwindigkeit 
des Waſſers läßt ſich bei einer nicht jehr tief eingetauchten Kugel auf folgende 
Weife ermitteln. Aus dem Gewichte G der Kugel und aus dem mit dem 
Duadrate der Gefchwindigfeit v und dem Duerfchnitte F der Kugel gleid)- 
mäßig wachſenden Waflerftoße P —= uwFv? folgt eine Mittelkraft AR, deren 
Richtung aud) der Faden annimmt, und welche beftimmt ift durd) den Ab- 
lenkungswinkel o, für den man hat: 


urv: 
G ’ 





pP 
tang. d * 5 — 


es iſt daher auch umgekehrt: 


v ⸗ —— Nu = VS Vin, tang. 6, 


v —= U V tang.d, 


wenn V einen Erfahrungscoefficienten bezeichnet, den man vor dem Gebrauche 
auf dem oben angegebenen Wege ($. 518) zu ermitteln hat. 


d. i.: 


Rheometer. Die übrigen Hydrometer, als: Lorgna's Waſſerhebel, 
Ximenes' Waſſerfahne, Michelotti's hydrauliſche Schnellwage, 
Brünning's Tachometer, Poletti's Rheometer u. ſ. w., ſind im 
Gebrauche umſtändlicher und zum Theil auch unſicher. Das Princip iſt bei 
allen diefen Inftrumenten daſſelbe; diefe Inftrumente find aus einer Stoß⸗ 
fläche und einer Wage zuſammengeſetzt, und es dient die legtere dazu, den 
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Stoß P des Waffers gegen die erftere anzugeben; da diefer aber — u Fv? 
ift, fo hat man umgekehrt: 


pP 


wo % eine von der Größe der Stoßfläche F' abhängige Erfahrumgsconftante 
bezeichnet. 

Das Rheometer, weldyes in der neueren Zeit von Poletti vorgefchlagen 
wurde, und im Wefentlichen nicht von Michelotti's hydrometriſcher Schnell- 
wage abweicht, befteht aus einem um eine fefte Are C drehbaren Hebel AB, 
Fig. 920, und einem dazu fenfrecjten Arme CD, an welchen die Stoßfläche oder, 

Fig. 920. nad) Poletti, ein bloßer Stoßftab angefchraubt wird. 
Um dem Stoße des Waſſers gegen diefe Fläche das 
Gleichgewicht zu halten, werden in die am Hebelende 
A hängende Blechbüchſe Gewichte oder Schrotlörner 
eingelegt, und um die leere Wage im ftillftehenden 
Waſſer ind Gleichgewicht zu fegen, ift bei B ein 
Gegengewicht angefegt, welches das äußerfte Ende des 
Armes CB ausmacht. Aus dem aufgelegten Gewichte 
@ folgt die Stoßkraft P mitteld der Hebelarme 
CA=a und CF=-b, durd) die Formel Pb= Ga, 
weshalb num 


P aG 
, Fund v ur VE vVa@ 


ift, wo J wieder eine Erfahrungsconftante bezeichnet. 

Ein nad) demjelben Principe conftruirtes Hydrometer, wo dem Wafferftoß 
durch die Kraft einer Feder das Gleichgewicht gehalten wird, beſchreibt Boi⸗ 
leau in feiner Abhandlung über das Waſſermeſſen. 


Anmertung 1. Ueber die letzteren Hydrometer wird ausführlicher gehandelt 
in Eytelmwein’3 Handbuch der Mechanik feiter Körper und der Hybraulif, ferner 
in Gerſtner's Handbuch der Mechanik, Bd. Il., in Brünning’s Abhandlung 
über die Geſchwindigkeit des fließenden Waflers, in Benturoli’3 Elementi di 
Meccanica e d’Idraulica, Vol. II. Wegen Poletti's Rheometer ift in Ding- 
ler’3 BPolytehn. Journal, Bd. XX., 1826, nachzuſehen. Stevenjon’s Hybdro- 
meter ift ver Woltmann'ſche Flügel, J Dingler's Journal, Bd. LXV., 1842. 
Die nad Art der NReactionsräder conjtruirten Hydrometer und Gasuhren werben 
im folgenden Gapitel abgehandelt. 


Anmerlung2. Ein beſonders aud zum praktiſchen Gebraude zu empfehlendes 
Werk ift die Hydrometrie over praktische Anleitung zum Wafjermefien, von 
Bornemann, Freiberg 1849. Der Schrift von Boileau if ſchon wiederholt 
gedacht worden (f. $. 489 u. |. w.). 
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Neuntes Capitel. 


Von der Kraft und dem Widerftande der Flüſſigkeiten. 


$. 522. Reaction des Wassers. Der Gefammtbrud des in einem Gefäße 


ſtillſtehenden Waſſers reducirt ſich nad) 8.389 auf eine dem Gewichte dieſer 

Waſſermaſſe gleiche Verticalkcaft; wenn aber das Gefäß AF, Fig. 921, 

Fig. 921. eine Oeffnung F' hat, durch welche 

das Waffer ausfliegen kann, fo erleis 

det diefe Kraft eine Veränderung, und 

zwar nicht allein, weil in Fein Theil 

der Gefäßwand ausfällt, fondern auch 

deshalb, weil das der Mündung zu- 

fließende Waſſer wie jeder andere 

Körper, der feinen Bewegungszuftand 

ändert, vermöge feiner Trägheit rea⸗ 

girt. Da die Aenderung in dem 

Bewegungszuſtande eines Körpers 

ſowohl auf die Geſchwindigkeit wie 

auf die Richtung der Bewegung fid) erftreden kann, fo kann aud) die Re- 

action des außfliegenden Waſſers ebenfowohl aus einer Beſchleunigung wie 

aus einer Richtungsänderung des der Mündung zuftrömenden Waſſers 
hervorgehen. . 

Auf folgendem Wege gelangt man zur Kenntniß der vollftändigen Re— 
action des außfließenden Waſſers. 

Es fei c die Geſchwindigkeit des durch die Mündung F fließenden Baffers, 
€, die relative Geſchwindigkeit des Waſſers an der Oberfläche bei A, @ ber 
Inhalt diefer Fläche und A die Deadiiie AD in der Ausmilndung. Dann 
haben wir: 


5 =h+ z 
und das Ausflußquantum: 
Q=Fe= Ga. 
Denten wir das Gefäß AF, Fig. 921, mit einer Geſchwindigkeit o 
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horizontal fortgehend, fo müſſen wir für die abfolute Gefchwindigfeit cz 
bes eintretenden Waflers: 
g=a+tm, 
und bei dem Neigungswinfel EF'c — « der Strahlare gegen den Horizont, 
für die abjolute Geſchwindigkeit w des austretenden Strahles: 
w? — c? + 92 — 2cv cos. jeben. 
Nun ift das Arbeitsvermögen des Waſſers vor dem Ausfluſſe: 


L= a4) =(f +) or 


dagegen das Arbeitsvermögen deffelben nad, dem Ausflufle: 
2 


_W __ ct + v2 — 2c0vc08.% 


daher folgt das dem Waſſer entzogene und auf das Gefäß übertragene Ar- 
beitsquantum: 








c? — c? 2 cv cos. 0 
L=L—-L= AZ een) 07. 
e c 
oder, da 29 — ST a ift: 
Cv C0S.& 
L= 07; 


und hiernach die horizontale Componente der Reaction des Waffers 


L __ ec cos.& 
A— »— — 97. 
Setzt man hierin Q = Fe und aus 


2.02 
Tea aa) Er 
fo erhält man: 


e__h_ 
J— 
G 

c cos.& 


H= TG. —— Foy=2 5, Fr 00.0 = 2Fy on.u 


ben Werth: 


1-(%) 

Iſt F Hein gegen G, fo folgt: 

H=2hFycos. a 
und bei einem horizontal gerichteten Strahle (Fig. 922): 
H=2hFy. 

Es ift alfo die Reaction eines horizontalen Strahles gleid) 
dem Gewichte einer Waſſerſäule, welche den Querfchnitt des 
Strahles zur Bafis und die doppelte Gefchwindigfeitshöhe (2 7) 
zur Länge hat. 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 73 
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Anmerkung. Gin Engländer, Peter Ewart, hat in der neueren Zeit die 
Kictigteit dieſes Geſehes burd) Verſuche zu beftätigen gejudt (j. Memoirs of the 
Manchester Philosophical Society, Vol. II., oder den „Ingenieur, Zeitfärift 
für das gefammte Ingenieurwefen“, ®b. 1). Hierbei wurde das Gefäß HRF, 


Fig. 922. 


’ 


Fig. 922, an eine horizontale Are C gehan: 
gen, und die Reaction durd) eine Wintelgebel: 
mage ADB gemefien, auf welche das Gefäß 
mittels eines horijontalen Stabes GA wirtte, 
der fid) genau der Mündung 7’ gegenüber, an 
das Gefäh anftemmte. Beim Ausflufe durd 
eine Mündung in der dünnen Wand ergab fh: 
v2 
P=u.n, Fr. 
Segt man den Strahlquerjänitt 

F=064.F 
und die effective Ausflußgeſchwindigleit 

v = 0,86» 
(1. $: 432), fo erhält man nad} der theoreti- 
ſchen Formel: 


2 
P=2.8.59=2.008.04. 5 87 = 11877 Fy 
alfo ziemlich dafjelbe, was die Berfudhe gegeben Haben. Bei einer nad) dem can 
. 2 
trahirten Waflerftrable geformten Mündung wurde P = 1,78. Fr der Aus ⸗ 


fluß⸗ oder Geſchwindigkeitscoefficient aber = 0,94 gefunden. Da hier Fi = F 
und v, = 0,94v ift, jo hat man theoretiſch: 


2 
P=2.090 2, Fy= 17. 


E) 
ar 


alfo wieber eine gute Uebereinftimmung. 


8.523. Denkt man ſich das Ausflußgefäß AF, Fig. 923, mit einer Gefchwindig- 
feit v vertical aufwärts bewegt, jo hat man für die abfolute Geſchwin⸗ 


Fig. 923. 


I 


_@®+0— 2cvsina 


digteit des eintretenden Waſſers: 
g=v—a 
und dagegen fir die des ausfließenden, 
bei der im vorigen Paragraphen ge: 
brauchten Bezeichnung: 
wc? + v?—2cvecos.(90°—a) 
=c+ v!—2cvsin.o. 
Es ift hiernach das ganze Lei⸗ 
flungsvermögen der Wafjermenge Q 
Secunde: 


pr. e: 
2 (ZER + n)on 
dagegen das des abfließenben Waſſers: 


27 ar. 
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und folglic, die mechanifche Arbeit, welche das Waſſer dem Gefüge mit- 
getheilt hat: 

2 — IC, — ci in. 
L=n—- „=fatra Ze tr 2evsin.a 


29 + n) 22 


oder da — — in: 
2 29° 
L _ (esin.a — 6) 


9 
und die entjprechende Berticalkraft: 
IL __ esin.a — 5 F\e 
== 2 9, = (sine 7 5 87 


— (sin a — 


QY; 


F\ e? . F 
G fr = (sin. 7 .2hFYy. 


Iſt die Ausflußmündung Hein gegen die Oberfläche G, fo hat man 


F_ O und daher die verticale Componente der Reaction: 


G 
V=2hFysin.o. 
Nach dem vorigen Paragraphen hat man aber die horizontale Komponente 
diefer Kraft: 
H=2hFy.cos.o, 
daher iſt die vollftändige Reaction des Waflers: 
R=Vr?+M=2hFy, 
und die Richtung derjelben der Bewegung des ausfliegenden Waſſers genau 
entgegengejett. | 
St FG, fließt 3. B. das Waſſer durch eine überall gleichweite 


Röhre, jo hat man F — 1 und daher: 


G 
V= (sing —1).2kFy=— (1 — sin.o)..2hFy; 
dann wirkt alfo P nicht nach oben, fondern nad) unten. 
Dig. 924. Für & = — 90°, d. i. wenn die Röhre einen 


A _B Halbkreis bildet, hat man 
[:; B=0my—-R=—(1 +G)2hFr 


welcher Iegtere Werth flir F— 6 libergeht in: 
V=R=—4hFy. 
It a — + 90°, hat man es aljo mit dem Aus- 
flufle, Fig. 924, zu thun, fo ift: 


H=0ım P=R=(1 -7) 2hFy, 





73* 
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. F 
folglich für 538 0: 


V=R=2hFy 
Um biefe Kraft wird das ganze Gewicht des im Ausflußapparate befind- 
lichen Waflers vermindert, wenn das letztere zum Ausfluffe gelangt. 


Stoss und Widerstand des Wassers. Das Wafler oder eine an- 
dere Hlüffigfeit übt gegen einen feiten Körper einen Stoß aus, wenn fie 
mit diefem zufammentrifft und dadurch in ihrem Bewegungszuftande ver- 
ändert wird. Don dem Stoße ift der Widerftand, welden das Wafler 
der Bewegung eines Körpers entgegenjegt, nicht wefentlich verfchieden. Dan 
unterfcheidet zunächſt von einander: 1) den Stoß ifolirter Wafjer- 
ftrahlen, 2) den Stoß im begrenzten Waffer oder Gerinne, und 
3) den Stoß im unbegrenzten Waſſer. Ein Stoß der erften Art 
findet flatt, wenn fid) dent aus einem Gefäße ausfließenden Waſſerſtrahle 
ein Körper, z. B. die Schaufel eines oberichlächtigen Waſſerrades entgegenftellt; 
ein Stoß der zweiten Art tritt ein, wenn das Waffer in einem Canale oder 
Gerinne gegen einen, den Querſchnitt des legteren ganz ausfüllenden Körper, 
3. B. gegen die Schaufel eines unterfchlächtigen Waſſerrades trifft; die dritte 
Art kommt endlich vor, wenn ein fließendes Waller gegen einen in baflelbe 
eingetauchten Körper trifft, deſſen Querjchnitt nur ein fehr Eleiner Theil iſt 
vom Duerjchnitte des Waflerftromes, wie z. B. wenn e8 gegen die Schaufeln 
eines Schiffmühlenrades ftößt. 

Uebrigens ift zu unterfcheiden, der Wafferftoß gegen ruhende und ber 
gegen bewegte Körper, ferner der Stoß gegen Irumme Flächen um 
der gegen ebene Flächen, und bei legterem wieder, der ſenkrechte und 
der ſchiefe Stoß. 

Wir betrachten gleich einen allgemeineren Fall, nämlich den Stoß eines 

Sig. 995. iſolirten Strahles gegen eine Rota⸗ 
tionsfläche, welche ſich im ihrer 
eigenen, mit der Bewegungsrichtung 
des Strahles zuſammenfallenden Are 
bewegt. 


Stoss isolirter Strahlen. €8 
ji BAB, Fig. 925, eine Rota- 
tionsfläche, AP ihre Are und FA 
ein in ber Richtung diefer Are an⸗ 
treffender Wafferftrahl; fegen wir die 
Geſchwindigkeit des Waller — c, 
die der Fläche — v und den Winkel 
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BT P, welden die Tangente DT am Ende B ber Erzeugungscurve oder 
jeder die Fläche verlaffende Waflerfaden BD mit der Arenrichtung BE 
einschließt, — &, nehmen wir endlich nod) an, daß das Waſſer beim Hin⸗ 
laufen an der Fläche durch Reibung an Tebendiger Kraft nichts verliere. 
Das Wafler trifft die Fläche mit der relativen Gefchwindigfeit ce — v und 
geht daher auch mit diefer an der Fläche Hin, entfernt ſich alfo auch mit 
derfelben in den Zangentialrichtungen TB, TB u. f. w. von der Fläche. 
Aus der Tangentialgefchwindigkeit BD — c — v und der Arengeichwindig- 
fit BE —= v ergiebt ſich aber die abjolute Geſchwindigkeit BC — cı des 
Waflers nad) dem Zuſammenſtoße mit der Fläche durch die befannte Formel: 


ci =Vle— v2 +2(ce — v) vco.a + v. 


Nun Tann aber ein Wafferquantum Q durch ſeine Iebendige Kraft die 
2 
mechanifche Arbeit 5 - Qy verrichten, wenn es hierbei feine Geſchwindigkeit 


c vollfommen zufegt;. es ift demnach, auch das im Waſſer zurückbleibende 
c’ 








Ürbeitsvermögen — 29° Qy, folglich die auf die Fläche übertragene Arbeit: 
Pr=; Q =. Qr 
_ [e? — (ce — v)? — ne — v) vcos.0 — v?] 0y 
_ 2cv — 202 =. — v) v.cos.a Oybi: 
Pv=(1 — cos. «) e— m» 97, 
und die Kraft oder der Wafferftoß in der Arenrihtung: 
P=(1 — cos. a) ® 7 ie 9Y. 
Geht die Fläche dem Waſſer mit der Gefchwindigfeit v entgegen, jo 
hat man: 
P=(1-— cos. a) r . Qy, 


und ift diefelbe ohne Bewegung, alfo v —= 0, fo ftellt fich der Stoß oder 
hydrauliſche Arendrud 


P=(1 — cos.e) r Qy 


heraus. 

Es folgt hieraus, daß der Stoß einer und derfelben Waſſermaſſe 
unter übrigens gleichen Umftänden der relativen Geſchwindig— 
teit c Tv des Waſſers proportional ift. 
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Aus dem Inhalte F des Querſchnittes vom Waſſerſtrahle folgt das zum 
Stoße gelangende Wafferquantun Q = F (c Tv); daher: 


P=( un.) ER, 
und firo— 0: 
P=(l m) F/. 


Bei gleichem Querſchnitte des Strahles wächſt alſo hiernach 
der Stoß gegen eine ruhende Fläche wie das Quadrat der Ge— 
ſchwindigkeit des Waſſers. 


Stoss gegen ebene Flächen. Der Stoß eines und deſſelben Waſſer⸗ 
ſtrahles hängt vorzüglich von dem Winkel © ab, unter welchem das Waller 
nad) dem Stofe ſich von der Are entfernt; er ift Null, wenn dieſer Wintel 
— Null if, und dagegen ein Maximum, nämlich 


Pr = 2°4 9, 





9 
wenn diefer Winfel 180°, alfo defien Cofinus = — 1 ausfällt, wo das 
Fig. 926. Fig. 997. Waller, wie Fig. 926 repräfentict, 


in der entgegengefegten Richtung die 
Fläche verläßt, in welcher e8 dieſelbe 
trifft. Ueberhaupt iſt derſelbe bei 
P_ concaven Flächen größer als bei 
converen, weil dort der Wintel 
ftumpf, alfo der Gofinus negativ 
ausfällt. 
Am häufigften ift die Fläche, wie Fig. 927 vorftellt, eben, und daher 
«= 90%, alfo cos.« — 0 und der Stoß 


bei einer ruhenden Fläche: 





Pp—=! v=lry-2-2 mar 
7" g 29 *. 


Der Normalſtoß des Waſſers gegen eine ebene Fläche iſt alſo 
gleich dem Gewichte einer Waſſerfäule, welche zur Baſis den 
Querſchnitt F des Strahles und zur Höhe bie zweifache Ge— 


ſchwindigkeitshshe n=2- 5) hat. 


Die hierüber angeftellten Verſuche von Michelotti, Bince, Langsdorf, 
Boſſut, Morofi und Bidone haben ziemlich zu dem nämlichen Ergebniffe 
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geführt, wenn der Querſchnitt der geftoßenen Fläche mindeſtens 6mal fo 
groß war, als der des Strahles, und wenn diefe Fläche wenigftens zweimal 

Fig. 928. jo weit von der Ebene der Ausfluß- 
mündung abftand, als die Strahldide 
maß. Der Apparat, welcher hierbei 
in Anwendung gelommen ift, beftand, 
ähnlich wie Poletti's Rheometer 
($. 521), in einem Hebel, welcher 
auf der einen Seite den Waſſerſtoß 
aufnahm, dem durch Gewichte auf 
der anderen Seite da8 Gleichgewicht 
gehalten wurde. Das Inſtrument, 
welches Bidone angewendet hat, ift 
in Sig. 928 abgebildet. BC ift die vom Strahle FA geftoßene Fläche, 
@ bie Wagfchale zur Aufnahme von Gewichten, ferner D die Drehungsare 
und K und Z find Gegengewichte. 


Anmerkung. Die ausführlihften Verſuche über den Waflerftoß find von 
Bidone S. Memoire de la Reale Accademia delle Scienze di Torino. 
T. XL. 1838. Sie wurden bei einer Geſchwindigkeit von mindeftens 27 Fuß 
und an Meifingplatten von 2 bis 9 Zoll Durchmeſſer angeftellt. Im Allgemeinen 
fand Bidone den Normalftoß gegen eine ebene Fläche etwas größer al8 2 F’hy, 
doch ift dieſe Abweichung wohl einer Vergrößerung des Hebelarmes beizumefien, 
weldhe durch daB zurüdfallende Wafler erzeugt wurde. S. Duchemin: Recher- 
ches experimentales sur les lois de la resistance des fluides (ins Deutſche 
überfegt von Shnuje). Wenn die geftoßene Fläche der Mündung ganz nahe 
war, fo fiel bei Bidone P nur 1,5 F'hy aus. Wenn ferner die Fläche mit 
dem Strahle gleihen Querſchnitt hat, in welden Falle das Wafler nur um einen 
ipigen Winkel © abgelenkt wird, jo ift nah du Buat und Langsdorf, P nur 
— Fhy. Endlich hat fi) auch bei Bidone und Anderen ergeben, daß der Stoß 
im erften Augenblide beinahe noch einmal jo groß ift, als der permanente Stoß. 
Vergleichende Verſuche Uber den Stoß und die Reaction des Waflers mit Hülfe 
eine® Reactionsrades find von dem Berfafler angeftellt worden, fiehe deflen 
„Experimentalhydraulik“, jowie den „Eivilingenieur” Bd. I. 1854. 

Durch neuere Verſuche über den Stoß ifolirter Luft- und Waflerftrahlen (fiehe 
„Eivilingenieur”, Bd. VII. Heft 5, und Bd. VIII. Heft 1) hat der Verfaſſer ge- 
funden, daß der effective Stoß eines ijolirten Luft- oder Waflerftrahles gegen eine 


normale Ebene 92 bis 96 Procent der theoretiihen Kraft P = ey, daß 


dagegen der Stoß eines ſolchen Strahles gegen eine hohle Rotationzflädhe, welche 
die Richtung des aufichlagenden Strahle® um # = 134 Grad abänbgrt, nur zu 


83 bis 88 Procent der theoretiiden Kraft P=c (l — cos.d) * ausfaͤllt. 


— 








8. 527. 


1160 Siebenter Abſchnitt. Neuntes Capitel. [$. 527. 
Maximalarbeit des Stosses. Die mehanijche Arbeit 


— * 


des Stoßes hängt vorzüglich von der Seidmindigfeit v der geſtoßenen Fläde 
ab; fie iſt z. B. Null, nit nur fir v — e, fondern aud) für v — 0; & 
muß daher zwiſchen c und O auch eine Gefchwindigfeit geben, bei welcher die 
Ürbeit des Stoßes ein Marimum. ift. Offenbar kommt es hierbei nur 
darauf an, daß (c — v)v zu einem foldjen wird. Sehen wir c als den 
halben Umfang eines Rechteckes und v als die Grundlinie deſſelben an, fo 
haben wir für defien Höhe — c — v und für deſſen Inhalt = (ce — v)r; 
num bat aber unter allen Rechtecken das Duadrat bei gegebenem Umfange 
2c den größten Inhalt, e8 ift daher aud) (ce — v) v ein Maximum, wenn 


Pv=(l — cos. e=m?r 


e—-v=v d. i. v =, gemacht wirb*), und wir erhalten jo den 


Marimalwerth der Arbeit des Wafferftoßes, wenn die Fläche mit 
der halben Geſchwindigkeit des Waffers ausweicht, und zwar: 


Pv—=(1— cos.a) - Yy- Er 9 = (1 — cos.0) . 1a Qhy 


Sf nun & — 180°, wird aljo die Bewegung des Waſſers durch den 
Anftoß die entgegengefegte, jo hat man allerdings die Arbeit 
=2.1,Qhy= Qhy; 
ift aber & — 90°, wie beim Stoße gegen eine ebene Fläche, fo ftellt fich 
diefe Arbeit nur 3 QRy heraus, es wird alſo im legteren Falle von der 
ganzen disponiblen oder der Iebendigen Kraft des Waſſers entfprechenden 
Arbeit nur die Hälfte gewonnen oder auf die Fläche übertragen. 


Beifpiele 1) Wenn ein Waflerftrahl von 0,03 Quadratmeter Querſchniti 
eine Waflermenge von 0,1 Gubitmeter pro Secunde liefert und gegen eine ebene 
Fläche normal ftößt, welche mit 2 Meter Geſchwindigkeit ausweicht, jo if bie 
Stoßkraft: 

P— 0— 5 2) Ser 0,1. 1000 — 18,59 Kilogramm, 
und die auf hie Fläche übertragene Arbeit: 

Pv = 1359 . 2 = 27,18 Meterlilogramm. 


Die marimale Leiftung wird bei einer Geſchwindigkeit = — = 1,67 Wear 





zu erwarten fein, und zwar: 


2 . 
L= 1697 = 05.339 . 0,051 .0,1.1000 = 28,28 Meterfilegramn, 





*) Die Differenzialrehnung giebt einfacher das Marimum von Po durd: 


Dee — v)v _ nm _ ec 
30 =c v=0, tv=Z 
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der entiprechende Stoß oder hydrauliſche Drud beträgt: 
P= 28,28 — 16,93 $ilogramnı. 


2) Wenn ein Strahl FA, Fig. 929, von 0,04 Qugdratmeter Querfchnitt und 

Fig. 929 12 Meter Geſchwindigkeit gegen einen unbeweglichen 

1 Kegel von dem Lonvergenzwintel BAB —= 100° 

ſtößt, jo iſt der hydrauliſche Drud in der Richtung 
des Strahles: 


P=(1-— c08.«) < QJy 

= (1 — c0s. 500%) 12.0,102.0,04.12.1000 

—= 209,86 Kilogramm. 

Stoss des begrenzten und unbegrenzten Wassers. Beſetzt man $. 528. 
den Umfang einer ebenen Fläche BB, Fig. 930, mit Leiſten BD, BD, 

Fig. 930. welche über der vom Waſſer getroffenen Seite hervor- 

ragen, jo wird das Waſſer, ähnlich wie bei concaven 
Flächen, um einen ftumpfen Winkel von feiner an- 
fänglichen Richtung abgelenft, und es fällt daher der 
Stoß größer aus, al8 bei der einfachen ebenen Fläche. 
Die Wirkung diefes Stoßes hängt vorzliglich von der 
Höhe der Einfaffung und von dem Duerfchnittöver- 
hältniffe zwifchen dem Strahle ufd dem eingefaßten Theile ab. Bei einem 
Verſuche, wo der Strahl 1 Zoll Dice, die cylindrifche Einfaffung aber 
3 Zoll Weite und 31/, Linien Höhe hatte, floß das Waffer beinahe in ums» 
gefehrter Richtung, und e8 betrug der Stoß: | 


393 F 
⸗ 29 Y 








in jedem anderen Falle war diefe Kraft eine Meiner. Wegen der Reibung 
des Waſſers an der Fläche und Einfaffung ift der theoretifche Marimalwerth 


2 
4 37 Fy nie ganz zu erreichen. 


Bei dem Stoße des begrenzten Waſſers FAB, Fig. 931, findet 
Fig. 981. zwar auch eine Einfaffung ftatt, e8 nimmt 
aber diefe Einfaffung nur einen Theil des 
Umfanges ein, und erftredt fich dagegen 
auf die geftoßene Fläche und den Wafler- 
ſtrahl zugleich. Das ftogende Waſſer 
nimmt die Richtung nach dem unein- 
gefaßten Theile des Umfanges hinein, 
wird alfo hier um den Rechtwinkel abgelenkt, weshalb Hier auch die oben 
gefundene Formel für den iſolirten Strefl . 
e—v e—v 
= 9-7, 








cFy 
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folglich das merhanifche Arbeitsvermögen des fortfliegenden Waflers : 


_ wi _ ((—v))v % 
h=9.2,=9(h-7 9-3). 


- Das mit der relativen Gefchwindigkeitse, —= c, — vı in dad Rad einftrömende 
Waſſer verliert außerdem durch den Stoß (nad) $. 463) das Ats nevermigen 


L, — —* 5 — 07 (M — * 4 a). 
folglich geht von dem ganzen Arbeitövermögen des wſers das Rad 
B)V CGi - h) y. 

nur die mechaniſche Arbeit: 
L=9r&— mm) + 07 (22 + 2) übe. 


Um eine möglichft große Arbeit des Rades zu erlangen, muß w — Null, 
alfo v = c, und ebenfo 0, = Null, alſo v, = cı fein, wonach dann 


Ti — ha, oder vı —= V 29h,, fowie 


— —= Rh oder v, = ) 2ghı folgt. 
Es ift alfo in diefem Falle hı = h, = !/;h, und die ent|prechende 
Mearimalleiftung der Maſchine: 
Av v2 
= 9.7 = 07:5 = 20hr= Ohr, 


d. i. gleich) dem ganzen Arbeitsvermögen des Waſſers. 
Bezeichnet r, den Abftand des Eintrittspunftes und r den mittleren Ab- 
ftand der Ausflugöffnungen des Rades von der Are defielben, jo hat man 
v 
v 
und die Radleiftung überhaupt 


— — n1.)2. 
L=gr(e +20)? 
fo daß num die Umdrehungskraft, im Abftande 7 gemeffen: 


_L_% yı 
—— 04 Aa) folgt. 


Wenn die Laſt oder das angehangene Gewicht GE am Hebelarme a wirkt, 
welcher 3. B. im abgebildeten Apparate jehr nahe den Halbmefier der Mittel- 
röhre B gleid; ift, jo dat man Ga — Pr und daher das anzuhängende 
und während ber Umdrehung des Rades emporzuhebende Gewicht: 

G -ir-% (e -—V)r +carı], 


ap frc=vmca—= vi 


71 71 
— — daher — —v 
5 her vı r 
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a — 


97 gr 
ga a9 — ga vırı. 

Bezeichnet F’ den Inhalt der Ausflußmündungen, fowie F, den der Ein- 
trittsöffnungen des Rades zufammengenommen, fo ift 


0Q=Fce=HF 2" und daher 


Hh=- = = ſowie 
Fr! — = M — —. 
c V2oh +0? — | 29, +V? —v 


1 
Für ) e c und v — ci mh ==! if, hat man Q—=Fv, 
daher: 





P= Vu 


dagegen für — 0, ift Q = FV 2gh,, daher 
__ Fey ri 
P= 7 ( c+ 7 a) . 
Führt man nod) das Wafler fehr langſam ins Rad ein, fo läßt ſich cı — 0, 
fowie A, — 0 ſetzen, und es folgt im letteren Falle die Reactionskraft: 
_fF er, _2Fcy — 
pP 7 — — — 2FV 2Fhy, 
wie ſchon oben gefunden worden iſt. 

Da wir bei den vorſtehenden Entwickelungen von den Nebenhinderniſſen 
abgeſehen haben, ſo geben die Verſuche an der abgebildeten Maſchine nicht 
genau die gefundenen, ſondern um einige Procent kleinere Kraftwerthe. 
Uebrigens ſtehen die Ergebniſſe der Verſuche an einem ſolchen Rade bei ſorg⸗ 
fältiger Ausführung im beſten Einklange mit der im Vorſtehenden entwickelten 
Theorie. 

Um dieſe Maſchine zur Prüfung der Theorie des Waſſerſtoßes zu 
verwenden, befeftigt man Stoßplatten, O, O, Heine Gefäße u. ſ. w. fo an 
den Schwungröhren des Rades, daß diefelben den Stoß des ausfließenden 
Waflers aufnehmen können. Es ift dann die Umdrehungskraft gleich der 
Differenz zwifchen der Reaction des Waſſers im Rade und der Stoßfraft 
deffelben außerhalb des Rades. Ganz der Theorie entjprechend bleibt dann 
das Rad ftehen, wenn das ausftrimende Waſſer winkelrecht gegen ebene 
Stofplatten oder in mit Waſſer angefüllte Gefäße ftrömt; es behält dagegen 
noch eine Umdrehungsbewegung in der Richtung der Reaction, wenn es fchief 
gegen ebene Stoßplatten ober gerade gegen convere Stoßplatten ftößt, und 
e8 dreht fich dagegen in der Richtung des ausfliegenden Waflers um, wenn 
daffelbe von concaven Stoßplatten aufgefangen wird. 

Weisbach's Lehrbuh der Mechanik. L 74 
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Wassermesser. In neuerer Zeit bedient man ſich aud) zum Meſſen 
des fliegenden Waſſers der Waffermeffer, welche durch die Reactionsfraft 
des ausfliegenden Waflers in Bewegung gefegt werden und im Wefentlichen 
die Einrichtung eines Reactionsrades oder einer Turbine haben. Cine ideelle 
Darftellung eines folden Waſſermeſſers führt Fig. 937 im Durchſchnitt vor 

Fig. 937. Augen. Das zu mefjende 

1 u Wafler fliegt durch eine 

D Nöhre A in das Innere 

des Rades BB und ge 

langt durch vier Canäle 

CB, CB... am äußern 

Umfang defjelben zum Aus- 

fluß in das Gehäufe DE, 

aus welchen es mittel8 einer 

Röhre EF weiter geführt 

wird. Die Welle W biejes 

Rades trägt einen Zeiger 

Z, oder vielmehr einen 

ganzen Zeigermechanismus, 

welcher bie umdrehungẽzohi des Rades und dadurch auch das derſelben 
proportionale Quantum des durchgefloſſenen Waſſers zu jeder Zeit angiebt. 
Bezeichnet A den durch die Höhe einer Waſſerſäule gemeſſenen Druckverluſt 
beim Durchgange durch das Rad, ferner das durchfließende Waſſer⸗ 
quantum pr. Secunde, c die Ausfluß- und v die in umgefehrter Richtung 


“ erfolgende Radgeſchwindigkeit am Umfange, fo hat man c? — » — 2gh 


und bie Leiftung des Rades: 
e— * 
I= Qr (1. 8. 532). 


Iſt R ber auf den Umfang cdueitte Widerſtand des Rades, in Folge 
feiner Arenreibung u. ſ. w., ſo kann man TL — Ro jegen, und erhält die 
Formel 


—v 

R= — er 
oder, wenn noch F die Summe der Inhalte ſämmtlicher Ausmündungen 
bezeichnet, fo daß @ = Fe, oder ce — L gest werben kann, 


Wäre R Null, oder wenigftens jehr Hein, fo ließe ſich v =? fegen, 
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alſo annehmen, daß die Umdrehungsgeſchwindigleit v der Wafjermenge Q 
proportional wäre, was allerdings auch zu fordern ift. Wenn dagegen 
R= vv wäre, alfo der Widerftand des Rades mit v gleichmäßig zunähme, 
fo wilrde 


vw _Q 
+ or alfo 
v= — annähernd — 2 — 2 zu ſetzen ſein. 
64) 


Wenn alſo der Widerſtand R des Rades nicht ſehr Hein iſt, fo nimmt 
das Inſtrument eine kleinere Umdrehungsgeſchwindigkeit an, als wenn derſelbe 
Null oder wenigſtens unbeträchtlich iſt, und es giebt dann and) das In— 
ſtrument ein zu kleines Waſſerquantum an. 

Um den Einfluß des Widerſtandes R wenigftens annähernd zu beftimmen, 
bezeichne co die größte Ausflußgeſchwindigkeit, welche das Waffer annehmen 
Kann, ohne daß das Rad fic in Bewegung fegt, für melde alſo v noch 
gleich O ift, fo hat man, unter Co = Fcy bie diefer Ausflußgeſchwindigkeit 
entſprechende ——— weſlanten· 





Ra Igor u . 
Es läßt ſich dann wenigfens annähernd v = c — «, fowie 
7 are 
Q=Fet+o)= FQG=ru+ 0 





fegen, wenn r den Rabhalbmefier, u he Umbdrehungszahl des Rades und u 
einen durch Berfuche zu beftimmenden Coefficienten bezeichnet. 
Am meiften haben in der neueften Zeit die Waſſermeſſer diefer Art von 
Siemens Anwendung gefunden, wovon Fig. 938 den Haupttheil im Durch⸗ 
Gig. 938. 


74% 
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ſchnitt darftelt. Das aus A zufließeüde Waſſer tritt durch die Röhre BB 
in das Rad CC und wird von da durch die Schwungröhren DD in das 
Gehäufe EE geführt, aus dem es bie Röhre A weiter leitet. Die Welle W 
des Rades ift oben durch eine Stopfblchfe geführt und fegt mit ihrem 
ſchraubenförmigen Ende den Zählapparat in Bewegung. Die Flügel k, k 
auf dem Rade follen durch den Widerftand, welchen fie im Waſſer erleiden, 
zum Regulicen der Umdrehungsbewegung bes Rades beitragen. 

Dan kann auch das Reactionsrad fo einrichten, daß es bei jeder Um- 
drehung eine beftimmte Waffermenge durchführt. Im diefer Abficht 
taucht man das Rab BAB, Fig. 939, nur zum Theil ins Wafler, jo daß 

Fig. 999. fich bei Umdrehung deffelben die Röhren 
oder Spiralgänge abwechſelnd mit Luft 
und Waffer filllen. Das Wafler wird 
auch hier durch eine Röhre ins Innere 
des Rades und von da durch die Spiral» 
gänge in den übrigen Raum des Ger 
häufes EF geführt, aus dem es in der 
Röhre F abläuft. Das Waſſer fteht 
hier im Innern des Rades um eine ger 
wiſſe Höhe % über dem Wafler im Ge- 
fäße, und wenn daher bei ber Umdrehung 
des Rades in der angedeuteten Richtung 
eine Ausmündung D unter den Wafler- 
fpiegel im Inneren gelangt, fo fängt das 

Waſſer an durch diejelbe auszufliegen, und übt dabei eine gewiſſe Reactions⸗ 
fraft P aus, woburd) die Umdrehungsbewegung des Rades unterhalten wird. 
IR 9 die Waſſermenge, welde ein Spiralgang faßt, und n die Anzahl 
diefer Candle, fo fließt bei der Ummbrehungszahl u des Rades pr. Minute, 


bie Waſſemenge 9 —EF pr. Secunbe durch das Rab. 


Anmerkung. Ueber den Siemens'ſchen Waflermefier ift nachzuleſen: die 
Zeitfchrift des Bepeines deutfcper Ingenieure, Bd. I., 1857, wo auch noch ein nad) 
dem Principe deh Aichens conftruirter Waflermefjer von Yopling beichrieben 
wird. Siehe auch die Schrifte Siemens and Adamsons Patent- Water- 
Meter. Ein ganz eigenthumlich conftruirter Wafjermeffer in Form eines Reactiong- 
tades ift im Genie industrielle Tome XXI, No. 126, 1861, unter dem Ramen : 
Compteur hydraulique pour la mesure d’&coulement des liquides, par 
Guyet befehrieben. Zwei Wafermefier find auch in der englifen Schrift Hy- 
draulia, by W. Matthews behandelt. Gin Compteur hydraulique, weldher 
auf dem Bahnhofe zu Chartres gebraudt wird, ift beirieben im Bulletin de 1a 
Soeiet6 d’enconragement, 51. Jahrgang (1852). Ueber Upler’s Mekapparat 
für Züffigfeit Handelt Dingler’s Journal, Bd. 161. Die Belhreibung eines 
Eontrolapparates zum Mefien des in ben Branntweinbrennereien gewonnenen 
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Spiritus von Perels enthalten die Mittheilungen des Gewerbevereines für 
Hannover, Reue Folge 1861. 


Gasmesser. Die fogenannten naffen Gasmeſſer oder Gasuhren 
find ebenfo, wie gewiſſe Waffermeffer, Heine Räder mit Spiralgängen, welche 
zur größeren Hälfte ins Waſſer eintauchen, und durch die Reaction des 
durdjftrömenden Gaſes in Umdrehung gejegt werben, wobei jeder Spiralgang 
eine gewiſſe Gasmenge von innen nad) außen führt. Die wefentlihe Ein- 
richtung eines ſolchen Gasmeſſers ift aus den beiden Durchſchnitten in Fig. 940 

Fig. 940. erfichtlih. Das zuſtrö⸗ 
mende Gas wird durch eine 
” Kropfröhre A in das In- 
nere eines Rades BB ge- 
leitet, wo es den Wafler- 
fpiegel um die Höhe A tiefer 
\ drüdt, welche dem Span- 
nungöverluft des Gaſes 
beim Durchgang durch das 
Inſtrument entſpricht. Aus 
demſelben tritt es nad) und 
nad) in die Einmindungen 
der Spiralgänge, füllt diefelben faft ganz aus, und ftrömt zulegt durch die 
Mindungen am Radumfang in das Gehäufe G G, aus welchem es durch 
eine Röhre H nad) dem Punkte des Bedarfes geführt wird. Damit durch 
einen Spitalgang des Rades eine beftimmte Gasmenge abgeführt werde, ift 
die Anordnung fo zu treffen, daß fid von den beiden Mundungen einer 
Bindung immer mindeftens eine unter Waffer-befindet, weil dann während 
des Anfüllens cines Ganges fein Abfluß ftatthat, und während des Abfluffes 
nicht noch Gas ungemeffen von innen nachſtrömt. Cs ift dann die Gas- 
menge 7, welche ein Spiralgang durchläßt, eine beftimmte, und daher das 
Gasquantum 


— 


Iı=n 


zu fegen, wenn das Rab mit n Spiralgängen pr. Dinute u Umdrehungen 
macht. Bezeichnet d den Barometerftand des abftrömenden Cafes, fo ift 
db + A der Barometerftand des zuftrömenden Cafes, daher, nad dem Ma— 
riotte'ſchen Gefege, das Luftquantum eines Spiralganges, gemeſſen unter 
dem Drude außerhalb des Rades: 
nett, 

und folglich, die Luftmenge, welche zunäcft beim Austritt einer Außenmüns 
dung aus dem Waffer, aus dem Rade in den übrigen Gefäßraum ftrömt, 
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h 
Vi — v=z7V. 


Bei diefen Ausjtrönen wird die mechaniſche Arbeit 
A = Vp Log.nat. —— 








b 
frei (ſ. F. 415), welcje, da wegen der Kleinheit von 2 annähernd 
Log. nat. u Ar h = Log. nat. (1 + 5) — 2 


und bei dem fpecif. Gewichte 9 der Dianometerfüllung, y — (b + k)y = by 
ift, aut) A — Vhy gejeßt werden kann. 

Bon diefer Arbeit wird ein Theil auf die Umdrehungsbewegung des Hader 
verwendet, und ein Theil von der Wirbelbildung aufgezehrt. Der erftere 
Theil ift durch den Ausdrud 


in welchen A den mittleren Manometerftand, c die mittlere Ausflußgejchwin: 
digfeit, v die äußere Radgeſchwindigkeit und Yı das fpecif. Gewicht des aus 
ftrönienden Gaſes bezeichnet, beftinmmt. Iſt 2 der auf den Radumfang 
reducirte Widerftand des Rades, fowie r der Halbmeſſer deſſelben, jo hat 
man die von demfelben beanſpruchte Arbeit: 


A =R =, und daher zu fegen: 


((— vv h __2rr __ 600. 
m ;ın= m R, vdrda2xr = m ift, 
ce—vh 60R 
— BAHT 


und es folgt daher die dem Abftande 4 zwifchen den beiden Waflerjpiegeln 
entipredjende Umdrehungsgeſchwindigkeit 
gb 60 R 
h Yyı nu 
ſowie die Umdrehungszahl der Gasuhr pro Minute: 


vl — 





no 30 (e _ 609bR 
gr nuVYhy,/ 
Annähernd fällt c = |/ 2 ra aus, wenn 9 das fpecif. Gewicht der 
1 
Dianometerfüllung bezeichnet. Das Gasquantum pro Secunde ift natürlich 
—E nu, 
60 ° 


alſo der Umdrehungszahl % proportional. 
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Neuere Gasuhren. Anſtatt die Spiralgänge einer Gasuhr in einer $. 535. 
Ebene um die Welle anzubringen, kann man diefelben auch ſchraubenförmig 
um diefelbe herumführen. Die Art und Weife der Wirkung eines ſolchen 
Gasmeflers ift aus den Durchſchnitten in I. und IL, Fig. 941, zu erfehen, 
wo DD ben Wafferfpiegel an der vorderen und EE den Wafferfpiegel an 
Big. 91. 





der hinteren Stirnfläche des eine liegende Trommel bildenden Rades vorftellt. 
Die Miindung A des Spiralganges AOB mündet in der Kammer an der 
vorderen Fläche aus und nimmt das zuftrömende Gas auf, die Mündung B 
hingegen führt das Gas in die Kammer an der hinteren Stirnfläde, von 
welcher aus es mittel einer Röhre weiter geführt wird. In Fig. 941, I 
find die verjchiedenen Stellungen eines Spiralganges von der vorderen Stirn- 
flädje aus gefehen, abgebildet. ig. 941, II. dagegen ſtellt verfchiedene Stel⸗ 
Tungen diefes Ganges von der hinteren Stirnfläche bes Rades aus betrachtet, 
dar. Bei der durch einen Pfeil angebeuteten Richtung der Umdrehung des 
Nades um die horizontale Are C tritt in (T., 1) die Einmlindung A eben 
aus dem vorberen Wafler heraus, während die Ausmundung B in das hintere 
Waſſer zu treten beginnt ; ferner find in (I, 2) und (I, 3) Gasbögen AO, 
AO durd) die Mündung A eingetreten, und es taucht in (I., 4) die Ein- 
mindung A wieder in das Borderwaffer, wobei nad) Aufnahme einer gewiſſen 
Gasmenge 9 das weitere Einftrömen von Gas durch A aufhört. Kurz 
darauf gelangt aber die Ausmiindung 3 wie (I., 1) darftellt, aus dem 
Hinterwaffer, und e8 beginnt das Ausftrömen des vorher eingenommenen 
Gaſes, weldjes bei den Stellungen (II, 2) und (IL, 3) volltommen im 
Gange ift. Bei einer weiteren Drehung tritt B wieder in das Hinterwaſſer, 
wie (II, 4) barftellt, und es beginnt nun eine neue Aufnahme von Gas. 
Es wird alfo bei der einen Hälfte der Umdrehung von dem Spiralgange 
AOB ein Öasbogen AO (T., 4) von der größeren Preſſung b + A aufs 
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genommen, und bei der zweiten Hälfte von demfelben in den Raum mit der 
Heineren Preffung geführt. Bei dem Uebergange aus der größeren Preffung 
in die kleinere wird wieder das Arbeitsquantum A V’hy frei, von welchem 
ein Theil die Umdrehung des Rades bewirkt, wie bereitd im vorigen Para» 
graphen angegeben worden iſt. Die allgemeine Einrichtung und Thätigteit 
einer folchen Gasuhr ift aus einer ideellen Darftellung in Fig. 942 noch 
beffer zu erfennen. Das Gas wird zunächft durch ein Kropfrohr A in eine 
Kammer BB geführt, welche nur in der Mitte, um die Umdrehungsare C 
herum, mit dem Waſſer im Gehäufe EFG communicirt, am äußeren Um⸗ 
fange aber, wo die Spivalgänge HK und LM einmünden, luftdicht ab⸗ 
geſchloſſen ift. Im der Abbildung ift dargeftellt, wie der Spiralgang HR 
aus BB Gas aufnimmt, und wie dagegen der Spiralgang LM das kurz 
vorher aufgenommene Gas bei M in den oberen Raum des Gehäuſes ZFG 
führt, aus dem es durch eine Röhre F weiter geleitet wird. Bei diefer Ein— 
richtung der Gasuhr ift dad Gas in der Vorlammer durch das Waffer von 
dem in dem Gehäufe ganz abgefperrt, und daher eine Liderung, welche durch 
die Reibung viel Kraft verzehrt, nicht nöthig. Das andere Ende D der Are 
CD des Rades ift mit einem Schraubengewinde verfehen, wodurch der Räder» 
mechanismus des Zählapparates in Bewegung gefegt wird. 
Big. 92. Big. 943. 


Die Erosley’fchen Gasuhren, welche eine allgemeine Verbreitung erlangt 
haben, find nad) dem im Vorftehenden erlärten Principe conftruirt; nur find 
hier die Spiralgänge nicht röhrenförmig, fondern wirkliche Kammern mit 
fpiralförmigen Scheidewänden und durch Ausbiegung der Stirnwände gebil: 
deten triangulären Ein und Ausmündungscanälen. Figur 943 ift eine per= 
fpectivifche Anficht eines ſolchen Rades bei abgenommenem Mantel, welches 
fih) aus 4 Blechſtucken, wie Fig. 944 darftellt, zufammenfegen Täßt. 
Man fieht in agec die Ein- und in df.... bie Ausmlindungen, 
fowie in 40 ... die Scheidemände des um die Are sz umlaufenden 
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Rades. Im Fig. 945 ift ein Längendurchſchuitt der Gasuhr mit dem 
Aeußeren der Trommel abgebildet; man bemerkt bei K die Kropfröhre, 
welche das Gas in die Vorkammer des Rades oder der Trommel einführt, 
Fig. 94. und in Z die Röhre, welde 
das Gas aus dem oberen 
Raume AA bes Uhrgehäufes 
ableitet. Das Gas firömt 
nicht unmittelbar aus der Gas⸗ 
leitung nad) X, fondern die 
Röhre E führt erft das Gas 
in eine Sammer F und von 
da durch die Ventilöffnung i 
ig. 945. in die Kammer G, von wo 
aus es durch den oberen Theil 
der verticalen Röhre HI in die 
Kropfröhre K gelangt. Der 
äußere Wafferfpiegel reicht ge: 
rade bis zur Einmündung der 
Röhre H, durch welche das 
überfhüffige Waffer nad) unten 
in einen Behälter L abgeführt 
wird. Damit jedod) das Waſſer 
nicht zu tief finfe, iſt ein 
Schwimmer S angebradit, wel» 
der das Abmiffionsventil i 
trägt und baffelbe verſchließt, 
wenn er bis auf eine gewiſſe 
Tiefe jintt. Der Gaszufluß 
hört dann ganz auf, und mar 
wirb dadurch benachrichtigt, daß 
eine Nachfüllung von Waſſer 
durd) eine Mündung M in 
einer nurunten mit dem Waſſer⸗ 

raume in Communication ſtehenden Kammer N nöthig iſt. 

Die Abbildung in Fig. 946 (a. f. ©.) führt die Gasuhr in einem vordern 
Durchſchnitte vor Augen, worin außer der Kammer N mit der Mündung M, 
vorzüglich das Uhrwerk Udes Zählapparates, weiches mittels eines Schrauben- 
gewindes an der Are der Trommel und durch eine ftehende Welle mit Zahn- 
rad P in Umtrieb gefegt wird, zu fehen ift. 

Ein weſentlicher Widerftand bei dem Gange ber Crosley'ſchen Gasuhr 
geht aus dem Ein und Austritte des Waſſers durch dig verengten trian- 
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guläen Mündungen hervor. Aus dem Inhalte Feiner Ein- oder Aus: 

mündung und der durchftrömenden Waffermenge pr. Secunde, welche ſich 

dem Gasquantum gleichſetzen läßt, folgt die Ein- und Austrittsgefchwindig- 
Fig. 946. 


keit des Waſſers vı =$, und daher der entjprechende Arbeitöverluft pr. 
Secunde: 
== (2). 
u=2, 9=(5) 9 
Anmerkung. Näheres über Gasuhren ift nachzuleſen in Shilling’3 Sand: 
buch der Steinfoplengasbeleuchtung, ferner Heeren’s Aufſatze „Die Einrichtung der 
Gasuhren* in den Mittheilungen de3 Gewerbevereing für das K. Hannover, Jahr: 


gang 1859. Eine neue Gasuhr von Hanſen ift beiärieben im Journal für 
Gasbeleuchtung, 1861. 


Wirkungen unbegrenster Flüssigkeiten. Wenn fid) ein Körper 
in einer unbegrenzten Fluſſigkeit progreffiv fortbewvegt, oder wenn ein 
Körper in eine bewegte Fluſſigkeit gebracht wird, fo erleidet derfelbe einen 
Drud, der von der Form und Größe dieſes Körpers, fowie von der Dichtig- 
keit der Fluſſigkeit und von der Gefchtwindigkeit der einen oder der anderen 
Maſſe abhängt, und in einem Falle Widerftand, im anderen aber Stoß 
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der Ylüffigfeit genannt wird. Diefer hydrauliſche Drud entipringt aber 
vorzüglich aus der Trägheit des Waffers, deſſen Bewegungszuftand durch das 
Zufammentreffen mit dem feften Körper verändert wird, dann aber aud) noch 
aus der Kraft des Zufammenhängens der Waffertheilchen, die hierbei tHeil- 
weife von einander getrennt oder an einander verjchoben werden. Bewegt ſich 
ein Körper AC, Fig. 947, im ftillftehenden Waffer, fo jehiebt er eine 
gewiffe Waflermaffe mit erhöhten Drude vor fi) her. Während dieſe 
Waſſermaſſe beim weiteren Fortrücken des Körpers einerjeitd immer mehr 
Zuwachs erhält, findet andererfeitS nahe am Körper ein fteter Abflug ftatt, 
indem die der Vorderfläcde AB zunächſt liegenden Theilchen eine Bewegung 


Fig. 947. Fig. 948, 





in der Nichtung diefer Fläche annehmen. Trifft da8 bewegte Waſſer 
einen in Ruhe befindlichen Körper 40, Fig. 948, fo erzeugt fich vor dem⸗ 
jelben ebenfalls ein erhöhter Waflerdrud und macht, daß die Waflertheilchen 
vor dem Körper von ihrer urfprünglichen Richtung abgelenkt werden und 
ſich an der Vorderfläche A B hinbewegen. Haben diefe Waſſertheilchen die 
Grenzen der Vorderfläche erreicht, fo machen bdiefelben eine Wendung, und 
laufen nachher an den Seitenflächen des Körpers hin, bis fie an die Hinters 
fläche fommen, wo fie fid) nicht jogleich wieder vereinigen, jondern zunächſt 
wirbeinde Bewegungen annehmen. Man fieht, daß die allgemeinen Bewe- 
gungsverhältniffe der den Körper umgebenden Wafferelemente beim Stoße 
des bewegten Wafſers diefelben find, wie beim Widerftande eines im Waſſer 
bewegten Körpers; nur findet bei den Wirbeln eine Verjchiedenheit infofern 
ftatt, als bei kurzen Körpern die Wirbel im letzteren Falle einen kleineren 
Kaum einnehmen als im erfteren. Die Gejchwindigfeit der Waflerelemente 
nimmt in beiden Fällen von der Mitte der VBorderfläche an nad) den Grenzen 
derfelben mehr umd mehr zu, erreicht am Anfange der Seitenflächen, wo in 
der Regel noch eine Gontraction eintritt, ihr Marimum, nimmt num bei 
dem an den Seitenflädhen hingehenden Waſſer allmälig ab, und erreicht 
endlich ihr Minimum bei dem Wafler, weldjes die Hinterfläche erlangt und 
in wirbelnde Bewegung übergeht. 


Theorie des Stosses und Widerstandes. Der Normaldrud des 8. 537. 


ruhenden oder bewegten Waſſers gegen einen in bemfelben bewegten oder in 
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Ruhe befindlichen Körper ift an verfchiedenen Punkten deffelben fehr ver: 
ſchieden. Er ift in der Mitte der Vorberfläche defielben am größten und 
in der Mitte der Hinterfläche und nächſtdem am Anfange der Seitenfläden 
am Fleinften, weil dort mehr ein Zu⸗, hier aber mehr ein Entftrömen des 
Waſſers in Hinficht auf den Körper ftatt hat. Iſt der Körper, wie wir in 
der Folge voraußfegen wollen, in Hinficht auf die Bewegungsrichtung fyın- 
metrifch, jo heben ſich die Sämmtlichen Preflungen rechtwinkelig gegen diefe 
Richtung auf, und e8 kommen daher nur die Preflungen in der Bewegungs- 
richtung in Betracht. Nun find aber die Preffungen auf der Hinterfläche 
des Körpers den Preſſungen auf der Vorderfläche entgegengefetst, es läßt fich 
daher der vejultivende Stoß oder Widerftand des Waſſers gleich— 
fegen der Differenz zwifchen dem Drude gegen die Border- und 
dem gegen die Hinterfläche. 

Wenn wir aud) die Größe biefer Drüde a priori nicht angeben können, 
jo können wir doch wegen der großen Aehnlichkeit der Verhältniſſe mit dem 
Stoße ifolirter Strahlen annehmen, daß wenigftens das allgemeine Geſetz 
für den Stoß des unbegrenzten Waſſers von dein für den Stoß ifolirter 
Strahlen nicht abweiche. Iſt alfo F der Inhalt einer Fläche, welche von 
einem unbegrenzten Strome, deſſen fpecififches Gewicht Y fein möge, mit 
der Gefchwinbigkeit v getroffen wird, fo läßt fich der entfprechende Stoß oder 
hydrauliſche Druck: 

93 

jegen, wobei & nod) eine von der Form der Fläche abhängige Erfahrunge: 
zahl bezeichnet. Diefer Ausdrud läßt ſich aber nicht nur auf die Wirkung 
gegen bie Vorderfläche, fondern auch auf die gegen die Hinterfläche anwenden, 
nur befteht fie hier, wo das Waſſer ein Beftreben Hat, fich zu entfernen, in 
‘ einem Zuge ober einem Negativdrude. Iſt nun F’hy der hydroſtatiſche 
Drud gegen die Border» und gegen die Hinterfläche eines Körpers, fo folgt 
der Geſammtdruck gegen bie Vorderfläche: 


P ν . Fy 
und der gegen die Hinterfläche: 
PR=Fhy—|$- 5 Fy, 
und es ergiebt fich fo der refultirende Stoß oder Widerſtand des Waſſers: 
P=P—-PR=(h+tb): Art. 5 Fr 


wenn &; + &; —= & gefegt wird. 
Diefe allgemeine Formel für den Stoß und Widerftand des un- 
begrenzten Waffers findet aud) ihre Anwendung auf den Stoß dea 
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Windes und auf den Widerftand der Luft. Allerdings findet hier außer 
der Verfchiedenheit des asrodynamifchen Druckes an der Border- und Hinter- 
fläche auch noch eine Berfchiedenheit des asroſtatiſchen Druckes ftatt, indem 
die Luft vor der VBorderfläche bei ihrer größeren Spannung aud) eine größere 
Dichtigkeit (Y) hat, als an der Hinterflähe. Deshalb fallen wenigſtens bei 
großen Geſchwindigkeiten, wie fie 3. B. bei Gefchligfugeln vorkommen, die 
Widerftandscoefficienten der Luft größer aus, als die des Waſſers. 


Anmerkung. Eine eigenthümliche Erſcheinung beim Stoße und Widerftande 
unbegrenzter Mittel (Wafler oder Luft) ift das Anhängen einer gewiſſen Waſſer⸗ 
oder Luftmaſſe an den Körper, deſſen Einfluß ſich bei der ungleihförmigen Be: 
wegung der Körper, wie 3. B. bei Pendeligwingungen, bejonder& bemerkbar 
madt. Bei einer Kugel hat die dem bewegten Körper anhängende Luft- oder 
Waſſermaſſe ein Volumen von 0,6 des Volumens der Kugel. Bei einem in der 
Axenrichtung bewegten prismatiſchen Körper ift das Verhältniß diefer Volumina 

= 0,13 -+ 0,705 ‚Fr , 
wo 2 die Länge und F' den Querjchnitt des Körpers bezeichnet. Dieje ſchon von 
du Buat aufgefundenen Berhältnifie haben durch die neueren Beobachtungen von 
Beifel, Sabine und Baily volltommene Beftätigung gefunden. 


Stoss und Widerstand gegen Flächen. Der Wid e rſtands-8. 


cveffictent 5 oder die Zahl, womit bie Geſchvindigleitehohe D zu multi⸗ 


pliciren iſt, um die Höhe einer den hydrauliſchen Druck meffenben Waſſer⸗ 
fäule zu erhalten, iſt bet Körpern von verſchiedenen Formen ſehr verſchieden, 
und nur bei Platten, welche rechtwintelig gegen bie Bewegungsrichtung ftehen, 
von beinahe beftimmter Größe. Nach den Berfuchen von du Buat und 
nad) denen von Thibault läßt ſich fiir den Luft- und Waſſerſtoß gegen eine 
ruhende ebene Fläche & — 1,86 ſetzen, wogegen, jedoch mit weniger Sicher: 
heit, fir den Widerſtand der Luft und des Waſſers gegen eine bewegte ebene 
Fläche & = 1,25 anzunehmen fein möchte. Im beiden Fällen kommen auf 
die Borderfläche ungefähr zwei, und auf die Hinterfläche ein Drittel der 
ganzen Wirfung. Der Widerftand, welchen die Luft einer im Kreife um- 
laufenden Fläche entgegenfegt, ift von Borda, Hutton und Thibault jehr 
verſchieden gefunden worben. Der Letztere fand mittel einer rottrenden ebenen 
Fläche von 0,1 Duadratmeter Inhalt den Widerftand: 
P = 0,108 Fv?, wonad) 
_ 29 _ 19,62 _ 
& = 0,108 - ya 0, 108 - Is” 1 ‚70 ft, 
wenn man das fpecififche Gericht der Luft bei einer mittleren Temperatur 
von 10° C. zu 
1,2935 


— = 12 1 : , 
1 + 10. 0,00367 ‚25 Kilogramm annimmt 


4 
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Diefer Widerftand bleibt, diefen Verſuchen zufolge, faſt unverändert, fo 
lange der Winkel «, um welchen die Fläche von der Bewegungsrichtung ab- 
weicht, nicht unter 45 Grad herabgeht. Von 45 Grad an nimmt er mit 
dem Stoßmintel & ab, fo dag bei « — 10 Grad, & nur — 0,53 ausfällt. 

Nach den Verſuchen von Didion u. f. w. ift fiir den Widerſtand rotiren⸗ 
der ebener Flächen von 0,2 . 0,2 = 0,04 Quadratmeter Inhalt: 

& — (0,1002 + 0,0434v-3) - m — 1,573 + 0,68103, 
wo v in Metern zu geben ift. 

An einer ebenen Fläche von 1 Quadratmeter Inhalt fand dagegen Di: 
dion u. S. mw. bei einer jenfrechten Bewegung derfelben, den Widerftande- 
coefficienten: 


& = (0,084 + 0,03607°) - 4 — 1,318 + 0,5650, 


wogegen Thibault an foldhen Flächen von O,1 und 0,2 Duadratmeter 
Inhalt den Eoefficienten 


& = (0,1188 + 0,0360) - = — 1,865 + 0,5650”? findet. 


Borftehende Formeln gelten nur für eine gleichförmige Bewegung der 
Fläche; erfolgt die Bewegung derfelben ungleichförmig, fo erfordern die 
felben noch eine Ergänzung. Aendert fich die Geſchwindigkeit eines in einem 
widerftehenden Mittel bewegten Körpers, fo wird auch die von dem Körper 
in Bewegung gefette, oder von demfelben mit fortgenommene Flüſſigkeits⸗ 
maſſe eine andere, und deshalb läßt ſich der Widerftand auch noch von der 
Acceleration p des Körpers abhängig darftellen. Nach den Verſuchen von 
Didion u. ſ. w. an einer Fläche von 1 und an einer ſolchen von 1/, Qua- 
dratmeter Inhalt, welche in einer verticalen Linie bewegt wurde, ift der 
Widerſtand: 

P = (0,084v? + 0,036 + 0,164 p) F, und hiernach: 


& = [0,084 + (0,036 + 0,164p) v2] 2 


— 1,318 + (0,565 + 2,574p) v2. 

Uebrigens ift zu beachten, daß bei der ungleichförmigen Bervegung dat 
mittlere Quadrat der Gefchwindigfeit von dein Quadrate der mittleren Ge: 
ſchwindigkeit verjchieden ift. 

Stoß und Widerftand unbegrenzter Mittel werden auch erhöht, wenn man 
die Flächen aushöhlt oder am Umfange mit vorftehenden Rändern verficht; 
doc, ift man Hierliber zu allgemeinen Ergebniffen nod nicht gelangt. 

An einem Fallſchirm von 1,2 Quadratmeter Duerfchnitt, 1,27 Meter 
mittlerem Durchmeſſer und 0,430 Meter Tiefe fand Didion u. f. w. be 
einer accelerirten Bewegung, wobei die hohle Seite vorausging: 
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P —= (0,1630? + 0,070 + 0,142») F, 
wonach alfo 
&E — 2,559 + (1,099 + 2,229 p) iſt. 


Stoss und Widerstand gegen Körper. Der Stoß und Wider: $. 539. 
ftand des Waſſers gegen prismatifche Körper, deren Are mit der Be: 
wegungärichtung zufammenfällt, nimmt ab, wenn die Länge der Körper eine 
größere wird. Nach den Verfuchen von du Buat und Duchemin iſt der 
Stoß von der Vorderfläche unveränderlicd und nur die Wirkung gegen die 
Hinterfläche veränderlid. Jenem entfpricht der Coefficient & = 1,186, 
für die Gefammtwirfung aber ift bei den relativen Längen 


— 0, 1, 2, 3: 


VF 
& = 1,86; 1,47; 1,35; 1,33. 

Bei nod) größerem Verhältniſſe zwiſchen der Länge 2 und der mittleren 
Breite VF des Körpers nimmt E jn Folge der Reibung des Waffers an 
den Geitenflächen des Körpers wieder zu. Bei dem Widerftande des Waflers 
treten umgefehrte Verhältniffe ein. Hier ift nad) du Buat für die Wirkung 
gegen die Vorderfläche unveränderlid & — 1, flir die Gefammtwirkung 
aber bei 

Vr 0, 1, 2, 3: 
&£ — 1,25; 1,28; 1,31; 1,33, 
jo daß aljo bei einem Prisma, welches dreimal fo lang als did ift, der 
Stoß mit dem Widerftande des Waſſers gleich groß ausfällt. 

Die von Newton, Borda, Hutton, Vince, Defaguilliers u. U. 
angeftellten Verſuche über den Widerftand von edigen und runden Körpern 
laſſen noch viel Unficherheit zurück. Was die Kugeln betrifft, jo fcheint bei 
mäßigen Gejchwindigfeiten der Widerftandscoefficient für die Bewegung in 
Luft oder Waller 0,5 bis 0,6 gejegt werden zu fünnen. Bei großer Ge- 
ſchwindigkeit und fiir die Bewegung in der Luft ift aber nad) Robins und 
Hutton zu fegen für die Gefchwindigfeiten 
v—=1, 5, 25, 100, 200, 300, 400, 500, 600 Meter: 
E — 0,59: 0,63; 0,67: 0,71; 0,77; 0,88; 0,99; 1,04; 1,01. 

Duchemin und Piobert haben bejondere Formeln für das Wachfen 
diefer Widerftandscoefficienten angegeben. Nach Piobert ift der Widerftand 
der Geſchützkugeln in der Luft: 

P = 0,029 (1 + 0,0023 v) Fv? Kilogramm, wonad) 
E — 0,451 (1 + 0,0023) folgt. 
Für den Stoß des Waffers gegen eine Kugel findet Eytelmwein: 
& — 0,7886, 
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wogegen nad) den Berfuchen Piobert's u. |. w., angeftellt nit Gefchüg- 

fugeln von 0,10 bis 0,22 Meter Durcjmeffer, der Widerftand der Kugeln 

im Wafler: 
Ä P —= 23,8 Fv* Kilogramm; und daher 

& = 0,467 zu Segen ift. 

Die Widerftandscoefficienten fallen aud) bei nur zum Theil einge- 
tauchten Körpern anders aus, als bei ganz vom Waller ungebenen 
Körpern. Für einen ſchwimmenden prismatifhen Körper, welder 
5 bis 6 mal fo lang als breit ift, und in der Arenrichtung bewegt wird, ſoll 
& = 1,10 gefegt werden. Iſt der Körper durch zwei Berticalebenen vorn 
zugefchärft, wie ABC, Fig. 949, jo nimmt & mit dem Zujdärfungs- 
winkel ACA — ß ab, und es ift 


| 


156° | 1320 | 1080 | 840 eo 360 | 120 





für = | 1800 

















0,44 


= | 1,10 


Iſt das Hintertheil des Körpers ACB, Fig. 950, zugeſchärft, und ß 
der Zufchärfungsmwintel, fo hat man dagegen 
Ss 949. 











1,06 | 0,93 | 0,84 | 0,59 | 0,48 





fir = | 1800 1390 | 960 | 480 Ä 240 


1,10 | 1,03 | 0,98 | 0,95 | 0,92 





Bei zugefpigten Border» und Hintertheilen des ſchwimmenden Körpers 
fällt natürlich noch Feiner aus; für Flußdampfſchiffe ift & = 0,12 bis 
0,20, und für große Seedampficiffe & — 0,05 bis 0,10. 

Anmerkung. Sehr ausführlid über dieſe Verhältnifie handeln Boncelet 
in feiner oben citirten Introduction, und Duchemin jowie Thibault in ihren 
Recherches experimentales etc. Ueber den Widerftand gegen ſchwimmende 
Störper, namentlid gegen Schiffe, jomie aud vom Stoße des Windes gegen Räder, 
wird im zweiten und dritten Theile gehandelt. 

Beifpiel. Wenn man nad Borda den Widerftand und Stoß rechtwinkelig 
gegen die Are eines Cylinders Ymal fo groß ſetzt, als den gegen ein Parallel⸗ 
epiped, welches mit ihm gleiche Dimenfionen bat, fo erhält ınan für den Wider: 
ftand den Eoefficienten: 
=14.138 = 064, 
und für den Stoß denjelben 

— Y, .147 = 0,735. 
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Wendet man nun dieje Werthe auf den menſchlichen Körper an, deflen verticaler 
Querſchnitt etma 0,7 Quadratmeter Inhalt hat, fo findet man für den Wider: 
ftand und Stoß der Luft gegen denfelben die Werthe: 

P= 064 . 0051.12 .07.v = 0,0285 v2 


und 
P = 0,735 . 0,051 . 125.07. v2 = 0,0328 v2. 


Bei einer Geſchwindigkeit von 1 Meter ift daher der Widerfland der Luft nur 
0,0285 Kilogramm und die entſprechende Leitung 0,0285 Meterfilogramm, mäh- 
tend bei einer Geſchwindigkeit von 2 Metern diefer Widerſtand viermal und der 
Arbeitsaufwand achtmal jo groß ausfällt. Bewegt fi ein Menſch mit der Ge: 
Ihmwindigfeit von 1,2 Meter dem Winde von 12 Meter Geichwindigkeit entgegen, 
jo bat er einen der relativen Gejhwindigfeit von 13,2 Meter entjprechenden 
MWiderftand von 0,0828 . 13,22 — 5,71 Kilogramm zu überwinden und die be: 
deutende Arbeit von 5,71. 1,2 = 6,85 Meterfilogramm zu verridten. 


Bewegung in widerstehenden Mitteln. Die Gefege der Be: 
wegung eines Körpers in widerftehenden Mitteln find nicht fehr ein- 
fach, weil man e8 hier mit einer veränderlichen, d. 5. mit dem Quadrate ber 
Geſchwindigkeit wachfenden Kraft zu thun hat. Aus der Kraft P, die einen 


Körper forttreibt, und aus dem Widerftande PL = 8 - Fr, weldyen das 
Mittel der Bewegung entgegenfett, folgt die vensgenb Rt 


BD = »62 Fy. 


Da aber die Maſſe des Körpers M — - iſt, — ergiebt ſich die Beſchleuni⸗ 
gung deſſelben: 





IR, 
P—6$,-Fy 
—P_(p_: .M— 29 
-y=(P F Zul nee ud 
oder, wenn wir Sry * durch x bezeichnen, alſo gE — @ jeßen: 


2g9P Fr 


-[1-(%)]2 
P— o) \@? 
Iſt die bewegende Kraft P conftant, fo nähert fich die Bewegung nad) 
und nach der Gleichförmigkeit, denn die Acceleration p fällt immer Heiner 


und Heiner aus, je größer v wird, und die größte Geſchwindigkeit, welche ber 
Körper annehmen Tann, ift 


EEE ETEd 
0008 $&Fy 


Nun nimmt aber bei der Xcceleration p die Gejchwindigkeit v in dem 
fleinen Zeittheilden z um x — pr zu, daher läßt ſich ſetzen: 
Weisbach's Lchrbud der Mechanik. L 75, 


$. 540. 


1186 Siebenter Abſchnitt. Neuntes Eapitel. [$. 540. 


—E — (5 N⸗ gt, und umgefehrt: 
. 1-0] 


Um mn die einer gegebenen Gefchmwindigfeitsveränderung entſprechende 
Zeit zu finden, theilen wir die Differenz 9%. — % zwiſchen der End- und 
Aufangsgeſchwindigkeit in rn gleiche Theile, fegen einen folchen Theil: 

Un — do 
n 
berechnen hiernach die Gefchwindigfeiten : 
vu ty =u +2 a = + 3% u |. w., 
und führen diefe Werte in die Simpfon’fche Formel ein. Auf diefe 
Weiſe erhalten wir die gejuchte Zeit, bei Annahne v von vier Theilen: 


5 Fr 5 u 


Es ift ferner der in einem Zeittheilchen z zurückgelegte Raumtheil ($. 19): 


=% 


= vr, ober da fi 7 = 2 legen läßt: 


% 
‘= X alfo hier: 


— _,4 
(2) 9° 
w 
Durch Anwendung der Simpfon’schen Regel findet man num den Raum, 


welcher wird, wihrend die — % in %, libergeht: 
4 EU 


er tl 


2 vg ⸗ 4 vʒ3 4 


v⸗ 
a 
w w © 
Natürlich wird die Genauigkeit größer, wern man 6, 8 oder noch mehr 


Theile annimmt. Uebrigens geftattet diefe Formel aud) eine Berüdfichtigung 
der Beränberlichkeit des Widerftandscoefficienten, welches bei bedeutenden Ge⸗ 


6 — 
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ſchwindigkeiten nothwendig if. Beim freien Fall der Körper in der Luft 
oder im Wafler ift P = @ das fcheinbare Gewicht des Körpers, und bei 
der Bewegung auf der Horigontalebene P = 0, ober richtiger, gleich der 
Reibung fG. Da diefe ein Wiberftand ift, jo hat man fie negativ in Rech⸗ 
nung zu bringen, weshalb Bier 

P=-(P+P)wm 


v pP 
»=-|1+6)]%> 
zu fegen if. Da ferner hier nicht von einer Zu⸗, fondern nur von einer 
Abnahme der Geſchwindigkeit die Rede fein kann, fo haben wir hier ftatt 
Un — do, do — du in den obigen Formeln zu jegen. 

In dem Falle, wenn der Körper durch eine conftante Kraft, 3. B. durch fein 
Gewicht getrieben wird, nähert fich die Bewegung immer mehr und mehr einer 
gleihförmigen, fo daß fie ſchon nach einer gewifien Zeit als eine ſolche an- 
gefehen werben kann, wiewohl fie e8 in Wahrheit nie wird. Es fällt die 


2 
Acceleration p = Null aus, wenn $ - 5 Fy = P, wenn alſo 
29P 
V — — zz 9% iſt. 
ZZ 


Diefem Ziele nähert ſich alfo die Gejchwindigfeit eines fallenden Körpers 
immer mehr und mehr, ohne e8 je volllommen zu erreichen. 


Beifpiele 1) Piobert, Morin und Didion fanden für einen Fallſchirm, 
deffen Tiefe 0,381 des Oeffnungsdurchmeſſers betrug. den Widerftandscoefficienten 
t = 1,9 . 1,37 = 2,66. Bon welder Höhe wird fih hiernach ein 72 Kilo: 
gramm ſchwerer Menſch mit einem ähnlihen Fallſchirme von 8 Kilogramm Ge⸗ 
wicht und 8 Quadratmeter Querſchnitt herablafien können, ohne eine größere 
Geſchwindigkeit anzunehmen, als diejenige ift, welche ex erlangt, wenn er ohne 
Fallſchirm von 8 Meter Höhe herabipringt? 

Diefe Iegtere Geſchwindigleit it » = 4,429 V 3 = 7,671 Meter, ferner die 
Kauft P= G = 72 +8 = 80 Kilogramm; die Fläche F=.8 Quadrats 
meer; y = 1,25 Rilogramm und der Widerflandscoefficient { = 2,66, daher: 

1 _EFy _266.8.125 _ 
ws 2gP 2.981.800 — 0,0169. 

Theilt man nun die Beihwindigkeit » — 7,671 in 6 gleiche Theile, ſetzt aljo: 
o=0;v = 1,278; vg = 2,557; u = 3,836; v. = 5,114; vu, = 6,393; 

vg —= 7,671 Meter, 


2 
jo nimmt der Ausdrud 1 — 5 die entſprechenden Werthe an: 


1; 0,9724, 0,8895; 0,7513; 0, 6680; 0,8098 ; 0,0055. 
Man bat daher nad der Simpfon’fchen Regel den geſuchten Fallraum: 
7,671 /0 1,278 2,567 8,836 5,114 6,3893 „ 7,671 
s=75.981\1 Tto07aa + 208805 7 *o,ra1s ? >0,0080 T *0,5008 7 0,0088, 
— 0,0434 .1527 — 66,27 Meter. 


76* 


g. 541. 
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Die entſprechende Fallzeit ift: 
1,671 1 4 
= 73.081 \ı + Dora To oens + orsıs + os500 F ososst 5,0085) 
— 0,0434 . 211,0 = 9,16 Secunden. 

Ohne den Fallſchirm würde die Geſchwindigkeit nad) dem Herabfallen von der 
Höhe 66,27 Meter, v — 4,429 V66,27 — 36,05 Meter und die Fallzeit 
2.66,27 

981 





ti= 





— 8,67 Secunden 


betragen. 
Die größte Geſchwindigkeit, welche die mit dem Fallſchirme verſehene Perſon 


überhaupt erlangen kann, folgt aus — 0,0169 zu: 


1 V517 
w — 0,0169 — 59,17 = 7,69 Meter, 


d. h. eine Geſchwindigkeit, wie fie die ohne Schirm fallende Perjon bei einem 
Tallen von der Höhe 
69° = 3,016 Meter 

3.981 ’ 
erlangen würde. 

2) Welche Geſchwindigkeit kann ein Regentropfen von 5 Millimeter Durchmeſſer 
höchſtens annehmen? 

Setzt man hierfür Z = 0,5, jo hat man, va P = %r. 0,00253. 1000 Kilo- 


gramm ift: 
4%, .0,00259.1000 __ 
= 440 \/ 05 oa. = Helen 


entiprechend einer Fallhöhe von 5,833 Meter. 


Anmerkung. Für einen conflanten Widerflandscoefficienten ergiebt fich Für 
den freien Fall durch den höheren Calcül: 


⸗ ar 9 * 





und 
Po in. (SEE (et! +1)"\ _@ 
delt Ti geht ) Thy 
. w? 1? 
wobei 


u= V2s- Er, 


e die Grundzahl des natürliden Logarithmenſyſtemes und Ln. den natilrliden 
Logarithmen bezeichnet. 


Geworfene Körper. Wir haben ſchon früher die Wurfbewegung 
im Iuftleeren Raume fernen gelernt und $. 39 gefunden, daß derfelben 
eine Parabel entſpricht. Jetzt fönnen wir uns auch über diefe Bewegung 
in einem wiberftehenden Mittel, 3. B. über die eines abgeſchoſſenen 
Körpers in der Luft nähere Kenntniß verjchaffen. 
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Jedenfalls it die Bahn eines die Luft dircchfchneidenden Körpers feine 
Parabel wie im Iuftleeren Raume, fondern eine unfymmetrifche Curve, 
Fig. 951. mit einem ſchwächer auf» und ftärfer nieder- 
fteigenden Schenkel, wie aus Folgendem hervor- 
geht. Während der Meinen Zeit z durchläuft 
der mit der Geſchwindigkeit v in der Richtung 
AT, Fig. 951, auffteigende Körper in 
Folge feiner Trägheit einen Weg 
AO=s=viır, 
jowie in Folge feiner Schwere den ſenkrechten 
Weg: 





nn . 
0P=h=°-; 


2 
und es wird der erftere Weg durch den Widerftand & 5 Fy ber Luft noch 
um eine Größe vermindert, welche fich durch den Ausdrud 


v2 
09= 20? m _,Fr om 
@ 2 °2@ 2 


beftinimen läßt. 

Sept man & 2 — u, fo hat man einfad): 

vrrT? 
0Q=u— 

Der vierte Eckpunkt R des aus OP und OQ conftruirten Parallelo- 
grammes OPRQ giebt den Ort an, wo fid der Körper am Ende der Zeit 
T befindet, während P der Ort ift, welchen der Körper in dieſem Augens 
blide einnehmen würde, wenn der Widerftand der Yuft Null wäre. Es 
zieht ſich folglicd) die Bahn AR des geworfenen Körpers unter der Parabel 
AP hin, weldje der Körper im Iuftleeren Raume durchlaufen würde. 

Ebenfo find für einen in der Richtung AT, Fig. 952 (a. f. S.), mit der 
Anfangsgeſchwindigkeit v niederjteigenden Körper die in der Zeit 7 
gleichzeitig zurückgelegten Wege 


AO =vr, 
OP T und 
=g a un 
vi r? 
0Q — ar wu, 


und es ergiebt ſich aus denfelben wieder der Ort AR, weldyen der Körper am 
Ende diefer Zeit einnimmt, fowie der Ort P, welchen er einnehmen wiirde, 
wenn die Bewegung im luftleeren Raume erfolgte. Es läuft alſo auch in 
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diefem alle die Bahn AR des Körpers unter ber paraboliihen Bahn AP _ 


hin, welche der Körper verfolgen würde, wenn die Luft fein widerftehendes 
Mittel wäre. 
Iſt der Neigungswinfel, unter weldyen der Körper von A aus mit der 


Fig. 953. 


Tig. 952. 





Anfangsgefhwindigfeit v emporfteigt, TAX — ©, Big. 953, find folglich 
die anfänglichen Koordinaten» oder Arengejchwindigfeiten: 

u = v 008.0 
und 

w = vsin.o, 
fo hat man nach Verlauf der Heinen Zeit r für den Ort 7 des bewegten 
Körpers die Abfcifie: 

2 


AM == 40 00.0 = (vr — ES C0S. & 


= (1 — —— UT cos. 
und die Ordinate: 
2 

MR=y= AQsina— OR =(1 -&) vr sin. — IE; 

ferner die Abſciſſengeſchwindigkeit: 
Rt = u = 0008. — wvViTc0s.0 —= (1 — uvr) v cos. 

und die Ordinatengeſchwindigkeit: 
Rw, = w, =v sin.a — uv?r sin.a— gr—= (1 — vr) vsin.a — gr. 


Aus beiden Geſchwindigkeiten folgt nun fir den Neigungswinfel 7, RX, 
— a; der Bahn in R: 


gt 


Wi 
tang. = — =t m — — 
ang. % arg. (1 — uvr)v cos. & 


und die Curvengefchwindigfeit: 


Ru=v=Vu+oi—= V(1— ur)?» — 2(1—uvr)vgr sin. + g?r2. 


® 
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Durch wiederholte Anwendung diefer Formeln läßt ſich der ganze Yauf 
der Wurflinie finden. Setzt man z. B. in die obigen Formeln für x und y 
ftatt & und v die durch die legten Ausdrücke beftimmten Werthe für &, und 
v, ein, jo erhält man durch diefelben die Coordinaten ©, und yı eines neuen 
Punktes in Beziehung auf R u. |. m. 


Beifpiel. Eine maffive gußeijerne Kugel von 2r = 0,10 Meter Durch⸗ 
mefjer werde unter dem Elevationswintel « — 250 mit der Geſchwindigkeit 
v — 300 Meter abgeſchoſſen; man fol den Ort derjelben nad Werlauf von 
0,1, 0,2, 0,8... .. Secunde angeben. 

Das ſpecifiſche Gewicht des Gußeiſens zu y, = 7500 und daB der Quft zu 
y = 1,25 angenommen, bat man: 

Fy,__any ,_ 1,25 _ 
I t— 5 34 c0,00125 L. 

Setzt man nad) 8. 539 für vu = 300 Meter ct = 0,88, fo wird 

u = 0,00125.0,88 = 0,0011. 

Für z = 0,1 Secunde erhält man daher: 
z—=(1 — Y,0,0011.300 .0,1)300 .0,1.c08.250 — 0,9835 .27,189 = 26,740 Meter, 
y—= 0,9835 . 300 . 0,1. sin. 250 — 0,005 . 9,81 = 12,404 Meter, 


9,81.0,1 _ 
(1 — 0,0011 .80) 300 .cos. 25° 0,46258, 


tang. a, = tang. 25° — 

daher: 
a, = 24° 49’ 28”, 

Die Curvengeſchwindigkeit folgt zu: 

— V(0,967 . 300)?— 2. 0,967.300.9,81. 0,1. 0,4226 + 0,9812 —= 289,7 Meter. 

Setzt man die gefundenen Werthe von a, und v, von Neuem in die obigen 
Gleichungen und dem Werthe von v, —= 289,7 entſprechend glei) 0,87 ein, jo 
folgt in gleiher Weile: 
# = 0,00125.0,37 = 0,00109, 
& =(1 — 14 0,00109.28,97) 28,97 .cos.24° 49’ 28" —0,984.26,29— 25,869 Meter, 
yı = 0,984 . 28,97 . sin. 240 49' 28" — 0,049 — 11,923 Meter, 


ferner: 
tang. a —=tan aaa (El — 04588; 
9. m Stang. 0,968. 280,7.cos. 240497 207 — 000; 
daher « — 24° 39 und . 


vg — V (0,968.289,7)°— 2.0,968 .289,7.0,981 .0,4198-+ 0,9812 — 280 Meter. 
Nochmals z = 0,1 Secunde, d — 280 Meter und L = 0,86 geſetzt, folgt 
ebenjo: 
a = 0,00125..0,86 = 0,00107, 
x = (1— Y,0,00107 .28). 28. cos. 24039 = 0,985 . 35,44 = 25,05 Meter, 
ſowie 
Y = 0,985. 28. sin. 240 39’ — 0,049 = 11,472 Meter. 
Es ift hiernach der Ort des abgeſchoſſenen Körpers noch 0,3 Secunden in 
Hinfit auf den Anfangspunft der Eoordinaten durch 
x + x, + x, = 26,74 + 25,87 + 25,05 = 77,66 Meter 
und 
y+Yy +Y = 12,404 + 11,923 + 11,472 — 35,80 Meter 
beftimmt. 





— — — — 
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Ohne Berüdfihtigung des Luftwiderftandes würde man haben: 
z+2, +2,=30.0,3.cos. 25° = 81,567 Meter. 
y+y+9%=3W8 .0,3.sin.25°— 1/, .9,81.0,09— 38,034 — 0,442 = 57,592 Meter. 


Anhang. 


I. Die Theorie der Schwingungen. 


S. I. Schwingungen. 


Ein Körper befindet ſich in einer ſchwingenden 
Bewegung, wenn er, unter Einfluß des Strebens, die Gleichgewichtslage 
einzunehmen, wiederholt denſelben geraden oder krummen Weg hin- und 
zurückläuft. Im Allgemeinen nähert ſich hierbei der Körper abwechſelnd 
ſeiner Gleichgewichtslage und entfernt ſich von ihr, doch kaun dieſer Abſtand 





(bei kreisfförmigen Schwingungen) auch conſtant bleiben. Die Natur bietet 
uns außer der Bewegung des Pendel nod) viele andere Schwingunges 
bewegungen dar. Die vorzüglichjte Urfache einer ſolchen Bewegung ift eine 
Kraft, welche den ſchwingenden Körper nach einem bejtimmten Puufte Hin 
zieht oder treibt. So ift e8 3. B. die Schwerkraft, welche ein Pendel in 
Wenn ein aus feiner Ruhelage herausgebraditer 
Körper, ſich jelbft überlaffen, der Kraft ungeftört folgen kann, welche ihn 
nad) einem beftimmten Punkte hintreibt, fo erfolgt die Schwingung in einer 
geraden Linie; außerdem aber nimmt er Schwingungen in einer Curve an, 
wie 3. B. ein Pendel, bei welchem die Wirkung der Schwerkraft durch die 
Verbindung des Körpers mit einen feiten Punkte fortwährend geftört wird. 
Ebenſo erfolgen oft Schwingungen in krummen Linien, wenn die Anfange 
gefchwindigkeit des bewegten Körpers eine andere Richtung hat als die Kraft. 


Schwingungen verjegt. 


ig. 954. 





Der einfachſte und am häufigften vor- 
kommende Fall ift der, wenn die Kraft 
der Entfernung von einem ge: 
wiffen Punkte C proportionaf ift 
(f. aud) $. 20) Es ſei A, Fig. 954, 
der Anfangspımft der Bewegung, C der 
Sit der Kraft, d. i. der Ort des Kör- 
pers, wo die Kraft Null ift, und M 
der veränderliche Ort des Körpers. Be: 
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zeichnen wir nun den Abſtand CM durd) z und bedeutet u eine conftante 

Erfahrungszahl, fo können wir die Acceleration des Körpers in M 
p=W% 

ſetzen. Bezeichnet nun v bie veränderliche Geſchwindigkeit des Körpers in 

irgend einem Punkte M feines Weges und Or das Wegelement MN wäh- 

rend ber Zeit Ot, fo hat man (f. 8. 21, II.) eigenen: 


v0 — pda, alfo hier: vOv = ux. 0x und — = — Ox. 


Hieraus folgt die Geſchwindigleit in M, wenn ber Körper ben Weg 
AM=AC— MC=a— x zurlüdgelegt hat, durd) 
| v3 / q a? — x? 
7 — B zax = u 3 zu: 


v = Vu(a? — 29). 
Diefer Ausdrud erreicht fein Marimum für z — 0, alfo in C, und 
zwar ift hierfür 





v=c=aVu. 

Bewegt fid) der Körper über C hinaus nad) B hin, fo nimmt bie Ges 
ſchwindigkeit allmälig wieder ab, indem fie in dem Abftande CB = a 
wieder zu Null geworben ift. Nun kehrt der Körper wieder nad) c zurück. 
Diefe rücgängige Bewegung erfolgt genau nad) demselben Gefege wie die 
bingehende, e8 ift in G, y — — c und » — O in A. Die Bewegung 
wiederholt ſich auf ſolche Weife regelmäßig in dem Raume AB = 2a, 
welcher legtere die doppelte Schwingungsweite genannt wird. 

Unter der Bibrationsintenfität verfteht man die Gefchwindigkeit des 
Körpers in C und der Bewegungszuftand an irgend einer Stelle heißt die 
diefer Stelle entfprechende Phafe der Bewegung. Da obige Formel 


v —= Vu(a? — 29) 
denjelben Werth giebt fiir & — + x, und = — zı, fo folgt, daß je zweien 
beiderſeits gleichweit von C abftehenden Punkten gleiche Phaſen entiprechen, 
oder daß die Bewegung in Hinficdht auf C eine ſymmetriſche iſt. 


Schwingungsdauer. Die Zeit, während welcher der Körper einen 8. 2. 
gewiflen Weg AM — a — x zurüdlegt (Fig. 955 a. f. ©.), beftimmt fi 
wie folgt. Dan hat nad) $. 21, 1.: 


0x GE7 
v—= Dr oder di= 


== N u (a? — x°) ift, aud) : 


folglich hier, wo 
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Die gejuchte Zeit, während welcher der Körper von A nad) M paffirt, 


aljo der Abftand von C aus a in x ſich verändert, beträgt daher: 


(Se Ve 


J )=yala ern) 
arc. sin. _ — arc.sin. — — — arc.sin. 
Va Vr\2 a 


Die Zeit, welche der Rep gebraucht, um von A nad) C zu gelangen, 


erhält nıan, wenn hierin 2 — O gejeßt wird, zu: 


= 72(5 — are. sin.0) = w 
Va\2 7772Vu' 


während die Zeit einer ganzen einfachen Schwingung von A bis B ſich auf 


das Doppelte beredjnet, wenn man 2 — — a einfeßt: 


= —(# arc.sin )= 7 
Vu Be V 


Dieſelbe Zeit gebraucht der Körper zur Ruckbewegung von B nad) A, fo 


Gig. 955. daß bie ganze Schwingungsdauer zur Aus⸗ 
_ı führung einer Hin⸗ und , ediäwingung 
OKR 
il= — 


u * 
| beträgt, aljo von der Schwingungsweite 
MNPpc B gar nicht abhängig ift. 

Man kann fid die Bedeutung der erhaltenen Formeln graphiſch veran- 
Ichaulichen, wenn man um C mit dem Halbmefjer CA = a den Halbfreis 
AODEB ſchlägt und die Ordinate MO zieht. Hierin ift offenbar 

M0O=Va— a, 
d. 5. die Gefchwindigfeit des Körpers in jedem Punkte M ift der Ordinate 
MO proportional. Ferner ift 


af 


Bogen DQO =a. arc. sin. — und 
Bogen DQA=a- —; 
folglich ift die Schwingungszeit, welche der Körper gebraucht, um von 4 
nad) M zu gelangen: 


1 (5 . =) 
= —I— — arcsın. — 
V u 2 [74 
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proportional der Differenz jener beiden Bögen, oder dem Bogen AO, 
nänilich 





Bogen 40. 
— 

Dieſes Geſetz gilt allgemein für die Bewegung des Körpers zwiſchen zwei 
beliebigen Punkten ; e8 ift 3. B. die Zeit, welche der Körper gebraucht, um 
von M nad) C oder von C nad) M zu gelangen, bem Bogen DQO pro» 
portional, und zwar: 


I pao _ 1. L_ are.sin. —, 
Vu «Vu a 
woraus umgefehrt 
—=a. sin.(t V u ) und 


vo—Vu Var— a2lsin. (Vu)’=Vu.a.cos. (t Vu) folgt. 


Anmerlung. Die vorfiehende Schwingungstheorie läßt ſich fogar auf das 
Kreispendel CM, Fig. 956, anwenden, wenn man Heine Schwingungsbögen vor: 


Sig. 956. ausſetzt. Es ift die Beſchleunigung des im Bogen 
AMB ſchwingenden Punktes an der Stelle A: 
. DA 
c =gsn. ACD=7z 9 


oder da bei Heinen Elongationen DA= MA gelegt 
werden kann: 


MA 
P=04'9 

A D B Bezeichnet man nun CA mit r und MA mit x, 

jo erhält man: 

M 9% 

und daher durch Bergleihung mit der Formel P—= ux des vorigen Paragraphen: 

— I. 

“87 


Folglich iſt die Schwingungszeit: 
== az (vergl. $. 345). 


Längenschwingungen. Die vorzüglichfte Urfache fchwingender Be⸗ $. 3. 
wegungen ift bie Elafticität ber Körper. Den einfachften Fall bietet ein 
Faden oder eine Stange (Draft) OC, Fig. 957 (a. f. ©.), dar, wenn der- 
jelbe durd; ein Gewicht & gefpannt wird. Führt man diefes Gewicht von 
dem Ruhepunkte C in der Arenrichtung des Fadens um einen Weg CA a 
fort, und überläßt man es nun fich felbft, fo wird es in Folge der Elafticität 
des Fadens wieder bis C gehoben, kommt dafelbft mit einer gewiflen Gefchwin- 
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digkeit c an und fteigt durch feine lebendige Kraft bis zu einem Punkte B, 
von wo aus e8 wieder zurücdfällt u. |. w. In dem Ruhepunkte wird das 


Dig. 957. Gewicht GE von der Elafticität . FE (. $. 210) ber 
Stange aufgehoben, es ift folglich hier die bewegende 
Kraft: 
P=+FE— G=0, atfo 4 FE= G. 


Iſt aber da8 Gewicht in einem fern Punkte N, 
weldher um CN —= x von C abiteht, jo beträgt Die be- 
wegende Kraft 


— 








_FE, 
2 
und befindet e8 fich in einem höheren Punkte Q, fo ift 
diefe eat: 
17 _FE, 











Bernachläffigen wir ie Maſſe der Stange fo ift at die Acceleration, 
mit welcher fi) das Gewicht E nad) C zurückbewegt: 


P FE 
=>” und daher: 
_FEg 
Pig 


wenn p — ux geſetzt wird, F den Querſchnitt, U die Yänge und E den 
Elafticitätsmodul der Stange bezeichnet. Da dieſes Geſetz mit dem in den 
vorigen Paragraphen behandelten alle übereinſtimmt, fo haben wir auch 
bier die Schwingungszeit: 


1= =) ET = rV# 


Wenn Gi — Fly das Gewicht der Stange unb Z ben Elafticitätsmobul 
als Länge ausgebrüdt (ſ. $. 210, Anmerk. 1) bezeichnet, jo bag E = Ly 
und F= * iſt, ſo hat man nach Einſetzung dieſer Werthe auch: 

yo 
=, 

Wenn man umgefehrt die —— beobachtet, ſo kann man den 
Elaſticitäätsmodel berechnen, indem man ſetzt: 
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7. a al G 
ES a’ verlag 
Diefe Formeln gelten-auc dann, wenn die Schwingung ber Stange nur 
durch bloßes Anhängen des Gewichtes (in B) und plögliches Loslaſſen def- 
telben hervorgebracht wird; es ift hier die Amplitude zu beiden Seiten von C: 
a — 4 * — J. 
FE 
Beijpiel. Wenn ein Eifendraht von 5 Meter Länge und 2 Millimeter Dide 
dur ein Gewicht von 60 Kilogramm in Längenſchwingungen verfegt, pro Se- 





cunde 7,5 Doppelidwingungen malt, jo hat man ? = 5 z 3* 0,0667" und 
den Elafticitätsmodul des Draht: 
2 
zu N __ 0.5000 _ 9984 .95541,4 — 21600 Rilogramm. 


9810.0,06672 ° 12.3,14 


Die vorftehenden Formeln laffen fich auc) anwenden, wenn das Gewicht 
G zufammendrüdend auf eine fteife prismatifche Stange wirkt. Ebenfo 
finden diefelben nod) ihre Anwendung, wenn das an das untere Stangenende 
angehängte Gewicht gleich anfangs mit einer gegebenen Gefchwindig- 
feit © niedergeht. Nach dem Principe der merhanifchen Arbeiten ift in 
diefem Yalle für die Fallhöhe A von G: 


v h h FE 
ara — TE gy  M daher 

261 v 

h— EV CAyELIEn FE) + FE 5 


Nach Durchlaufung dieſes Weges hat das Gewicht E feine Geſchwindigkeit 
verloren und fteigt num in Folge der Klafticität bis zum Ausgangspunkte 
zurück, wo e8 wieder mit der Geſchwindigkeit antommt. Endlich aber 


2 
erhebt es fich in Folge feiner lebendigen Kraft G 5 ‚ indem es bie Stange 


comprimirt, noch um eine Höhe Aı, ehe es wieder zurlicfehrt und eine neue 
Schwingung vo Für dieſe Da Höhe ift 


Gq * — Gh + Em, und daher: 
+2 ae v? 
Er Fer: FE 29 
Durch Addition von A ni h, erhält man nun die ganze Schwingungs- 
amplitude: 


V GI\N:, 201 ve 
2a—=h+h—=2 (F5 + FE 
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und daher die einfache Elongation: 


Val REIZE vs 
(Fr 29 


Da aud) hier p = z Gi Da — uz ift, fo hat man, wie oben, die Zeit 


V 
= V 


Wenn die Anfangsgeſchwindigkeit u des Gewichtes GC, durch ein nieder: 
fallendes Gewicht @ erzeugt wird, fo hat man es mit dem in $. 372 
abgehandelten Falle (Fig. 958) zu thun. Laffen wir das Gewicht GE mit der 

Fig. 958. Geſchwindigkeit c aufichlagen, und jegen wir einen unelaftifchen 
Stoß voraus, jo haben wir die Anfangsgeichwindigleit von 
G + G: 


einer Schwingung: 


A 


Gc 
4 4 61 
daher die größte Schwingungselongation: 


— GI 
a En SO )tarom G)FE' 


und die — 


-=7 

Die Elemente der Stange nehmen an den Schwingungen 
von E& oder & + G, ebenfalls Antheil, nur ift die Amplitude 
um fo Heiner, je näher das Element dem Aufhängepunkte liegt. Für ein Element 
Cı, Fig. 957, im Abftande O C, = x vom Aufhängepuntte ift die Amplitude: 


v — 


E € ul 





_% 

y=7# 
wogegen die Schwingungszeit, da diefe gar nicht von y oder a abhängt, 
diefelbe ift wie fir @. Es fchwingen alfo alle Elemente der Stange in von 
C nad) O ftetig abnehmenden Amplituden iſochron. 


Querschwingungen. Auch die Biegungs- fowie die Torfiong- 
elafticität bieten Gelegenheiten zu ſolchen Schwingimgen dar, wie wir im 
Borhergehenden kennen gelernt haben. Für eine an einem Ende O feft: 
gehaltene und am anderen Ende C durch ein Gewicht G gefpaunte Stange 
oder Feder O C (Fig. 959) haben wir nad) $. 235 die Einbiegung : 

Pi3 


B=eeggn. 
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gefunden; es folgt daher umgefehrt die Kraft P, mit welcher die Stange 
gebogen ift, 
3WEa 
P= 73 
Wird nun diefe Kraft durch ein 
— angehängtes Öewicht G erfegt, und 
\ aum CA= CB=x vu 








größert ober verkleinert, fo Hat 
man die Kraft, mit welcher das 
Stangenende nach der Ruhelage durch die Elafticität der Stange zurld- 
getrieben wird: 





__3WE(a+e) _83WE(a+2) 3WE 35WE 
9 
daher die Aeleratien, wenn wir bloß die Maſſe von GC in Betracht ziehen: 
P 3WE 
P= 49 = gm 9% und, ba hiernach 9 — ur zu fegen ift: 
__83WE 
rg I 


Die Proportionafität zwifchen p und x geftattet die Anwendung der For⸗ 
mel in $. 2 (Anhang), weshalb nun die Schwingungsgeit 
nn @13 
Vu Va! 3WE 
folgt. 


Für eine an beiden Enden frei aufliegende und in der Mitte C mit einem 
Gewichte & belaftete Stange HO, Fig. 960, ift nach $. 241: 
Big. 960. 4 — PU 
4#WE 
daher Die ee 
6 
Im 48 WE 
Bei Berückſichtigung des Stangengewichted GC, hat man im erſten Falle, 
ig. 959, ftatt &, @ + ?/; Gi, und im zweiten Yale, Fig. 960, ftatt, 
G, @ + 5/s Gh einzufegen. 
Aus der beobachteten Schwingungszeit t, Täßt fi nun der Eflafticitäte- 
modul berechnen, und zwar für den erften Fall, mittel® der Formel 
2=(2) SH he | 
39W ’ 
oder, wenn n — r die Anzahl ber Doppelſchwingungen pro Secunde 


bezeichnet, 





t— — 
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G + 5 6 12 
39 W 


Beijpiel. Ein Fichtenholzftab von 10 Millimeter Breite und Dide wurde in 
zwei um 1 Meter von einander abftehenden Punkten unterftügt und in der Mitte 
von dem Gewichte & — 1,37 Kilogramm um a — 32 Millimeter Breite nieder: 
gezogen. Deshalb ift hiernach der Elafticitätsmobul des Fichtenholzes: 

Pi3 1,37 . 10003 . 
E RB. Wa = 48.7, 102.82 = 1070,3 Kilogramm. 

Ferner wurde diefer Stab an einem Ende eingeflemmt, am anderen Ende mit 
dem Gewichte EG = 0,31 Kilogramm belaftet und in Schwingungen verjegt, 
wobei die Anzahl der Schwingungen in 35 Secunden zu 100 ausfiel. Tas Ge— 
wit G, des en beitrug 0,044 Kilogramm, folglich ift: 

+ 36, = 0,3265 filogramm, und 


He) G, 8,14\2 0,3265 . 10009 
E=(— +6 3— 
ya 39 W 2 = 0,55) 3.9810.17,. 108 7, 107 = 1071,2 Rilogramm, 


aljo jehr nahe dem durch den Biegungdverfud gefundenen Werthe. (Die Tabelle 
in 8. 218 giebt E — 1100.) 


E= (an) 


8.6. Torsionsschwingungen. Die Formel !— va endlich auch für 


das TZorfionspendel, d. i. fir einen Faden oder eine Stange.D O, Fig. 961, 
welche vermöge ihrer Torſion um ihre eigene Are ſchwingt. In der Regel 

Fig. 96L. verfieht man dieſes Pendel mit einem 
belafteten Querarme CO C;, mittel deſſen 
die anfängliche Drehung des Fadens 
hervorgebracht wird, inden man dieſen 
Arm aus der Ruhelage CC, in die 
Lage AA, bringt. Die Torfion dreht 
dann den Arm nad) CC, zuriid, und 
vermöge der Trägheit geht derjelbe auch 
nod weiter bis BB,, von wo aus er 
nah CC) und AA, u. |. w. zurüd- 
fehrt. Wir haben oben (8.269) das Tor⸗ 
fionsmoment eines prismatijchen Körpers 

aWC 
Pa= 7 

gefunden und willen hiernach, daß daffelbe umgekehrt wie die Länge OD — I 
des Stabes und direct wie die Torſionswinkel MDC — « wädjlt; ift num 


3 
@k? das Trägheitsmoment des Armes CD C,, folglich) n — die auf die 


Armenden C und CO, reducirte träge Maſſe 34 deflelben, fo folgt die Acce— 
leration diefer Punkte: 
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P_aWC MG __aaWüCg 


Bezeihnen wir nod, den Bogen CM — aa, welder der Armlänge 
DA= DC= a und dem veränderlidien Elongationswinfel CDM — « 
ent|pricht, durch z, jo erhalten wir den Ausdrud: 


WCog 
= om I, und können wieder 9 — gx feten, alſo: 


= — annehmen. 
Es iſt folglich auch die Schwingungsdauer, der Schwingungsbogen 
ACB= A,C, Bi mag es oder Hein fein: 
—— — Et 


=, = Vs 


wWC= 5 Gk? J, 
und daher das Torſionsmoment 


— 72*. 
Pa= gi & Gu. 

Anmerkung. Vorſtehende Formeln für die Schwingungen, welche durch die 
Elafticität feſter Körper hervorgebracht werden, gelten natürlich nur jo lange, als 
mit den Schwingungselongationen die Elafticitätsgrenze nicht erreicht wird. Bei 
allen Mafchinentheilen find die Schwingungen möglihft zu vermeiden, weil das 
Arbeitsquantum, welches auf dielelben verwendet wird, für die Maſchinen ver: 
loren geht; deshalb find diefe Theile höchſt jorgfältig mit einander zu verbinden, 
und es ift zumal ein jogenannter todter Gang zu vermeiden, der zu Stößen und 
Schwingungen Beranlafjung giebt. 


Umgefehrt folgt 


Fig. 962. Dichtigkeit der Erde. Die Theorie $. 7. 
des Torfionspendels findet ihre unmittelbare 
Anwendung bei der Beftimmung des fpecififchen 
Gewichtes oder der mittleren Dichtigleit e 
unferer Erde. Nähert man dem einen Ge- 
wichte Q am Armende A, Fig. 962, eines Tor⸗ 
fionspendel8 eine ſchwere Kugel K, fo rückt 
dafjelbe in Folge der Anziehung um einen Weg 
AM x näher; e3 feßt fi) in diefem neuen 
Drte M von Q die Anziehungsfraft R von K 





mit der Torfionsfraft P ins Gleichgewicht, und 
3._, es läßt fich daher auch die eine durch die andere 
M, X, beftinmen. Laſſen wir nun nach Entfernung 


der Kugel das Torfionspenbel ſchwingen, fo 
Welsbach'se Lebrbud der Mechanitk. J. 76 
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können wir die Schwingungsdauer defjelben ermitteln und hieraus die Torſions⸗ 
fraft berechnen. Nach dem vorigen Paragraphen ift die Schwingungsdauer 
7 Torſionskraft Pa? 


—_ _T_u—? — 0 
= ra — zn = des Pendels GA? 9 


wenn G%? das Trägheitsmoment und a die Armlänge des Pendels bezeichnen; 
daher hat man umgekehrt die Torſions⸗ oder Anziehungskraft: 
pPp— Gkp uGk’xz__n? Gk!x n? Gk?a 





— 
EEE —— — — {6 
— 





ga? ga? gt a gi a 
und das dem Drehungswintel & entiprechende Torfionsmoment : 
a? 
Pa = gi -GGK. 


Wenn nun die Anziehungsfräfte der Körper wie bie Maſſen derfelben 
und umgekehrt wie die Quadrate der Entfernungen wachen (j. $. 327, 
Beifpiel 3), jo fünnen wir die von K. hervorgebradhte Anziehungstraft P 
mit dem der Anziehungskraft der Erde entfprechenden Gewichte Q des fleinen 
Körpers an der Torfionswage wie folgt vergleichen: 

P__K:s? 
9° E:n’ 
wobei 3 die Entfernung MK der Mittelpunfte beider Maſſen Q und X 
von einander, r den Halbmeljer der Erde und E das Gewicht derfeiben 
bezeichnet. Wir erhalten nun das legtere: 
KQr? 
B= Ps? ’ 
und wenn wir E=*t,r?.ey ſetzen, das fpecifiiche Gewicht der Erbe: 
3E 38KQr? 3KQ _3KQ gt?a? 


= $y = — —* = Arret mIlkir 
rı PT gar AnPr’s AnPırsö Anrs? mGkiz’ 





oder, wenn wir ftatt en die Länge 1 des Secundenpendels (ſ. $. 347) ein- 


führen: — _ 3Klt a⸗ 
NETT rast Gm 
und daher die mittlere Dichte der Erde: 
3Kli?! Qa? 


EEE meinen (armen — (} 


 Anras? Gk?y 

Sest man annähernd GKx2 — 2. Qa?, was in dem alle immer ge- 
ſchehen kann, wenn die Maſſe der Pendelarme verſchwindend Hein gegen die⸗ 
jenige der Kugeln Q ift, jo erhält man einfacher: 

Kit 
zr2s?y 

Mittels des einfachen Torfionspendels oder der fogenaunten Coulomb’- 
hen Drehwage fand zuerft Cavendiſh: & = 5,48; 


.—= 2), 
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oder nad) Hutton’3 Revifion: & —= 5,32; 
jpäter bei Zuhülfenahme des Gauß⸗Poggendorff'ſchen Spiegelapparates 
Reid: = 5,43, 
dagegen Baily, durch Berfuche in größerem Maßftabe: & — 5,675. 

Bei Wiederholung der Verfuche wurde von Reich & = 5,583 
gefunden. (S. „Neue Verfuche mit ber Drehwage, Leipzig 1852.°) Es ift 
hiernach die mittlere Dichtigleit der Erde ungefähr gleich der Dichtigfeit des 
Eifenglanzes, 
“ Anmerkung. Ueber die Ausführung der Verſuche zur Beſtimmung der Dich⸗ 
tigkeit der Erde ift nachzuſehen: Gehler's phyſikal. Wörterbuch, Bd. IIL.; ferner 
die Abhandlung von Reich, „Verfudhe liber die mittlere Dichtigkeit der Erde, 


Greiberg 1888”, und die von Baily, Experimente with the torsion rod for 
determining the mean density of the Earth, London 1848. 


Magnetnadel. Die Torfionswage wird auch angewandt, um die $. 8. 


Directionstraft oder das Drehungsmoment eined Magneten ober einer 
Fig. 8. Magnetnadel zu finden. Erfegen wir den Querarm 
einer folchen Wage durch eine Magnetnadel oder einen 
Magnetftab M.DMı, Fig. 963, fo ftellt fic, derjelbe fo, 
daß feine Directionsfraft von der Torſionskraft auf- 
gehoben wird. Weicht der unmagnetifche Arm in der 
Ruhelage AA, um den Winfell ADN = « vom 
magnetifhen Meridiane NS ab, und ftellt fi der 
Magnetftab MM, fo, daß feine Are um den Winkel 
MDN = Ö von dem Meridiane NS abfteht, fo haben 
wir denjenigen Componenten Ri der parallel NS wir- 
fenden Directionsfraft R, welcher die Umdrehung der 
Nadel bewirkt: R, = Rsin.d. 
Da diefe Kraft von der Torfionskraft P im Gleichgewichte gehalten wird, 
fo hat man BR sin.d — P, oder wenn die Declination d Hein if: Rd = P. 
Nun ift nach dem vorigen Paragraphen das einen Drehungswinkel & — Ö 
entjprechende Torfionsmoment : 


Po, a— ar, 





wenn man daher das ummagnetiie ZTorfionspendel ſchwingen läßt, fo kann 
man aus der Schwingungsdauer 4 u. f. w. auch die Directionskraft des 
Magnetitabes R finden, und zwar hat man: 
2 
Bund a , > 

Hierbei ift vorausgefegt, daß die magnetifche Directionsfraft 3 ihren Sit 

im Wbftande DM = a von D babe; fireng genommen kann weder bie 
76 * 


8.9. 
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Directionskraft R, noch der Abftand des Angriffspunktes derfelben von M, 
fondern nur das Directionsmoment R sin. 6 . a beftimmt werden, wofür 
man hat: 


R sind. = )Em. 


Diefes Moment (Ra sin.d) ift fir sin.d — 1, d. 5. wenn die Magnet: 
nadel rechtwinkelig gegen die Magnetrichtung fteht, am größten, und zwar 
— Ra, und dagegen fir ö = 0, d. 5. wenn die Are der Magnetnadel in 
den magnetifchen Meridian fällt, am Heinften, nämlih — Null. 


Magnetismus. Da die Directionsfraft R der Magnetnabel feinen 
Drutk auf die Drehare verurfacht, alfo die Nadel kein Beftreben zum Fort⸗ 
fchreiten, fondern nur ein Beftreben zur Drehung hat, wenn fie außerhalb 
des magnetifchen Meridians fteht, jo folgt, daß die ganze Wirkung des Erd⸗ 
magnetismus auf einen Magnet aus einem Kräftepaare 2» -3 mit dem 
größten m omente Ra beftehen müſſe. Da fi Ion jedes Krüftepaar 
nt — 7 durch unendlich viele andere Paare 3 — =), = -3) 
u. f. w. efegen läßt, deren Momente Ra, Rıaı, Raaz u. f. w. alle ein- 
ander glei) find, fo folgt, daß weder R noch a, alfo weder die Directiond- 
Fraft noch ihr Angriffspunft, jondern nur ihr Moment Ra beitimmt ift. 
Diefes Drehbungsmoment Ra ift überdies nod) von zwei Tactoren m, 
und S, wovon m, dem Erd» und 9 dem Stab» oder Nadelmagnetismus 
entfpricht, abhängig, weshalb wir 

R=m,S und Ra = m, Sa 

jegen fünnen. Was endlich noch das Maß m, des Erdmagnetismus an- 
langt, jo ift diefes bei einer horizontalfchwingenden Nadel, wie wir feither 
angenommen haben, nur der horizontale Component der Intenfität m bes 
ganzen Erbmagnetismus, denn ber verticale Component m; wird durch bie 
Unterftägung oder Aufhängung der Nadel aufgehoben. Iſt c die Incli- 
nation oder die Abweichung der magnetifchen Erdare von dem Horizonte, fo 
baben wir für den betreffenden Drt den horizontalen Componenten: 


m = mcos.t, 





dagegen den verticalen : 
mM = m sin. ı 
und endlich da8 Drehungsmoment einer Magnetnadel: 
Rasin.ö — mcos.ı . Sa sin. 6, 
alfo den größten Werth deffelben: 
Ru = m Sa cos.1. 


$. 10.) 


Die Theorie der Schwingungen. | 1205 


Schwingungen einer Magnetnadel. Dan kann aud) da8 Dres 
hungsmoment einer Magnetnadel aus der Schwingungszeit derfelben jelbft 
berechnen. Bringt man die aufgehängte Dlagnetnadel M.D.Mı, "ig. 964, aus 
ihrer durch das Gleichgewicht zwifchen der Torſions⸗ und ber Magnetlraft 


Dig. 964. 





M; ı A, 


bedingten Ruhelage, fo daß fie von diefer um den 
Heinen Winkel MDC — $ abweidt, jo nimmt ent- 
weder die magnetische Directionskraft R um Rp zu 
und bie Torfionstraft um PL @ ab, worin PL nad) 
$. 6, Anhang, den Werth 

a3 GR? 

gu a 
bedeutet, oder es tritt das Umgefehrte ein; in jedem 
Falle erwächft alfo aus beiden eine Kraft: 

(R + P 1) P, 
oder ein Moment: 
(R+ P)yga=(R+P) 


welches den Magneten nach der Ruhelage zurüdtreibt. 
Iſt nun Gk? das Trägheitsmoment ber Nadel, fo haben wir folglich bie 
Deichleunigung, welche diefer Kraft entſpricht: 


_(R+P)ax 
p — @G%? 9 


und fegen wir diefelbe — nz, fo erhalten wir: 


_R+P 
u — @Gk? ag, 





fowie die Schwingungsbauer : 


t= 


% 
Ve (R+ Pı)ag 
z 


GR? 


= N — —— 


2 GR? 
zu Vo (R+P)a' 


oder, wenn v das Berhältnig 2 = 





der Torfionstraft zur magne- 


tifchen Kraft bezeichnet: 


Gk? 


—— 
Vs Fü +v)Ra 


Hat man & dur Beobachtungen gefunden, fo Tann man hiernach um⸗ 
gekehrt das magnetiſche Umdrehungsmoment finden, es iſt nämlich 


§. 10. 





8§. II. 
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Iſt die Torſionskraft Hein, fällt namentlich die Ruhelage MM, nahe in 
den magnetifchen Meridian, fo kann man v vernadjläffigen und 


I EL ſowi 
= ya V rar 


ıc? R 
Ra = m - G.k? ſetzen. 
Noch können wir ftatt Ra den oben angegebenen Werth einführen und 
daher das Drehungsmoment durch die Formel 


3 
m Ba cos. ı = 5 « G%? ausörliden. 


Yür eine im magnetifchen Meridiane ſchwingende Inclinationsnadel 
ift dagegen: 


3 
m —— 6 3 
mSa = 5 Gk 


und filr eine Nabel, deren Umdrehungsare in bem magnetifchen Meridiane 
liegt, die fich daher felbft vertical zu ftellen fucht: 


ı? 
m Sa sin. = — » Gk®. 
ge 


72 
Die Formel m Sa cos.ı = 5 - @%? giebt und in m Sa cos.i ein Pro⸗ 


duct von vier Factoren; da fid) aber die Inchination durch Beobachtungen 
an einer Magnetnabel beftimmen und fi) Sa auf eine beſtimmte Weife 
nicht in feine Factoren zerlegen läßt, jo bleibt nur eine Zerlegung des 
befannten Productes m Sa in bie Factoren m und Sa zu vollziehen übrig. 
Wie fich diefe Zerlegung mittels Declinationsbeobachtungen ermöglichen läßt, 
wird aus Folgendem hervorgehen. 


Magnetische Angiehungsgesetze. Die Kräfte, mit welchen ſich die 
ungleichnamigen Pole zweier Magnete anziehen und die gleichnamigen Pole 
berfelben abftoßen, ftehen im umgelehrten Berhältniffe der Duadrate 
der Entfernungen zu einander. Man überzeugt ſich hiervon am ein- 
fachften durch die Beobachtungen an einer Heinen Magnetnadel, welche man 
in ber Nähe eines größeren Magnetftabes ſchwingen läßt. Zu dieſem Zwecke 
legt man den Dagnetftab Horizontal und parallel dem magnetischen Meridiane, 
fo daß fein Nordpol gegen Nord, alfo fein Sidpol gegen Süd gekehrt ift, 
und bringt eine Feine Declinationsnabel in die Verlängerung ber Are des 
Magnetftabes. Iſt der Abftand 8 des Stiftes diefer Nadel von dem einen 
Pole des Magnetftabes viel Heiner als der Abſtand von dem anderen, fo 
kann man bie Wirkung des legteren auf bie Nadel Null fegen und an⸗ 


L _____® s , e on 
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nehmen, daß durch die Wirkung des näheren Poles der Coefficient m, der 
erdimagnetifchen Kraft noch um einen gewiſſen Werth x, oder %, vergrößert 
werde. ft nun die Schwingungszeit der Nadel — t, wenn der Magnetitab 
fi gar nicht in der Nähe derfelben befindet, dagegen — t, wenn der nähere 
Pol dieſes Stabes um sı von dem Stifte der Nabel abteht, und — ta, 
wenn diefer Pol um sz von dem Nadelftifte abfteht, jo haben wir: 


x? 1? \ I, 
m, Sa ga Gk3, (m, + xi) 84*75 Gk?und(m; + %,) Si @Gk ; 
daher folgt durch Divifion: 


m + % __ Be m, 7 % + % __ 
— — — 7 und m =; Frf) =, folgfich: 


— 2— 
u = (7 2 m und % — ( rE I ) mi, endlich: 
2 


et 











1 2 
oder, wenn ſtattet, &, und tz die Schwingungszahlen 
60" 60" 60" 
n = —, m = — mn = — 
t ti t⸗ 


eingeführt werden, 
1: m — in — no. 
Wenn nun die Wirkung des Magnetſtabes auf die Nadel dem umgekehrten 
Quadrate der Entfernung proportional iſt, ſo muß auch 
%:% 8:57, und folglich auch 
” m _ ” 
n—n 38 
fein, welches durch die Beobachtungen beſtätigt wird. 


Die Wirkungen eines Magnetſtabes NS auf eine Magnetnadel ns fallen 8. 12. 
am einfachften aus, wenn der Magnetitab rechtwinkelig gegen den magnes 
tiichen Meridian gelegt wird, und zwar entweder fo, daß fich der Stift d der 
Nadel ns, Fig. 965 (a. f. ©.), in der Verlängerung von NS, ober fo, daß 
er fi) in dem durch die Mitte C gehenden Perpendifel von N S, Fig. 966 
(a. f. ©.), befindet. Segen wir vor der Hand die Kraft, welche ein Pol von 
NS auf einen Pol von ns in der Entfernung Eins ausiibt —= K, fo haben 
wir für den erften Fall, Fig. 965, wenn a die Länge NS und e die Ent- 
fernung Cd der Mittelpunfte C und d der Körper NS und ns von eilt- 
ander bezeichnet, bie Kraft, mit welcher der Nordpol n von S angezogen wich, 


K K 
P= Ir annähernd — — 7, e — Ina’ 
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und die Kraft, mit welcher n von N abgefloßen wird, 
Fig. 965. Fig. 966. 





P — m, 
' Nn? (e+ Ya) 


daher die Mittelkraft aus P und P;: 


Hl 
L IP Ama, — ha? (e+!/ 5) 
N: _(e+ Ya a)? —(e — 1/2 a)? 
N 


— (e + Ya a)? (e — 1/s a)? 
— 2ae K 
- (e+ Ya)? (e—!/za)?' 


oder, wenn !/; a gegen e Hein ift, 


| Ebenſo ift die Mittelfraft aus der Anziehungs⸗ und Abftogungsfraft des 
| Südpoles s: 
und daher da8 Moment des von diefen Mittelträften gebildeten Kräftepaares, 
wenn I die Entfernung der Pole der Nadel von einander bezeichnet, 
2alK 
Ql = — 
Fur den zweiten Fall (Fig. 966) find hingegen die Anziehungs⸗ und 
Abftogungsträfte in s: 


L) 





pt — Eu und die in n: 
Ns 88 

pP — — ., 
Sn? Nn? 


folglich die reſultirenden Mittelkräfte: 


CN. p_?_0E mga— 


2m, Feen m 


4K 
Nn 


⸗⸗ 
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Wenn nun 1/;a und /,! anfehnlich Heiner find als e, jo können wir 
ftatt Ns — Ss und Nn = In den Mittelwerty Nd — $d und dafür 
den Nüherungswertb Cd — e einführen, erhalten demnach: 


eK 
== 
und daher da8 Moment des von Q und 0, gebildeten Kräftepaares: 
alK 
Qi = — ur 2 


d. i. halb ſo groß als im vorigen Falle, was auch durch die Beobachtungen 
vollkommen beſtätigt wird. 


Uebrigens iſt aber die Kraft X ſelbſt noch ein Product von der Intenſität x 
des Magnetismus in ns und von ber Intenfität S in NS, alſo K=x8 
zu ſetzen, weshalb num für den erften Fall 


= : * ‚und für den zweiten: Q — < vefultict, 





Bestimmung des Erdmagnetismus. Ueberlaſſen wir in den beiden $. 18. 
vorher betrachteten Fällen die Magnetnadel ns der Einwirkung des größeren . 
Magneten, fo nimmt biefelbe eine neue Stellung ns, fig. 967, ein, wobei 

Sig. 967. fid) die Kraft Q, mit welcher der Mag- 
\ netftab auf die Nadel einwirkt, mit der 
Kraft R, die der Erdimagnetismus auf 
fie ausübt, ins Gleichgewicht fett. Iſt nun 
ö der Ablenfungswintel Ndan = Sds 
R der Nadelvon dem magnetifchen Meridian, 
fo haben wir die ſich das Gleichgewicht 
baltenden Seitenkräfte von Q und BR: 
| Qı = Q 08. 6 
und Rı = Rsin. 6, 
folglich ift Q cos.ö —= R sin.d, und ſonach 








—! 
tang.ö = R' 
oder, wenn wir nad) dem vorigen Paragraphen entweber 
= 2% > der = ne, 
und nad) $. 9 Anhang, R = mı% ſetzen, 
28a 284 — Ba 
entweder tang.ö — — me —— oder fang.d = mer 
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Hiernach läßt fih nun umgelehrt das Verhältniß des magnetiſchen Mo⸗ 
mentes des Stabes zu der Intenfität des Erdmagnetismus finden, 
denn es ift in dem einen alle 


Sa _ I/, edtang.d und im anderen Falle Sa _ ed tang.d. 
mı m 


Die Beobachtung der Schwingungsdauer des Magnetftabes NS giebt 
ung aber (nach $. 10) das Product: 


72 
m, Sa = gt: Gk?; 


daher folgt durch Kombination beider Gleichungen mit einander da8 magne- 
tifhe Moment des Stabes 


r 
tweder Sa = V ı/, Gk?e:tang.Ö 
entwede Vs fa 9 


a 
oder Sa = —VG es tang. ö, 
tV9 


und das Maß der horizontalen Componenten des Erdmagnetismus: 


7 2 Gk?cotang.Ö 7 | / Gk? cotang.d 
———— es tVo9 e? 


je nachdem man Ö auf die eine oder die andere Weife beobachtet hat. 


Durch Divifion mit dem Cofinus der Inclination (1) befommt man bie 
ganze Stärke des Erdmagnetismus : 





m] 
c08. 6 

Um fi) einen Haren Begriff von dem Coefficienten oder dem Maße m 
des Erdmagnetismus zu verichaffen, nehme man zunächft an, die Nadel ns, 
Fig. 966, habe die Intenfität x — 1 (1 Milligramm) und die Länge 1 
(1 Millimeter), und der Stab NS Habe ebenfalls die Intenſität S — 1 
und die Länge a — 1. Gebt man endlich nod) den Abftand e diefer Nadeln 
von einander ebenfalls gleich 1 voraus, fo ergiebt fich nad) Einfegung dieſer 
Werthe in die Formel $. 12 (Anhang): 


n = 








xSal 
gl = * 
für das magnetiſche Moment des Magnetſtabes der Werth: 
Qi =1. 


Das magnetifhe Moment einer Magnetnadel ift daher gleich Eine, 
wenn dieſe Nabel einer ihr gleichen (a — 1), mit ihr gleich ftarlen (x — 5) 
Magnetnadel bei der in Fig. 966 abgebildeten zweiten Stellung in der 
Entfernung Eins ein Moment gleich Eins (1 Millimetermilligrammt) ertheilt. 
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Setzt man nun eine folche Nabel vom magnetifchen Moment Eins voraus, 
fest aljo in der Formel Ra — mSa, ſowohl S—=1 wie 4— 1, fo 
folgt: 

m —= Ra, 
d. h. die Intenfität des Erdbmagnetismus m ift dasjenige Moment, 
mit welchem eine Magnetnadel umgedreht wird, deren magnetifches Moment 
gleich der Einheit ift. 

Nach Weber's Angaben ift, wenn die Acceleration der Schwere 1 Milli- 


meter wäre: ‘ 
in Öttingen m — 1,774 Millimetermilligramm, 
in München m — 1,905 n n 
in Mailand m — 2,018 n n 


fr die Acceleration der Schwere von 9810 Millimeter im mittleren Europa 
1 
nd aber diefe Werthe nur = 0,0101 mal fo groß. 
ft j h Ss10 jo groß 


Anmertung. Zum tieferen Studium des Magnetismus find außer Müller: 
Pouillet’3 Lehrbuch der Phyfit vorzüglich noch Lamont's Handbuch dei 
Erpmagnetismus (Berlin 1849) und Gauß und Weber’3 Refultate auß den 
Beobachtungen des magnetiſchen Vereins, Göttingen und Leipzig 1837 bis 1843, 
zu empfehlen. ferner: die Exrperimentglphyfit von Duintus Icilius, fowie 
die Phyſik auf Grundlage der Erfahrung, von Moujjon u. ſ. w. 





Fortschreitende Schwingung oder Wellenbewegung. Wir $. 14. 
haben bei den Längen- und Querſchwingungen ber Körper im Obigen 
($$. 3, 4 und 5) gar nicht auf die Maſſe diefer Körper Rückſicht genommen, 
fondern nur die Maſſe des den Körper fpannenden Gewichtes in Betracht 
gezogen und deſſen Schwingungen wie die eines materiellen Punktes bes, 
trachtet, der unter dem Einfluffe der Elafticitätsfräfte fteht, welche die Stange 
auf ihn ausübt, woran er befeftigt if. Im Folgenden wollen wir hin⸗ 
gegen von ber Maſſe des fpannenden Gewichtes ganz abjehen, dagegen bie 
Maſſe des fchwingenden Stabes berückſichtigen, indem wir annehmen, daß 
berjelbe durch einen momentanen oder nur eine fehr Heine Zeit über wir- 
enden Impuls in eine ſchwingende Bewegung gejegt worden fei. 

Die fchwingenden Bewegungen, in welche bie einzelnen Maſſentheilchen 
eines Körpers gerathen können, find zweierlei Art, nämlich fortfchreitende 
und ftehende, deren Charakter aus dem Folgenden ſich ergeben wird. 


Fig. 968. Denn man irgend einem Punkte 
G C eines bei A und B, Fig. 968, 
> feftgehaltenen Stabes oder einer 
ET 1 7 7 177 0 JA en . . 
* IHGC DEF Saite in irgend einem Sinne, z. B. 


in ber Richtung des Pfeiles, einen 





1210 Anhang. [$. 13. 


Hiernach läßt fi nun umgekehrt das Verhältniß des magnetischen Mo⸗ 
mentes ded Stabes zu der Intenfität des Erdmagnetismus finden, 
denn es ift in dem einen Yalle 


Ba — 1, edtang.ö und im anderen alle 3a = e3 tang.d. 
m m 


Die Beobachtung der Schwingungsdauer des Magnetjtabes NS giebt 
ung aber (nach $. 10) da8 Product: 


ı? 
m, Sa = gt? Gk?; 


daher folgt durch Combination beider Gleichungen mit einander das magne- 
tifche Moment des Stabes 


x 
entweder Sa = ——V 1, Oxꝰ eꝰ tang. 6 
tvg 


oder 8 G xꝰ es tang.d, 


aa 
tVo9 
und das Maß der horizontalen Componenten des Erdmagnetismus: 


% 2 G k?cotang. 6 % | / @k? cotang.d 
entweder m = —— —_—- lt — —ıı, 
— Vg e? t Vo e? 


je nachdem man Ö auf bie eine oder bie anbere Weife beobachtet hat. 

Durch Divifion mit dem Cofinus der Inclination (1) bekommt man bie 

ganze Stärke des Erdmagnetismus : 
— m 
— 

Um ſich einen Haren Begriff von dem Coefficienten oder dem Maße m 
des Erdmagnetismus zu verjchaffen, nehme man zunächſt an, die Nabel ns, 
Fig. 966, habe die Intenfität x — 1 (1 Milligramm) und die fänge Z—1 
(1 Millimeter), und der Stab NS habe ebenfalls die Intenfität S = 1 
und die Länge a = 1. Setzt man endlich noch den Abftand e diefer Nadeln 
von einander ebenfall8 gleich 1 voraus, jo ergiebt ſich nad) Einfegung biefer 
Werthe in die Formel $. 12 (Anhang): 





“Sal 
= 
für das magnetifche Moment des Magnetftabes der Werth: 
Qi =. 


Das magnetifhe Moment einer Magnetnadel ift daher glei Eine, 
wenn dieje Nadel einer ihr gleichen (a — 1), mit ihr gleich ftarken (x — S) 
Magnetnabel bei der in Fig. 966 abgebildeten zweiten Stellung im der 
Entfernung Eins ein Moment gleih Eins (1 Millimetermilligramm) ertheilt. 
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Setzt man nım eine folche Nadel vom magnetischen Moment Eins voraus, 
fest aljo in der Formel Ra — mSa, ſowohl S=1 wiea—l, jo 
folgt: 
m —= Ra, 
d. h. die Intenfität des Erdmagnetismus m ift dasjenige Moment, 
mit welchem eine Magnetnadel umgedreht wird, deren magnetijches Moment 
gleich der Einheit iſt. 
Nach Weber’s Angaben ift, wenn die Acceleration der Schwere 1 Milli- 

meter wäre: . 

in Öttingen m — 1,774 Millimetermilligramm, 

in Münden m = 1,905 n n 

in Mailand? m = 2,018 n n ; 
fir die Acceleration der Schwere von 9810 Millimeter im mittleren Europa 


1 
ind aber diefe Werthe nur = 0,0101 mal fo groß. 
fi ſ h AT) jo groß 


Anmerlung. Zum tieferen Stubium des Magnetismus find außer Müller: 
Pouillet's Lehrbuch der Phyſik vorzüglich noch Lamont's Handbuch des 
Erdmagnetismus (Berlin 1849) und Gauß und Weber's Reſultate aus den 
Beobachtungen des magnetiſchen Vereins, Göttingen und Leipzig 1837 bis 1848, 
zu empfehlen. Ferner: die Experimentalphyſik von Quintus Icilius, ſowie 
die Phyſik auf Grundlage der Erfahrung, von Mouſſon u. ſ. w. 





Fortschreitende Schwingung oder Wellenbewegung. Wir $. 14. 
haben bei den Längen=- und Querfchwingungen der Körper im Obigen 
(88. 3, 4 und 5) gar nicht auf die Maſſe diefer Körper Rüdficht genommen, 
fondern nur die Maſſe des den Körper fpannenden Gewichtes in Betracht 
gezogen und deſſen Schwingungen wie die eines materiellen Punktes be⸗ 
trachtet, ber umter dem Einfluffe der Efafticitätsfräfte fteht, welche die Stange 
auf ihn ausübt, woran er befeftigt if. Im Folgenden wollen wir hin- 
gegen von der Mafle des fpannenden Gewichtes ganz abjehen, dagegen die 
Maſſe des fchwingenden Stabes berückſichtigen, indem wir annehmen, daß 
berjelbe durd) einen momentanen oder nur eine ſehr Heine Zeit über wir- 
fenden Impuls in eine fchwingende Bewegung gefett worden fei. 

Die Ichwingenden Bewegungen, in welche die einzelnen Mafientheilchen 
eines Körpers gerathen können, find zweierlei Art, nämlich fortfchreitende 
und ftehende, deren Charakter aus dem Folgenden fich ergeben wird. 

Fig. 968. Wenn man irgend einem Punkte 

c C eines bei A und B, Fig. 968, 

— — — feſtgehaltenen Stabes oder einer 
B IHGCc DEN Saite in irgend einem Sinne, z. B. 
in ber Richtung des Pfeiles, einen 
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Stoß ertheilt, jo pflanzt fich derfelbe durch die ganze, noch fo große Fänge 
des Stabes mit einer großen Geſchwindigkeit fort. In Folge der zwifchen 


"den einzelnen Maffentheilchen des Körpers ftattfindenden Spannungen Tann 


das Theilchen C fich dem Theilchen D nicht nähern, ohne D zu veranlaffen, 
in derſelben Richtung von U nad) A Hin gegen das folgende Theildyen F 
zu wirken, welches feinerfeit8 wieber nad) F agirt. Der auf C ausgeübte 
Stoß wird ſich daher in ber Richtung nad A hin bis an das Ende des 
Stabes A fortpflanzen. In ebenfolcher Weife muß aber aud) die Fort⸗ 
pflanzung des Stoßes von C nad) 3 hin fortfchreiten, denn C kann fi) von 
@ nicht entfernen, ohne G ebenfalls zu einer Entfernung von ZZ nad) der 
jelben Richtung hin zu veranlaffen u. ſ. w. Somit wird der auf C au 
gelibte Stoß fi von C aus fowohl nad) A wie nad) B hin fortpflanzen, 
mit dem Unterſchiede, daß die Theilchen, welche von dem nad) A Hin fort- 
fchreitenden Stoße in Bewegung geſetzt werben, in ber Richtung bewegt 
werden, in welcher der Stoß fortfchreitet,, während die Theilchen, weldye der 
nad) B Hin fortfchreitende Stoß trifft, fich in einer der Fortpflanzung dieſes 
Stoßes entgegengefeßten Richtung bewegen. Die Folge diefer Wirkung wird 
eine Verdichtung der von C nad A Hin und eine Berblinnung der von C 
nach B hin gelegenen Theilchen fein. Die Gefchwindigfeit, mit welcher dieſe 
Stoßwirkung fortjchreitet, ift abhängig von ber zwiſchen den einzelnen 
Theilchen ftattfindenden Spannung und dem Gewichte ober der Maſſe der 
bewegten Theilchen. 

Wenn der dem Theilchen C mitgetheilte Stoß nicht in der Längenrichtung 
von AB, fonbern fenkrecht gegen diefelbe ftattfindet, wern 3. B. das Theilchen 
C durch den Stoß in die Lage Ci gebracht wird, fo kann dies nur dadurch 
gejchehen, daß CO von den beiden Theilhen D und G entfernt wird, und 
daher müſſen diefelben ebenfalls in die Bewegung gezogen werden. Es 
werden dieſe Theile D und G daher bei einem fteifen Körper ebenfalls zu 
Bewegungen parallel der CC, veranlaßt werden, unb fo wird weiter bie 
Bewegung auf EF' :c. fowohl wie ZI u. |. w. übertragen. Auch hier wird 
daher der Stoß von CO nad) beiden Seiten hin fich fortpflanzen, und bie 
Theilchen in eine Bewegung fegen, welche rechtwinkelig auf der Fortpflanzung 
des Stoßes fteht. 

Wenn daher eine prismatifche Stange BM,, Sig. 969, durch eine in 
ihrer Arenrichtung wirkende Kraft P ausgebehnt oder comprimirt wird, fo 
werben die fünmtlichen Theile der Stange nad) dem Obigen in Schwin 
gungen verfegt. Nicht allein das Endelement M, fondern auch jedes ander 
Element M,, My... ber Stange fchwingt dann innerhalb eines gewiflen 
Raume® BD, BD, BD; .... hin und ber, den man bie Schwin: 
gungsamplitude nennt; auch läßt fich, wenn die Stange fehr lang ift, 
annehmen, daß diefer Raum bei allen Elementen einer und derfelbe fer 


8.1] Die Theorie der Schwingungen. 1213 


Wenn nun auch die Zeit, inmerhalb welcher ein Stangenelement eine Schwin- 
gung vollendet, an allen Stellen der Stange eine und diefelbe ift, jo können 
wir doch nicht voransfegen, daß fich alle diefe Elemente M, M,, Ma u. |. w. 
gleichzeitig in derjelben Bewegungsphafe, 3. B. gleichzeitig in der 
Mitte ihrer Schwingung befinden, fondern wir müſſen vielmehr annehmen, 


Fig. 969. 





daß die Mittheilung der von M ausgehenden Bewegung Zeit erforbere, und 
derjelbe Bewegungszuftand eines Elementes um fo fpäter eintrete, je entfernter 
diefes Element von der Bewegungsquelle P entfernt if. Es ift hiernach 
möglich), daß in dem AUugenblide, wenn M einen Schwung BD hin und 
zurück gemacht hat, da8 Element M, noch auf dem Rückwege begriffen, 3. 2. 
erft in CO, fei, daß ferner da8 Element M, erft einen einfachen Schwung 
gemacht habe, alfo den Ort D, einnehme, daß das Element M, erft die 
Hälfte des Hinweges zurüdgelegt habe, daher in Oz ftehe, daß endlich ein 
Element My, erft eine Schwingung beginne, aljo mit MM gleichzeitig ſchwinge. 
Die Geſchwindigkeit, mit welcher eine und diefelbe Bewegungsphafe von A 
aus nad) und nach in dem Körper fortichreitet, Heißt die Sortpflanzungs- 
geihwindigkeit der Schwingungen bes Körpers. Yerner bezeichnet man 
den Inbegriff aller derjenigen Elemente von M bis M, des Körpers, welche 
fich in den fänmtlichen Berwegungsphafen einer Schwingung befinden, aljo 
zwifchen zwei Elementen M und M, von gleichem Bewegungszuftande ent- 
halten find, mit dem Namen einer Welle des fchwingenden Körpers, und 
nennt den Abftand MM, felbft die Kinge der Welle. Eine Welle befteht 
aus einem Hintertheile BD,, innerhalb deſſen ſich die rückkehrenden 
Elemente, wie M,, M; . . . befinden, und aus einem Borbertheile D, Bu, 
welcher die noch vorwärtögehenben Elemente M;, M& . - . einichließt; man 
nennt auch wohl BD, den verbünnten und D,B, den verdichteten 
Theil der Welle, weil alle rückkehrenden Elemente innerhalb BD, in Aus- 
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dehnung, und alle hingehenden Elemente D, B, nod) im Zufanımenbrüden 
begriffen find. 

Dean kann fid) von der hier beſprochenen fortfchreitenden Schwingung, 
welche das Charafteriftifche der Wellenbewegung bildet, eine Deutliche 
Anſchauung verfchaffen, wenn man einem nicht zu bilnnen, langen Seile, 
welches zwifchen A und B audgelpannt ift (Fig.970), an einer Stelle etwe 


Fig. 970, bei C eine Ausbauchung nad) oben 

’ durch einen fchnellen Stoß oder aud) 
ik“ P dadurch ertheilt, daß man das in der 
ð Hand gehaltene Ende A des Seiles 


C 
N einem plöglichen kurzen Rucke der 


aCd Hand unterwirft. Man bemerkt al& 
m "IN dann, wie diefe Ausbauchung C von 
A nad) B fortfchreitet, jo daß jie die 


aı 
mi — in Fig. J., IL, III. angegebenen 


I — Stellungen nad und nad) einnimmt 
F Dieſe Bewegung iſt folgendermaßen 

GJU —— — 3 erklaren. Der gehobene PBunfı 
0 oder Gipfel (Fig. I.) wird durch die 


beiderfeitigen Seilfpannungen Ca 
und Ob nad) abwärts gezogen und folgt diefem Zuge, indem er fich im bie 
Linie AB ftellt. Gleichzeitig wirft die in dem Seilftüde bC' vorhanden: 
Spannung aber auch auf den Punkt d in entgegengefegter Richtung ein, und 
muß in Folge deilen der Punkt d fich erheben. Nachdem derfelbe bis zum 
Gipfel der Ausbauchung gehoben ift, wird aud) er durch die beiden abwärts zie⸗ 
henden Spannungscomponenten wieder ſinlen, wobei der rechts daneben gelegene 
Punkt d in ebenderjelben Weile gehoben und gefenkt wird. Es entiteht auj 
diefe Weife eine fortichreitende Bewegung der Ausbauchung aCb von A 
nach B, wobei man aber die wirfliche von der fcheinbaren Bewegung 
unterfcheiden muß. Eine Bewegung von Maſſentheilchen in der Richtung 
von A nach B ift nım Scheinbar vorhanden, bie wirflihen Bewegungen 
der einzelnen Theile des Geiles gehen dagegen lediglich in auf- und abgehenden 
Bahnen vor fich, wobei jedes Theilchen, 3. B. db, nad) md nad) alle dem 
verfchiedenen Punkten der Ausbauchung a Cb entjprechenden Stellungen an: 
nimmt, fobald diefelbe den Punkt d paffirt. Man erfennt, ba die Welle C 
nur eine Form ift, welche von immer anderen Theilen des Seiles gebildet 
wird, da die verfciedenen Theile des Seiles nicht alle gleichzeitig, fondern in 
allmäliger Folge in ihre Schwingung gerathen. Dabei haben diejenigen 
Punkte, welche in irgend einem Augenblicke zur Bildung des vorderen Theil⸗ 
Ob der Welle beitragen, nad) aufwärts, diejenigen, welche den Binteren Theil 
Ca bilden, nad) abwärts eine Bewegung. 
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Denn die Welle (fig. III.) bei B angelommen ift, wo ein Exheben bes 
feften Punktes B nicht möglid) ift, wird C durch die beiden Zugkräfte Ob 
und Ca nad) unten getrieben werden, und, fobald e8 die Mittellage A B 
paffirt hat, wegen feines Beharrungsvermögens nod) weiter fchwingen nad 
C, (ig. IV.), lo daß aus der Ueberhöhung eine Vertiefung entfteht. Diefe 
plöglid) entftandene Vertiefung C, wirft aber auf die links benachbarten 
Punkte a, genau in derfelben Art, wie bei A (Fig. I.) die herborgebrachte 
Meberhöhung auf die rechts benachbarten Punkte d, und es muß daher die 
Ausbeugung von B nah A (Fig. IV.— VI.) zuritdfehren, um bier wieber 
nad) oben umzuflappen und das Spiel zu wiederholen. Bei langen Seilen 
fann man derartig erzeugte Wellen oftmals von einem Ende zum anderen 
hin⸗ und zurüdgehen fehen. 


Die Bewegungs- und Gefhwindigfeitsphafen innerhalb einer $. 15. 
Melle laffen fich recht gut durch die Ordinaten von Schlangenlinien (I. und 
II, Fig. 971) wie FC, G5 C,H, und BMi D,N; By darftellen. In dem 
Augenblide, wenn M in B eine neue Schwingung beginnt, und die größte 


Sig. 971. 





Elongation und Null Gefchwindigfeit hat, befindet fi) M, in der Ruhelage, 
hat alfo die Elongation Nul und die größte Gefchwindigfeit; beides wird 
auch durch die genannten Curven angezeigt, denn die erfte oder Elongations- 
curve (I.) geht in B um die Amplitude BF'= CB über die Are BD, 
hin und ducchichneidet in C, dieje Uxe, wogegen die zweite ober Geſchwindig⸗ 
feitScurve (IL) in B durch die Are hindurchgeht und in C, um die Marimal- 
geſchwindigkeit CO) Mı über der Are hinläuft, In demfelben Augenblicke 
befindet fi) ferner das Element M, auf ber Anperen Seite im größten Ab⸗ 
ftande von feiner Ruhelage O5 und es ift f ein, Gernninbigteit wie bei M 
gleich Null; auch dies ift aus beiden Curven A ae dem die eine Läuft 


$. 16. 


1216 Anhang. [$. 16. 


in D, um die Amplitude D. G, unterhalb der Are hin, und bie anbere 
ſchneidet die Are dafelbit, Hat aljo die der Gejchwindigkeit entfprechende Or⸗ 
dinate Null. Ebenſo werden durch diefe Curven die Bewegungs» und Ger 
jhwindigfeitsphafen der Elemente M;, M, u. |. w. angegeben. Da z. 2. 
die erfte Curve die Are in O, ſchneidet und die zweite dafelbft um den 
Marimalwerth CO; N, unter der Are hinläuft, jo wird dadurch angezeigt, daß 
in diefem Augenblide das Element M, durch feine Ruhelage mit der Ma- 
rimalgejhwinbigfeit in pofitiver Richtung hindurch gehe. Wil man die 
Bewegungsphaſe irgend eines anderen Elemente M„ zwifchen M, M., M, u. ſ. w. 
im Augenblide kennen lernen, wo das erfte Element M eine neue Schwin- 
gung beginnt, fo darf man nur von demjelben ein Perpendifel auf Die be 
fprochenen Curven Herablafien. Das Stüd RS dieſes Perpendikels zwifchen 
der erften Curve umb ihrer Are entfpricht der Elongation dieſes Elententes, 
und das Stil TU zwifchen der zweiten Curve und ihrer Are giebt die 
Geſchwindigkeit defielben an. Da beide Ordinaten abwärts gerichtet find, fo 
deuten fle auch an, daß fowohl die Elongation als auch die Gefchwindigfeit 
pofitiv fei, d. i. die Richtung der Fortpflanzungsgefchwindigfeit habe. 

Befände fi) das Element M in D, träte e8 alfo eine riidgängige Bewe⸗ 
gung an, fo würden ſich die verjchiedenen Elongationen der übrigen Elemente 
einer Welle durch die Orbinaten ber punktirten Curve JC, K3 C, L,, und 
die Geſchwindigkeiten derfelben durch die Orbdinaten der punftirten Curve 
DO, Ba Q; Ds repräfentiren laſſen. Die doppelte Schwingungsdauer 2 eines 
Elementes, d. i. die Zeit, innerhalb welcher bafjelbe den Weg BD + DR 
zurücklegt, ift auch gleich der Zeit, innerhalb weldier die Schwingung: 
bewegung um die ganze Länge MM, — 1 einer Welle fortgepflanzt wird; 
ift daher c die Kortpflanzungsgefchtwindigfeit, jo hat man die ganze Länge 
der Welle: 

BB, =1l=c.2t=32ct. 
Die Länge des Hintertheild der Welle ift aber 
BD =lı=DB + BD — ct + A, 
und die bes Vordertheiles: 
DB, =l —=DD — BD =et— A, 

wo A die ganze Schwingungsamplitude eines Elementes bezeichnet. 


Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Dieyortpflanzungsgefchwin- 
digkeit der Wellen läßt fich auf folgende Weile ausmitteln. Denken wir 
ung den ſchwingenden Körper BO, Fig. 972, aus unendlich Heinen Elementen, 

Fig. 972. jedes vom Duerjchnitte A und ven 
wnwo der Länge BO=CD= dx ie 


B CD M 
III STÜTT feenb, und neimen wir an, ba ber 


Bewegungszuftanddeseinen Elementer 
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BC = Ada in einem Zeitelemente Ot volllonımen auf das folgende 
Element CD —= AOz übergehe, daß aljo bie Bewegungsphafen in der 


Arenrichtung des Körpers mit der Gefchwindigkeit c — = fortfchreiten. 


Segen wir voraus, daß die Elemente BC und CD in der Zeit t von C 
nad) N fchwingen und dadurch in die Tagen MN = 9x, und NO =09 
fommen, umb bezeichnen wir die entjprechende Elongation CN durch y. War 
nun die Trennungsflädhe zwifchen beiden Elementen vor Ot Secunden in N, 
und gelangt diefe O4 Secimden fpäter nad N, fo haben wir die ent- 
ſprechenden Wege der Elemente: 
NN, = Oyı und NN = Oys, 
ferner die Geſchwindigkeiten: 


Da 9 Secunden vor dem Zeitpunfte, wo die Elemente BC und CD 
die Stellen MN und NO einnehmen, N, genau in der Bhafe war, wie 
jest O, fo dat man auch CN = DO0,d..NMNO=CD=2s; uw 
da 94 Secunden nad) diefem Zeitpunfte N, in berfelben Phafe ift, in der 
jest M fid) befindet, fo_folgt u) Cr; = BM, db. i. MN =BCl=20r. 

Da nım aus der Figur 
Pi ergiebt, fo Hat man aud): 

oyı = 9x2 — 9%, und ebenfo: 
—— =02 — 0 %ı. 

Es ift alſo da8 Wegelement Oyı zugleich die Zufammendrüdung 
0x — 0x, des Elementes NO, und das Wegelement 9%, die Zufammen- 
drüdung 9x — 9%, des Elementes MN. Bezeichnet nun noch Z den 
Elafticitätsmobul bes ſchwingenden Stabes, jo hat man bie aus diefen Zu⸗ 
jammendrüdungen hervorgehenden Spannungen der Elemente MN und N O: 

= Fun Msn 
O2 — 04 
3 = 0% 

Durch Subtraction diefer beiden Spannungen von einander erhält man 

nun die verzögernde Kraft: 


Mn —d 
P=&— = 22 ur, 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. J. 77 


B— EAB 
x 
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und ift num noch Y das fpecifilche Gericht der Stangenelementte 3 C, CD, 
alfo AOz . Y das Gewicht und = die Maſſe M eines Stangen- 


elementes, fo bat man die Beichleunigung defjelben in N aud) 
' _P_M —2%y 9 _9E Oyı —Oy 
De AE a ym " 
Durch Gleichfegen beider Werthe für p erhält man nun die Gleichung 
Oyı — 0% gE oyı — Oy 


J of? — 7 or: 9 
woraus 
9x _9E .„_9E 

any oder © — —, 

alfo die Fortpflanzungsgeihwindigkeit der Wellen (Schallgeſchwin⸗ 


digfeit), 
= VIE= Vor 


folgt, wo L den Elaſticitätsmodul nach Länge bezeichnet. 


Beilpiel. Nimmt manden Elafticitätsmodul des Tannenholzes zu E= 1100 Rilo- 
gramm und das Gewicht eines Cubikmillimeters zu 0,00000056 Silogramm , jo 
erhält man die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit des Schalles im Tannenholze zu: 


/9810 . 1100 
c= 0.000.000 56 — 4391 Meter, 


d. i. ungefähr 13,2 mal jo groß wie in der Luft. 

Anmerkung. Dieſe Formel für die Fortpflanzungsgeſchwindigkleit gilt aud 
für eine gejpannte Saite, und jogar für das Waſſer und für die Luft. IR p der 
Drud der Luft auf die Flächeneinheit, jo Hat man die den Berbichtungsverhältnifien 


a und ya entiprehenden Spannungen nad dem Mariotte'ſchen Gelege: 


_ PIE _ PDT __prx _ Pr 
8% — 9x9 — re — %Yyı und 5 — E71 dC— Ya’ 
und daher die bewegende Kraft auf ein Element vom Querſchnitte A: 
— ——— 
PS A - - Ey) 2 — a 
* nur ein Heiner Bruch iſt, alſo (dr — 1) (dr — 39) = dr} 
geſetzt werden Tann, 


oder, da 


p — PYı = dv) AP 
7 dx 
Diefer Ausdrud flimmt mit dem obigen, wenn man flatt p, E einfegt, voll: 
fommen überein, es ift folglih die Schallgeſchwindigkeit in der Luft: 


p 
e= =, 
97 
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Bei der Lehre von der Wärme wird im zweiten Bande gezeigt, daß wegen der 
Wärmeveränderung, welde mit der DichtigleitSperänderung der Luft nothwendig 
verbunden ift, an dieſer Formel noch ein Eoefficient anzubringen ift. Da die Did: 
tigleit 4 der Luft ihrer Spannung p proportional ift, jo fällt auch p auß der 
Formel heraus, und es bleibt nur noch die Temperatur z in derjelben zuräd. 
Gewöhnlich nimmt man für Luft 


e — 383 Vı + 0,00867 . z Meter — 1061 vi + 0,00867 Zuß an. 
Beilpiel. Wenn nah der Anmerkung des 8. 376 eine Waflerjäule durch 


eine Kraft von 10 336 Kilogramm um 0,00005 ihres Bolumens zujammengedrüdt 
wird, und hiernach der Elaſticitätsmodul dieſer Flüffigkeit 


0,010336 _ 
E= "0,00008 — 207 Kilogramm 
zu jegen ift, fo hat man hiernach die Schallgeſchwindigkeit im Wafler: 
207 
e= 9810 0,000 001 == 1425 Meter, 


aljo ungefähr 4,38 mal jo groß, wie die Geſchwindigkeit in der Luft. 


Schwingungsseit. Wir fünnen num auch die Zeit einer Schwin⸗ 
gung finden, indem wir zunächſt die Gleichung fuchen, welche die Abhängig- 
feit der Schwingungselongation y von der Zeit und von der die Ruhelage des 
ſchwingenden Elementes beftimmenden Abfcifje z ausdrüdt. Sicherlich ift y 
jowohl eine Function von & als auch eine ſolche von x, es läßt fich folglich 
y= pt) und aud) y — % (w) fegen. 

Aus der erften diejer beiden Functionen folgt durch Differenziren die 
variable Schwingungsgejchwinbdigfeit: 


oy 
ı=I=g90 


und ebenjo bie entiprechende Acceleration: 
oV 
pP — 2 = 9 (d), 


wo @ı (t) und 9, (£) andere Functionen von £ ausdrücken (vergl. 8. 19). 
Die zweite Function giebt da8 Spannungsverhältniß 


. — Vi (e), alfo die Spannung 
ö 
S=AEF=AE.Y E) 


daher bie bewegende Kraft des Maſſenelementeb oM = A0r- 


oa | 


08 —= ar u], 


dx "IA 


(&) 9x 
17° 
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und die entjprechende Acceleration: 


„08 __g9E 
Pen; 


wobei unter Y, (x) und %, (2) die berivirten Functionen von % (2) zu 
verftehen find. 

Segen wir die beiden Ausdrücke fir p einander gleich, fo erhalten wir 
folgende Endgleichung: 


9 ) = ‚= V⸗ (2), oder, da * =eAail, 
9; (t) =c, V⸗ (x). 
Diefer Differenzialgleichung wird durch folgende Integralgleichung : 
‚== tr =Flt+nD)+f(lt— ze) 
genligt, worin F' und f ganz beliebige, vorläufig noch unbelannte Functionen 
von den in den PBarenthefen enthaltenen Sehen bedeuten. Es iſt nämlich 
jederzeit 


= PM .ner+dtene—n 


9: _ in.) _ erlt+nD)+eplt—n 
=e[n(t+ the) 


ferner: 


Ha = NM -nar+r9- nem 


Ye) Re) ki +)+thlt-m) 


aljo wirklich: 
9%(t)= ce. Yale) 
Obgleid) die Function 
y=Fl(t+D)+Yf(t—) 

eine unbeftimmte ift, fo läßt fie ſich doch, wenn man noch nähere Beftim- 
mungen des ſchwingenden Körpers giebt, bazu benugen, um die Schwin⸗ 
gungszeit des fchwingenden Körpers zu finden. Wie dies in einigen Fällen 
möglich ift, wird aus Folgendem erhellen. 

Anmertung Wenn man auß den Formeln dy = v3t und 2 — ct, 


dt eliminirt, jo erhält man den Yusdrud >= * oder, da * die Verdichtung 


a des ſchwingenden Elementes ausdrückt, « = =; es ift alſo die Verdichtung an 


jeder Stelle des jchwingenden Stabes in einem und bemjelben Yugenblide der 
Shwingungsgeihwindigfeit diefer Stelle proportional. 
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Bestimmung der Elasticitätsmodul. Nehmen wir zunädft an, $. 18. 
der ſchwingende Körper habe bie Länge I und fei an beiden Enden feftge- 
Hemmt. In diefem Falle ift fowohl für z — 0, als auch für x = |, 
y= 0, folglid : 

F(i) +/lCdD=-0wF(lt+Y) + fl U) =0. 

Aus der erften Gleichung folgt f = — F, und bringen wir biefe Be- 
ziehung in der zweiten Gleichung an, fo erhält man: 

Set +9 —- Set -Y=09dbiflet +dD=flt —), 
oder, wenn man cd — I = ct; Set, 

Slch +29 =f (ch). 
Es nimmt alfo die Function / ftets benfelben Werth wieder an, wenn 


ot; um 24, alfo bie Zeit 4 = ”© geöfer wird, unb es ift folglich auch 


_2ı _ y 
= 2 =) 


die Zeit eines Doppelfchwunges. 
Seßen wir zweitens voraus, daß der ſchwingende Körper an beiden 
‚Enden frei fei, fo haben wir fr = O und x = 1, S und alfo aud) 
Vi (8), = 0, daher: 
Fl) — MAM (et) o und (et +td—f(t—d=0. 
Hiernach iſt: 
f=Fwf(t +DdD=filet — ), oder (eti 2)i (cti). 
und folglich wieder die Schwingungsdauer: 
21 


N ti — — 


Iſt ferner der Körper an einem Ende frei und an dem anderen 
feſt, ſo hat man fir æ — 0, y— 0, und für æ —=1, S = 0, daher: 
F (ct) - (ct) — 0o und Fi(et +) — A (et — ) * 0, 
es folgt nun /= — F, ſowie and) fı = — Fi, und daher: 
feet + AGt -d=0, def (ch +29 = — fi (ch). 


Hiernach nimmt alfo der Körper nad) der Zeit dı — =! ftet8 den umge⸗ 
fehrten Bewegungszuftand an, und es ift folglich erſt in der boppelten Zeit 
24h, = = eine Schwingung vollendet. Man bat alſo bier die Schwin- 


41 V- 
= —_—4]| — 
ia — 75 


alſo doppelt ſo groß wie in den beiden erſten Fallen. 


gungsdauer: 
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Mittels der gefundenen Formeln fann man aus der beobachteten Schwin- 
gungsgeit t, ober vielmehr aus der Anzahl 7 der Längenfchwingungen, welche 
ein prismatifcher ee in einer gewiflen Zeit macht, den Elafticitäts- 


modul E= vr -— und die Fortpflanzungs» oder Schallgefchwindig- 


feit in demjelben, c —= — berechnen. 


Beifpiel. Ein an seien Enden eingellemmter Eiſendraht von 2 Meter 
Länge wurde’ durd) Reibung nad) feiner Arenrihtung in Longitudinalſchwingungen 
verjegt, deren 1250 auf eine Secunde gingen. Wie groß iſt hiernach der Elafi- 
citätgmodul des Eifendrahts und die Fortpflanzungsgeſchwindigkeit des Schalles 
in demfelben? 

Man hat, die Dichte des Eifens zu 7,6 angenommen: 

2 0,0000076 . 
E= (2) m — (2 . 2000 . 1250)8 Zunu — 19368 Kilogramm. 
Die Fortpflanzungs- oder Schallgeihwindigfeit in dem Drahte ift: 

_ | /gE _ 1/9810. 19368 _ 
= y —0.0000076 ” — 5000 Weter, 
oder, die Schallgejchwindigkeit c, — 338 Meter der Luft als Einheit genommen: 
MO _% 
az 106. 

Anmerkung. Iſt der ſchwingende Stab ſehr lang, jo können fi in dem: 
felben Schwingungsknoten (f. den folgenden Paragraphen) bilden, und es iR 
dann unter 3 in der Formel t = = nicht mehr die Länge des Stabes, ſondern 
die Entfernung zweier aufeinanderfolgender Schwingungstnoten zu verfiehen. Die 
Schwingungszeit & beflimmt auch die Höhe des mit den Schwingungen verbun: 
denen Tones; je größer oder Kleiner & if, defto tiefer oder höher fällt der Ton aus. 
Die Stärke des Schalles hingegen wächft und nimmt ab mit den Schwingungs- 
elongationen. Bei den jphäriihen Wellen, in welchen ſich der Schall in der Luft 
und im Wafler ausbreitet, bleiben c und & unverändert, und es nimmt nur die 
Schwingungselongation, alfo die Stärke des Schalles allmälig ab. Bei ver Fort- 
pflanzung der Schwingungen in ſtab⸗ und röhrenförmigen Körpern bleibt auch 
die Elongation unverändert, daher ſolche Körper den Schall mit ungeſchwächter 
Antenfität in ihrer Längenrichtung fortpflanzen. 


Stehende Schwingungen. Außer ben fortjchreitenden Schwingungen 

Fig. 978. oder Wellen giebt es eine zweite 
Art von Oscillationen, die man 
mit dem Namen der ftehenden 
Schwingungen bezeichnet. Tas 
einfachfte Beifpiel von ftehenden 
Schwingungen bietet eine zwifchen 
den beiden Punkten A und B, 
Fig. 973, ausgeſpannte Saite dar, 





— — —- — 


— — — — 
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welche durch äußere Kräfte aus ihrer Gleichgewichtslage AB herausgebracht 
und dann ſich felbft überlaffen wird. 

Denkt man ſich die Saite in eine ſolche Lage 4 C B gebracht, in welcher 
die Spannung in allen ihren Punkten conftant und etwa gleich p fei, fo 
wird irgend ein Element ab zweien auf feine Endpunkte @ und d nad den 
Richtungen ad und be wirkenden gleichen Kräften unterworfen fein, deren 
Refultivende cf dem Elemente ab die Tendenz zur Ruckkehr nad) der Ruhe⸗ 
lage in AB ertheilt. Da dieſelbe Wirkung zu gleicher Zeit bei allen 
Elementen vorhanden ift, jo wird auch die Saite mit allen Punkten zu 
gleicher Zeit dem Zuge nachgeben und die Gleichgewichtslage A B erreichen. 
Es erhellt aber ferner, daß vermöge der lebendigen Kraft, welche die einzelnen 
Maffentheilchen bei der Ankunft in A B angenommen haben, ein Ueberſchreiten 
der Gleichgewichtölage bis zu derjenigen in A CB erfolgen und ein regel- 
mäßiges Hins und Herjchwingen zwifchen ACB und A C, B eintreten muß. 

Die Eigenthümlichkeit diefer Schwingungsart befteht darin, daß wegen ber 
in allen Punkten gleichen Spannung alle Elemente gleichzeitig ſchwingen; 
eine fortfchreitende Mittheilung von Impulfen kommt daher hier nicht vor, 
wie wir fie in $. 14 an dem Seile kennen gelernt haben, bei welchem jebes 
in Spannung verfegte Element auf das ihm benachbarte noch in Ruhe 
befindliche eine hebende reſp. ſenkende Wirkung ausübt, wodurch das fucceffive 
Fortfchreiten dev Welle erzeugt wird. 

Denkt man ſich die Saite AB, Fig. 974, in eine Lage wie ADCEB 
gebracht, fo daß auch die Spannımg in allen Punkten gleich groß ift, fo 

dig. 974. werden allein der Strede ADC 
gelegenen Punkte in Folge der 
Spannungen nad) abwärts und 
alle Punkte der Strede CEB 
nad) aufwärts getrieben. Auf 
den Punkt C der Saite wird 
auf der einen Seite eine ebenfo große Kraft nad) aufwärts und nad) A hin 
ausgeübt, wie andererfeits nad) abwärts und nach B hin, weshalb dieſer 
Punkt eine Bewegung nicht annehmen kann. Da die auf C wirkenden Kräfte 
nicht nur im Anfange, fondern in jedem Augenblide fich da8 Gleichgewicht 
halten, fo entfteht in C ein an der Schwingung unbetheiligter fefter Punkt 
oder Schwingungsfnoten, um melden die Saite entjprechend ben äußerſten 
Tagen ADCEB und AD, CE, B ſchwingt. Ebenfo kann in dem ſchwin⸗ 
genden Körper eine größere Anzahl von Schwingungsfnoten ſich bilden. 

Zu den ftehenden Schwingungen gehören immer diejenigen der tönenden 
Körper, alfo ber Saiten, Stäbe, Scheiben und Gloden; auch die Schwingungen 
der Luft in Orgelpfeifen find ſtehende, endlich können auch das Waſſer und 
überhaupt tropfbare Fluſſigkeiten in ſtehende Schwingungen verſetzt werden. 
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Entstehung stehender Schwingungen. Im vorigen Paragraphen 
ift jchon der Weg angedeutet worden, wie man Körper zu ftehenden Schwin- 
gungen dadurch veranlafjen kann, daß man bie einzelnen Theile in eine folche 
Lage bringt, in welcher fie vermöge ber gleichen Spannung alle zugleich in 
Schwingung gerathen, ohne daß ein Theilchen das daneben befindliche ftört. 
Diefe Art der Erregung ſtehender Schwingungen kommt aber in Wirklichkeit 
nur ſelten vor; e8 entftehen diefe D8cillationen vielmehr meift in anderer 
Weiſe, nämlich durch die fogenannte Interferenz ber fortfchreitenden 
Schwingungen oder Wellen. 

Mit Hülfe der Schtwingungscurven (vergl. Anhang $. 15) laſſen ſich die 
Erſcheinungen vor Augen führen, welche bei der Interferenz der Wellen auf» 
treten. Zieht man zwei gleiche und entgegengefegt laufende Wellenzüge in 
Betracht, und feien hiervon ABCDE und FGHJK, Fig. 975, diejenigen 
Curven, deren Orbinaten bie Schwingungselongationen darftellen. Aus den 





Schwingungsercurfionen eines zweien Wellen angehörigen Elemente ent- 
fpringt eine mittlere Elongation, weldje genau fo gefunden wirb, wie jede 
mittlere Bewegung aus zwei Seitenbewegungen (ſ. $. 30), und zwar bier 
durch die algebraifche Addition der einfachen Elongationen. Hiernach werden 
in den Punkten M und N, wo fid) beide Wellencurven begegnen, die Or⸗ 
dinaten verdoppelt, dagegen in den Punkten O und Q, wo beide Curven auf 
entgegengefegten Seiten von ber Are A E gleich viel abftehen, die Ordinaten 
zu Null; und es refultirt aus beiden Wellencurven eine dritte FRBOHSDOK, 
deren Ordinaten die Elongationen aller Elemente von der Are A E angeben. 
Während die Wellenzüge ABC und FG H einander entgegenräden, ändert 
fih natürlich aud) die refulticende Wellencurve FRBO u. |. w.; es ift 
indefien leicht zu ermefien, daß hierbei die Punkte O und Q ftets Ruhepunkte 
bleiben müffen, ba in ihnen die Ordinaten der beiden entgegengefegten Wellen⸗ 
züge in jeder Stellung berfelben gleich groß und entgegengejettt bleiben. Es 
bilden fich daher ftehende Oscillationen, für welche O und Q die Schwingungs- 
Inoten find. Die tönenden Schwingungen ber Luft in Orgelpfeifen zc. entftehen 
auf diefe Weife durch die Interferenz der directen und reflectirten Luftwellen. 

Mit Hilfe eines bei A und B, Fig. 976, befeftigten Seiles kann man 
fi leicht die Entftehung ftehender Wellen durch Interferenz in folgender 
Weiſe deutlich machen. Ertheilt man bem Seile bei a, fig. 976 I., durch 
einen kurzen Stoß eine Ausheugung nad oben, fo ſchreitet dieſelbe nach B 
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hin fort umd hat nach einem gewiſſen Zeitraume die Stellung a,, Sig. IL, 
angenommen. Nach einem zweiten Zeittheilhen, wenn die Ausbauchung bis 
a, in III. fortgeichritten ift, fei gleichzeitig bei A eine zweite Ausbauchung b 
erzeugt, welche num ebenfalls nad) B hin fortſchreitet. Während die Aus- 
bauchung a, an B abprallt und fid) in die Einſenkung a, in IV. verwandelt, 
ift b nad) d, in IV. gelommen. . Während nun b, feinen Weg nach rechts 
und az den Weg nach links fortjegt, und beibe in V. in die Lagen b, und a, 
gefommen find, fei bei A in V. eine neue Ausbauchung c erzeugt, welche 
nun ebenfalls nach rechts fortfchreitet, jo daß fie nad) dem nächften Zeit⸗ 

| Big. 976. abfchnitte nad) cı in VI. gelangt ift. 
Jetzt bietet das Seil nur noch die 
beiden in V. und VI. dargeftellten 


denen, daß die Wellen in den durch 
die Pfeile angegebenen Richtungen 
fich fortwährend Hin und her bewegen, 
indem fie einander ohne gegenjeitige 
Störung durchdringen; da wir aber 
gefehen, daß das Fortjchreiten der 
Wellen überhaupt nur eine jcheinbare 
Bewegung, die wirtliche Bewegung 
der Seilelemente indeffen eine aufs 
und abſchwingende ift, fo ergiebt fich, 
daß das Seil eine ftehende Schwingungsbewegung angenommen hat, wobei 
die Punkte C und D die Schwingungsfnoten bilden. 


Querschwingungen einer Saite. Die Duerfhmwingungen der 
Saiten und elaftifchen Stäbe laſſen fid) auf ähnliche Weife ausmitteln, wie 
die Longitudinalſchwingungen. Die gefpannten Saiten bieten den ein- 
facjeren Fall dar, daher ſei aud) von diefen zunächſt die Rede. Es ſei ADB, 
dig. 977, irgend eine Pofition der ſchwingenden Saite, A der eine, B der 
andere Feſtpunkt, I — AB ihre Länge, GE ihr Gewicht und S ihre als 
conftant anzufehende Spannung. Fat man einen den Koordinaten AN = % 

Sig. 977. 
Pı........ 


same 








':D 


und NO = y entiprechenden Punkt O der Saite ins Auge und zerlegt 
befien Spannfraft S parallel zu AB und rechtwinkelig gegen AB in die 


Lagen dar. Man Tann fi) zwar 
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Seitenfräfte K und P, fo kann man bie letztere als die bewegende Kraft an 
einem Ende O bes Elementes OQ anfehen. Läßt man den Bogen AU—s 
um das Element ‘OQ — 95 und eben dadurch auch die Ordinate y um ein 
Element O7 —= 9y wachſen, fo erhält man in P, S, Oy und Os die gleich⸗ 
liegenden Seitenpaare von zwei ähnlichen rechtwinkeligen Dreiecken OPS 
und QTO, und es iſt: 


?_eT_%, —% 
it ıY Yes Yen ie Ti 
Auf daffelbe Element O Q wirkt aber aud) "od zu aus der Zerlegung 
der Gegenfpannung hervorgehende Kraft P, = SR 8* S in ent 


gegengeſetzter Richtung, daher bleibt die bewegende, das Slemmnt OQ nad 
der Are AB zurlidflihrende Kraft: 
| _0y — dyı 
pP pP = — — 8 
übrig. 

Die Maſſe M des Elementes iſt zwar der Länge O Q —= 95 deſſelben 
proportional, fegen wir indeſſen nur Heine Schwingungselongationen y vor: 
aus, fo können wir auch diefelbe dem Elemente OT = QU = Orb 
Abſciſe proportional wachſend annehmen, alfo M — IE ‚2 fegen. Dies 
vorausgefegt, erhalten wir nun die Acceleration, mit welcher das Element 
OQ fid) der Ruhelage in AB nähert: 

_P-P_ oy — Oyı ‚gl 
an #9 TU 0:.% 
oder 08 —= 0% geſetzt, 
_ 99 — oyı „Sl, 
7". @G 

Nun iſt y irgend eine Function von ©, 3. B. Y% (z), daher aud) * eine 

oy — Oyı 004 olyı (@)] 


andere Function Y, (x) und yo nn u. we britte 
Function %, (x) von dieſer Größe, fowie 
— ‚a8, 


Da aber y auch eine Function der Zeit £, alfo etwa y— Pp () ift, fo 
hat man ebenfo bie Geichwindigfeit, mit welcher O Q zur Ruhelage zurückkehrt: 


d 
*00 
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und die entiprechende Acceleration: 


= ZU e _ P; Pꝛe (t). 


Wenn man num beide —8 fir p einander gleichſetzt, jo erhält man 
ganz wie im Anhang $. 17, bie ee 


9 (t) = dr (æ) - — —ceꝛ vꝛ (x). 
und es läßt ſich daher auch wie dort 
y=yM)=Y@)=Fli+x) +Ff(ct — ») ſowie 
v=c[F(et +2) + fılet — 2)] jegen. 
Da auch Hier für z — 0 und = — 1, y und v —= 0 find, fo haben wir 


wieer/, =— Fıudf(c +) =flet—), er f(ct +2) =f(ch); 
es ift daher die Zeit einer ganzen Schwingung: 


2, V G 
WERE un GEBE — ·˖ t 
= 7* 21 780 oder, wenn man GE — Aly ſetzt, 
Ar, 
ti — 22 78° 


Es wächft alfo die Schwingungsdauer einer Saite direct mie die Tänge |, 
wie die Quadratwurzel aus dem Gewichte Ay ber Rängeneinheit und 
umgekehrt wie die Duadratwurzel aus der Spannung S ber Saite, 


Anmerlung. Da der halben Schwingungszeit der nädjfte Octaventon ent: 
ſpricht, jo wird nad diefer Regel eine Saite die Octave zu dem anfänglichen 
Grundton geben, wenn man fie bis zur Hälfte ablürzt, oder in ihrer Mitte unter: 
ftügt, oder wenn man fie viermal jo ſtark jpannt, oder wenn man fie bei gleicher 
Spannung dur eine Saite erjeßt, von der die laufende Längeneinheit nur Y, 
jo viel wiegt wie bei der erften Saite. 


Querschwingungen eines Stabes. ‘Die Beftimmung der Schwin- $. 22. 
gungsbauer eines elaftifchen Stabe8 AB, Fig. 978, welcher an einem 
Gig. 978. Ende B feftgehalten wird, läßt ſich 
. auf folgendem, allerdings etwas ums 
nn ftändlichen Wege finden. Nach $. 220 
J ift, wenn r ben Krümmungshalbmeſſer 
des Stabes an einer durch bie Coordi⸗ 
naten CN=x und NO = yı 
beftimmten Stelle O bezeichnet, das 
Biegungsmoment des Bogens 40 8: 

WE 


M——. 
r 





1228 Anhang. [$. 22. 


Segen wir nun die Kraft, mit welcher jich ein den Coorbinaten CR = x 
und RQ — y entiprechendes Element Q der Are oder Ruhelage C.B nähert, 
gleih POx, alfo defien Moment in Bezug auf O ober N: 

NR.Pdx—= (m — za) POz, 
fo haben wir da8 Moment des Bogens AO: 


WE_ [«, — x) POa. 
Nun ift aber u 
fe — :ı) Pöx = (Pmds  [Pe2 
1) 0 0 
= | Pos _ [peo«. 
ö ö 


Segt man f POx = P, md bann nad) der Reductionsformel (anal. 
v 
Hulfsl. $. 28): 


x 


[pre Pdz.2=P,n— P, 9x, fo hat men: 


I) v 6 


fe — x) POöx = [| P,dz, daher auch: 
0 0 


—* = (Dax 
0 


_ 08? 
Ferner fir = — (j. $. 33 der analytiſchen Hülfslehren), 
ober, ba bei einer Kleinen Viegun. 08 = 0% geſetzt werden kann, 
; daher folgt: 





J — Fang.) 0)’ 


— weten) _ f Pıo« 
und durch Differenziren: ° 
— WE.O 
Sest man nun y — % (x), ferner 
tung. EN a (Ey, (a), 


0% ı 
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jo erhält man die einfache Gleichung: 


P =-—- WE.Y(R) 
woraus durch nochmaliges Differenziren 
oPı = — WEOY,(K), d. i. POox = — WEOY,;(«) oder 
P=— wu = — WEY,(z) folgt. 
Damit der Stab fymmetrifch ſchwinge, können wir nun noch annehmen, 
daß P proportional mit y wachſe, aljo P = — Ky fei; und hiernad) er- 


halten wir: 
K 
WEVY,(z) = Ky, over y, (2) = wE; ya kiy, 


K ®‘ } 
[U U} 4 
wenn wir WE mit %t bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleihung %, (x) — kty entjpricht die Gleichung: 

y=%(a) = Acos.(kxz) + Bsin.(kx) + Ce* + Det*, 
worin A, B, C und D willtührliche Eonftante find. Bon der Richtigkeit 
überzeugt man fich leicht durd) viermaliges Differenziven, wodurch man erhält: 

Vi (a) = k[— Asin.(kx) + Bcos.(kx) + Cei® — Det*], 

Y% (2) = Kr[— Acos.(kx) — Bsin.(kxz) + C&® + De-t:), 

Vs (x) = k[A sin.(kr) — Becos.(kz) + Ce? — De-**] und 

VA(æ) = kK[Acos.(kx) + Bsin.(kz) + Ce® + Det*], 





aljo wirklich: 

Y%(a) = MM 

Die Schwingungsgeit t des lien Stabes finden wir wieder $. 23. 
wie oben, wenn wir D —= 9; (t) = Br fegen. Nun ift aber die Kraft 


eines Elementes: 
= POx = — Kydze = — WEkYyOz, 


und bei dem Querſchnitte F und dem fpecififchen Gewichte y die Maſſe 
beflelben: 


— F9x FL daher folgt. die Gleichung: 
gWEk 





®; (f) = — Fr ya uꝛꝰy, 
wenn wir den Ausdruck 
gWEk! ’ 
Fr durch gu? bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleichung entfpricht ſchon die einfache Formel 
y=yl)=sn(t 4 7) 
wo z eine beliebige Anfangszeit ausdrückt, denn es iſt: 
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= I 9M)=n.co(et +) mb 
pP= - = pl) = — esin.(at -7), b. i.: 


9() = — BY. 
Nehmen wir nun in der Gleichung y — sin. (ut + Tr), r = 0, fo be 
fommen wir y = sin. (ut), daher für at = 0, m, 2zuf.w,y=0; 
und es ift folglich Ä 


4 = 2, die halbe, unb 


—2#_2=2]/ #7 , ! 
t — — = » VoWwE die ganze Schwingungsdaner. 

Um hiernach bie Zeit einer Schwingung berechnen zu können, muß nicht 
allein die Größe x, fondern auch das Verhältniß = befannt fein. 


Iſt der Stab cylindrifch und der Halbmefler defielben — r, jo hat man: 


F zr? 4 
women (. $. 231), 
und ift er parallelepipebifch, feine Breite b und Höhe A, jo fällt 
F bh 12 


— = ——_ — au (f. $. 227). 
Hiernach folgt für die erfte Stabform: 


‚_4=\/2 
= Y gE' 
und für den Stab von der zweiten Form: 
— 2. 
hkTV gE 


Die Größe k wird aus der Gleichung: 
y= 4Acos.(kz) + Bsin.(kxz) + Ce’+ De** 
auf folgende Weiſe gefunden. 
Seßen wir in diefe Formel die zufammengehörigen Werthe z — J md 
y = 0, ſo erhalten wir: 
1) 0 = Acos.(kl) + Bsin.(kl) + Ce! + De! 
Thum wir ferner dafjelbe auch in der Gleichung 


fang. = 2 = vVi (2), jo erhalten wir: 
2) 0 = — Asin. (kl) + Beos.(kl) + Ce! — De! 


Da ferner da8 Biegungsmoment am Ende A des Stabes — Null und 
folglich der Krümmmgshalbmefler r —= ©, alſo Ya (x) = 0 und ebenfo 
9: (2) = iſt, fo folgt 
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0=— Ac0.0 — Bsın.0 + Ce + Der,dı.— A+C+D=0, 
und 
0= Asin.O — Bc08.0 + Ce! — De’, d..— B+C0—D=0, 
daher 3) A= C++ Dw 
4) B=(C0—D. 
Efiminirt man nun aus diefen vier Öleihungen A und B, fo erhält man: 
(C + D) cos.(kl) + (C—D) sin. (kl) + Ce! + Det! = 0 
und 
— (C+D) sin(kl) +(C —D) cos. (kl) + Cet! — Det! —= 0. 
Hieraus folgt durch Addition: 
C c08.(kl) — Dsin.(kl) + C!—= 0, 
und durch Subtraction: 
D cos.(kl) + C sin.(kl) + Det! = 0, oder: 
C[cos.(kl) + e'] = Dsin. (kl) und 
D[cos. (kl) + e*']) = — C sin. (k)); 
daher durch Divifion: 


cos.(k) Fe! sin. (kl) 
en ad re N 
2 + cos.(kl) (et! + ed) — 0, oder 
co8.(kl) = — FLen 


Bon den verjchiedenen Werthen, entfprechend den verfchiebenen Tönen, welche 
der Stab je nach der Anzahl feiner Schwingungsknoten geben kann, ift der 
Heinfte kl = 1,8751, wogegen die größeren nahe 

k = Im = 7. u. |. w 
2' 2'202 n 
ausfallen. Kommt es darauf an, aus der beobachteten Schwingungsbauer i 
den Elaſticitätsmodul E zu finden, fo hat man in der Regel nur den Fleinften 
Werth in Betracht zu ziehen, e8 ift daher: 


— 1,8781 und — 





72 
folglich N einen a Stab: 
4 — — 1 
= * 26 bl6r = 12,774 rt?’ 
und für einen —— 
_ 37 — 3y ( 4a? — ya 
B= I) 7 (sm 516 ht 38,322 . g h?t? 


Anmertung 1. —— man die Formeln 


t= —* V% und t, — — — 


8. 24. 
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für die Quer: und Längenfhwingungen eines und defielben Stabes mit einander, 
jo erhält man die Proportion: 
2 
ee edit =: 050065, 

Wertheim Hat für Gußſtahl und Meffing dieſes Verhältniß durch Verſuche 
beftätigt gefunden. 

Anmerfung 2. Ueber die Querſchwingungen elaftiicher Stäbe handelt aus⸗ 
führlid Seebed in einer Abhandlung der Leipziger Geſellſchaft der Wiſſenſchaften, 
Leipzig 1849, jowie in dem Brogramme der techniſchen Bildungsanftalt in Dresden 
vom Jahre 1846. Wertheim's Unterfuhungen über die Elafticität der Metalle 
und des Holzes mittels Längen- und Querihwingungen werden in Poggendorff's 
Annalen, Ergänzungsband II. 1845, ziemlich ausführli abgehandelt. 


Anmerkung 3. Die Schwingungsdauer, oder vielmehr die Anzahl der Schwin⸗ 
gungen eined Stabes in einer gewiſſen Zeit läßt fi wegen ihrer Kürze in der 
Regel nicht unmittelbar beobachten, fondern man muß fi hierbei bejonderer 
Hülfsmittel bedienen. Man benugt hierzu, entweder nah Ehladni, Sapartıc., 
die Höhe des von den Schwingungen erzeugten Tones, oder man wendet das 
zuerfi von Duhamel angegebene Berfahren an, welches darin befteht, daß 
man von dem ſchwingenden Stabe mittels eines feinen Häkchens auf eine ganz 
gleihförmig umlaufende und mit Kienruß überzogene Blastafel eine Wellenlinie 
aufreißen läßt. Zur Erzielung einer möglicäft gleichförmigen Umdrehungsbewegung 
fann man fi eins chroönometriſchen Apparates bedienen, welder mit 
einem Windfange, ähnli wie ein Bratenwender oder das Schlagwerk einer 
Thurmuhr, außgerüftet ift, und von Morin in der Abhandlung „Description 
des appareils dynamometriques etc., Paris 1838“, jomie in defien Notions 
fondamentales de me&canique beidrieben wird. Wertheim fand die Anzahl 
der Schwingungen in einer gewifjen Zeit dadurch, daß er mit dem zu unter: 
ſuchenden Stabe nod einen anderen Körper, 3. B. eine Stimmgabel, fchwingen 
ließ, deſſen Schwingungszahl befannt war. Wenn man nun von beiden Körpern 
MWellencurven in die Rußſchicht der rotirenden Glastafel eintragen läßt und die 
Wellen derjelben zählt, welde einem und demjelben Gentriwintel entjprechen, jo 
erhält man in dem Berhältnifie dieſer Zahlen auch das Verhältnik der Schwin⸗ 
gungszahlen. Was die Longitudinalihwingungen anlangt, jo find diefe in der 
Regel auch mit Leinen Querjhwingungen verbunden, weshalb hier die Stäbe 
zweifache Wellenlinien beichreiben, und die Anzahl der Längenſchwingungen mit 
der‘ der Querſchwingungen leicht verglichen werden Tann, wenn man die Heinen 
Wellen innerhalb einer Welle der großen Wellencurve auszählt. 


Schwingungshindernisse. Zu ben Kräften, welche die Schwingun- 
gen eines Körpers erzeugen, gefellen ficd) noch gewiffe Bewegungshinder- 
Fig. 979. niffe, deren Einfluß wir mm 

D noch kennen lernen müſſen. Iſt 

0 ein folches Hindernig conftant, 

wie 3. B. die Reibung an der 

Drehare eined Pendeld oder an 

R B dem Stifte einer Magnetnadel, 
M“NPO fo hat dafjelbe auf die Schmwin- 
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gungsdauer gar keinen Einfluß, fondern es wird nur burd) daſſelbe die 
Schwingungsweite bei jedem Ausſchlag um eine gewiſſe Größe kleiner. Wir 
haben oben in $. 1 (Anhang) in dem Falle, wenn die bewegende Kraft der 
Entfernung x vom Ruhe: oder Mittelpunfte C der Bewegung AB, Fig. 980, 
proportional ift, 

p=ur=ula — 2) 
gefegt, wo x, den durchlaufenen Weg AM bezeichnet. Bei Berlidfichtigung 
der Verminderung k des Weges durch die Reibung haben wir bagegen fitr 
das Durchlaufen der erften Weghälfte ACC: 

p=ula —k— a), 
und für das der zweiten Weghälfte CB: 

p=— ul — (“+ %)] 
zu fchreiben; e8 befteht alfo der Einfluß der Reibung % nur darin, daß durch 
fie bei der einen Weghälfte, a in a — x und bei ber anderen, aina + x, 
alfo der ganze Schwingungsweg 2a, in 2a — 2% umgeändert, d. i. bie 
Schwingungsweite bei jedem Ausjchlage um eine conftante Größe 2% ab» 
gefürzt wird. ‘Da endlich in der Yormel 

n 


i= — 
Vu 
die Schwingungsweite gar nicht vorfommt, fo lann folglich auch % feinen 
Einfluß auf diefelbe ausüben. 

Anders ift es dagegen mit dem Wiberftande der Luft. Dieſer wächſt 
bei Heinen Geſchwindigkeiten, wie fie bei Pendelbewegungen vorfommen, mehr 
nad) der einfachen Gejchtwindigfeit al8 nach dem Quadrate derjelben, wie 
befonbers aus Beſſel's Unterfuchungen (ither die Länge des einfachen Pen- 
dels, Abhandl. der Akademie der Wiſſenſch. zu Berlin, 1826) hervorgeht, 
und fi auch dadurch erflären läßt, dag diefes Hinderniß vorzüglich aus der 
mit der Geſchwindigkeit © des ſchwingenden Körpers wachſenden Verdichtung 
und Verdünnung der Luft vor und Hinter demfelben (ſ. $. 537, fowie den 
Anhang $. 17, Anmerkung) erwächſt. Dies vorausgefegt, können wir die 
Acceleration des fchwingenden Körpers, wenn wir denfelben im Auswärts- 
ſchwingen begriffen annehmen, und feinen Weg vom Ruhepunkte aus mefien, 

pp —= — (ux 4 vo) oder p + vv + uxr —= 0 annehmen. 

Segen wir nun 


=/, = Em terl), 


jo können wir auch A(t) + v nr (Ü) + uf(t) = 0 ſchreiben, und diejen 
Ausdrud durd) die Integralgleihung 


z — |b cos. (vt Vu) + b sin, (wi Ve)l Kar 


Beisbah's Lehrbuch der Mechanik. L 78 


J 
FI 
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entjprechen, wo b und b, noch zu u Conftanten find und 


‚= Yırz 
ft. Nun ift aber fir — O auch — 0, daher b = 0 und einfacher: 
x — b, sin. (pt Ve)e s. 
Da diefer Werth für vt Vu — — 7 wieder Null wird, fo iſt folglich Die 
Zeit einer infachen Sqchwingung 


ce Vır: +2 oT Vırz 


mal fo groß, als wenn der 8 der Luft nicht vorhanden wäre. 





Anmerkung. Es iſt leicht zu erklären, weshalb die in Schwingungen ver: 
jegten Körper nah und nad immer kleinere und kleinere Schwingungen madıen 
und zulegt in Ruhe übergehen. Die Urſache diefer Erſcheinung ift zwar zunächſt 
der Widerftand der Luft, dann aber au noch die Unvollkommenheit der Elafti- 
cität der fchwingenden Körper, vermöge welcher fich dieſe Körper, namentlich inner: 
halb furzer Zeiten den auf fie wirkenden Kräften nicht vollkommen proportional 
ausdehnen und zujammendräüden. 


Schwingungen des Wassers. Den einfadhjiten all der Wellen: 
bewegung bes Waffers bieten die Schwingungen dejjelben in 
zwei communicirenden Röhren ABCD, Fig. 980, dar. Nehmen 
wir zunächft an, daß biefelben von gleichem Querſchnitte A feien, und denken 

Fig. 980. wir uns das Wafler in dem einen Schen: 
| fl um HA = x über dem der Ruhelage 
entjprechenden Niveau ZR gehoben und 
im anderen um RD — x geſunken. Bir 
haben dann die bewegende Kraft 
P=A.2ry, 
ferner, wenn J die ganze Länge AB cD 
— HBCR der Waſſermaſſe bezeichnet, 


die bewegte Maſſe M = 42 und daher 





die Beſchleunigung, mit welcher der eine Waſſerſpiegel ſinkt und der andere 
ſteigt: 
__FP __2Axy '_ 29% 
Pe yn Aly I= 7 
Da diefe Formel ganz den: im Anhange $. 1 und 2 abgebandelten 
Schwingungsgefege p — ur entipridit, jo haben wir auch, hier bie Zeit 
einer Schwingung: 
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I or Zu 
Ve 29 


Da ferner beim einfachen Kreispendel von der Länge ’ ebenfalls 


tat 
29 


ift, jo ſchwingt alfo da8 Wafler in den communicirenden Röhren von gleicher 
Weite mit diefem Pendel tjochron. 

Sind die beiden Schenkel der Röhre ABCD, Fig. 981, gegen den 
Horizont geneigt, bildet 3. B. die Are des einen den Winkel «x, und die 
des anderen den Winkel 4 mit dem Horizonte, fo entjpricht dem Wege 
AH=DR= x, welhen ber Wafjerfpiegel in dem einen Schenkel auf- 
und in dem anderen abwärts gemacht hat, der Niveanabftand: 

z=zsin.a + xsin.ß (Sin. & + sin. P), 
Fig. 981. daher ift die Kraft: 
P= Ayı(sin.a + sin.ß), ' 
ferner die Acceleration: 
g9(sin.a + sin.ß).. x 
P = — — 


und die Schwingungsdauer: 
I 
g(sin.a + ein.ß) 

Sind endlid) die Röhren von ungleiher Weite, fo fällt die Beftim- 
mung der Schwingungsdauer bedeutend complicirter aus. Es fei A der 
Querſchnitt und I die Yänge der Mittelröhre, ferner &,, A, und 7, Neigungs⸗ 
winkel, Querſchnitt und Yänge der einen, ſowie &;, A, und I; Neigungs- 
winfel, Querſchnitt und Länge ber anderen Seitenröhre; denken wir uns 
endlich das Wafler in der Are des einen Schenkel8 um z, geftiegen und im 
anderen um x, gejunfen. Wir haben zunächft 





ti=n 


Aı &ı —= Asa, baher m; = 72 
und die bewegende Kraft, auf A, reducirt: 
P= A, (2 Sin. 4 2% sin.a)y = 2 (A, sin. a, + Aısin.%%) . 


Die Waſſermaſſe in der Zwifchenröhre ift conftant, und zwar — u. 


und da ihre Geſchwindigkeit in dem Verhältniſſe a zu der der Kraft Steht, 


diefelbe auf den Kraftpunkt reducirt: 
78* 
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__ (Aı\? Aly 
- (ar 
Die Waſſermaſſe im erften Schenkel iſt: 
_ Al +2)r 
9 


— Alb — n)Y 
* — ⸗ 


und die im zweiten: 


oder auf den Kraftpunkt reducirt: 
2) Ale — %)Y, 
u: As 9 
Endlich folgt die von P zu bewegende Maſſe: 


I I — 
n=4.2(, +44) 


A, A, 
_g.7(!,ı, 5 a 5) 
—4. 0 4 4 4 5— 43 4 


-7 P tatat+r a] 


und die Yeceleration, 


sin. sin. Og 
_Pp_ A + JA 
— 7 —— 
A E+2 + (4 — 2: A, 7 


Wären die beiden Stemähten von gleichem Querſchnitte, fo Hätte man 
Aı —= A», daher: 
— (sin. %ı + 8in.)grı _ (sin. + sin.) g2ı 
)a 0 Frıts 
und die Schwingungszeit: 
Al+Alı +1) , 
gA(sin.ch + sin.as) 


Anmerkung. Durch die Reibung und durd den Krümmungswiberfland er: 
leiden natürlich dieje Formeln noch einige Modificationen (vergl. Anhang $. 24). 


Elliptische Schwingungen. Wenn der Slörper M, welcher durd) 
eine Kraft P nad; einem feften Punkte C, Fig. 982, mit einer Acceleration 
p = ve —= uw. CM Hingetrieben wird, eine Anfangsgefchwindigfeit c Hat, 
deren Richtung von der Kraftrichtung abweicht, fo erfolgen feine Schwin- 
gungen nicht mehr in der geraden Pinie, jondern in einer Eflipfe, wie aus 
Volgendem hervorgehen wird. Es ſei in dem Anfangspunfte A der Bewegung 
die Bewegungsrichtung rechtwinkelig auf dem Abftande CA = a und bie 
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entiprechende Geſchwindigkeit — c. Legen wir bie Soordinatenaren durch 
C und zwar die eine auf die andere vechtwintelig gegen CA. Bezeichnen 


Fig.’ 982. 





wir nun die Coordinaten CK und KM 
duch = und y, jo haben wir die mit 
den Aren parallel gehenden Coniponenten 
q und r von p = 42, da 
1_!mT—! ft: 
va DD 4 
g=urudr = uy. 

Sind nun w und v die ebenfall® den 
Aren parallel gerichteten Componenten 
der Geſchwindigkeit w des Körpers M, 
fo haben wir nad) $. 1, Anhang: 


zugleich) 


a2 | r0y= 2u [voy=uy: und daher y — Ver — uy?. 


Wenn für y= b, v = 0 ift, fo folgt: 


0=a— ud daher e — b Vn und v — Vu(b® — y?). 


Nun ift aber u = 02 und v = oy daher folgt aud): 

ot 0 
_E_\VE=E, oder EL __U gi: 
v 0y br — y? Ve— zo Vo y 


6) 


° (4 


und daher (nad) $. 26, V. der analutifchen Hülfslehren): 


are. sin. - = arc. sin. = + Const. 


Die Conftante beftimmt fich mit Rüdficht darauf, dag für x = a, y = 0 


ift, durch 


7 
arc. sin. 1 = arc. sin. 0 + Const., zu Const. = 7’ 


und folgt ſonach: 


arc. sin. 7 are. sin. I 
f} Fe — . — u 
a bh“ 


2hA 
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Wenn aber die Differenz zweier Bögen z beträgt, jo iſt der Einus des 
einen glei) dem Cofinus des anderen, d. i.: 


2=Vı- Se @)+ 9-8 


Da dies die Gleichung einer Ellipſe ift, fo folgt aud), daß der 
Punkt, welcher mit der Acceleration u z nad C getrieben oder gezogen wird, 
in einer Ellipfe von den Halbaren CA=a und CB=bum C lärft. 

Auch folgt nun: 


2 Oy on. 
(tt=— = — — , daher die Zeit: 
Win y’) 


i= VE arc.sın.—, ferner umgefehrt: 


y=bsin. (tVu), nie x —= acos.(tVu). 
Man erhält hieraus die Zeit zum Durchaufen eines elliptiſchen Qua⸗ 
dranten, wenn man y — bð ſetzt: 


x 
=} 8 > lan 1= 
1 arc. sin. arc. sin. m 


aljo die Zeit zum Durchlaufen der halben Eliipfe: 
2 ti — 7* 


— VE 
und die Zeit einer ganzen Umdrehung oder Schwingung: 
Ah — 27 
ı = 775; 
Vr 
alfo genau fo groß, als wenn die Bewegung eine geradlinig wiederfehrende 
wäre. Noch folgt: 
u=VRar—a? —)—V p(a?—a2[eos.(tVa))—=Va.asin.(tVp) 
und 
v—V ul? — y2)= —Vu. D cos. (tVu), 
und daher die Umbdrehungsgejchwindigfeit: 


v=Vuw+v—Vp V(asin.tVw) + (bcos.t Vp 


Endlich kann man nod) 
= u = — 4 — 


y= D sin.(tVR) — 


jegen, und da nun Se erften Glieder 











— * cos. (tV u) und 


Ö sim. (Vu) 
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a + ° c00.(i Ve) und 4 sin. (eV) 








einer gleihförmigen Bewegung in einem Kreife vom Halbmeſſer — + u 





und bie beiden anderen Glieder einer entgegengefegten gleihförmigen in einem 
Kreife vom Halbmeſſer ud 7 
daß die elliptiſche Bewegung des Punktes aus zwei kreisförmigen Bewegungen 
zufammengefegt fei, daß nämlid, der Punkt gleihförmig in einem Kreiſe 
vom Halbmeffer 5 7 ’ umlaufe, während ſich das Centrum diefes Kreifes 
a+b 

2 

Iſt b = 0, fo erfolgt zwar die Schwingung in einer geraden Linie, 
allein man Tann ſich auch denken, daß biefe Schwingung aus zwei gleichen 
und entgegengejegten Kreisbewegungen zufammengejegt fei. 





entfpredhen, fo Tann man auch annehmen, 





gleihförmig in einem Kreife vom Halbmeſſer 





fortbewegt. 


Wasserwellen. Die elliptiſchen Schwingungsbewegungen $. 27. 
finden ſich den genauen Beobachtungen ber Gebrüder Weber zufolge bei den Be⸗ 
wegungen der Waſſerwellen vor. Danach beſchreibt nicht allein jedes Waſſer⸗ 
theilchen in der Oberfläche, fondern auch jedes Waſſertheilchen unter derfelben 
während der Wellenbewegung des Waffers eine Ellipfe. Wegen des Wiber- 
ſtandes am Boden find jedoch die Ellipfen unter dem Waſſer Heiner als die 
an ber Oberfläche, und nehmen überhaupt mit dem Abftande von der Ober- 
fläche ab. Die verfchieenen Elemente im Wafferfpiegel,- ſowie in jeder 
anderen Fläde parallel zu demfelben, befinden ſich in demfelben Augenblide 
in den verſchiedenſten Bewegungsphafen; während ein Element A, Fig. 983, 
feine Bahn in (0) beginnt, ift ein Element B fchon in (1), ein anderes C 

Big. 983. 


in (2), cin drittes D in (3), ein viertes ZB in (a) u 1. w.; e8 bildet alſo in 
diefem Augenblicke der verticale Durchſchnitt der Dberfläche des Waſſers eine 
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cytloiden⸗ oder trochoidenförmige Curve ABCDEFGHJI. Bor dem 
Eintritte der Wellenbewegung waren die Elemente in den Mittelpunkten 
K,L... N ihrer Bahnen und bildeten den horizontalen Wafferfpiegel XN, 
während der Wellenbewegung Hingegen befinden fie ſich zum Theil über, zum 
Theil unter diefer Ebene, und haben natürlich ftets ein Beftreben, nad) ihren 
Ruhepunkten K, L... N zurüdzufehren. Die elliptifchen Schwingungen 
finden jedod) nur fo lange ftatt, als die Wellen unverändert bleiben; nimmt 
aber die Größe derfelben allmälig ab, jo wird aud) die Bahn eines Elementes 
nad) und nad) eine engere und engere, und bildet daher feine Ellipfe mehr, 
fondern eine Spirallinie. Umgefehrt bildet ſich ficherlich bei der Entftehung 
und dem Wachſen der Wellen die eiptifche Bahn erft allmälig aus einer 
Spirallinie heraus. 

Nach einem Zeittheilden ift A in feiner Bahn nad) (1), B nad) (2), C 
nad) (3) u. ſ. w. gerüdt, und dadurch die Welle um den Horizontalabſtand 
KL zwiſchen je zwei Elementen fortgeſchoben worden; nad; Verlauf eines 
groeiten Zeittheifchens befindet ſich ferner A in (2), B in (8), C in (4), 
und e8 ift die Welle wieder um den Abftand KL LM fortgerüdt; und 
fo bewegt fich bei dem ferneren Umlaufe der Wafferelemente die Welle immer 
weiter und weiter fort, bis fie am Ende einer volftändigen Umdrehung eines 
Elementes in feiner Bahn ihre eigene Länge KN durchlaufen hat. Nach 
einer halben Umdrehung eines Waflerelementes ift, wie Fig. 984 zeigt, au 

Fig. 984. 


bie Stelle eines Wellenberges ein Wellenthal und an bie de letzteren 
ein Wellenberg gelommen. Diefes Fortfchreiten der Welle befteht natürlich 
in feiner befonderen Bewegung des Waffers, fondern nur in einem Fort« 
rücken einer und derfelben Bewegungsphaſe, 3. B. in dem Fortrüden des 
Bellengipfels I (Fig. 983) nad) 0, Pu. ſ. w. Es iſt erfichtlich, daß bei 
diefer Bewegung alle in dem vorderen Theile A CE der Welle (Fig. 984) 
gelegenen Elemente wie B, C, D im Steigen begriffen find, während die 
in dem hinteren Theile EG J der Welle befindlichen Elemente, wie E, G, H, 
eine niedergehende Bewegung haben. Kennt man die Umlaufszeit & eines 
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Waſſerelementes und die Länge AJ = s einer Welle, fo kann man die 


Fortpflanzungsgeſchwindigkeit derfelben durch die Yormel c — 2 


t 
berechnen. 

Die Höhe einer Welle, oder die Summe von ber Höhe eines Wellen: 
berges und der Tiefe eines Wellenthales ift der verticalen Are 2b der Ellipfe 
gleich, in welcher die Waſſerelemente an der Oberfläche umlaufen; bie Fänge 
C@ des Wellenthales übertrifft die halbe Wellenlänge um die horizontale 
Are 2a jener Ellipfe, und die des Wellenberges ift natürlich um fo viel 
fürzer als die halbe Länge der ganzen Welle. Hiernach wäre der Duer- 
ſchnitt eines Wellenthales größer als der eines Wellenberges; da dies aber 
wegen der Unveränderlichkeit des Waflervolnmens nicht möglich ift, fo müſſen 
die Mittelpunkte der elliptifchen Bahnen noch etwas über dem Niveau des 
ruhigen Waſſerſpiegels ſtehen. 


Weber’s Versuche. Nach Weber's Verſuchen iſt die Bahn, in welcher 
ſich jedes Waſſerelement an der Oberfläche einer Welle bewegt, eine wenig 
gedrückte Ellipſe, nad) Enıy ſollen hingegen bei den Meereswellen die Waſſer⸗ 
elemente aufrechtftehende Ellipſen durchlaufen. Mit der Tiefe der Elemente 
unter ber Oberfläche nehmen beide Aren ihrer elliptifchen Bahnen ab, jedoch, 
befonders nad) Weber, die verticalen Aren mehr als die horizontalen Aren. 
Nach der Tiefe zu fcheint ein Fortfchreiten der Wellen nicht ftattzufinden: 
ſenkrecht unter einander befindliche Wafferelemente befinden fi), den Beob⸗ 
achtungen der Gebrüder Weber zufolge, gleichzeitig in einer und derfelben 
Bewegungsphafe, wogegen die in einer horizontalen Linie liegenden Elemente 
eine ftetige Tolge der Bewegungsphajen bilden. Aus ben erwähnten Beob- 
achtungen geht ferner noch hervor, daß die Umlaufgzeit eines Elementes, 
oder die Zeit, innerhalb welcher eine Welle um ihre eigene Länge fortfchreitet, 
vorzüglich von dem Verhältniffe der beiden Bahnaren abhängt; je größer das 
Verhältniß der horizontalen Are 2a zur verticalen Are 25 ber Bahn ift, 
defto größer ift auch die Umlaufszeit. Die tiefer Tiegenden Waffertheile 
durchlaufen ferner ihre Bahnen in kürzerer Zeit, als die in der Oberfläche, 
woraus wieder gefolgert werden muß, daß auch die Wellenlängen nach dem 
Doden zu abnehmen. 


Die Fortpflanzungsgeichwindigleit ce = 7 einer Welle hängt, da die Uns 


laufgzeit & mit dem Berhältnifle — wüchſt, nicht allein von der Länge s, 


fondern auch von der Höhe b ab. Wenn eine Welle zwiſchen parallelen 
Wänden, 3.2. in einem Canale, fortſchreitet ſo bleibt ihre Breite unver» 
ändert; es nimmt aber ihre Höhe d allmälig ab vnd ihre Länge allmälig fo 


- 


—2 
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zu, daß in der Yortpflanzungsgefchwindigkeit nur diejenige Veränderung ein» 
tritt, welche aus der Reibung des Waflers an den Wänden refultirt. Wenn 
hingegen eine Welle auf keiner Seite in ihrem Fortſchreiten gehindert wird, 
und dieſelbe einen in fich jelbft zurücklaufenden Wall bildet, fo vergrößert fich 
ihre Yänge und Breite zugleich, und zwar auf Unkoften ihrer Höhe, und fie 
wird allmälig fo flah, daß fie in kurzer Zeit von dem Auge nicht mehr 
wahrgenommen werden Tann. Iſt eine ſolche Welle anfangs nicht Freis- 
förmig, jo nähert fie ſich wenigftens der Kreisgeftalt immer mehr und mehr, 
je weiter fie fortfchreitet. Nach den Weber’fchen Berfuchen fol die Höhe in 
arithmetifcher Brogreffion abnehmen, wenn die Welle in geometriicher Pros 
greffion fortfchreitet. Die Geſchwindigkeit des Yortfchreitens einer ſolchen 
Welle nimmt allmälig ab, je weiter diefelbe fortfchreitet. Wenn umgefehrt 
eine Welle von außen nad; innen fortfchreitet, und fich dabei immer mehr 
und mehr zufammenzieht, jo nimmt diefelbe an Höhe und Länge, fowie auch 
an Geſchwindigkeit, allınälig zu, 

Es findet hiernach ein großer Unterfchied zwifchen den Waſſerwellen und 
den Schallmellen ftatt. Während bei diefen Wellen die Fortpflanzungs⸗ 
geſchwindigkeit nur von der Elafticität und Dichtigkeit des Mediums abhängt, 
ift diefelbe bei jenen Wellen nur eine Function der Wellenhöhe und Wellen: 
länge. Wenn bie Wellenbewegung des Waſſers durch eine fat momentan 
wirkende Kraft, 3. B. durch Eintauchen und ſchnelles Herausziehen eine® 
feiten Körpers aus dem Waſſer, veranlagt wird, fo befchreiben die Waſſer⸗ 
elemente immer Heiner und Heiner werdende elliptifche Bahnen, oder vielmehr 
im Oanzen ſich immer mehr und mehr zufammenziehende Spirallinien, umd 
es fallen hierbei auch die Umdrehungszeiten immer Heiner und Kleiner aus, 
Diefem Bewegungsverhältniffe ift die Entftehung einer ganzen Reihe immer 
Heiner und Heiner ausfallender Wellen beizumefien. Bei dem weiteren Fort⸗ 
ſchreiten werben die folgenden Wellen von den vorhergehenden immer mehr 
und mehr verftärft, während die vorderfte Welle fich in Furzer Zeit jo ſehr 
verfladht, daß fie von dem Auge nicht mehr wahrgenommen wird. Dieſes 
Zufammenfließen der Wellen verurfacht die Entftehung Feiner Wellenfyfterne, 
welche befonders auf den Vorderflächen der Hauptwellen zahnförmig auftreten. 
Diefe Heineren Wellen oder Zähne fchreiten, nad) Poiffon und Cauchy 
gleichförmig befchleunigt fort. 


Hagen’s Versuche. Nach den neueften Forfchungen des Herrn Geh. 
Dberbaurath8 Hagen*) befchreiben die Waffertheile bei Wellen über einem 


*) ſ. G. Hagen, Handbuch der Waflerbautunft, III. Theil, Seeufer und 
Hofenbau, 1. Band, ebenſo auch die Abhandlung defielben Verfaffers: „Ueber 
Wellen auf ®ewäflern von gleihmäßiger Tiefe“, in den Abhandlungen der Königl 
Alademie der Wifienichaften zu Berlin, 1861. 
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fehr tiefen Grunde ſämmtlich Freisförmige Bahnen mit durchweg con- 
ftanter Winfelgefhwindigkeit. Der Durchmefler diefer Bahnen nimmt 
von der Oberfläche nad) dem Grunde Hin nad) einem beftimmten Gefege ab 
und würde in unendlicher Tiefe gleich Null ausfallen. Alle im Zuſtande 
der Ruhe in gleicher Tiefe unter ber Oberfläche befindlichen Waflertheilchen 
befchreiben gleich große Freisförmige Bahnen, doc) find die Stellungen diefer 
Teilchen oder ihre Phafen verjchieden, jo nämlich, daß jedes Theilchen von 
dem durch den Mittelpunkt feiner Bahn gehenden Lothe um einen größeren 
Centriwintel abfteht, als das in der Richtung der fortfchreitenden Wellen- 
bewegung folgende Theilchen. Die ſämmtlichen, urſprünglich in einer Hori- 
zontalebene liegenden Theilchen find daher in jedem Augenblide während der 
MWellenbewegung in einer Fläche gelegen, deren Durchſchnitt mit einer verticalen 
Ebene eine Eyfloide und zwar eine geftredte Cykloide iſt. In Figur 985 (a.f. ©.) 
ftellen qo a1 @a ... ag die Lagen einzelner auf einander folgender Punkte der ur⸗ 
ſprünglich horizontalen Oberfläche vor. Die entfprechende Verbindungslinie 
diefer Tagen macht die Form der Wellenoberfläche deutlich, und es ift erficht- 
lich, daß die gefammte Höhe der Welle, d. h. der Berticalabftand eines höchften 
Gipfels a, von dem tiefften Gipfel a, gleich dem Durchmeſſer 27 ber 
Kreisbahn ift, welche jedes Theilchen der Oberfläche beſchreibt. Ebenſo 
bewegen fich ſämmtliche Teilchen b einer urfprünglich horizontalen Ebene, 
welche um eine gewifle Tiefe unter der Oberfläche gelegen ift, in Kreifen von 
dem Halbmefjer E, deſſen Größe von diefer Tiefe abhängig ift, und es bildet 
der Verlauf der verjchiedenen Lagen bu di da . . . ds ebenfalls eine geftredte 
Cykloide, für welche der gefammte Abftand zwifchen Berg und Thal gleich 
dem Durchmeſſer 20 der zugehörigen Kreisbahn ift. Je tiefer man nad) 
dem Grunde vorfchreitet, defto Heiner wird E und defto mehr nähert ſich die 
geftredte Eyfloide einer Geraden. Denkt man ſich dem Abhängigfeitsgejege 
zwiſchen dem Bahnhalbmeffer 0 und der Höhenlage eines Waſſertheilchens 
entiprechend die Halbmefler und Wellenlinien auch oberhalb der Wafferober- 
fläche fortgejegt, fo kommt man auf eine Ebene oberhalb der Oberfläche, für 
welche der Halbmeffer g der zugehörigen Kreisbahnen fo groß ift, daß aus 
der geſtreckten Cykloide eine gemeine Cykloide wird, d. h. es ift der Halb- 
mefler R diefer Bahn durd) die Beziehung 2. Ra = 1 gegeben, unter 2 bie 
ganze Länge der Welle verftanden. In Figur 985 ift diefe Cykloide in 
9 Cı & ... Cg dargeſtellt. Im der Wirklichkeit erfcheint diefe Fläche niemals 
als wirkliche Wafleroberfläche, letztere bleibt vielmehr, wie @) a, Qs . . . Qs 
darftellt, immer beträchtlich darunter zurlid, indem die Wellenberge ſtets ab» 
" gerundete Kuppen a, und keine fcharfen Spigen wie c, bilden. Man hat 
ſich die Cykloide co cr Ca ... nur al8 einen ibeellen Wellendurchſchnitt zu 
denen, auf welchen die Theorie geführt hat. 
Da alle Wafferelemente ihre verſchiedenen Kreisbahnen mit conftanter 
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Bintelgefchwindigfeit durchlaufen, fo vollführen fie auch ſämmtlich in gleicher 
‚Zeit einen vollen Umlauf, woraus folgt, daß alle diejenigen Waſſertheilchen 
indenfelben Bhafen ihrer Bewegung fich befinden, welche wie au bo. .., @1 di ..- 
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im Zuſtande der Ruhe vertical unter einander befindlich waren. Denkt man 
ſich im Zuſtande der Ruhe einen ſolchen verticalen Waſſerfaden, und ſeien 
A. B... einzelne Punkte deſſelben, fo nimmt derſelbe nad) eingetretener 
Wellenbewegung eine um ſein Fußende ſchwankende Bewegung an, indem er 
ſneceſſive alle die Lagen einnimmt, welche in der Figur durch bo a Co, 
bi a Cı, bꝛ @ Cꝛ ... bezeichnet find. 

Man kann diefe Bewegung des Waflerfadens etwa vergleichen mit der- 
jenigen von Getreidehalmen, welche unter dem Einfluſſe des Windes ebenfalls 
um ihre Wurzelenden hin und her ſchwanken und dadurd) in der That auf 
der Oberfläche des Kornfeldes die befannte, der Wellendewegung analoge 
Ericheinung hervorrufen. Der Unterfchied befteht hauptſächlich darin, daß, 
während die Getreidehalme ihre Länge beibehalten, die Waflerfäden ihre ur- 
fprüngliche Länge CABO bald verlängern auf diejenige ca, bo O, bald 
verkürzen zu derjenigen c,a, db, O. Mitdiefer Verlängerung und Verkürzung 
iſt natürlich eine entjprechende Verdünnung, bezw. Verdickung der prismatifch 
gedachten Wafjerfäden verbunden, welche auch aus der Figur umb befonders 
in der Nähe der Oberfläche erfichtlich ift. Man erkennt dies nämlich daraus, 
daß die in gleichen Abftänden gedachten verticalen Waflerfäden in der Nähe 
der Wellenberge fich dichter an einander ſchmiegen, während fie in der Nähe 
der. Thäler bei dx ag c4 größere Abftände von einander zeigen. Die Be- 
wegungsrichtungen der einzelnen Wafjertheilchen find durch die eingezeichneten 
Pfeile erfichtlid, gemacht, und ift daraus leicht zu erfennen, daß die den vor» 
deren Theil der Welle zwifchen ag und as bildenden Wafferelemente eine fteigende, 
die den hinteren Theil zwiſchen a, und a, bildenden Elemente eine niedergehende 
Bewegung haben. Daraus erklärt fid) denn auch der die Wellenbewegung 
befördernde Einfluß, welchen ein in der Richtung des Yortfchreitend der 
Wellen wehender Wind ausübt. Denkt man denfelben etwa in der Rich— 
tung des Pfeils W einfallend, fo wird er die Wafferelemente auf dem hinteren 
Wellentheile ao as in ihrer abwärtögerichteten Bewegung verftärfen, während 
die das Vordertheil a; a, bildenden auffteigenden Elemente nicht in diefer 
Bewegung behindert werden, da fie durch den Gipfel ag weſenilich geſchützt find. 

Da fänmtliche Theile ihre Kreisbahn in derfelben Zeit vollbringen, fo 
folgt weiter, daß die Wellenlänge *) in allen Tiefen diefelbe jein- muß, was 
auch deswegen jehr wahrfcheinlich ift, weil bei Annahme verfchiedener Wellen: 
längen jedenfalls die Theilchen wegen ihrer verichiedenen Geſchwindigkeiten 
großen Reibungswiderftänden gegen einander ausgefegt wären, und dies mit 


*) Wenn nah den Weher’jhen Berfuhen die Wellenlänge nad unten hin 
ab: und die Umlaufsgejeäwindigfeit zunimmt, fo liegt der Grund davon wohl in 
der Einwirkung des Bodens, welcher bei der geringen Tiefe, bei welcher die Ver⸗ 
ſuche angeftellt wurden, ſehr beträdtlich jein Inge, wogegen die Hagen’iche 
Theorie eine unendlid große Tiefe vorausjegt, upte 
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der Wahrnehmung nicht im Einklang ftände, daß bei jehr großen Tiefen der 
Wellenſchlag noch lange anhält, nachdem der erzgeugende Sturm vorüber ift. 

Die Berhältniffe diefer Wellenbewegung find nad der Hagen’fchen 
Theorie durch folgende Formeln ausgedrückt: 

Bezeichnet A, wie ſchon oben erwähnt, den Halbmefjer der Kreisbahn, m 
welcher ſich die Theilchen in der Horizontalebene durch C bewegen würden, 
wobei diefe Fläche im Durchſchnitt eine gemeine Cykloide co Cı Cr - - - Cs 
werden würde (vorauögefegt, daß dies möglich wäre), jo hat man die Yänge 
der Welle: 

l=2Rn, 
und bie Fortpflanzungsgefchwindigfeit derjelben: 


c=V2gR - VE. 


Hieraus folgt die Periode der Welle oder die Zeit, in welcher eine volle 
Welle an einem feften Punkte vorüberläuft: 


] v2? Vz 
t=-z=ız — —— — 6 
c 9 9 


Die Winkelgeſchwindigkeit, mit welcher die einzelnen Waſſertheilchen ihre 
Kreisbahnen beſchreiben, iſt für alle Theile conſtant: 
c 
w = R ° 
Der Halbmeffer E der Kreisbahn irgend eines Elementes d, welches in 
ber Ruhelage in B und um CB = y unter der gedachten Ebene C Tiegt, 
welcher der Halbmeſſer R entfpricht, ergiebt fid zu: 
—_.!ı 
o=Re , 
worin e die Grundzahl des natürlichen Logarithmenſyſtems bedeutet. Um⸗ 
gefehrt hat man daher die Tiefe unter C: 


y = R Log.nat. re 


Anmerkung. Die Höhe der Wellen auf dem Meere ift von jehr vielen lim: 
ftänden abhängig, fo namentlich von der Waflertiefe und Größe des Meeres, wie 
von der Dauer und Heftigfeit des Sturmes. Die größten, von Scoresby ge 
mefienen Wellen hatten durchſchnittlich 26, zumeilen bis 30 Fuß Höhe bei 534 Fuß 
Länge. Das Verhältniß der Höhe 20 zur Länge I ift ebenfalls jehr verfchieden, 
Hagen giebt dafür die Zahlen Y,, bis Y,, an. 


Beijpiel. Wenn die Höhe einer Welle zu 5 Meter und ihre Länge J zu 
80 Meter gemefjen wurde, jo ergiebt fih R zu: 
\ 


R= + — 12,73 Meter. 
2n 
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Die Höhe derjenigen Ebene, weldyer dieſer Halbmefier, alfo die gemeine Eykloide, 
entjpricht, über der Oberfläche des Waſſers im Ruhezuftande ergiebt fih alsdann, 
da für die Oberflähe & — 2,5 Meter ift, dur: 

y=R. Log.nat. 7 —= 12,73 . Log. nat. Se — 21,72 Meter. 

Für die Bunfte, die um 20, reip. 50 Meter unter der Waſſeroberfläche, alfo 

um 41,72 rejp. 71,72 Meter unter der mehrgedachten Ebene liegen, ergeben fi 


F 
nun bie Halbmefjer o, und oz der freisförmigen Bahnen durch = Re Ru: 


12,73 
4 = am = 0,480 Meter, und 


12,73 
02 = €5.657 = 0,045 Meter. 


Man erkennt hieraus, wie ſchnell die Schwingungskreije der Waſſertheilchen mit 
der Tiefe abnehmen. | 

Bei Wellen von geringer conftanter Tiefe find dagegen, wie auch fchon 
Scott Ruſſell angegeben bat, die horizontalen Bewegungen der über 
einander befindlichen Waflertheile gleich groß; es behält daher der anfangs 
verticale Wafferfaden bei der Wellenbewegung feine verticale Stellung, ver: 
ändert dagegen hierbei feine Länge und Dide. Die einzelnen Waſſertheilchen 
befchreiben Hier gefchloffene Curven von gleichem horizontalen, und von einem 
veränderlichen, mit der Tiefe allmälig abnehmenden verticalen Durchmeſſer; 
diefelben find jedoch nur unter der Vorausfegung, dag die Wellenhöhe gegen 
die Waflertiefe unendlich Hein ift, Ellipfen. 

Bei endlicher Tiefe des Waflerd und großer Wellenhöhe find die Geſetze 
der Wellenbewegung jehr complicitt. 


Interferenz der Wasserwellen. Wenn ſich zwei Waffermwellen $. 30. 
durchkreuzen, fo treten im Allgemeinen dieſelben Erfcheinungen ein, wie 
bei den Luft und anderen Wellen; es jegt auch hier jede Welle nach dem 
Zufammentreffen ihre Bewegung fort, al8 wenn es gar nicht ftattgefunden 
hätte; nur findet, nach Weber’s Beobachtungen, ein Heiner Zeitverluft ftatt, 
jo dag eine Welle ein wenig mehr Zeit braucht, einen gewiſſen Weg zu 
durchlaufen, wenn fie durch eine andere Welle binducchgeht, als wenn fie 
frei fortſchreiet. Kommen zwei Wellenberge zufammen, jo entfteht 
ein faft doppelt fo hoher Berg, und ebenfo geben zwei Wellenthäler bei 
ihrem Zufammentrefien ein faft doppelt jo tiefes Thal, als bei einer ein- 
fachen Welle. Die Weber'ſchen Berfuche führen auf das Verhältniß 1: 1,79 
zwiſchen den Berghöhen der einfachen und der Doppelwelle. Bei der Inter- 
ferenz oder dem Zuſammenkommen eines Wellenberges wit einem Wellen⸗ 
thale heben ſich beide gegenſeitig auf und es bleibt die betrefiende Stelle im 
Niveau des ruhigen Waſſerſpiegels. Was die gen det eingelnen Waſſer⸗ 
elemente anlangt, ſo gehen dieſe bei dem Zu; Bo nreeheo von zwei gleichen 

| —X 
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Bellen in gerade Linien über, bie im Berggipfel vertical, entfernt von dem⸗ 
ſelben aber chief, jedoch fo ftehen, daß fie ſich oben gegen den Gipfel neigen. 

Denn ferner eine Wafferwelle gegen eine feite Wand anftößt, fo wird 
fie von derfelben fo zuritdgeworfen, als wenn fie von einem Orte herkäme, 
der eben fo weit Hinter der Wand abfteht, al der Ausgangspunkt der Welle 
vor derfelben, und es geht die zurückgeworfene Welle ebenfo durd; die an- 
tommende hindurch wie zwei ſich kreuzende Wellen überhaupt. 

In Figur 986, I, II. bis V., find die Erfcheinungen, welde fi beim 
Zurückwerfen einer Welle ABCDE durch eine fefte Wand MN darbieten, 


Fig. 986. 


vor Augen geführt. Im I. kommt eben der Wellenberg” CDE an der 
Wand MN an, und e8 beginnt das Reflectiven in Form einer umgefehrt 
laufenden Welle CD, Ei; in II. ift der Gipfel D des Wellenberges an der 
Band angelommen, und es hat ſich mit demſelben die Hälfte Di Zr des zu 
ruckgeworfenen Wellenberges vereinigt, folglich entfteht ein halber Wellenberg 
CG von faft doppelter Höhe. In III. erreicht eben erſt das Wellenthal 
ABC die fefte Wand, während der zurlitgeworfene Wellenberg Ci Di Ei 
über demfelben hinweggeht; es tritt daher eine Interferenz ein, wobei bie 
Welle einen Augenblid lang ganz verſchwindet. In IV. trifft die Thaljohle 
B der anfommenden Welle mit der Thalſohle B, der zurücgeworfenen Welle 
an der Wand zuſanimen, es bildet jic) folglich ein halbes Thal AS von der 
doppelten Tiefe. In V. ift endlich die anfommende Welle ABCDE vol, 
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fländig durch die Wand MN zurlidgeworfen, und dadurd) in die umgefehrt 
Laufende Welle A, Bı C. Di Er verwandelt worden. 

Die Bahnen der Waflerelemente erleiden durch den Anftoß an die felte 
Wand biefelben Veränderungen, wie bei dem Durchkreuzen zweier Wellen; 
es wird auch hier in ber Nähe der Wand der horizontale Theil diejer Be⸗ 
wegung immer mehr und mehr aufgehoben, und dagegen ber verticale Com⸗ 
ponent mehr und mehr verftärkt, fo daß nahe an der Wand biefe Bahn in 
eine verticale und entfernter davon in eine fchiefe Tinte übergeht. Stößt die 
Delle fchief gegen eine feite Wand, fo wird fie, wie jeder elaftifche Körper, 
unter demſelben Winkel zurückgeworfen, unter welchem fie auftrifft. 

Indeß befteht doch ein wefentlicher Unterjchied zwifchen den Erfcheinungen 
ber Reflerion von Waſſerwellen und der Zurlidwerfung fefter Körper. Dentt 
man ſich nämlich einen elaftifchen Körper, etiwa eine Kugel, gegen eine fefte 
Wand ftoßend, jo wird der in ber Bewegungsrichtung vorderſte Punkt der 
Kugel, welcher zuerft den Stoß empfängt, beim Zurückprallen der Kugel der 
binterfte Punkt werden, und die Kugel geht, wenn nicht etwa eine ‘Drehung 
eintritt, in derfelben Lage zurück, in welcher fie anlam. Bei der Waſſerwelle 
hingegen findet eine Umkehr in der Tage von Wellenberg und Wellenthal 
ftatt, denn wenn, wie aus Figur 986 erfichtlich, die Welle (in I.) fo an- 
kommt, daß ihr Wellenberg vorangeht, fo geht beim Zurückprallen (in V.) 
ebenfall8 ihr Wellenberg wieder voran. Es hat aljo bei dem Abprallen der 
elle au der feften Wand gleichzeitig eine Vertaufchung in der Lage von 
Berg und Thal ftattgefunden, was man fich fo vorftellen kann, als ob 
Wellenberg und Wellenthal bei der Reflerton durch einander durchgingen. 

Trifft die Welle nur theilweife gegen ein Hinberniß, jo treten die Er» 
fcheinungen der fogenannten Inflerion ein, wobei fid) neue Wellen um bie 
äußerften Enden diefer Hindernifie herum bilden, und unter Anderem z. B. 
zur Entftehung von Wirbeln Beranlafjung geben. 

Endlich entftehen die fteehenden Wellen des Waſſers, wie die einer Saite 
oder eines anderen feften Körpers, wenn fich zwei gleich lange Wellen freuzen, 
deren Ausgangspunfte um das 1», 3=, 5=, 7- ... fache des Viertels einer 
Wellenlänge von einander abftehen. Es ji ABCDEFGEH, fig. 9871. 
und II. (a. f. ©.), die eine und A, Bi Cı Di Eı F} @ı H, die andere Welle. 
In den Punkten X, L, M, N, wo beide Wellenzüge von der Mittellinie gleich) 
weit abftehen, ſich alfo die Bewegungen aufheben, bilden fich feſte Inter- 
ferenzpuntte, dagegen über und umter den Punkten O, P, Q, R, wo fi 
beide Wellenlinien fchneiden und daher die Wege verdoppeln, entftehen ab- 
wechfelnd Berggipfel und Thalſohlen. Durch ein Kreuzen mehrerer aus 
verſchiedenen Richtungen ankommenden Wellenztige entftehen die unter dem 
Namen der Sturzfeen oder Teifuns bekannten Wellen von außerordent⸗ 
licher Höhe. 


Weibebach's Lehrbuch der Mechanik. J. 79 
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Anmerkung. Den vollftändigften Unterricht über die Wellenbewegung ertheilt 
folgendes Wert: Wellenlehre, auf Experimente gegründet, u. |. w., von den 
Brüdern E 9. Weber und W. Weber, Leipzig 1825. Einen guten Auszug 
hiervon findet man in dem Lehrbude der mechaniſchen Raturlehre von Auguf. 


Fig. 997. 


Auch ift hierüber nachzuleſen: Müller’s Lehrbuch der Phyſit und Meteorologie, 
2b. I. Die Abhandlungen über die Wellen von Kaplace, Lagrange, Blau: 
gergues, Gerfiner und Poiſſon findet man in dem Weder ſchen Werke 
ehr volftändig mitgeteilt und itifirt. Ueber Caudy’s „Wellen-Xpeorie* una 
Bidone’s Verſuche findet man Nusführligeres in Gehler’s phyfialiihem 
BWörterbude, Art. Wellen. Emy’s „Wellen: Theorie" if unter dem Xitel: 
„Ueber die Bewegung der Wellen und über den Bau am Meere und im Meere” 
von Wiefenfeld überfeht und 1839 in Wien erſchienem Die Schriften von 
Hagen find oben $. 29 citirt worden. ud) handelt Airy von der Theorie der 
Baferwellen im Xrtitel Tides and Waves der Encyelopaedia metropoli- 
tana, Vol. V. 


I. Die Elemente der graphifhen Statif. 


Graphische Methoden überhaupt. Dei den Entwidelungen der 
vorftehenden Abſchnitte ift im Allgemeinen -ein analytiſches Verfahren ein- 
gehalten worden, indem aus den gegebenen, durch Zahlen ausgebrüdten 
Größen mittelft der bekannten Rednungsoperationen der Arithmetik die 
gefuchten Größen gefunden wurden. Diefem rechneriſchen Verfahren fteht 
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eine andere zeichnerifche oder graphifche Methode gegenüber, welche aus den 
gegebenen, durch Linien dargeftellten Größen nad den Kegeln der Geometrie 
die gefuchten Größen gleichfalls in Form von Linien conftruirt. Beide Wege 
führen natürlich zu demfelben Refultate, nur ift in den verjchiebenen Fällen 
bald der eine, bald der andere der kürzere und bequemere, daher vorzuziehende. 
Zur Erläuterung mag ein einfaches Beifpiel dienen: Wenn von einem recht⸗ 
winteligen Dreiede die Maße ber Katheten gegeben find, jo findet man das 
Maß der Hypotenufe durch Rechnung, wern man bie Ouadratwurzel aus 
der Summe der Quadrate der Katheten zieht. Zu demfelben Kefultate 
wird man natürlich gelangen, wenn man nach einem beftimmten Maßftabe 
die Kathetenlängen auf den Schenken eines rechten Winkels vom Scheitel 
aus aufträgt und die Länge der Verbindungslinie der beiden Endpunkte mit 
demfelben Maßftabe mißt. Wenn num zwar in diefem Beifpiele die Aus- 
führung der Zeichnung mindeftens ebenfo viel Zeit erfordern dürfte, als die 
erfterwähnte Rechnung, fo ift doch in dem Falle das graphifche Verfahren 
das kürzere, wo ohnehin das betreffende Dreied gezeichnet werden muß, und 
daher die ganze Operation nur auf das Abgreifen einer Länge mit dem 
Zirkel hinausläuft. Diefes einfache Beifpiel läßt daher ſchon erkennen, wie 
die graphifchen Methoden fiir den Conftructeur in vielen Fällen befondere 
Bequemlichkeiten darbieten, indem fie ihn der Ausführung von das Con- 
ftruiren immer flörenden analytifchen Rechnungen überheben. Hierbei ift 
die große Anfchaufichkeit von hefonderem Werthe, welche‘ mit dem gra- 
phifchen Verfahren immer verbunden ift, indem das durch die Zeichnung 
erlangte Rejultat als räumliches Gebilde ohne Weitered dem Auge fid) dar⸗ 
bietet, wogegen der auf afgebraifchem Wege gefundenen Zahl eine folche 
Unmittelbarkeit der Erfcheinung nicht innewohnt. Bedenkt man ferner, daß 
das Zeichenbrett die eigentliche Heimftätte fir die Wirffamfeit des Ingenieurs 
ift, welcher in Folge defien mit graphifchen Methoden meift vertrauter fein 
wird als mit anafytifchen, fo ift die Beliebtheit erflärlich, welche die erſteren 
ſich in der neueren Zeit unter den Ingenieuren erworben haben. 

Da das graphifche Verfahren ſich nur mit Linien befchäftigt, fo ift es 
zunächſt erforderlich, die Größen, mit denen operirt werben foll, durch Linien, 
am einfachften durch gerade Linien darzuftellen. Man Tann alle Größen, 
Längen, Flächen, Körper, Kräfte, Momente u. . w. ihrem Werthe nach durch 
gerade Linien von beftimmter Länge (Streden) darftellen, wenn man bie 
Einheit der betreffenden Größe (Meter, Quadratmeter, Cubitmeter, Kilo: 
gramm, Meterkilogramm u. |. w.) durch eine gewiſſe Nüngeneinheit ſich dar⸗ 
geſtellt denkt und der repräſentirenden Strecke ſo viele vlcher Tingeneinheiten 
giebt, als die darzuſtellende Größe Wertheinheã erahou. Handelt es ſich 
dabei nur um die abſolute Größe oder bie Ar, en on Einheiten, jo tommt 

Kia, aber find zur 


auch nur die abjolute Länge der Strede in Ra. u 
yo 9 
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Beftimmung von Größen die abfoluten Werthe allein nicht außreichend ; es 
ift dabei oft, wie 3. ®. bei Wegen, Kräften, Geſchwindigkeiten u. |. w., aud) 
deren Richtung und Tage näher zu beftimmen. Gerade für folche Fälle ift 
eine Därftellung durch Streden meift viel geeigneter als durch Zahlen, weil 
eine Strede jowohl eine Größe, wie auch eine Richtung und Lage reprä- 
fentiren fann. Handelt es ſich z.B. um die Darftellung einer Kraft, fo 
erfordert deren zweifelloſe Feftftellung vermittelt Zahlen, außer der Beſtim⸗ 
mung ihrer Größe (n Kilogramm), die Angabe ihrer Richtung, etwa dur 
Angabe der Winkel (@, ß, y), welche fie mit drei feften Coorbinatenaren 
bildet, ferner die Beftimmung ihrer Tage durch Angabe der Ordinaten (a, d, c) 
eines ihrer Punkte und endlich noch die Angabe bes Sinnes, in welchen: fie 
wirft, d. 5. ob in der betreffenden Richtung von dem gegebenen Punkte nad) 
der einen ober anderen Seite hin. Bei der Beitimmung ber Kraft durch 
eine Strede hat man, um über die Kraft jeden Zweifel auszufchliegen, nur 
nöthig, an den Punkt, durch welchen die Kraft hindurchgehen fol, die Strede 
von der erforderlichen Größe parallel mit der Ridjtungslinie der Kraft und 
in dem Sinne der legteren anzutragen. Gerade biefe einfache Darftellungs- 
weife von Kräften durch Strecken hat dem graphifchen Verfahren in der 
Statif, die es ausfchlieglic mit Kräften zu thun hat, eme fo vortheilhafte 
Anwendbarkeit gegeben und zu derjenigen Art der Behandlung der Statif 
geführt, welche unter dem Namen der graphiſchen Statik oder Grapho—⸗ 
ftatif*) befannt geworben ift. 

Bei der graphifchen Auflöfung von Aufgaben der Statik kommen gewiſſe 
geometrifche Conftructionen fehr häufig vor, welche den Rechnungen des 
Addirens, Multiplicirens u. |. w. bei analytiichen Auflöfungen entfprechen. 
Ebenjo wie zur Ausführung der Iegteren die bezliglichen Operationen ber 
Arithmetik bekannt fein müſſen, fo ift zum graphifchen Töfung eine Kenntnig 
der entiprechenden geometrifchen Conftructionen erforderlich. Dieſelben find 
zwar nur Anwendungen befannter, meift einfacher Lehrjäge der Geometrie, 
doch jollen des Zuſammenhangs und leichteren Verſtändniſſes halber und zur 
Bermeidung fteter Wiederholungen in den folgenden Paragraphen die haupt: 
ſächlichſten Conftructionen angeführt werden. 


Addition und Subtraction von Strecken. Wenn zwei ober 
mehrere Größen ganz beliebiger, aber unter fich gleicher Art durch bie 
Streden a, , Qs, As, Big. 988, gegeben find, und es fid) nur um die ab» 


*) Als Begründer der graphiſchen Statit muß 8. Eulmann, Profefior der 
Ingenieurwifienihaft am eidgendffiſchen Polytechnikum zu Zürich, genannt werben, 
deffen Werk: „Die graphiſche Statik“, Züri 1866, auch der vorliegenden Bear: 
beitung im Wejentliden zu Grunde gelegen bat. Die Bezeihnung Sraphofatil 
rührt von Reuleaur ber, ſ. defien „Eonftructeur“, 3. Aufl., 1869. 
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foluten Werthe oder um die Anzahl von Einheiten derjelben handelt, (wenn 
bie Größen 3. B. Zeiten barftellen), fo ift eine Addirung der Streden durch 
bloßes Aneinanderreihen berjelben in richtiger Länge in einer beliebigen 


Fig. 988. geraden Linie zu bewirken, und man erhält als 

ph Summe ber Streifen &1, Ge, Qz die Länge 03, 

— — d. h. ſo viele Einheiten der betrachteten Größen, 
— als in den einzelnen Strecken zuſammen Längen⸗ 
543 einheiten nad dem ber Zeichnung zu Grunde 


gelegten Maßſtabe enthalten ſind. 

Wenn jedoch die darzuſtellenden Größen, z. B. Weggrößen, durch die 
Strecken nit nur ihrem abſoluten Werthe, ſondern auch ihrer Richtung und 
ihrem Sinne nad) dargeftellt find, fo befteht das Abdiren zwar auch in einem 
Aneinanderfügen der einzelnen Streden, fo jedoch, daß hierbei die Richtung 
und der Sinn jeder Strede unverändert beibehalten wird. Sollen 3.2. die 
mit ai, Qy, Gy . . . ag bezeichneten Streden, Fig. 989, welche etwa die Wege 
Fig. 989. eines Punktes der Größe 

und Richtung nad) dar- 
ftelen, und in denen 


[un 
a dr Sinn durch die 
N Pfeilfpigen angezeigt fein 
a⸗ möge, addirt werden, ſo 
kann die Addition da⸗ 
as durch bewirkt werben, 
er daß man von dem be- 
liebigen Punkte O aus 
die den Strecken pa- 
rallelen und gleich lan- 
gen Geraden 01 # a, 12 # a, 23 # a, .... anträgt. Als Re 
fultat diefer graphifchen Addition ift dann Bie Strede 06 anzuſehen, welche 
den Anfangspunft O diefes Linienzuges mit dem Endpunkte 6 defielben ver- 
bindet. Bon der Richtigkeit dieſes Verfahrens überzeugt man ſich Leicht, 
wenn man eine Strede überhaupt als den Weg eines Punktes anfieht und 
nun nach dem Parallelogramm der Bewegungen ($. 32) zunächſt zwei 
Streden, etwa a, und as, zuſammenſetzt. Man erhält dann in der Dia- 
gonale O2 des aus a, und a, conftruirten Parallelogramms 0122” diefelbe 
Linie, welche nach der angegebenen Kegel durch Anfligen von a, an a, un. 
mittelbar ſich ergiebt. Wenn die erhaltene Summe 02 der Streden aı 
und az in derfelben Weife mit a, durch) ein Parallelogramm zujammengejekt 
wird, jo erhält man als Summe von 02 und gay, d.h. ald Summe von 
Gı, G und a,, ebenfo diefelbe Strede 03, wi dur directes Antigen der 
Streden a,, &; und a, an einander, u. |. w ‘ 





% 
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Man erfieht Hieraus, daß nicht nur O6 die Summe der Stredena, ,@9,43... x. 
vorftellt, jondern daß man in O2 die Summe von a, und a, n O3 die 
Summe von a, a und az erhält, u. ſ. w.; ferner, daß die Strede 13 die 
Summe von a, und az, ſowie, daß 25 die Summe der Streden a,, a, und a; 
repräfentivt. Ueberhaupt läßt ſich allgemein fagen, daß jede Diagonale 
in dem entftandenen Stredenzuge ber Größe und Richtung nad 
als Summe aller derjenigen Streden angejehen werden muß, 
welche von diefer Diagonale unterfpannt werden. Der Sinn einer 
ſolchen Diagonale ift mit demjenigen des von ihr umterfpannten Streden- 
zuges übereinftimmend zu wählen, jo daß derjenige Eckpunkt (2), von welchem 
die erfte der addirten Streden (23) ausgeht, als Anfangspunkt, und der⸗ 
jenige Eckpunkt (5), in welchem die legte Strecke (45) endigt, als Endpunit 
der Diagonale anzufehen ift. 

Bei diefer Addition ift die Reihenfolge, in welcher die einzelnen Streden 
aneinandergereiht werden, gleichgültig, ebenfo wie die Reihenfolge der Sum: 
manben beim Addiren von Zahlen gleichgültig if. Man überzeugt fich ohne 
Weiteres durch die Figur, daß eine Vertauſchung von a; und a,, d. 5. eine 
Antragung erft der Strede a, im Punkte O und darauf folgende Anfügung 
von a, an az zwar zu dem geänderten Stredenzuge 02’ 1’, aber zu derfelben 
Summe 01’ ober 02 führt. ine gleiche Betrachtung läßt fi) bei irgend 
welcher Veränderung in der Reihenfolge ber Streden anftellen. 

Unter den in Fig. 989 gegebenen Streden find zwei unter fich parallel, 

nämlich az und a,; es find in Folge deflen die entfprechenden Seiten dee 
Stredenzuges 23 und 45 ebenfalls parallel. Bertaufcht man nun a, mit a, 
d. h. fügt man an die Strede 23 diejenige 35’ H# a, und darauf 5’4’ # a, 
an, fo nimmt der Stredenzug den Berlauf 01235’4’6. Durd) die Addition 
der beiden parallelen und entgegengejegten Streden a, und a, hat man hier 
die Summe 25’ erhalten, deren Abſolutwerth gleich der Differenz der Werthe 
vonaz undasift. Die Addition ber Strede a, zu der entgegengelegt gerichteten 
A; bringt daher denfelben Effect hervor, wie in der Arithmetik die Addition 
einer negativen Größe zu einer pofitiven. Da nun die Addition einer nega⸗ 
tiven Größe gleichbedeutend ift mit der Subtraction eben derſelben pofitiven 
Größe, jo darf man aud) hier die Strede 25’ als die Differenz der Strede a, 
und der entgegengefegten Strede — a; anjehen, und es folgt daher für die 
graphifche Subtraction die Regel, dag man zur Ausführung der Subtrac: 
tion einer Strede diefelbe mit entgegengejegt genommenem 
Sinne zu addiren habe. Hierdurch ift die Ausführung einer Subtraction 
auf eine Addition zuriidgeführt. 

Soll 3. B. die Strede a, von der Strede a,, Fig. 990, fubtrahirt werden, 
jo addire man zu der Strede O1, welche parallel und gleich a, iſt, die 
Strede 12, welche mit as gleiche Größe und Richtung, aber entgegengefegten 
Sinn hat, und man erhält in 02 die Differenz der Streden a, und a. 
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Wenn ber Ära eine Abdition erhaltene Stredenzug von ſolcher Befchaffen- 

heit ift, daß der Endpunkt der lebten 

Strede mit dem Anfangspuntte der erften 

X zuſammenfällt, wenn alfo ber Stredenzug 

— ein geſchloſſenes Polygon darſtellt, ſo iſt 
— 7. — die Summe aller Strecken gleich Null. 


Graphische Multiplication und Division. Es liegt im Begriffe $. 33. 
der Multiplication, daß man eine Größe irgendwelcher Art (Ränge, Fläche 
Kraft...) mur mit einer unbenannten oder Berhältnißzahl multipliciren 
kann, und ift dann das erhaltene Refultat wieder von berfelben Art (Fänge, 
Fläche, Kraft... .) wie der Multiplicand. Es hat an ſich feinen Sinn, zu 
fagen, man multiplicire 3. B. zwei Tinien mit einander, und wenn dies doc 
geichieht, wenn 3. B. der Ausdrud ganz gebräuchlich ift, der Inhalt eines 
Rechteckes fei gleich dem Producte aus Grundlinie und Höhe, fo hat man 
den Ausdrud folgendermaßen zu verftehen: Wenn man als Einheit für den 
Flächeninhalt des Rechtecks dasjenige Duadrat annimmt (Quadratmeter), 
deſſen Seite gleich derjenigen Längeneinheit ift (Meter), mit welcher die 
Rechtedfeiten gemeflen werden, fo giebt das Product ab aus den Maßen 
a und b ber Seiten die Anzahl der in dem Nechtede enthaltenen Flächen⸗ 
einheiten an. Das Maß einer Seite ift aber nur die Verhältnißzahl zweier 
Längen, nämlich der Rechteckſeite und ber Yängeneinheit, fo daß man bier . 
unter dem Producte der beiden Seiten nur das zweier abftracter Zahlen 
a und b zu verftehen bat, indem man dabei nur ftillichweigend bie erwähnte 
Tlächeneinheit hinzudenkt. Man kann auch übrigens die eine Seite, deren 
Maß a ift, ald Repräfentanten von a Flächeneinheiten denfen, entſprechend 
einem rechtedigen Streifen von der Länge a und ber Höhe 1, und man 
erhält dann den Inhalt des Rechteckes durch fo viele folder Streifen, als 
die andere Seite d Einheiten enthält; es ift daher in diefem Falle ımter ab 
das Product einer Flächengröße a, die durch eine Linie dargeftellt ift, mit 


b Meter 
einer Verhältnißzahl I Meter 3 verftehen. 


In gleicher Art hat man ſich den Zufammenhang zu denken, wenn in ber 
Folge jchlechtweg von der Multiplication zweier Streden a und b die Rebe 
ift, von denen die eine 3. B. eine Länge a Meter, die andere eine Kraft 
b Kilogramm vorftellt. Man hat hier als Einheit des Productes 1 Meter 
filogramm, d. 5. das Moment einer Kraft von 1 Kilogramm, deren Arm 
1 Meter beträgt, anzunehmen, und kann fich die Multiplication entweder jo 
denfen, daß die durch eine Strede a dargeſte gte Grpe a Meterkilogramm 


b Kilogramm 
d 
mit der Verhältnißzahl —— "tn * werde, ober daß eine durch 
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die Strecke d dargeftellte Größe d Meterkilogramm fo oft genommen werde, 


PR a Meter 
als die Verhältnißzahl 1 Meter 


Unter Berüdfichtigung des Vorftehenden Tann jede Multiplication zweier 
Streden a und b jehr leicht ausgeführt werden, wenn man den Ausdrud 





angiebt. 


b 
43 conſtruiren kann, indem man darin nur c gleich 1 zu ſetzen 


braucht, um ab zur erhalten. Schreibt man obige Gleichung als Proportion 
z:a=b:c, 
fo erfennt man fofort, daß die gegebenen drei Streden und die gefuchte als 


zwei Paar entiprechende Seiten in ähnlichen ‘Dreieden aufgefaßt werben 
fünnen, und ift mit Rüdficht hierauf die Eonftruction leicht auszuführen. 


In den Figuren 991 bis 994 ift der Ausdrud z— = in verjchiedener Art | 


mit Häülfe ähnlicher Dreiede conftruirt, indem in allen Figuren DEI BC 
gezogen wurde. Dffenbar gilt für ſämmtliche Figuren die Proportion 


z:a=b:c, 


worin der Beweis für die Nichtigkeit der Conftruction enthalten iſt. Die 
Löfung der Aufgabe kann natürlicd) noch in mancherlei anderer Weiſe gefchehen, 
indem alle diejenigen geometrifchen Conftructionen benugt werben Tönnen, 
Fig. 991. welche zu ähnlichen Dreiecken führen. 

B In der Praxis find oftmals einzelne 
Streden in der Zeichnung ſchon auf 
getragen, und es empfiehlt fi in 
jolhen Fällen, diejelbe zu benugen, 
wozu man natürlich unter den ver- 


\ 


\ 


m ſchiedenen Methoden die geeignetfte 
auszuwählen hat. Beſtimmte Regeln 
dig. 992. laſſen ſich hierfür natlirlic nicht au- 


_7 B geben; einige Uebung führt Hier in 
defien fehr bald zum Ziele. Als 

b Anhalt für das Auftragen der Streden 
_ und zur Bermeidung von Verwechſe⸗ 
lungen kann man bemerken, daß, wie 

=— aud aus den Figuren 991 bis 994 


erfichtlich ift, die zu multiplicirenden 
Factoren a und b niemals Seiten deſſelben Dreieds und auch niemals 
gleichliegende Seiten der beiden Dreiede fein dihfen. Gleiches läßt 
fi) natürlid) auch in Beziehung zu x und c behaupten. 
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b. 
Durch die angegebenen Conftructionen von = ift auch ohne Weiteres die 


Darftellung des Productes a b gegeben, denn man hat nur nöthig, für dieſen 
Fall c gleich der Einheit bes Maßſtabes zu machen, nach welchem die Figur 
gezeichnet ift. | 

Macht man ferner db gleich ber Einheit, fo erhält man in berfelben Weife 
in z den Ausdrud - ‚und es find natürlich für die Divifion alle biejenigen 


Methoden brauchbar, welche für die Multiplication dienen, da ja die Divifion 

tig. 998. immer als eine Multiplication mit 

dem reciprofen Werthe des Diviſors 

angefehen werden kann. Einer be 

fonderen Betrachtung bebarf aber noch 

* die Bezeichnung der Einheit, welche 

dem Quotienten zweier Strecken ge⸗ 

c geben werden muß. Wenn der Di⸗ 

viſor eine abſtracte Verhältnißzahl ift, 

dig. 99. fo ftellt der Quotient ebenfoldhe Ein⸗ 

heiten vor, wie der Dividendus, wie 

ja auch bei der Multiplication einer 

Strede mit einer Verhältnißzahl an 

dem Charakter der Größe, welche der 

andere Factor vorftellt, nichts geän- 

——_ mm dert wird. Wenn jedoch der Divifor 

eine benannte Größe ift, d. h. wenn 

berjelbe eine Anzahl von Einheiten einer beftimmten Art vorftellt, fo erfordert 

e8 immer eine Prüfung, welcher Art die Einheiten find, die durch die als 

Quotient erhaltene Strede dargeftellt werden. Dies wird jedoch in feinem 

Valle ſchwierig zu entjcheiden fein. Stellen z. B. beide Streden, bie bes 

Diviford wie des Dividenden , gleichartige Größen vor, fo ift ber Quotient 

immer als abftracte oder Verhältnißzahl aufzufaffen. Ebenſo ergiebt ſich 

- ber Ouotient al® Länge, wenn der Dividend eine Fläche und der Diviſor 

eine Länge bebentet, oder wenn der Dividend ein Moment und der Divifor 

eine Kraft iſt. Im gleicher Weife wird man natürlich für den Quotienten 

eine Kraft erhalten, wenn ber Dividend ein Moment und der Divifor eine 
Fänge vorftellt*). 


A 


*) Unter Moment ift bier ein ſtatiſches Moment verſtanden (Kraft mal Länge) 
ſtellt der Dividend ein Trägheitgmoment vor , muk der Divilor eine Fläche 
jein, wenn al3 Quotient eine Kraft refultiren Intl: und wäre der Divijor eine 
Länge, jo würde der Quotient ein ſtatiſches M W⸗ F zepräfentiren. 


Amt 
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8.34. Graphisches Potenziren. Die nte Potenz a* einer Strede a ent- 
fteht durch 9 — Imaliges Multipliciren ber Bafis a mit ſich jelbft und 

Fig. 99. kann daher in der im vorigen 

Paragraphen angegebenen 
Art gefchehen. Man fege, 
um zunächſt @? zu zeichnen, 
in dem Ausdrude für e 


die Einheit und ba, und 
mache(entfprechenddenin den 
Figuren 991 und 992 an= 
gegebenen Conftructionen) 
in den Figuren 995 und 996 
auf den Schenteln des beliebigen Winkels BAC:AB=AC=a und 
AE=1. Zieht man nun Ca; || EB, fo ift Aa, = a?. lm dieſe 
Strede Aa, mit @ zu multipliciren, hat man jegt noch A.D = 1 zu madjen, 
und von a, aus die Parallele aa, mit DC zu ziehen, fo erhält man in 
Aa; offenbar den Werth für as, denn 8 ft Ay: Ay =AC: AD 
3 
oder Aa, — an a2 = — — a? m derfelben Art liefert bie 
Linie a,a,, welche parallel mit EB gezogen wird, in Aa, den Werth für 
aru.f.w. Es ift natürlich, daß in dem Falle (fig. 995), wo a > 1 iſt, 
Fig. 996. | die fteigenden Potenzen grö- 
Ber und größer werden, die 
Schnittpunkte ya a... 
ſich daher von dein Scheitel 
A mehr und mehr entfernen, 
während in dem Yalle der 
Figur 996, wo a < 1 if, 
die wachjenden Potenzen von 
a ſich mehr und mehr ver- 
Kleinern und ſich in dem⸗ 
felben Maße ber Null nä- 
bern, ohne fie jemals zu erreichen, wie die Schnittpuntte as, a3, a4 . . . fi 
dem Scheitel A nähern, mit welchem fie aber aud) niemals zufammen- 
fallen. 

Die beiden Geraden B E und D C, mit welchen die Leitftrahlen as a;, 0 a, .... 
parallel find, bilden mit den beiden Schenkeln AB und AC ein Anti⸗ 
parallelogramm, d. h. fie bilden mit AB und AC bei D und E, reip. bei 
B und C gleiche Winkel. Man kann daher die Regel zum Potenziren 
folgendermaßen fallen. Nachdem man zwifchen den Schenfeln eines belie- 
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bigen Winkels die beiden dem Berhältnifie - reſp. _ entfprechenden Anti- 


parallelen BE und DOC feftgeftellt hat, ziehe man von dem Endpunkte einer 
Strede glei) der Grundzahl a abwechjelnd Parallelen mit den gedachten 
beiden Antiparallelen von einem Schenkel zum anderen. 

In dem Borftehenden find durch die zwifchen den Schenfeln AB und AC 
gezogenen antiparallelen Zransverfalen nur die pofitiven Potenzen von a, 
alfo a2, a®, at... beftimmt worden, indem der Antiparallelenzug von C 
aus nur nad) der einen Seite geführt wurde. Segt man jedoch in demfelben 
Sinne den Zug von C aus aud) nach ber anderen Seite fort, fo erhält man, 
wie aus der Figur ohne Weiteres erfichtlich ift, auch die negativen Potengen 
von a. Zieht man nämlich zuerſt von C aus eine Parallele mit DC, fo 
fällt diefelbe mit DC zufammen, und man erhält in der Stiede AD —= 1 
den Werth für a. Hierauf Liefert die Antiparallele Da_, in der Strede 


Aa_, den Werth für a! = 2, denn es verhält ſich: 
Aa: AD=AE: AB;b.h. es ift Aul, =... 
Ebenfo liefert die Antiparallele a_, a_s in ber Strede Aal, den Werth 
fir a — - u. ſof. Da der Winkel BAC ganz willkürlich gewählt 


werden Tann, fo darf bezüglich der Winkel bei C und D noch eine Annahme 
gemacht werden. Für das praftifche Zeichnen thut man gut, die Winfel bei 
E in $ig. 995, reſp. bei B in Fig. 996 als Kechte anzunehmen. Um bies 
zu erreichen, hat man nur nöthig, in E refp. B ein Loth auf dem Schenkel 
AE rejp. AB zu errichten und von A aus mit der Zirkelöffnung gleich 
a bei B (Fig. 995) refp. gleich Eins bei E (Fig. 996) in diefes Loth einzu- 
fchneiben. 

Durch die Antiparallelen entftehen zwijchen den Schenkeln des Winkels 
BAC eine Reihe von Dreieden, von denen leicht erfichtlich ift, daß alle 
diejenigen unter einander ähnlich find, welche den Scheitel A und die beiden 
Endpunfte einer antiparallelen Strede zu Eckpunkten haben, aljo 3. B. die 
Dreiede ADC, ACa,, Ama u. |. w. Hieraus folgt, daß auch das 
Verhältniß zwifchen zwei auf einander folgenden Transverſalen gleich a ift. 
Bezeichnet z. B. t die Länge der Strede CD, fo folgt die Strede Ca, zu 
t. a aus der Proportion Ca: AC= DO: AD, ver Cu =a.t. 

Da ferner auch alle diejenigen Dreiede unter ſich ähnlich find, welche wie 
CDa,, a Ca;, 03 0,0; ... durch je einen Avbſchwaͤtt auf den Schenkeln des 
MWinteld BA C und zwei Antiparallefen Ark pi werden, ſo ftehen auch die 
betreffenden, auf einander folgenden A... g dem Verhältnife 1: a zu 
einander. Bezeichnet man z. B. ben Abı ine w pa wit u, \o folgt aus 


a? 1 
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der Abfchnitt: 


$.35. Graphisches Radieiren. Um die Quabratwurzel aus einer Strede 

zu ziehen, kann man fich der Eigenfchaft eines rechtwinkeligen Dreieds be⸗ 

dienen, vermöge welcher daffelbe durch die Höhe zur Hypotenuſe in zwei unter 

ſich und mit dem Urdreiecke ähntiche Dreiede zerlegt wird. Demzufolge hat 

Fig. 997. man in Sig. 997: DB —=AB.BC 

und in Fig. 998: AD? — AB. AC. 

Trägt man deshalb zwei Streden AB = a 

und BC = b hinter einander auf der Ge 

raden AC (Fig. 997) an und ſchlägt über 

a + b einen Halbfreis, fo hat man in dem 

kB C Lothe BD zwifchen dem Halbkreife und der 
Bafls das Maß für Vab. 

Ebenjo folgt die Konftruction in Fig. 998 fofort; man made AC = a, 
AB = b, zeichne den Halbfreis über a, ziehe das Loth BD und findet in 
AD bie Strede für Va b. 

Man kann auch nad) Fig. 999 Uber a — b einen Halbkreis befchreiben 
und erhält nad) einem befannten Lehrſatze der Geometrie in der tangentialen 


Strede AD ben Werth für Vab. 
Tig. 998. 


D 
XS 
Ä 
b»_ıB 
— —— 


Hanbelt es fich nicht darum, die Wurzel aus dem Producte zweier Streden 
| a und b, fondern aus einer Strede a zu finden, fo ift in vorftehenden Con⸗ 
fiructionen b gleich der Maßeinheit zu nehmen. 

Wenn es fich darum handelt, eine andere als die Quadratwurzel aus einer 
Strede zu finden, fo ift die Conftruction nicht fo einfach. Culmann ver 
wendet hierzu die logarithmifche Spirale als Hülfscurve, und es lann diefelbe 
nicht nur zum graphifchen Wurzelausziehen, fondern auch zum graphifchen 
Multipliciren, Dividiren und Potenziren gebraucht werden, fo daß fie gewiſſer⸗ 
maßen die Logarithmentafeln erjegt, wie fi) aus Yolgendem ergeben wird. 
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Man teage in Fig. 1000 auf den Schenken des Winkels Z’ AM’ von 

A aus AD= 1m AC = a auf und ziehe nad) Anweifung von $. 34 

zur Ausführung der Potenzirung die Antiparallelen DC, CE, E F,F'@' x. 
ig. 1000. Br ‘ 





nad außen, fowie De’, Ef, fg... nad innen. Hierauf trage man ben 
Winkel DA C wiederholt nach beiden Richtungen im Kreife herum bei A 
an, ſo daß DAC= CAE=EAF...=DAe eAf, fAg... wird, 
und made endlich AE—= AE, AF= AF, AG = AG . .., ſowie 
Ae—= Ace, Af=AFf,Ag—= Ag... Hierdurd, erhält man um 
den Punkt A herum eine Anzahl von Dreieden, welche ſämmtlich unter fich 
ühnlich find, da jebes derfelben einem der zwifchen AL’ und AM’ gelegenen, 
von A ausgehenden Dreiede congruent ift, und e8 folgt ohne Weiteres aus dem 
vorigen Paragraphen, daß die von A ausgehenden Strahlen Ag, Af, Ae, 
AD,AC,AE... bie geometriſche Progreffion = 
bilden. Auch find die Wintel ACD, A mg, AFE... einander gleich, 
welche die Seiten CD, EC, FE... mit N "om A wosgehenden Strahlen 
bilden. Da diefe Beziehungen ganz unabh Mom der OEchhe des Wintels 

Aug 


10,0... 





N 
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DACO find, fo finden fie auch noch ftatt in dem alle, wo diefer Winkel 
uriendlich Fein wird. Alsdann rüden die Punkte g,f,e, D, GE... un 
endlich nahe zufammen, aus dem Polygon wird eine ftetige Curve und bie 
Sehen DC, CE, EF... gehen in Tangenten über, welche ſämmtlich 
unter conftantem Winkel gegen den Strahl geneigt find, der von A aus nad) 
ihrem Berührungspunfte gezogen ift. Die fo erhaltene Curve ift befanntlic) 
eine logarithmiſche Spirale, welche in der analytifchen Geometrie durch die 
Gleichung dargeſtellt ift: 
r—=bP, 

worin r irgend einen Leitftrahl, z. B. AE und @ den Winfel bezeichnet, 
welchen dieſer Strahl mit demjenigen Strahl AD bildet, deflen Länge zwi: 
jchen Urjprung A und Curve gleich Eins ift. Für d hat man die Beziehung 
cotg.& — log. nat. b, wenn & den conftanten Winkel bezeichnet, welchen bie 
Tangente an die Curve mit dem an ihren Berührungspunft gezogenen feit- 
ftrahl r bildet. 

Die obige Gleichung r — bF läßt ſich auch 9 — log.®r fchreiben, und 
man erfieht daraus, daß für irgend einen Yeitftrahl, 3. B. AE, der Loga- 
rithmus zur Grundzahl d durch den Winkel 9 gegeben ift, welchen diefer 
Strahl mit dem Anfangsftcahle AD bildet, welchen die Curve in der Ent 
fernung Eins vom Pol A fchneidet. In Folge diefer Eigenfchaft der loga- 
rithmifchen Spirale kann letztere dazu dienen, die Rechnungsoperationen. des 
Multiplieivens, Dividirens, Potenzirens und Radicirens auszuführen. Seien 
nämlich 7, und r, zwei Leitftrahlen der Spirale und p, refp. 9, die Winkel, 
welche fie mit dem Anfangsftrahl AD bilden (pofitiv oder negativ, je nadı 
der Richtung, in welcher die Winkel von AD aus gemeflen werden), fo findet 
man nach den Regeln der logarithmifchen Rechnung in 1 + Ps denjenigen 
Winkel, welchem der Strahl von der Größe rırz entipricht, während ebenfo 


der Strahl, deſſen Größe . beträgt, einen Winkelabftand 9, — 92 von 
2 


dem Anfangsftrahle hat. Ein Strahl r wird ferner zur nten Potenz er⸗ 
hoben, wenn man feinen Winkel ꝙ mit n multiplicirt und den dem Producte 


%P zugehörigen Leitſtrahl aufjucht, während 9 denjenigen Winkel ergiebt, 


deſſen zugehöriger Leitſtrahl gleich Vr fl. Man erfieht hieraus, daß bie 
logarithmiſche Spirale innerhalb derjenigen Grenzen der Genauigkeit, welche 
die Zeichnung zukißt, und welche in fehr vielen Fällen fiir die praftifche 
Anwendung genügend ift, als Erſatz der Logarithmentafeln benutt werden 
fann. 


8/5,\ 7 
Beilpiel. Man foll (V& mit Hülfe der logarithmiſchen Spirale be 
flimmen. 
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Der Leitftrahl 3,4, nach dem Maßftabe, deſſen Einheit glei AD ift, ein- 
getragen, geht nad) dem Punkte O der Curve und entipricgt dem Wintel DA O= 252°, 
ebenjo wie ver Leitſtrahl AN = 1,6 dem ®infel DAN = 97,20 zugehört. Die 
Diffieren DAO — DAN= NAO = 154,8° mit ”/, multiplicirt, liefert den 
Wintel DAP = 216,7, zu welchem ein Leitfttahl AP — 2,87 gehört. (Die 


8,57%5\ 7 
logarithmiſche Rechnung liefert genauer ( 4) — 2,87278.) 


Anmerfung. Potenziren trigonometrifher Sunctionen. Das Botenziren der 

fig. 1001. trigonometriſchen Bunctionen führt 
fih inder $. 34 angegebenen Weile jehr 
leicht aus, wenn man (Fig. 1001) den 
Winkel BAC=9, AC=|]|, 
‚BCH-AC und CD- AB madt 
und die Untiparallelen bin und her 
zieht. Man hat dann: 


AD=c08.9, AE=c08.9?... 
AB= 





cos. ꝙ 508. 92° 
DC=sin.g, DH= sin.g?... 
AK——I_ ... 

sin. ꝙ 
BC=tang.y, CG=tang.y?... 
CK= cootang.y. ' 





K 


Inhalt von Flächen. ‘Der Flächeninhalt einer Figur drückt fich aus $. 36. 
durch das Product zweier Streden, mwoflir die in $. 33 (Anhang) gemachte 
allgemeine Bemerkung gilt, daß die eine Strede nur als die Verhältnißzahl 
betrachtet werden muß, welche angiebt, wie oft die Einheit des Maßſtabes 
(auch Bafis genannt) in ihr enthalten if. Das Maß fiir den gefuchten 
Flächeninhalt ift dann wieder durch eine Strede gegeben. 

Am häufigften fommt die Inhaltsbeftimmung von Dreieden in der Praxis 
vor, weil der Inhalt eines mehrfeitigen Polygons leicht auf den des Dreiecks 
zurückgeführt werben kann. 

Sind a und h die Maße für die Grundlinie und Höhe eines Dreiecks, fo 
ift der Inhalt F = = deflelben nach dem Früheren leicht gefumden, wenn 
man die Einheit e ergänzt, alſo fchreibt: 

ah ah 
77 *55 mu F.a=h:2. 


Trägtman daher in dem: Dieiede AB qı ig. 1002 a. K. S) auf einer 
Seite die doppelte Einheit AD —= 2 ob, „, B ww Vayı parallel CE, 
fo giebt das Loth ZG von bem Durch, itgt De der Barallelen wit AB 

v 
Al 


—— — — — — — — 
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das Maß fir die Fläche F, denn es iſt in den ähnlichen Dreiecken A C 
und ABD: 

ah 


EG: BH=AC:AD, wer EG — 7 * F. 


Während hier die doppelte Einheit AD zur Grundlage eines Dreiecks 
AED gemacht worden ift, welches mit dem ‘Dreiede AB C flächengleich iſt, 
und die Höhe EG ald Maß des Inhalts ſich ergeben hat, kann man nad) 
Fig. 1003 aud) die Strede EG — 2 in dem Dreiecke ACB zwiſchen bie 


Fig. 1002. Fig. 1008. 





Geiten AC und CE eintragen unb durch die Verbindende AE und bie 
Barallele BD ein mit Dreied ABC flächengleiches Dreied DEC con- 
firuiven, deſſen Grundlinie DC als Maß des Tlächeninhaltes angejehen 
werden kann, denn die Ähnlichen Dreiede DBC und AEC liefern wieder : 


DC: BH=AC: EG in DD="=F. 


Endlich möge noch eine ſehr gebräuchliche und bequeme Methode der In- 
baltsbeftimmung für Dreiede in Folgendem angegeben werden. 
Dean fchneide mit der doppelten Baſis 
dig. 1004. 2 — BD von einer Ede B bes Drei- 
edes ABC, Fig. 1004, in die gegen» 
überliegende Seite AC ein, fo ift die 
Projection von AC auf eine zu BD 
ientrechte Gerade AE das Maß für 
den Flächeninhalt des Dreiecks, denn 
es ift: 
AABD='„.BD.AG und 
ACBD=1.BD.GE, babe: 
AABC=1.BD.AE=AE 
Man nennt die Strede AZ wohl bie 
Antiprojection der Seite ACauf BD. 
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Wenn es fi) um die Beitimmung des Flächeninhalts eines beliebigen 
Polygons handelt, jo könnte man daffelbe zwar durch Diagonalen in einzelne 
"Dreiede zerlegen und deren Inhalt nach dem Vorigen beſtimmen, doch wird 
es fi im Allgemeinen empfehlen, da8 Polygon in bekannter Weiſe in ein 
gleich großes Dreieck zu verwandeln und deſſen Flächeninhalt zu ermitteln. 

Fig. 1006. Iſt z. B. der Inhalt F 
des Sechsecks ABCDEG 
(Fig. 1005) zu ermitteln, fo 
kann man durch die Diagonale 
CA und die damit parallele 
BH die Ede B eliminiren, 
indem man für das Dreied 
CB A da8 ebenfo große CHA 
fegt, und verwandelt fi) hier⸗ 
durch das Sechseck in das gleich 
große Hünfeld HCDEG. In 
derfelben Weife kann burd) 
Ziehen der Diagonalen ID 
und DG und der damit pa⸗ 
rallelen CI und EK eine Eliminirung der Eden C und Z bewirkt werden, 
und man erhält daburd) in Z.DK ein Dreied von gleicher Größe mit dem 
Sechseck ABCDEG. Macht man daher DL gleich der doppelten Einheit, 
jo giebt die Antiprojection ZM der Grundlinie /K auf DL das Maß für 
der Flähheninhalt F des Sechsecks. In der Ausführung wird man fid) das 
Ziehen der Diagonalen und Parallelen meiftens fparen können, ba es fich 
nur um die Ermittelung ber Schnittpunfte 7, I, K.. . handelt. 


Zusammensetzung von Kräften, die an einem Punkte an- 8. 37. 
greifen. Nach dem, was in $. 31 über bie Darftellung von Kräften durch 
Streden ihrer Größe, Richtung, Tage und ihrem Sinne nad) gejagt worden, 
ift es nun leicht, Kräfte, die an einem Punkte angreifen, zufammenzufegen. 
Es kommt hierbei offenbar nur auf eine graphifche Addition der die Kräfte 
darftellenden Streden an. Sind P,, P,, P5, Ps und P;, Fig. 1006 (a.f.©), 
die zu vereinigenben Kräfte, welche ſämmtlich durch den Punkt A hindurchgehen, 
und welche als in einer Ebene Tiegendb zu denken find, jo kann man 
zuvörderſt zwei Kräfte, etwa Pı und P,, durch das Kräfteparallelogramm 
0122’ vereinigen, indem man an einen willkixclich gewählten Punkt O die 
Streden 01 und 02’ parallel und gleich, den Strecken Pı und P, anträgt. 
Die Diagonale 02 giebt dann offenbar der (gäpe und Richtung nad) die 
Refultante der beiden Kräfte P, und P,, und ı. Rage dodwech beitimmt, daß 
fie durch den Durchſchnittspunkt A der 8 po Patyudorgehen wuß. 

N 





Dieſe Mittelfraft 02 Tann nun ferner pyitten Kroit Pa in der- 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 
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ſelben Weife zu einer Refultante und diefe wieder mit einer folgenden Kraft 
P, zufammengefegt werden u. f. f., bis alle gegebenen Kräfte zu einer 
Mittelfraft vereinigt find. Die jo ausgeführte Conftruction führt aber 
offenbar zu demfelben Refultate, wie die in $. 32 (Anhang) angegebene Ad⸗ 
dition der Streden, und man hat daher, um beliebige auf einen Punkt wir- 


fende, in einer Ebene liegende Kräfte zufammenzufegen, diefelben derart an 
Fig. 1006. 





| 5 
einander zu fligen, daß jede einzelne Kraft in dem Punkte beginnt, in welchem 
die vorhergehende aufhört. Als Refultante aller Kräfte, d. b. als Refultat 
diefer Addition der Streden, erhält man diejenige Strede 05, welche den 
Ausgangspunkt der erften Kraft mit dem Endpunkte der legten Kraft ver: 
bindet, und ftellt diefe Strede die gefuchte Mittelkraft ſowohl der Größe, wie 
der Richtung und dem Sinne nad) vor; ihre Lage ift dadurch beftimmt, daß 
fie duch den gemeinjchaftlichen Angriffspunft A der Seitenkräfte gehen muß. 
Macht man daher die Strede A .Pı_s parallel und gleich 05, jo hat man in 
Pı-s diejenige Kraft, welche die ſämmtlichen gegebenen Kräfte P,, P,... P; 
erſetzen kann. Den aus den einzelnen Streden gebildeten fortlaufenden 
Linienzug 012345 nennt man das Kräftepolygon. 
Wie in $. 32 ergiebt ſich auch hier, daß das bei der Zufammenfegung 
erhaltene Refultat von der Reihenfolge, in welcher die Kräfte addirt werben, 
"unabhängig ift, und daß man alfo die Kräfte beliebig mit einander vertaufchen 
kann. Ebenſo ift e8 Mar, baß die von dem Ausgangspunfte O ausgehenden 
Diagonalen im Kräftepolygon wie 02, 03, 04 der Größe und Richtung 
nach die Mittelfräfte von reſp. P, und Ps; Pı, Ps und P, und PL, Pı 
P; und P, darftelen. Wehnliches gilt Übrigens auch von jeder anderen 
Diagonale, die nicht von O ausgeht, und ftellt 3. B. 13 die Refultante von 
P, und P, dar, da ja ber Anfangspunkt O ganz willkürlich gewählt war 
und man auch den Punkt 1 als folchen anfehen kann. Man kann daher den 
Sag ausfprechen, daß jede Diagonale im Kräftepolygon der Größe 
und Richtung nad) die Mittelfraft aller derjenigen Kräfte dar— 
ftelit, welche von ihr unterfpannt werden. 
Wenn bei dem Aneinanderfügen der einzelnen Kräfte der Endpunkt der 
legten Strede mit dem Ausgangspunkte O der erſten Strede zufammenfällt, 
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jo halten ſich die Kräfte im Gleichgewichte, denn ihre Mittelkraft ift Null. 
Dos Kräftepolggon ift dann ein gefchloffenes und es folgt hieraus filr 
da8 Gleichgewicht beliebiger, auf einen Punkt wirkender Kräfte die Be- 
bingung, daß das Kräftepolygon ein gefchlofjenes fein muß. 

Wenn das Kräftepolygon nicht geſchloſſen ift, alfo eine Mittelfraft exiftirt, 
jo läßt ſich da8 Gleichgewicht jederzeit dadurch herftellen, daß man ben 
gegebenen Kräften P,, P, ... P; nod) eine Kraft Hinzufügt, welche der 
Größe und Richtung nach durch die Schlußlinie des Polygons 50 (das 
Polygon im Sinne bes Pfeile, d. h. der Kräfte umfahren gedacht), ausgebrlickt 
ift, denn diefe Kraft — Ps ift ber Mittelfraft P,_s der übrigen Kräfte 
gleich und entgegengefegt. Es erhellt übrigens von felbft, dag in einem 
geichloffenen Kräftepolygon jebe Seite, wie 21, als Mitteltraft aller Übrigen 
erjcheint, und daß durch irgend eine Diagonale, wie 13, ſämmtliche Kräfte 
in zwei Öruppen getheilt werben, welchen beiden Gruppen gleiche und ent- 
gegengefegte, durch die Diagonale repräfentirte Mittelkräfte entiprechen. 

Die hier gefundenen Beziehungen gelten auch ungeändert in dem alle, 
daß bie Kräfte nicht in derfelben Ebene wirken, vorausgefegt nur, daß ihre 
Richtungslinien ſämmtlich durch einen Punkt hindircchgehen. . Natlirlich find 
die Kräfte dann durch ihre Projectionen in zwei verfchiedenen Ebenen zu 
geben. Die Projectionen aller Kräfte in einer Ebene gehen dann durch die 
Projection des gemeinfamen Angriffspunftes, und man fann von einem 
beliebigen, durch feine Projectionen gegebenen Punkte O aus das Polygon 
conftruirt denfen, welches, da es hier ein räumliches fein wird, durch feine 
Projectionen in den beiden Ebenen bargeftellt werden nıuß. Dieſe beiden 
Projectionen bes Kräftepolygons erhält man aber leicht dadurch, daß man in 
der oben erläuterten Art in jeder Ebene ein Polygon von der Projection des 
Punktes O aus zeichnet, deſſen Seiten den beziehentlichen Projectionen parallel 
und gleich find. Auf diefe Weile erhält man in jedem biefer Polygone in 
der Schlußlinie bie entſprechende PBrojection der Mittelfraft im Raume, deren 
Lage natitrlich durch den gemeinſchaftlichen Angriffspunkt aller Kräfte gegeben ift. 

Zerlegung von Kräften. Wenn die Diagonale 02 (Fig. 1006) als $. 38. 
Mitteltraft der beiden Kräfte P, und P, gefunden worden ift, jo wird man 

' Sig. 1007. natürlich, wenn diefe Kraft 0 2 gegeben 
ift, und man fie in zwei Componenten 


b 
cC \ nach den Richtungen O1 und 12 zerlegt, 
- \ a die Kräfte P, und P, ala Eomponenten er- 
>Pp 


a 
halten, Iſt alſo eine Kraft A P, Fig. 1007, 
Ag ihrer RiygungunGrdie ac) gegeben und 
EN * die Ay ve geheht, he mn wei Com⸗ 
N ponen {ge o zu gegebenen uÄrtungen 


D ab d er en, \w It won nut 
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durch die Endpunkte A und P der Kraft die Parallelen A C und CP mit dielen 
Richtungen zu ziehen, um in AC und CP die gefuchten beiden Seitenfräfte 
auch ihrer Größe nad) zu erhalten. Man Hat fich natitrlich diefe Kräfte in dem 
Angriffspunkte A der Kraft P angreifend zu denfen. Man kommt übrigens 
zu denfelben Reſultate, wenn man die Parallele mit cd durch A und mit ab 
durch P legt, indem man dann zu den Streden AD und DP gelangt. 

Die beiden Componenten AC und CP, in welche die gegebene Kraft AP 
zerfällt, find vollfommen beftimmt, wenn zwei Stüde derfelben, hier ihre 
Kichtungen, gegeben find. Statt deifen kann man aud) von einer der Seiten- 
träfte, 3. B. AC, die Richtung und Größe gegeben denken; es beftimmit ſich 
dann durch die Verbindungslinie von C mit P die zweite Componente ihrer 
Richtung und Größe nad. Sind die beiden Componenten, in welche die 
Kraft P zerlegt werben foll, ihrer Größe nad) durch P, und P,, Fig. 1008, 

Sig. 1008. gegeben, fo find im Allgemeinen 
zwei verfchiedenre Zerlegungen mög- 
ih. Zeichnet man nämlich um 
A mit P, und um P mit P, 
einen Kreisbogen, fo erhält man 
die beiden Schnittpuntte C und D, 
welche der Zerlegung von A P in 
ACund CP reip. n AD und 
DP entiprehen. Die beiden 
Scnittpunfte C, und D,, welche 
man erhält, wenn man um A einen Kreisbogen mit P; und um P einen 
Kreisbogen mit P, bejchreibt, liefern nichts Neues, da der Punkt C, auf 
diefelbe Zerlegung führt wie C und der Punkt D, auf diefelbe wie D. 

Da man jede der beiden Kräfte A C und CP, Fig. 1009, in welche bie 
Kraft AP zerlegt werden kann, in ähnlicher Weife wiederum zerlegen kann, 
z. B. AC in AD uw DC, fowie CP 
in CE ud EP, und diefe Zerlegung 

D R beliebig oft wiederholt werden kann, fo folgt 
hieraus, daß man jede Kraft, z. B. AP, 
in beliebig viele Seitenkräfte wie AD, DC, 
CE und EP zerlegen kann, vorausgefegt, 

P daß diefe Kräfte ſolche Größe und Rich— 

tung haben, daß fie, von dem Ans 

fangspunfte A der Hauptlraft aus 

in beliebiger Reihenfolge an einander gefügt, einen Kräftezug 
ADCEP bilden, der in dem Endpunkte von P endigt. Natürlich 
find alle diefe Kräfte in A angreifend zu denken. Soll eine Kraft in n Seiten 
fräfte zerlegt werden, fo fünnen von den 2% Beftimmungsftüden derfelben 
(n Richtungen, n Größen) alle bis auf zwei willfürlid) angenommen werben. 





ig. 1009. 
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Beiſpiele. 1) In Mahlmühlen bedient man ſich zum Verpacken des Mehls 
in Fäſſer einer Vorrichtung, wie fie in Fig. 1010 im Weſentlichen dargeſtellt iſt. 
Dabei wird ein Stempel FE vermittelft des 


dig. 1010. um B drehbaren Hebel AB, melden der Ar: 

beiter bei A erfaßt und nad ſich zieht, nad 

p A p unten bewegt, indem die beiberjeit8 an den 
ve - Hebel AB bei C ſcharnierartig angeſchloſſenen 

oh Schienen DC bei D an einem Zapfen in 


dem Stiele FE de8 Drudftempeß E an- 

greifen. Wie groß ift die Kraft, mit welcher 

| der Stempel E in das Faß bineingeprekt 

wird, wenn der Arbeiter bei A mit einer Kraft 

glei AP wirkt, und von den Reibungawider: 

fänden abgejehen wird? Durch den Bolzen C 

wird auf die Schiene DC eine Zugkraft Z 

R übertragen, welche wegen des fcharnierartigen . 

Anſchluſſes bei C und D nur in der Richtung 

7 DC wirken kann. Gleichzeitig wird der feſte 

Drehzapfen B einem gewiſſen Drude R unter⸗ 

worfen. Dieſe beiden Kräfte Z und R find 

das Reſultat der Kraft AP, melde letztere 

daher als ihre Mittelfraft angefehen werden 

⸗ kann. Da nun die Reſultirende zweier Kräfte 

durch deren Schnittpunkt hindurchgehen muß, 

fo folgt, daß die Richtung der Zapfenkraft R 

dur denjenigen Punkt 7’ hindurcdhgeht, in 

welchen fich die Richtungen CD und AP der 

beiden anderen Kräfte jchneiden, d. h. BF ift 

die Richtung der Drudkraft R auf den Stütz⸗ 

zapfen B. Zerlegt man daher AP nad) den 

Richtungen FC und BF, d.h. zieht man AH || FC und PH || BF, \o 

erhält man AN = Zund HP—=R. Die Zugkraft AH = Z läßt fi nun 

nad) verticaler und horizontaler Richtung in AJ und JH zerlegen, und man erhält 

in AJ die Kraft zum Zufanmenprefien des Mehl und in JH diejenige Kraft, 

weldhe in den Führungen der Stange DE Reibung erzeugt. Der Zapfendrud 

HP läßt fi in gleicher Art in den Horizontalſchub ZK, welcher daS Lager bei 

B jeitli zu verſchieben trachtet, und den Verticaldrud (nach oben gerichtet) XP 

zerlegen, welder auf Abreigen der LZagerbolzen wirft. Im Ganzen ift aljo die 

Kraft AP zerlegt worden in die vier Kräfte AJ, JH, HK, KP, welde an 

einander gereiht ein Polygon AJHKP bilden, welches bei A anfängt und 
bei P endigt. 


2) Der Ausleger AC eines Uferkrahns, Fig. 1011 a. f. S., fügt fih in C 
mittelft einer Rolle gegen den coniſchen Fuß der Krahnläule, deren Spurzapien B 
den Zug der Zugftangen 3 A’aufnimmt. Es ſollen die Kröðhte in der Swoebe AC, 
den Stangen BA, der Säule BC und dem & EL, WXeæàæ Die tungen 
auf den Zapfen bei B und die Rollenbahn C ee teilt werden, eine wurd eine 
bei A angehängte Laſt AQ hervorgerufen we mit 

Die Kraft AQ zerlegt ih zunächſt parayg Ar ihtanım \Ö 
und BA der Zugflangen in die auf Zerkni vel a⸗ oe —B 

v 


N 
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die Zuglraft DQ, welche ein Abreiken der Zugftangen anftrebt. Die Streben: 
fraft AD bringt in C einen Drud auf die coniſche Rollenbahn hervor, welcher, 
wenn man bon der Rei: 
bung daſelbſt abfiebt, nur 
in der Normalen CE zur 
Kegelflähe aufgenommen 
werden Tann. Außerdem 
wird die Strebenfraft ver: 
möge des Geſtells KL 
eine Wirkung auf den 
Zapfen B bervorbringen, 
welche durch denſelben 
Punkt C geben muß, in 
weldem die Strebentraft 
AD und der normale 
Rollendrud fi ſchneiden, 
welche aljo die Richtung 
BC haben muß. Zerlegt 
man daher die Streben 
fraft AD nad den Rihtungen BC und EC, jo zerfällt diefelbe in die Kräfte 
Al, welde das Geftel KL hbeaniprudt, und FD, welde den Drud reprä: 
jentirt, mit weldem die Laufrolle normal gegen ihre Bahn bei C geprebt wird. 
Die Kraft DQ, welde in den Zugftangen BA thätig ift, kann man in ben 
Horizontalzug DJ und den Berticalzug JQ (nad) oben gerichtet) zerlegen, und 
wenn man auh AF und FD nad horizontaler und verticaler Richtung zerlegt, 
jo erhält man AG + GF für AF, fowie HD + FH für FD. Während 
alio an dem Zapfen B die Horizontalfraft 40 + DJ nad rechts wirkt, ift an 
dem Fußpunkte C der Säule die ebenfo große Kraft AD nad linie wirtend, 
und durch diejes Sträftepaar das auf Abbrechen der Krahnſäule wirkſame Moment 
gegeben. 
Zur Beftinmung des auf den Zapfen B wirkenden verticalen Drudes bemerfe 
man, daß auf den Zapfen dur) das Geftel KL, in weldem die Kraft AF 
thätig if, @F nach unten, und durd die Zugftangentraft DO die Componente 
JQ nad oben wirkt; es wird daher die verticale Inanſpruchnahme des Zapfens 
B durch GF—JQ gegeben fein, welder Werth, wenn er, wie hier der Fall if, 
pofitiv ausfällt, die Richtung abwärts hat, alſo einer Belaſtung des Zapfens ent: 
ſpricht. Ein negativer Werth dieſer Größe deutet auf einen nach oben gerichteten 
Bug hin, und man würde einem folden, um einem Abftreifen des Geſtells nad 
oben bin vorzubeugen, durch irgend ein Mitte, 
dig. 1012. etwa einen Stoßring am Zapfen, Fig. 1012, Rech⸗ 
nung tragen müflen. Ber verticale Drud nad 
abwärts, mit welchem der Fuß der Säule durch 
die in C wirkſame Roflentraft FD beaniprudt 
wird, ift endlih dur FH gegeben. Wie aus 
der Figur ohne Weiteres erfichtlich ift, gilt fleis 
die Gleichung: 
AQ+JQ=GF-HFH, 
d.5.:AQ=GF—- JQ+ FH. 
Man erlennt hieraus, daß von der Belaftung AQ des Krahns der Betrag 
GF — JQ von dem Zapfen in B getragen wird, während der Reit oder FH 


Fig. 1011. 








&. 39.] Die Clemente der graphifchen Statik. 1271 


von dem coniſchen Anjage der Säule bei C aufgenommen wird. Wenn daher die 
Richtung DF oder CE horizontal ausfällt, d. h. der coniſche Anjag der Säule 
in einen verticalen Eylinder übergeht, jo fällt F’ in A, allo wid FH = 0 und 
GF—-JQ = AQ, d.h. die ganze an dem Krahne hängende Laſt wird durch 
den Zapfen B getragen; von C Tann feine Laſt aufgenommen werden. Die 
Säule wird durch dieſe Kraft auf rüdwirkende Feſtigkeit beanſprucht. 

Bezeichnet M einen Punlt, deffen verticaler Abftand unter A gleid QJ ift, und 
giebt man der Normalen CE zur coniſchen Rollenbahn eine ſolche Reigung, daß die 
damit Parallele durch D nad) M gerichtet ift, daß aljo Fin M fällt, jo beträgt der 
verticale Zapfendrud in B die Sröfe GM — JQ = 0; während die Rollens 
bahn bei C den Berticaldrud MH = AQ, alſo die ganze Belaftung aufzunehmen 
hat. Die Säule wird jegt nur auf Abbredden, nicht auf Zerdrüden in Anſpruch 
genommen. 

Wenn endlich die conijche Rollenbahn bei C und die dazu Normale CE eine 
folde Richtung haben, daß die durch D mit CE parallele Gerade mit der durch 
A parallel zu BC gezogenen Geraden oberhalb M fich ſchneidet, jo wird der 
Berticaldrud auf den Zapfen B negativ, es wirkt daher dieſe Kraft als nad 
oben gerichteter Zug auf den Zapfen und die Säule. In diefem Falle muß man, 
um ein Abftreifen des oberen Lagers von dem Zapfen zu vermeiden, dem Zapfen 
die gehörige Beftalt geben, ihn 3.8. mit einem eingebrehten Halslager oder einer 
den Zug nad oben aufnehmenden Bruft, Fig. 1012, verjehen. 

Man kann die oben beſchriebenen Operationen als eine Zerlegung der Belaftung 
AQin die fräfe AO HTGF + FH + HD-++- DJ + JIRQ anſehen, 
derart aljo, daß die von A aus aneinander gefügten Kräfte das in Q endigende 
Bolygon bilden AGFHDJQ, wie durch die Bedingung der Zerlegung vor- 
geichrieben ift. 


Parallele Kräfte. Wenn zwei parallele Kräfte P, und P,, Fig. 1013 8. 39. 
und 1014, zu einer Mittellraft zuſammengeſetzt werden follen, jo geht das 
Fig. 1018, an einen beliebigen Bunt 
0 angetragene Kräfte 
polygon in eine gerade 
Linie 012 über, und 
es ift die Refultante 
gleich der Strede 02, 
deren Größe bei gleich- 
gerichteten Kräften (ſ. 
Fig. 1013) gleich der 
Sunme und bei entgegengefegten Kräften (f. Sig. 1014) gleich der Differenz 
der abfoluten Werthe von P, und Pz ift. Hierdurch ift die Größe ber 
Mittelfraft beftimmt, deren Richtung parallel mit den beiden Kräften fein 
muß. Ihre Lage ift nicht fo ohne Weiteres beſtimmt wie die zweier ſich 
fhneibender Kräfte, da die beiden parallelen Kräfte ſich erſt in der Unend⸗ 
lichkeit fchneiden. 
Um die Lage der Mittelfraft graphiſch A eftinmen ‚aan wox Ah des 
folgenden Berfahrens bedienen. Man beny, jebe Der piiden Kriite Pı 
Ä ſih 
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und P, fo in zwei Kräfte S, und R, reſp. R, und S, zerlegt, daß Rı gleid 
und entgegengefegt mit 2, if. Alsdann kann man anftatt der beiden 
Parallelkräfte P, und P, die ihnen äquivalenten vier Kräfte S), Rı, Rs 
und S, fegen, in welchen Falle, da Rı und A, fich gegenfeitig aufheben, 


Fig. 1014. 
0 
a... usssasssie E⸗ Ne | 
TB E 
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nur die Kräfte S, und S, übrig bleiben, welche nicht parallel find. Durch 
den Durchſchnittspunkt diefer Kräfte Sı und 5 muß nun offenbar bie 
Mittelfraft der beiden Parallelkräfte P, und P, hindurchgehen, da fie mit 
der Mittelfraft von 81 und S, identiſch ift, wodurch daher ihre Tage be- 
ftimmt wird. 

Um die hier angedeutete Operation auszuführen, denfe man die Kraft P, 
glei) O1 in die beiden Komponenten OC + C1 umd ebenfo die Kraft 2, 
gleih 12 in die Componenten 1C + C2 zerlegt. Trägt man num in 
einem beliebigen Punkte X, der Kraft P, die beiden Componenten AK, #0C 
und BK, # Cl an, verlängert BK, bis zum Durchſchnitte X, mit P, 
und trägt ebenfo von K, aus die Stredn DH 1C md ER, #H C2 
.an, fo heben fic die gleichen umd entgegerigefegten Kräfte BK, und DR, 
auf, und e8 bleiben nur nod) die beiden Kräfte AK, und EX, librig, durd) 
deren Durchfchnittspunft A, wie eben nachgewiejen, bie gejuchte Mitteltraft P 
von Pı und P, gehen muß. Da diefelbe gleich der Strede O2 und parallel 
den gegebenen Kräften ift, fo ift fie vollkommen beftimmt. 

Man kann leiht aus der Achnlichkeit der Dreiede AAFK und C10, 

dig. 1013, fowie derjenigen X FK, und 210 den befannten Sat erweifen, 
daß die ſenkrecht oder fchräg gemefjenen Abftände der Mittelkraft von den 
Componenten ſich umgekehrt wie dieſe Ieteren verhalten, denn man hat 
wegen jener Aehnlichkeiten: 
K,F:KF=(C1:01, und 
KF:KRF= 21: C1, babe: 
KF: Kr= 21 :01=P,: Pi. 

Ebenſo findet man in Fig. 1014 die Gleichung: 

FK:KHK=12:01=P,:P.. 

Das hier angegebene Berfahren ift ohne Aenderung auch anwendbar, wenn 

ed fi um die Beftimmung der Mittelfraft beliebig vieler paralleler Kräfte 
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und, wie aus dem folgenden Paragraphen ſich ergeben wird, auch beliebig 
vieler nicht paralleler in einer Ebene liegender Kräfte handelt. Ebenſo läßt 
ſich durch Umkehrung des Verfahrens eine gegebene Kraft leicht in zwei zu 
ihr parallele Componenten zerlegen. Als Beiſpiel ſei ein auf zwei Stützen 
A und B liegender horizontaler Balken, ig. 1015, gegeben, welcher die 


Fig. 1015. 





Belaftungen P,, Pr, Ps zu tragen habe. Man foll die Mittelfraft P und 
die Auflagerdrude in A und B beftimmen. 

Trägt man die Kräfte P,, P, und P; von O aus zu dem Kräftepolygon 
0123 zuſammen und verbindet einen beliebigen Punkt C mit 0,1, 2 und 3, fo 
wird man, wenn man DKRF#0C, KR, || Cl, KR, || C2 und 
EK, # C3 madt, offenbar die ſämmtlichen Kräfte Pꝛ, P, und P, durch 
die beiden Kräfte DK, # OC und ER, # C3 erfegen künnen, denn die 
angegebene Eonftruction läuft darauf hinaus, dag P, oder 0 1dıh 0 C+ C1; 
ferner P, oder 12 durch 1C—+ C2 und P, oder 23 durch 20 + C3 
erjegt worden ift, und da hierbei C1 mit 1C und C2 mit 2 ſich aufhebt, 
jo bleiben nım O C und C3 übrig. Durch den Durchſchnittspunkt K diefer 
Richtungen DK, und EK, muß daher die Mittelfraft P gleich O3 hindurch⸗ 
gehen. 

Soll nun diefe Refultante in die beiden Auflagerdrude R, und R, in A 
und B zerlegt werden, fo verbinde man die Punkte Fund G, in welchen 
die durch die Auflager gehenden’ Berticalen von den Kraftrichtungen DK, 
und ER, gejchnitten werden, und benfe ſich die Kroft DK, vr Oo C in 
eine durch F' gehende Berticalfraft und eine andere ebenfalls duch, F gehende 
und in die Richtung FG fallende Componen erkegt. Ehenio yiiege man 
die Kraft ER, oder C3 in eine Derticafg te vxxd & vxd eine andere in 
die Richtung CF fallende Componente, X ed anayrihren, Int ver 
ur: N . nr 
nur nöthig, durch C eine Barallele OR als f PN co, md w 
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in OR die Größe bes Auflagerdrudes R, in A und in R3 biejenige bes 
Auflagerdrudes R, in B. Die beiden in F und G wirkenden, in die Linie 
FG hineinfallenden Componenten find nad) dem Früheren refp. duch RC 
und CR ausgedrüdt; fie find gleich und entgegengefettt und heben ſich 
daher auf. 


Beliebige Kräfte in einer Ebene. Wenn eine beliebige Anzahl 
irgend welcher Kräfte in einer Ebene gegeben ift, jo läßt fich die Mittelkraft 
derfelben immer finden, wenn man zuerft zwei Kräfte zu einer Refultirenden 
zufammenfegt, die durch den Schnittpunkt der beiden Componenten geht, diefe 
Refultivende mit einer dritten Kraft zu einer Mittelkraft vereinigt, melde 
wieder mit einer vierten Kraft zufammengejett wird u. f. f. Auf diefe Weile 
erhält man immer eine Öefammtmitteltvaft, und eine nähere Betrachtung des 
hier angedeuteten Berfahrens zeigt, daß die Größe fowie Richtung biefer 
Kefultante unverändert bleiben müßte, wenn man ſämmtliche Kräfte unter 
Beibehaltung ihrer Größe und Richtung an einen gemeinfchaftlichen Angriffe 
punkt verfegen wollte. Nur die Tage der Mittelfraft wird dadurch geändert 
werden. Hieraus folgt denn, daß die Beitimmung der Größe und Richtung 
der gefuchten Mittelfraft in derfelben Weife mit Hilfe des Kräftepolygons 
geichehen Tann, wie e8 in $. 37, Anhang, für Kräfte gelehrt worden ift, bie 
durch einen Punkt gehen. 

Um auch die Lage der Refultante zu beftimmen, kann man mit Vortheil 
die im vorigen Paragraphen für parallele Kräfte angegebene Methode ans 
wenden, welche Methode überhaupt in vielen Fällen der Praris eine fehr 
fruchtbare Anwendung geftattet. 


Sig. 1016. 





Seien, Fig. 1016, die Kräfte P,, Ps... Ps gegeben und bafiir bes 
Kräftepolygon 0123456 gezeichnet. Nimmt man nun einen Punkt C 
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willkürlich an und verbindet denfelben mit den Eden 0, 1,2... des Kräfte 
polygons, fo Tann man die Kräfte in folgender Weife zerlegt denken. Fiir 
P, oder 01 kann man die Kräfte 0 C + C1 fegen, ebenfo für P, oder 12 
Diejenigen 1C und C2, für P, oder 23 diejenigen 2C + C3 u. f, 
und ſchließlich läßt fich P, oder 56 durch 5C’+ C6 erfegen. Es ergiebt 
fi) dann fofort, daß bei diefer Zerlegung je zwei und zwei Componenten, 
wie Cl und 1C, C2 und. 20 u. ſ. w. als gleich und entgegengejettt ge⸗ 
richtet fich aufheben müffen, und alfo nur die beiden Kräfte O C und O6 
übrig bleiben. Um fic hiervon zu überzeugen, trage man von irgend einem 
Punkte X, der Kraft P, die Seitenträfte O C und OI in den Richtungen 
K, A und K, K, an; ebenfo trage man von dem Durchſchnittspunkte X, 
der legteren Kraft mit P, die beiden Kräfte 10 in der Richtung K, K; 
und C2 in ber Richtung X, K, an und fahre fo fort, indem ınan immer 
den Durchſchnittspunkt der zulegt angetragenen Seitenfraft mit ber nächſt⸗ 
folgenden Kraft als denjenigen wählt, in welchem man die Seitenkräfte diefer 
letzteren angreifend denft. Auf diefe Weife erhält man einen Linienzug oder 
ein Polygoen AK) K, K, A. K, X, B, deilen Eden in den entiprechenden 
Kräften liegen. Dieſes Polygon hat dem Borftehenden zufolge die Eigens 
Schaft, daß in jeder feiner Seiten Kı Ka, Kafz ... K, K, zwei gleiche und 
entgegengejegte Kräfte wirkſam find, die ſich gegenfeitig aufheben, und daß 
zwei in den äußerften Punkten X, und X, angebrachte Kräfte K,AHOC 
und K,B # C6 die ſämmtlichen gegebenen Kräfte erfegen können. 

In den Geraden K, K,, K,K; ..., in denen gleiche und entgegengefegte 
Kräfte wirken, werden durch die letzteren natürlich Zug⸗ oder Drudipannungen 
erzeugt, und e8 folgt aus dem Vorftehenden, daß man den materiellen Körper 
nebft den auf ihn wirkenden Kräften P,, Pz... Ps erjegt denken Tann 
durch ein Syftem ftarrer Linien oder Stangen, welche mit den Seite bes 
Polygons X. Kz ... Kg zufammenfallend, in den Eden durch Scharniere 
verbunden find und durd) die beiden an den äußerften Bolygoneden wirkenden 
Kräfte KR AH 0 C und K,B # C6 angegriffen werden. Für den Fall, 
daß in den Polygonjeiten nur Zugfpannungen hervorgerufen werden, können 
die Stangen fogar durch biegfame Organe, wie Seile oder Ketten, erſetzt 
werden, wogegen jedoch beim Auftreten von Drudträften in einer Polygon- 
feite Ießtere als ein Drudtraftorgan, alſo eine fteife Stange conftruixt fein 
muß. Dit Nüdficht auf diefe Eigenthiimlichkeit des Bolygons X Ka... Kr 
hat man demfelben den Namen Gelentpolygon oder Seilpolygon ge: 
geben, namentlich ift letztere Bezeichnung allgemein und auch dann gebräuchlich, 
wenn die Polygonfeiten wegen ber in ihnen auftretenden Drudipannungen 
nicht durch Seile, jondern nur durch fleife game Rich, erigen Ion. Es 
fol daher diefe Bezeichnung im Folgenden Dr often werten, spe wur 
darauf, ob in den Seiten Zug⸗ oder Dru en. De Shen 
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Kı, K,... des Seilpolygons pflegt man wohl Knoten zu nennen, die 
Seilpolygonfeiten kann man aud) kurz al8 Seile bezeichnen. Der Punkt C 
im Kräftepolygon, mit Hilfe deffen das Seilpolygon gezeichnet worden, heißt 
der Pol des Kräftepolygon®. 


Das Seilpolygon. Nach dem Borftehenden erhält man in jeden 
bejonderen Falle das zu einem Syſteme äußerer Kräfte gehörige Seilpolygon 
einfach dadurch, daß man von einem willfitclich zu wählenden Pole des Kräfte- 
polygons nach deilen Eden Strahlen zieht und mit diefen Strahlen parallel die 
Seilpolygonfeiten zeichnet, indem man an beliebiger Stelle das äußerfte Seil 
K, A parallel dem äußerten Strahl O0 C zieht, von dem Durchſchnittspunkte 
Kı diejes Seil mit der Kraft P, eine Parallele mit dem zweiten Strahl 
C1 und von deren Durchſchnittspunkte K, mit der folgenden Kraft P, 
eine Parallele mit dem nächſten Strahle O2 zieht u. f. f., bis man in der 
Parallelen mit dem legten Strahle C6 die Richtung des äußerften Geile 
findet. Wie hieraus erfichtlich iſt, kann man zu einem gegebenen Syſtem 
äußerer Kräfte auf unendlich mannichfaltige Art das Seilpolygon zeichnen, 
denn e8 ift bei diefer Conftruction nicht nur die Wahl des Pols C umd 
damit die Richtung der Strahlen oder Seile ind Belieben geftellt, fondern 
man bat auch volle Freiheit in der Wahl des erften Knotens K,, welcher die 
Lage des Seilpolygons beftimmt , indem eine Verfchiebung von K, auf P, 
eine Barallelverjchiebung des Seilpolygons hervorbringt. 

Hinfichtlich des Zufammenhangs des Kräftepolygons und des Seilpolygons 
fann man Folgendes bemerken. Ebenſo wie im Kräftepolygon jede Kraft 
zwifchen zwei Strahlen gefaßt ift, ebenfo fchneiden ſich die diefen Strahlen 
parallelen Seile in einem Punkte diefer Kraft, welcher als ihr Angriffspunkt 
gedacht werden mag, und ebenfo wie im Kräftepolygon jeder Strahl (mit 
Ausnahme der äußerften beiden) nach) dem zweien Kräften gemeinfamen Durd;- 
jchnitte derfelben geht, verbindet die diefem Etrahle parallele Seilpolygonfeite 
die beiden Kräfte. Werner ftellt jeder Strahl des Kräftepolygons nicht nur der 
Richtung, fondern aud) der Größe nach die in den Seilen auftretenden Kräfte 
(Preffungen oder Spannungen) dar, fo zwar, daß die äußerſten Strahlen 
0 C und C6 bie in den Außenfeilen X, A und K,B auftretenden Wirfungen, 
die anderen Strahlen bie inneren Kräfte repräfenticen, welche in den Seilen 
auftreten. 

Ob die inneren Kräfte eines Seils in demjelben Druck- oder Yug- 
fpannungen erzeugen, läßt fich in jedem Falle fehr Leicht erkennen, wenn man 
die an einem Endpunfte des Seils wirkende äußere Kraft nach den Ric 
tungen ber beiden Strahlen zerlegt, welche dieſe Kraft im Kräftepolygon ein⸗ 
ichliegen. Wirkt dann die in eine Seilrichtung fallende Componente von 
dem betreffenden Knoten aus in das Seil hinein, fo wird daſſelbe auf 


DLUU beunſprtuchi, ougegen JEERLE TU Jngſponnungen im DEI Seilet ein, 
ſobald die in daſſelbe fallende Componente von dem Seile weg oder aus 
demſelben heraus gerichtet erſcheint. Zerlegt man z. B. die Kraft P, 
oder 45 in X, nad) den Richtungen 40 und C5, fo haben dieſe Com⸗ 
ponenten die Richtungen X, K, und K, K,, es werden ſomit diefe beiden 
Seilpolygonfeiten gepreßt. Wenn man andererfeits 2, oder 23 in K, nad) 
den Richtungen 2 C und C 3 zerlegt, jo findet man die Componente in Kz Ks 
nad) X, hin gerichtet, während in K, K, die Componente die Richtung K, Rz 
alfo aus dem Seil heraus hat, folglich wird K, K, gezogen, K, Kz gedrückt. 

Wenn nad) dem Borftehenden die beiden in den Außenfeilen X, A und 
Ks B auftretenden Kräfte 0 C und C6 das Syſtem aller äußeren Kräfte 
Pı,Pz ... zu erfegen vernuögen, fo muß die Reſultirende diefer beiden 
Kräfte auch identifch fein mit der Mittelkraft des ganzen Syſtems. Diefe 
Mittelkraft, deren Größe und Richtung übrigens bereits in der Schlußlinie 0 6 
des Kräftepolygons gefunden ift, muß daher auch durch den Durchſchnitts⸗ 
punkt D der beiden Außenfeile X) A und M B hindurchgehen. Die Mittel- 
kraft des ganzen Syftems der Kräfte Pı, Pr... Ps iſt daher vollfommen 
beftimmt, wenn man in .D eine Strede parallel und gleich der Schlußlinie O6 
im Kräftepolygon anträgt. 

In derfelben Weife kann das Seilpolygon aud) dazu dienen, die Mittel⸗ 
fraft einer beliebigen Anzahl von Kräften zu beſtimmen, wenn biefelben im 
Kräftepolygen nur auf einander folgend angetragen find. Soll z. B. bie 
Mittelfraft von Pꝛ, Pz und P, beitinnmt werden, deren Richtung und Größe 
das Kräftepolygon durch die Diagonale 14 ergiebt, fo hat man nur die den 
äußerften Strahlen C1 und C4 entjpredhenden Seile X, K, und KAK,, . 
welche für die Kräfte P,, P; und Ps als Außenfeile zu betrachten find, bis 
zu ihrem Durchſchnitt Z zu verlängern, um einen Punkt zu erhalten, durd) 
welchen die Mittelfraft von P,, P;, Pe hindurchgeht. 

Wenn, wie in dem Borftehenden mehrfach angegeben worden, die Wirfung 
aller äußeren Kräfte fich auf die beiden in den Außenfeilen Ki A und K,B 
auftretenden Componenten OC und C6 reducirt, fo mäüflen in dem alle, 
daß die äußeren Kräfte im Gleichgewichte fein follen, auch dieſe beiden Com- 
ponenten fich das Gleichgewicht halten. “Dies giebt ein Mittel an die Hand, 
um die Bedingungen des Gleichgewichts beliebiger Kräfte in der Ebene Au 
unterfuchen. Die beiden in den Außenfeilen wirtenden Krüite 0 C und 06 
fünnen nur im Gleichgewichte fein, wenn fi RN a Werten 
G X \% Rd 

eraden entgegengejegt gerichtet find. Di it ee e Sg anel: is 
und 6 gleichen Abftand von C haben, wä & RR 
nur möglich ift, wenn O6 in CO alfo ta 9 —X ge ER EE ‚gr N 
auch) hier fir das Gleichgewicht die Ber N —8 no NEE 62 x 
gefchloffen fein muß. Dieſe Bebingung, 7, N gr RC vð Sa 
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geroicht von Kräften, die durch denfelben Punkt gehen, ift aber in dem vor- 
liegenden Falle, wo die Kräfte willkürlich zerftreut in einer Ebene Liegen, 
nicht mehr ausreichend, wovon man fich durch folgende Betrachtung leicht 
überzeugt. 

Denkt man fich zu ben Sräften P,, Ps, Ps - - . Ps nod eine fiebente 
Kraft Pr hinzugefügt, welche der Richtung und Größe nad) durch 6O dar⸗ 
geftellt ift, jo ſchließt fich das Kräftepolygon und der Strahl C7 fällt mit 
CO zufammen. Zeichnet man num aud) das Seilpolygon, fo behält daſſelbe 
bis zum Knoten K, unverändert die urſprüngliche Form AK, K, RK, K, K; K. 
Nun bat man aber von K, parallel mit C6 die Seite K,K, bis zum 
Durchſchnitt X, mit Pr und von K, aus die Parallele X, F' mit bem 
Strahl C7 zu ziehen. Als Refultat aller äußeren Kräfte einſchließlich P; 
erhält man daher jett wieder die beiden in den Außenfeilen KA und K,F 
wirtenden Somponenten, beren Größe und Sinn rejp. durch OC und C7 
dargeftellt ift, die aljo als gleiche umd entgegengejegt gerichtete Krüfte ein 
Gegenpaar bilden. Wollte man durch die Hinzufligung von P, gleich und 
parallel 60 in der That das Gleichgewicht herftellen, jo müßten die beiden 
Außenfeile X, F und K, A nicht nur parallel fein, fondern in biejelbe 

Gerade fallen, bamit die gedachten Componenten ſich aufheben. ‘Dies ift 

aber nur dann möglich, wenn der Bunft K, in D, d. 5. in die Richtung 
von K, A fällt, oder wenn die hinzugefügte Kraft P, durd) ben Durchſchnitt 

D der beiden Außenfeile geht. Legteres ift auch fehon daraus ohne Weiteres 
erfichtlich, daß die Hinzugefügte Kraft P, der Mitteltraft von Pı, Ps -.- Pe 

gleich und in derfelben Geraden entgegengefegt fein, daher mit diefer auch 

dur D gehen muß. Für diefen Fall müffen die beiden Außenfeile X, A 

und K, F in eine Gerade DK, zufanımenfallen; das Seilpolygon fchliegt 

fid) und es folgt daraus: 

1) damit beliebig in der Ebene zerjtreut wirkende Kräfte im 
Sleihgewichte find, muß ſowohl das Kräftepolygon, wie 
auch das Seilpolygon fich fliegen, und 

2) wenn das Kräftepolygon beliebig in einer Ebene zerftreuter 
Kräfte ſich ſchließt, das Seilpolygon aber nicht, jo refultirt 
aus allen Kräften ein Gegenpaar, deſſen Kräfte in der 
erften und legten Seilpolygonfeite wirkten und eine Größe 
gleich dem diefen Seilen parallelen Strahle haben. 

Wenn bie Kräfte P,, Pa, P; ... Ps nit im Gleichgewichte find, fo 
kann man daffelbe durch Einführung einer der Mittellraft 06 gleichen und 
in berfelben Geraden entgegengejegt wirkenden Kraft ftets herbeiführen. 
Anftatt nun eine diefer Mittelkraft felbft entgegengejegte Kraft einzuführen, 
kann man dafjelbe auch erreichen durch Einführung zweier, den Componenten 
der Mittelfraft gleichen und entgegengejegten Kräfte. Denkt man fich daher 


in ben Richtungen der Außenfeile AK, und BR, Kräfte glei) CO reip. 
6 C angebracht, fo muß das Gleichgewicht ebenfalls Hergeftellt fein. Diefe 
den Componenten O C und C6 der Mittelkraft entgegengejegten Kräfte ent- 
ſprechen offenbar den Auflagerreactionen, welche durch das Syſtem der 
Kräfte in zweien, in den Richtungen ber Außenfeile angebrachten feften 
Stügpunften hervorgerufen werden. Sind A und B folde Stügpunfte, fo 
werden im vorliegenden Falle, Fig. 1017, die Polygonfeiten K, A und KB 
ig. 1017. 





Druckſpannungen ausgefegt fein und müßten daher als fteife Conftructions- 
glieder ausgeführt werden. Wurde man bie Feſtpunkte Dagegen in A’ und 3’ 
wählen, fo wurden bie Streden A’K, und B’ Kg gezogen werden und könnten 
Seile oder Ketten fein. 
Wenn man zum Bol C bes Kräftepolygons, welcher ganz beliebig an- 
genommen werben Tann, eine Ede O des SKräftepolygons, Fig. 1018, wählt, 
Fig. 1018. 
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in einen Punkt zufammen, während C1 in die Richtung der Kraft P, hinein⸗ 
fällt. Die Annahme des Pols C in der Ede O hat alſo die ftatifche Beden⸗ 
tung, daß die Zerlegung der Kraft P, in die beiden nad) dem Pol gerichteten 
Componenten hier fo vorgenommen werden fol, daß die eine Componente 
(die in CO fallende) Null und die andere Componente identifch mit PP, 
ausfallen jol. Zeichnet man daher von. einem beliebigen Knotenpunkte X, 
in der Richtung von P, die erfte und zweite Seilpolygonfeite parallel mit 
dem erjten und zweiten Strahl CO und C1, fo fällt, da CO ein Puntt ift, 
alfo ihm jede beliebige Richtung beigelegt werden Tann, die erfte Seilpolygon- 
feite ganz beliebig aus, aljo 3. B. in der Richtung AK, liegend, während 
dag zweite Seil KK, parallel zu P, gerichtet ift, d. 5. mit P, zuſammen⸗ 
fält. Der nächſtfolgende Knoten K, liegt daher im Durchſchnittspunkte 
von P, mit P, und von diefem Knoten geht die folgende Seilpolygonfeite 
parallel mit dem Strahl O2 bis zum Durchſchnitt X, mit P; u. ſ. f. 

Es iſt nun nad) dem Früheren befannt, daß die Strahlen C 2, C3, C4 u. |. w. 
hier als Diagonalen des Kräftepolygons der Richtung und Größe nad) bie 
Mittelfräfte derjenigen Kräfte P,, Ps, reip. Pı, Par Ps, teip. Pı, Pas Ps, 
P, u. ſ. w. darftellen, welche von ihnen unterfpannt werben, und es ift aus 
der Figur ebenfalls leicht zu erfermen, daß die mit diefen Strahlen parallelen 
Seile diefe entjprechenden Mittelfräfte auch ihrer Tage nad) repräfentiren. 


Denn da die Mittelfraft von P, und P, durch den Durchſchnitt der beiden 


legteren Kräfte, d. h. den Knoten X, gehen muß, und mit der Diagonale 02 
parallel geht, jo muß diefe Mitteltraft in das zweite Seil X, K, hineins 
fallen. In derfelben Art folgt weiter, daß die mit O3 parallele und gleiche 
Mittelfraft von Pꝛ, P, und P, oder die Mittelfraft von der Refultante von 
P, und P, und von P,, die durch den Durchſchnitt X, diefer legteren Kräfte 
hindurchgehen muß, in das folgende Seil K, K, hineinfält. Das Seil: 
polygon hat aljo in dem alle, wo der Pol C in einer Ede des Kräftepolygons 
angenommen wird, bie Eigenschaft, daß von dem jener Ede entjprechen- 
den Knoten an jede einzelne Seilpolygonfeite die Tage der Re— 
fultirenden derjenigen Kräfte angiebt, welche von dem mit ihr 
parallelen Strahle unterfpannt werden. Man nennt daher diejes 
Geilpolygon aud) wohl die Mittelfraftslinie. 


Kräftepaare. Sucht man in der vorbemerkten Weife die Refultirende 
von zwei gleichen und entgegengejegten Kräften, welche nicht in derſelben 
Geraden wirken, jo ift zunädjft das Kräftepolygon ein geſchloſſenes, und zwar 
durch die gerade Linie O12, Fig. 1019, ausgedrückt. Wählt man daher 
den beliebigen Pol C, und zeichnet den Strahlen CO, C1 und C2 paralld 
da8 Seilpolygon AK) K,B, fo müffen die beiden Außenſeile AK, und 
K,B immer parallel ausfallen, da die ihnen parallelen Strahlen im Kräfte: 


polygon zufammenfallen. Pad) dem Bisherigen Tann man nun ftet die 
fänmtlichen gegebenen Kräfte durch die in den beiden Außenfeilen wirkenden 
Kräfte erfegt denken, welche ihrer Größe nad} mit dem Anfangs und End- 
ſtrahl übereinftimmen, und welche alfo Hier, bei geſchloſſenem Kräftepolygon, 
von gleicher Größe, nämlich) gleich O C reſp. gleich C’2 find. 

Das urfprüngliche Kräftepaar P, P, ift alfo durch ein anderes foldes 
von gleicher Drehrichtung KıA, KzB erjegt worden, und es ift leicht zu 
erfennen, daß diefes neue Kräftepaar mit dem urſprünglichen ein gleiches 
Moment hat. Macht man nämlich K,D gleich P, ober glei O1 und 
KıA= 00, fo füllt die Verbindungsfinie AD parallel C1 oder Kı Kz 
aus, ba die Dreiede CO1 und AK,D congruent find. Im Folge deſſen 
find die beiden zwiſchen den Parallelen X, X, und AD gelegenen und auf 
der gemeinſchaftlichen Grundlinie Kı K, ftehenden Dreiede AK, K, und 

"Fig. 1019. DK; K, einander flädjengleich. 
Jedes dieſer beiden Dreiede 
reptäfentirt aber offenbar durch 
feinen Inhalt das Halbe Mo— 
ment eines ber beiden Kräfte: 
paare,denndasDreied DK, X. 
hat zur Grundlage DK, die 
eine Kraft bes gegebenen Paars 
und zur Höhe den Arm K, E deflelben, während das Dreied AK, K, zur 
Grundlinie die eine Kraft AK, bes neuen Paars und zur Höhe den fent- 
rechten Abftand K, F der beiden Kräfte deffelben Hat. 

Die Graphoftatif führt uns hier auf einen eigenthimlichen Ausbrud fir 
daS halbe Moment eines Kräftepaars durch dasjenige Dreied, beffen 
Grundlinie bie eine Kraft ift und beffen Spige in ber anderen 
Kraft Liegt. Dabei ift es ganz gleichgültig, wo man die Grunblinie und 
Spitze iin diefen Kraftrichtungen annehmen möge, denn alle zwiſchen biefen 
Parallelen liegenden Dreiede von berfelben Grundlinie find flächengleich. 

Im gleicher Weife wird im Folgenden unter dem ftatifchen Momente einer 
einzelnen Kraft AP, Fig. 1020, in Beziehung auf einen Punkt O das dop⸗ 

Fig. 1020. pelte Dreied APO zu verftchen fein, deſſen 
Grundlinie die Kraft P und deijen Spige 
der Momentenpuntt O if. Da man bie 
Kraft AP in ihrer Rihreng vehebig versehen 
darf, etwa nad) 4 p go tan für das Moment 
natiirlich aud) &, > te Dind A PO wart 

as goyvo Et 
werben, das mig  HORY yon si SR 
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geometrifch ala doppelter Dreiedsinhalt aufgefaßt wird, insbeſondere gilt der 

Sag, daß das Moment der Mittelktraft beliebiger Kräfte gleid) 

der algebraifhen Summe der Momente der Seitenträfte ift, und 

läßt fich diefer Sag aus der Aehnlichkeit der Dreiede leicht geometrifch beweiſen. 

Ebenſo erfieht man jofort, daß dag Moment eines Kräftepaars gleichbedeutend 

ift mit der algebraifchen Summe der Momente der einzelnen Kräfte Wählt 

Fig. 1021. man nämlich, in Fig. 1021 zu dem Kräftepaare AP, 

0 und B P, ganz beliebig einen Momentenpol O, jo find 

die Momente der Kräfte AP, und BP, für diefen 

A E Punkt durch die doppelten Dreiede AP, O md 

BP,O gegeben. Macht man ED = AP, Io ift 

ANAPO=AEDOunda DP, || EB wi, 

R Bau AEDO=AÄ EP,O; folglid hat man 

die algebraifche Summe der Momente der beiden Kräfte durd) die Differenz 

der doppelten Dreiede BP,O und EP, O, aljo durd) das doppelte Dreied 

B P, E gegeben, d. h. durch das Moment des Kräftepaard. Es folgt hieraus 

weiter, wie in $. 96, daß die Zufammenjegung von Kräftepaaren in einer 
Ebene einfach auf eine algebraifche Addition ihrer Momente hinausläuft. 

Hat man ein Kräftepaar P,, Ps, Fig. 1022, mit einer Kraft Ps zu 

vereinigen, fo zeichne man das Kräftepolygon 0123, in welchem die beiden 

Sig. 1022. Seiten O1 und 12 aufeinander 

fallen, und man erhält in der 

Strede 03 die Rejultirende 

1 3 der drei Kräfte P,,P, und P;. 

Auf diefe Reſultirende, welche 

mit der Kraft P, der Größe 

os cC und Ridtung nad) überein> 

ftimmt, hat das Kräftepaar 

in Hinficht der Größe wie der 

Richtung alfo Teinen Einfluß 

ausüben können, und nur ihre Lage wird durch das Kräftepaar beeinflußt. 

Zeichnet man nämlich für einen beliebigen Bol Cdas Seilpolygon AK, K, KB, B, 

‚ jo erhält man nad) der befannten Kegel im Durchſchnittspunkte D der Außen- 

feile AK, und BK, einen Punkt der mit P, oder O3 parallelen Mittel- 

kraft P. Die Kraft P, ift daher durch die Vereinigung mit dem Gegen- 

paare Pi, Ps in Größe und Richtung nicht verändert, fondern nur parallel 

ihrer Lage um ein gewiſſes Stüd, nämlich von K, P, nach DP verichoben. 

Um die Größe diefer Verfchiebung allgemein zu kennzeichnen, hat man fich 

nur zu dergegenmwärtigen, daß das Moment der Mittelfraft P in Bezug auf 

irgend welchen Punkt gleich fein muß der algebraifchen Summe der Momente 

ber Seitenfräfte P,, Ps und P,, mit anderen Worten, das Moment der 





Mittelfraft DP ift um das Moment des Kräftepaares P,, P, algebraijch 
größer, als das Moment der Kraft P,. Man kanrı daher jagen: Um eine 
Kraft mit einem Gegenpaare zu vereinigen, hat man die Kraft parallel_mit 
ſich felbft um fo viel zu verfchieben, daß ein Dreieck, deflen Grundlinie die 
noch nicht verfchobene Kraft ift, und deſſen Spite in der verfchobenen Kraft 
liegt, glei) dem halben Momente des Kräftepaares iſt. Die Richtung der 
Berichiebung, ob nad) der einen oder anderen Seite der Kraft, ift fo vor- 
zunehmen, daß bie verfchobene Kraft die Ebene um einen Punkt der nod) 
nicht verfchobenen Kraft in demfelben Sinne zu drehen ftrebt, wie das 
gegebene Kräftepaar. 

Umgekehrt folgt natürlich auch, daß man jede Kraft, z. B. DP, zerlegen 
fann in eine mit ihr parallele gleihgroße und gleichgerichtete Kraft P, und 
ein Kräftepaar Pr, Ps, deilen Moment gleich dem doppelten Flächeninhalte 
besjenigen Dreiecks ift, welches die urjprüngliche Kraft DP zur Grundlinie 
und jene Spige in ber Seitenkraft P, hat, und deſſen Drehungsfinn der- 
jelbe ift, in welchem die urfprüngliche Kraft die Ebene um einen Punkt ber 
neuen Kraft zu drehen ftrebt. 


Beilpiele. 1) Das Kräftepaar AP,, BP, Big. 1023, jol dur ein anderes 

erjegt werben, deflen Kraft P, gegeben if. Man trage die gegebene Kraft P, 

| von B aus gleich BP, an, zeihne durch Ber: 

Fig. 10283. bindung von A mit B und P, das halbe Mo- 

ment des Kräftepaares, d. h. das Dreied BAP,, 

PL * und verwandele dieſes Dreieck in das mit ihm 
R C fllächengleiche BC P,, indem man AP, zieht, dur 

P, die Parallele P,C zu P,A legt und C mit 

\ P, verbindet. (Es ift offenbar SCP,A gleid 

Ä ACP,P,, daher auch ABAP, = ABCP,). 

Ba 3 Rent man nun dur die Spike C die Kraft 

DP, # BP,, ſo iſt daS geſuchte SKräftepaar 

gefunden. 
2) Das Kräftepaar AP,, BP, foll dur ein andered von gegebenem Hebel⸗ 


arm DOC erjegt werden. 
Man zeichne das halbe Moment des Kräftepaares 


Gig. 1024. oder daß Dreied BP, A, fig. 1024, trage auf der 

Höhe AC den gegebenen Arm glei CD an, ziehe 

BR A durch D parallel zu BP, bis zu E und ver⸗ 
P E F wandele das Dreied BP,A in das flächengleiche 


BP,E, indem man E mit P, verbindet und 
AP, parallel zu EP, veht. Die Steede BP, 
$ ch a die eine Kraft es neun Rrüktepanted , defien 
3 andere Kraft ay pE a Fp x BP, mw 
getragen —R 8 
v 


8) Wie weit wird die Kraft OP, dur M yo; pen Te 
paare AP,, BP,, Wig. 1025, verfhoben > Q meres Ss 


X 


8. 49. 
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Man zeichne das halbe Moment des Kräftepaares in dem Dreiede AP, B, 
trage diejes Dreied an CP, als das Dreied A’CB’ an, und verwandele 


Fig. 1025. 4 CA'’B' in das flächengleide 
⸗ 4 CP,D (nad Beiſpiel 1), jo 
A rn € { giebt die Spitze D einen Punkt, 


3 dur) welchen die verichobene 
Kraft DP, = CP, hindurch⸗ 


D P gehen muß; dennn es ifl 
PL VAR 4AP B=4CP,D 
B B und DP', dreht die Ebene um 


einen Punkt der urjprüngliden 
Kraft, 3. B. C, nad derjelben Richtung (umgekehrt dem Zeiger einer Uhr) wie 
da8 gegebene Sräftepaar. Natürlid kann man jederzeit die Kraft D P', nad 
CP, verjegen, wenn man das Kräftepaar AP,, BP, hinzufügt, welches die 
Ebene in demjelben Sinne und mit gleihem Momente, wie die urſprüngliche 
Kraft DP',, um einen Punkt der verjhobenen Kraft CP, dreht. 


Reduction der Momente. Wie aus dem vorigen Paragraphen fi 
ergiebt, Handelt es ſich in der Statik vielfah um Zufanmenfegung von Mo⸗ 
menten, welche durch Flächen, meift durch) Dreiede gegeben find. Um biefe 
Addition bequem ausführen zu Können, und da bie graphifche Statik der An- 
Ihaulichkeit und Uecberfichtlichfeit wegen ihre Größen überhaupt durch gerade 
Linien ausdrückt, ift es nothwendig, die erwähnten Momentenflächen durch 
Streden darzuftellen. Dies ift offenbar immer möglich, wenn man bie 
betreffenden Flächen ftets in ſolche Rechtecke verwandelt ober ſich verwandelt 
denkt, welche eine gemeinfchaftliche Grundlinie haben. Alsdann ftellen die 
den einzelnen Rechteden zugehörigen Höhen die Momente dar, vorausgefegt 
nur, daß man unter einer Einheit der Strede, welche die Höhe darftellt, 
nicht eine Länge, fondern eine Fläche verfteht, deren Grundlinie die gemein 
Ihaftliche Bafis und deren Höhe die Rängeneinheit if. Stellt num bei den 
Momenten, die ja als Product aus Kraft mal Länge aufgefaßt werden 
müſſen, die gemeinfame Bafis nach dem zu Grunde gelegten Maßftabe für 
die Kräfte etwa d Kilogramm dar, fo entfpricht natitrlich jeder Längeneinheit 
einer Höhe (1 Meter) offenbar ein Moment von b. 1 Meterfilogramm, 
und eine Höhe, die alfo nach dem gewählten Längenmaßftabe a Meter 
beträgt, wird ein Moment von ab Meterkilogramm barftellen Es ift 
übrigens ganz gleichgültig, ob die Bafis und die Höhe Kräfte, refp. Längen, 
oder umgekehrt Rängen, refp. Kräfte, darftellen, denn wenn die gemeinfchaft- 
liche Bafis als Länge von b Metern gedacht wird, und bie Höhe nad) dem 
Kräftemaßftabe gleich a Kilogramm fich ergiebt, fo ift das Moment wie 
vorher zu ab Meterkilogramm gegeben. 

Man nennt diefe Umwandlung der Momentenflächen in Rechtecke von 
gemeinfchaftlicher, Grundlinie die Reduction der Momente auf eine 
gemeinjhaftliche Bafis. Es Handelt fich daher zunächft darum, für die 


Ausführung diefer Reduction auf eine gemeinſchaftliche Bafis eine bequenie 
Methode anzugeben. Die Baſis ift dabei im Allgemeinen zwar gleichgültig, 
man wird aber immer gut thun, dafür eine die Rechnung vereinfachende 
abgerundete Zahl (jeien e8 Meter oder Kilogramme) anzunehmen. 

Wenn ein Moment durch die doppelte Fläche eines Dreiecks ABC, 
Fig. 1026, gegeben ift, jo hat man, um es auf eine beftimmte Baſis zu 

Fig. 1026. reduciren, das Dreieck nur in ein anderes 
flächengleiche® zu verwandeln, deſſen 
Grunblinie gleich der gegebenen Baſis 
iſt. Hierzu giebt e8 mancherlei Mes 
thoden , eine der einfachiten ift folgende: 

Man fchneide von einer Ede A des 
Dreiecks mit der zu Grunde gelegten Bafis 
b in die gegenitberliegenbe Dreieckſeite 
BCemn, ſo daß AD=b iſt, und 
ziehe durch eine andere Ede C eine Parallele CE mit b, fo ift das Per- 
penbifel BF’ von der dritten Ede B auf diefe Parallele gleich der Höhe eines 
Dreieds, defien Grundlinie gleich der gegebenen Bafis ift, und deſſen In- 
halt mit dem des gegebenen Dreiecks übereinftimmt. Dies ift leicht erfichtlich, 
da das Dreied ABC durch die Bafis AD in die beiden Dreiede ADB 
und ADC zertheilt ift, welche die gemeinſchaftliche Baſis AD — b 
und zu diefer Bafis die Höhen BG und E F haben, da8 Dreied ABC ift 
daher gleich einem anderen ‘Dreiede von der Grundlinie AD — b und ber 
Höhe BG + GF=f. Stellt nun das Dreied ABC bie Hälfte von 
dem Momente einer Kraft 3. B. AB um einen Punkt C dar, jo kann man 
diefes Moment gleich dem Rechtede aus AD—=b md BF = f, alfo gleich 
bf fegen, und man hat nad) dem, was hinfichtlich der Neduction von Mo⸗ 
mentenflächen auf eine gemeinfchaftliche Baſis d gejagt worden ift, in f den 
Werth des Momente. Man pflegt wohl die Strede BE’ als die Anti- 
projection der Grundlinie BC auf die eingetragene Baſis A D zu nennen 
(vergl. $. 36, Anhang). 

Wenn verfchiedene Kräfte A, Pi, Ay Ps in einer Ebene durch Streden ihrer 
Größe und Rage nach gegeben find, und man foll die Momente derjelben in Bezug 
auf einen in berfelben Ebene Tiegenden Drehpunkt O auf eine gemeinfchaftliche 
Bafis b.redueiren, fo Tann dies am einfachften dadurch geſchehen, dag man 
jede Kraft in zwei Componenten zerlegt , penen die eine geich der 
gegebenen Bafis b ift, während bie ander " & zen Momentenyuntt Gin 
durchgeht. Dann ift der Abftand der erſte e dut get want Mowroten⸗ 
punkte offenbar das reducirte Moment. —X N v —XX Ray 





x 0 
a es OT an 
N 
\ 
— 
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damit parallel von den Angrifföpuntten A,, Az, As aus die Seitenträfte 
A, Bı = A, Ba = A, B; — b überall nach derſelben Richtung an, jo 
find offenbar die Verbindungslinien Bi Pı, Ba Ps, Bs Ps die zweiten Som 
ponenten, in welche die Kräfte Aı Pı, As Pa, As Ps zerfallen, wenn A, Bı, 
Ag Ba, As P; die erften Componenten find. Sollen nun diefe zweiten Com: 
fig. 1027. . ponenten Br P, ... durch den 
Momentenpunft O hindurch⸗ 
gehen, fo hat man nur bie 
Angriffspunfte A,, As, As der 
Kräfte in diejenigen Puntte 
Ci, Ca, G verlegt zu denken, 
in welchen die von O aus zu den 
zweiten Componenten Bi Pi, 
Bs P3, By P, gezogenen Pa⸗ 
rallefen die Kraftrichtumgen 
fchneiden. Während im diefem 
Valle die gedachten zweiten 
Componenten BP durch deu 
Momentenpunkt O Hindurchgehen, alfo ihr Moment Null ift, Haben die erſten 
Seitenfräfte AB, welche ſämmtlich gleich der Baſis d find, Hebelarme, die 
durch die Abftände der Angriffspuntte C,, C,, Cz von ber mit diefen Kräften 
parallel gezogenen D, O D, gegeben find. Tiefe Abftände CD, = fı; 
G,D; = fa; O3 Ds = fs repräfenticen daher die auf die gemeinſchaftliche 
Bafis d reducirten Momente ber gegebenen Kräfte um ben Punkt O. Cs 
ift Übrigens aus der Figur leicht zu erfennen, daß alle diejenigen Abftände f, 
welche auf derfelben Seite der zuerft gezogenen Geraden D,OD, Liegen, 
demfelben Sinne der Drehung entiprechen, während die auf den entgegen 
gelettten Seiten von D, OD, gelegenen Abftände entgegengefegten Drehung 
finn andeuten. So jtreben die Kräfte A, P, und A, P, in ber Figur, deren 
Abftände /,, /s unterhalb D, O D, liegen, die Ebene um den Bunkt O nad 
rechts (entjprechend dem Zeiger einer Uhr) zu drehen, während der Kraft 
A, Pı, deren Abftand oberhalb der Geraden D, OD, gelegen ift, die ent- 
gegengejette Drehungsrichtung zulommt. 





Reduction der Momente paralleler Kräfte in einer Ebene. 
Hat man e8 mit parallelen Kräften in einer Ebene zu thun, jo bietet das 
Seilpolygon eine beſonders einfache Methode bar, um die Momente biefer 
Kräfte um einen beliebigen Punkt der Ebene auf eine gemeinfchaftliche Baſis 
zu reduciren. Diejer Yal gewährt ein befonbeves Intereffe wegen jeine® 
häufigen Vorkommens bei der Unterfuhung von Balken und Trägern, bie 
durch parallele Kräfte (Belaftungen) angegriffen werden, und deren Dimen- 


fionen von den angreifenden Momenten abhängen. Seien in Fig. 1028 
die parallelen Kräfte Pı, Pa, Ps, Ps gegeben und aus ihnen das Kräfte: 
polygon O, 1, 2, 3, 4 gezeichnet; hierauf der Pol C' beliebig angenommen 

Fig. 1028. und in befannter Art das Seil» 
polygon AK, K, K, K. Bcon- 
ſttuirt. Um die Momente diejer 
Kräfte für irgend einen Punkt 
O zu ermitteln, fei durch O 
eine Parallele Of zu ben 
Kräften gezogen, und man 
dente fic) die Seilpolygonfeiten 
bis zu ben Durchſchnitten Jo, 
Sf Ss, Fa mit diefer Pa- 
vallele durch O verlängert. Es 
ift jegt leicht erſichtlich, daß jedes 
einzelne der. durch die Parallele 
Of, und zwei auf einander folgende Seile gebildeten Dreiede einem im Kräfte 
polygon gelegenen Dreiede wegen Parallelismus der Seiten ähnlich ift. So 
iſt z. B.: 





AfıfiK 8 A0LG, 
und daraus folgt: 
ffh:01=KD:CE=h:b, 
wenn man den Abftand K,D des Knotens K, von der Parallelen Of, 
mit A, und den Abftand CE des Pols C von der Kräftelinie O4 mit b 
bezeichnet. Da nun O1 gleich der Kraft ?, ift, fo kann man fir obige 
Gleichung auch fehreiben: 
ffh-db=P.h. * 

Der rechtöfeitige Ausdrud P, . hı ift aber offenbar das Drehungsmoment 
der Kraft P, um den Punkt O, und man hat aljo diejes Drehungsmoment 
gleich dem Producte fo/ı . d gefunden aus dem Abſchnitte fo fı, den 
die beiden in der Kraft ?, zufammenftoßenden Seile auf der 
Barallelen Of, abfchneiden in den Abftand d des Pols C von ber 
Kräftelinie des Kräftepolygons. Da dieſe Beziehung ſich ganz all- 
gemein fir jede Kraft beweiſen läßt, z. B. das Moment von P, fih aus- 
drudt duch P2. ha — fifa - d, fo erhält man in wiege Wocke ohne Wer 
teres die Momente der einzelnen Kräfte ag rodoo „Neem euer Tau b 
allen gemeinſchaftlich ift, und deren Faden ie we ur 


betreffenden Seile auf der durch den NN —X wa 
gezogenen Parallelen bedeuten. Nim, \ PEN [\ J— 
des Pols von der Kräftelinie 04 — N yo RN a 


fa Ni 


\ 
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Of, die betreffenden reducirten Momente ber Kräfte dar, und zwar ift in 
der Figur da8 Moment von P, durch fofı, das von Ps durd) fı/s, das 
von Pz dur) Ssfs und das von P. durch /sfs bargeftellt. Die beiden 
Abichnitte und fifa haben gleiche Richtung (von unten nad) oben, wenn 
man die Nummern der / in berjelben Keihenfolge wie die der Knoten K 
annimmt) und die zugehörigen Kräfte P. und P, haben ebenfall8 gleiche 
Drehungsrichtung um O (linksum, d. 5. umgefehrt wie der Zeiger einer 
Uhr). Die beiden anderen Abjcjnitte fs und /3 fs haben beide die ent- 
gegengefegte, von oben nad) unten gehende Richtung, und die ihnen zus 
gehörigen Kräfte P, und P, ftreben, die Ebene dementiprechend nach rechts 
um den Punkt O zu drehen. Daraus erkennt man, daß die einzelnen Ab⸗ 
Schnitte auf Of die bezüglichen Momente nicht nur der Größe, fondern aud) 
dem Sinne der Drehung nad) darftellen. / 

Ebenſo folgt ohne Weiteres aus der Betrachtung der Figur, daß die 
Summe der Momente zweier oder beliebig vieler aufeinanderfolgender 
Kräfte dargeſtellt wird durch denjenigen Abſchnitt auf der durch O gezogenen 
Parallelen Of, welcher zwiſchen ben beiden Seilpolygonſeiten enthalten iſt, 
zwifchen welchen die betreffenden Kräfte P eingefchlofien find. So ftellt 
z. B./0 fa als Abſchnitt zwifchen den Seilen AK, und K, K, das Moment 
der Kräfte Pr und P, dar, ebenfo ift in fs das Moment der Kräfte 
Pi, Ps und Pz; und in fo /ı das Moment aller Kräfte P,, Ps, P, und P, 
gegeben. Alle diefe Abjchnitte find von unten nad) oben gerichtet und ent- 
ſprechen daher linksdrehenden Kräften. In der That erkennt man auch aus 
dem Seilpolygon, wie die Kefultante von Pꝛ, P, nnd P,, deren Größe 
durch O 3 gegeben ift, und welche in dem Durchſchnittspunkte zwifchen A A, 
und K, K, wirkt (diefer Durchſchnitt ift links in der Figur nicht mehr 
ficgtbar), eine linke Drehung anftrebt. Daffelbe ift auch mit der duch K, 
bindurchgehenden,, der Größe nad) durch O4 gegebenen Refultante der vier 
Kräfte Pı, Pr, P; und P, der Fall. Fügt man zu den gegebenen Kräften 
Pı, Pr, Ps, Ps noch eine Kroft P, gleich 40, alfo der Mittelfraft jener 
gleich und entgegengejegt hinzu, und läßt diefelbe im Durchſchnitte Ku ber 
Aupenfeile AK, und K,B angreifen, fo ift nicht nur das Kräfte, fondern 
aud) das Seilpolygon gejchloffen ; ſämmtliche Kräfte ftehen daher im Gleich— 
gewichte, und es it aud) das Moment von P, durch /, fo alfo gleich, aber 
von entgegengefegtem Drehungsfinne nıit dem Momente fo fs, welches ber 
Mittelfraft der vier Kräfte P,, Pa, Ps und P, angehört. Die Summe aller 
Momente ift daher gleich) Null und zwar für jede beliebige Lage des Punktes O. 

Wirde man die Kraft 2, zwar gleid) 40 annehmen, aber nicht in RK, 
fondern etwa in K, angreifen laſſen, jo ſchließt fich das Seilpolygon nicht, 
indem die Außenfeile X) A und K, fz jetzt nur parallel ausfallen, und es 
reſultirt nach $.41, Anhang, aus der Summe aller Kräfte ein Kräftepaar, defien 
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reducirtes Moment (zur Bafis CE b) durd) fo fr ausgedrückt ift. Auch diefe 
Größe ift offenbar conftant, wo man aud) den Momentenpuntt O wählen möge. 


Beispiele. Die Anwendung ber im vorigen Paragraphen gezeigten $. 45. 
Methode zur Beſtimmung der reducirten Momente von Parallelträften möge 
durch einige Beifpiele erläutert werden. 

Ein auf den beiden Stügen A und B, Fig. 1029, aufruhender, horizontaler 
Balken fei durch die beliebigen Belaftungen Pꝛ, Pa, P;, Ps angegriffen; 
zur Beſtimmung der ‘Dimenfionen follen fir jeden beliebigen Querſchnitt 
die ZTransverfalträfte und das Drefungsmoment ermittelt werden. Man 

"ig. 1029. 





trage auf einer Berticalen O4 bie Kräfte P,, Pa, Pr, Pı auf und wähle zu 
diefem Kräftepolygon den Pol C in folchem Abftande von der Kräftelinie, 
daß CE= db gleid) der Momentenbaſis ift. Zeichnet man nun in befannter 
Weiſe von einem beliebigen Bunkteetwa A aus das Seilpolygon AK, K, K, K. K,, 
fo erhält man in K, A die Schlußlinie des Seilpolygons, und eine von C 
aus damit parallel gezogene Gerade OR giebt offenbar in OR und R4 die 
Auflagerdrude, alfo in RO und 4R bie Auflagerreactionen in den Stütz⸗ 
punkten A und B (vergl. auch Anhang $. 39). Denkt man fidh diefe 
Keactionen RZ = ROin A und RR =AR in B al vertical aufwärts 
wirkende Kräfte Hinzugefligt, fo ift ber Balken im Gleichgewichte, das Kräfte 
polygon R0O1234R ift gefchlofien und ebenfo auch das Seilpolygon 
DAKi M, A K. K, D. 

Für irgend einen Querſchnitt, z. B. a, beſtimmt ſich offenbar die Summe 
aller auf das links von a liegende Balkenſtück Aa wirkenden Kräfte Ri, 
Pı, Ps, Ps aus bem Kräftepolygon zu R3, während die Summe aller 
recht3 von a wirkenden Kräfte P. und Rs durch 3.R alſo ebenfo groß, 
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aber entgegengejegt ſich ergiebt. Diefe Kräftefumme oder Mittelfraft R3 
von R,, Pı, P, und Pz geht durch den Durchſchnittspunkt s der Außenfeile 
AK, und RK; K,. Das in dem Querſchnitte a wirffame Drehungsmoment 
der Kräfte, welche auf den linksſeitigen Theil wirken, ift nad) dem Borigen 
durch den Abfchnitt a, a, gegeben, welcher auf der durch den Punkt a ge 
zogenen Berticalen durd) die beiden Außenfeile, d. h. durch die ber erften 
Kraft Ri vorausgehende Seilpolygonfeite AK, und die der legten Kraft P, 
nachfolgende Seilpolygonfeite X, K, abgejchnitten wird. Natürlich ift bes 
Moment der auf das rechtsfiegende Balkenſtück Ba wirkenden Kräfte P, 
und R, ebeufo groß, aber von entgegengefegtem Drehungsfinne. Um den 
größten Werth des Drehungsmomentes und damit den fogenannten gefähr: 
lichen Querſchnitt des Balkens zu beftimmen, hat man nur diejenige Stell 
des Balkens aufzufuchen, wo die vertical gemeffene Ordinate innerhalb des 
Geilpolygons ein Marimum wird. Zieht man alfo parallel zu AK, eme 
Berlihrungslinie an das Seilpolygon, weldye hier durch den Eckpunkt X, geht, 
jo erhält man in dem Querſchnitte durch X, P, das größte Bruchmoment. 
Der Punkt, in weldjem die gedachte, mit der Schlußlinie des Seilpolygone 
parallel gezogene Gerade das Seilpolygon berührt, wird im Allgemeinen 
immer in einen Knoten deſſelben treffen, nur in dem Falle, wo eine Seite 
des Polygons (etwa X, K,) mit der Schlußlinie parallel läuft, wird im allen 
itber diefer Seite des Seilpolygons gelegenen Balkenquerfchnitten das Moment 
der äußeren Kräfte, alfo auch die Gefährlichkeit gleich groß fein. Dies ft 
3. B. dann der Fall, wenn ſämmtliche Belaftungen ſymmetriſch gegen die 
Mitte des Balkens vertheilt find. 

Die Sclußlinie AK, ift in Fig. 1029 gegen den horizontälen Ballen 
AB geneigt; der Grund davon liegt darin, daß die Höhenlage des Pols C 
im Kräftepolygon ganz willfürlich angenommen worden ift. Es ift aber em 
Leichtes, durch eine entiprechende Veränderung des Pols C dem Seilpolygon 
eine folche Lage zu geben, daß die Schlußlinie A K, in eine vorgefchriebene 
Richtung, etwa in die horizontale Richtung AB des Baltens fällt. Zu 
dem Ende ziehe man von dem Punkte R im Kräftepolygon, welcher die 
beiden Auflagerdrude OR und R4 beftimmt, eine Parallele RC zu ber für 
die Schlußlinie vorgefchriebenen Geraden, alfo etwa zu AB, und nehme auf 
diefer Linie den Pol C’ an, natlirlich fo, daß der Abftand des Pols von der 
Kräftelinie unverändert gleich der Momentenbaſis bleibt. Alsdann wird das 
neue Seilpolygon AK’, K',K',K’,B, welches für diefen Pol C’ gezeichnet 
wird, wie leicht zu erſehen, eine in AB hineinfallende Schlußlinie erhalten 
müflen. | 

Wenn ein Balken nicht durch in einzelnen Punkten concentrirte, fondern 
durch auf größere Rängen ftetig vertheilte Belaftungen angegriffen wird, fo 
geht das Seilpolygon natürlich in eine ftetige Curve über. Dan kann dieſe 
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Curve näherungsweife immer leicht eonftruiren, wenn man den Balken in 
eine größere Anzahl hinreichend Heiner Theile zerlegt denkt, und die auf dieſe 
Theile entfallenden Belaftungen in deren Mittelpunkten reſp. Schwerpuntten 
wirkend annimmt. Man erhält auf diefe Art ebenfo wie im Borftehenden 
ein Seilpolygon, weiches fich um fo mehr der eigentlichen Seilcurve nähert, 
je Meiner die Balkenelemente angenommen worden find. Um diefe Beftim- 
mung der auf die Balkentheile wirkenden Theillaften ebenfalls graphifch Leicht 
vornehmen zu können, fann man paffend das Belaftungögefeg bes Balkens 
durch eine Curve über demfelben derart ausdrücken, daß bie einzelnen Or⸗ 
dinaten dieſer Curve über der als Abſciſſenare genommenen Ballenare die 
ipecifiichen Belaftungen angeben. Man hat dann gewifjermaßen die auf dem 
Balken liegende Laſt als die materiell zu denfende Fläche dargeftellt, welche 
zwifchen dem Ballen unb der Belaflungscurve enthalten ift, und beren 
Gewicht der Balken zu tragen hat. 

Eine jehr häufig bei der Berechnung von Trägern ꝛc. zu berückſichtigende, 
ftetig vertheilte Belaftung ift in dem Cigengewichte der Träger felbft zu 
erkennen, welches in vielen Fällen der Praxis als gleichmäßig liber die ganze 
Balkenlänge vertheilt angenommen werben. kann. Demgemäß fällt die das 
Belaftungögefeg darftellende Belaſtungscurve geradlinig und parallel zur 
Balfenare aus. Theilt man nun die ganze Balfenlänge AB, Fig. 1030, 
in etwa acht gleiche Theile, conftruirt das Kräftepolygon 0 8, wählt den Pol C 

Gig. 1030. 
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in einem Abftande gleich der Momentenbafis b von 08 und zwar in dem 
in der Mitte von 08 auf der Kräftelinie errichteten Perpendikel, jo läßt ſich 
das Seilpolygon AKı Ka... B zeichnen. Dieſes Polygon geht in dem 
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Falle, wo man die einzelnen Balkentheile unendlich klein annimmt, in eine 
Parabel über, deren Axe durch die Verticale in der Balkenmitte gegeben iſt. 
Der Beweis hierfür iſt mit Hülfe der ähnlichen Dreiecke, welche in Kräfte 
und Seilpolygon vorhanden find, nicht ſchwer zu führen*. Die Schluß: 
linie des Seilpolygons A B muß hier nad) dem vorigen Paragraphen mit 
der horizontalen Balkenare zufammenfallen, weil der Pol C fo gewählt ift, 
daß die Verbindungslinie defjelben mit der Mitte 4 der Kräftelinie paralld 
dem Ballen AB gerichtet ift, diefer Mittelpunkt 4 aber derjenige ift, welcher 
im vorliegenden Falle die beiden gleichen Auflagerdrude O 4 und 48 beftimmt. 
Nimmt man diefen Druden gleich und entgegengefegt die Auflagerreactionen 
in A und B glei) 40 — 84, d. h. gleich der halben Belaftung an, fo iſt 
der Balken im Gleichgewicht. 

In Betreff diefer der ftetig vertheilten Laſt entfprechenden Seilcurve gilt 
daſſelbe, was bei concentrirten Kräften im Borftehenden von dem Seilpolygon 
nachgeiwiefen worden if. Man findet 3. B. für irgend einen Querſchnitt a 
das Gefammtmoment aller äußeren Kräfte dargeftellt durch den Abſchnitt aa, 
der durch a gehenden Verticalen zwifchen der Seilcurve und ihrer Schlußlinie. 
Ebenfo erhält man die in demſelben Duerjchnitte a wirkende Berticaltraft 
oder die Summe aller auf einer Seite von a auf das Balfenflüd Aa wir 
tenden äußeren Kräfte, wenn man durd den Schnittpunkt a, eine Tangente 


*) Wählt man den vertical unter der Mitte DI des Ballen AB, Fig. 1081, 
gelegenen Punkt O der Curve als Eoordinatenanfang, legt die Are O X vertical 
dur M und die Y:Are parallel mit AB, 
bezeichnet ferner 3 die halbe Ballkenlänge 
MA und p die Belaftung pro Längenein- 
heit, jo ift im SKräftepolygon om = pl 
zu machen. Für irgend einen Punkt E der 
Seilcurve, defien Eoordinaten ED = y 
und OD = x find, muß nad) der Eon: 
firuction die Tangente EF' parallel dem 
Strahl Ce des Kräftepolygons jein, für 
welden die Kraft em — py if. Daher 
hat man aus den ähnlichen Dreieden EF'G 
und eCm die Bleihung: 

EG:GQF=em:mC=py:b, 
oder: 


Sig. 1081. 





de = Zyry, 


woraus durch Integration die Scheitelgleihung einer Parabel 


= y3 


pe 


folgt. 
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an die Seilcurve legt, und mit biefer parallel den Strahl Ox im Kräfte: 
polygon legt. Die Strede 4 ftellt dann der Richtung und Größe nad) 
die Mittelfraft der auf das Balkenſtück Aa wirkenden Kräfte dar, und zwar 
geht diefe Mittelfraft durch den Schnittpunkt a, zwiſchen ben entiprechenden 
Außenfeilen, d. 5. der Schlußlinie A B und der Tangente aı @. 

Wenn der Ballen außer der ftetig vertheilten Laſt Q noch eine ober 
mehrere concentrirte Belaftungen wie P zu tragen hat, jo könnte man zwar 
fir P und Q gemeinjchaftlich das Kräfte und Seilpolygon conftruiren, doch 
empfiehlt es fich in vielen Fällen, für die concentrirten Kräfte ebenfo wie 
für die fletig vertheilten gefondert diefe Polygone zu zeichnen. Man hat 
dann zur Ermittelung der gefammten Transverſalkräfte und Drehungs- 
momente nur nöthig, die aus den einzelnen Polygonen fich ergebenden 
Streden algebraifc, zu addiren. In Fig. 1030 ift diefe Zeichnung für eine 
Kraft P gemadıt, indem die Kraft P als 0’1’ aufgetragen und der Pol C’ 
in einem Abftanbe gleich der Momentenbafis b von dieſer Linie angenommen 
iſt, aljo in demjelben Abſtande wie C ihn von 08 bat. Damit ferner bie 
Schlußlinie dieſes Polygons ebenfalls mit der Balkenaxe AB und alfo mit 
der Schlußlinie der Seilcurve der ftetigen Laſt zufammenfalle, ift C’ in 
ſolcher Höhenlage angenommen, daß die durch C’ parallel zu AB gezogene 
Gerade CO’ R’ die Kräftelinie 0’1’ in demſelben Verhältniſſe theilt, in welchem 
die durch P erzeugten Auflagerdrude zu einander flehen, oder mit anderen 
Worten, e8 ift 2’ fo gewählt, daß die Proportion ftattfindet: 

R:RVY=BD:AD. 

Um dies graphifch auszuführen, hat man nur nöthig, die Strede BE 
fenfrecht zu AB glei P oder gleich 0'1’ zu machen und AE zu ziehen, 
dann ftellt die Größe FD offenbar den Auflagerdrud in B dar, und man 
hat daher 1’ R’ —= DF zu machen. Nachdem in diefer Art der Bol C’ 
gewählt worden, eonftruirt ſich das Geilpolygon für die Kraft P durch 
AK’B, und daſſelbe fchließt fih, wenn man wieder in A und B die durch 
P veranlagten Reactionen gleich, R'O' und 1’ R’ zu den durch die Laft Q 
hervorgerufenen Reactionen 40 und 84 Binzufügt, jo daß man jest Hat: 

Rı — 40 + FR 0, und 
R=84+1’R. 

Aus der Seilcurve ber ftetigen Laſt AKı K, ... B und aus dem Seil 
polygon der concentrirten Kraft AK’B, welche beibe wegen ber befonderen 
Lage der Pole C und C’ mit den Schlußlinien AB auf einander fallen, 
ergiebt ſich nun die Kombination AR, Ks RK... BXA. 

Die Berticallraft in irgend einem Querſchnitte a befteht jest aus zwei 
Theilen, und zwar erftens aus dem durch Q hervorgerufenen Antheile, welcher 
bereit oben zu 4 gefumben wurde, ımb welcher in dem Schnittpunkte a, 
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feinen Angriffspunft hat. Hierzu fommt die durch P hervorgerufene Kraft, 
die der Größe nad) durch P — 0’ .R’ oder durd) die Strede R’ 1’ dargeftellt 
ft. Der Angriffspunft diefer Kraft Tiegt in dem Durchichnittspimfte B 
ber betreffenden Außenfeile AB und K’B, zwifchen denen die Kräfte 7, 
und P gelegen find. Diefe beiden Zransverfalträfte 4 in mo und R’1’ 
in B laſſen fi) in befannter Art leicht zu einer einzigen Mitteltraft zu- 
fammenfegen, indem man 1’«' — 4% anträgt und zu dem Kräftepolygon 
Ri’ und dem Pol CO’ das Seilpolygon BG H conſtruirt. (Man macht 
BH|| OR;,B@|| O1 un @H || Ce’) Auf diefe Weife erhält 
man im Durchfchnittspunfte 7 den Angriff der ganzen den Querſchnitt a 
angreifenden Berticalfraft 4x + R1’ —= Rw. ferner erhält man wie 
früher für jeden Querſchnitt a des Balfens das Moment der äußeren Kräfte 
durch den Abſchnitt ana, — aı a + az, welcher zwifchen der Curve und 
dem Polygon enthalten if. Man erfieht au), daß das Marimum des 
Momentes jet nicht mehr in der Mitte M des Balkens gelegen ift, ſondern 
im Allgemeinen zwiſchen dem Dtittelpunfte M und dem Angriffspunfte D 
der Kraft P (in dem Falle der Figur in D felbft) ftattfinde. Es ift alfo 
der gefährliche Duerfchnitt des Balkens, welcher, bei allein vorhandener gleich- 
mäßig vertheilter Belaftung, in ber Balkenmitte gelegen ift, von diefer Stelle 
aus in der Richtung nach der Stütze A hin verfchoben worden dadurch, daß 
über A herein bie concentrirte Laſt P getreten ift, und beide Punkte, der 
gefährliche Duerfchnitt und der Angriffspunft D der Kraft P, Haben fich 
bei diefer entgegengefegten Bewegung begegnen und zufammenfallen milſſen. 

Um diefe Berfchiebung, welche der gefährliche Querſchnitt erfährt, wenn 
die Laſt P über den Träger fich bewegt, näher kennen zu lernen, ſei AB, 
dig. 1032, ein Träger (etwa eines Lauffrahns), auf welchen die bewegliche 
Belaftung P in Form eines Heinen Wagens, welcher bie Winde trägt, verfchiebbar 
angebradit if. Sei AL, Mi Ni B die dem Eigengewichte Q des Trägers von 
der Fänge J ſammt darauf ruhender Bahn entfprechende Seilcurve, welche bei 
der nahezu gleichmäßigen Bertheilung der Eigenlaft als Parabel angenommen 
werden kann. Sei ferner für eine beliebige Stellung des Windewagens, 
3. B. wenn der Schwerpunft deffelben über D fteht, da8 Seilpolygon AKB 
jo gezeichnet, daß die Schlußlmie A B deffelben mit derjenigen der Seilcurve 
zufammentrifft. Hierzu ift nur nöthig, den Pol CO’ im SKräftepolygon 
CF@B' fo zu wählen, daß die Horizontale 0’ GE’ die Kraft FB’ in 
folhen Berhältniffe theilt, daß die. beiden Ubfchnitte 2’ @' und G’B’ die 
beiden Yuflagerdrude in A und B darftellen. Yu dem Enbe iſt BF glei 
P gemacht und die Verbindungslinie AF gezogen, die Horizontale JE 
durch den Punkt J, in welchem diefe Berbindende von ber Kraftrichtung P 
gejchnitten wird, theilt dann die Strede BF in @ berart, daß @B ben 
Auflagerdrud in B und FG denjenigen in A angiebt. Macht man daher 





8. 45.] Die Elemente ber graphifchen Statik. 1295 


GB =G6GBw @F = GF, fo erhält man in ber Horizontalen 
durch @’ in der Entfernung @’ O0’ gleich der Momentenbafis d den gefuchten 
Bol C". 
Nach dem Vorftehenden ftelt num die Strede M, M, das Bruchmoment 
in dem mittleren, durch M gehenden Querſchnitte vor, während X, K das 


Tig. 1032. 





4 
5 
6 
7 
8 


Moment in dem Querſchnitte D bedeutet. Wie die Figur erkennen läßt, 
ift das Drehungsmoment in allen Balkenquerſchnitten durch die Laſt P ver- 
größert worden, und zwar inder Mitte um AM,, in D am meiften, nämlich 
um DK. Man kann mit dem Zirkel durch Abgreifen au das Marimum 
bes Moments finden, welches irgendwo zwifchen M und D liegen muß. 
Diefe Stelle des größten Moments oder der augenblicliche gefährliche Quer⸗ 
Schnitt läßt fi) aber auch in folgender Art beftimmen. 

Wenn man fic, vergegenmwärtigt, daß bei einem auf relative Elafticität in 
Anſpruch genommenen Balken das marimale Bruchmoment immer an der» 
jenigen Stelle ftattfinbet, für welche die Transverfaltraft zu Null wird, fo 
handelt es fich aljo nur um bie Ermittelung diefes Punktes. Nun kann dies 
graphifch ſehr leicht folgendermaßen gejchehen. Denkt man fid) auf der 
Linie AB als Abſciſſenaxe in jedem Punkte eine Ordinate aufgetragen, 
welche der dort herrfchenden Zransverfalfraft gleich tft, jo erhält man in der 
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Berbindung der Endpunkte diefer Ordinaten eine graphifche Darftellung der 
Größe diefer Transverfalfraf. Zunächſt hat man fir die gleichförmig ver- 
tHeilte Zaft Q in dem Punkte A die Ordinate AE, — Y, Q als Auflager- 
reaction vertical aufwärts anzırtragen. In jeden, um bie beliebige Pänge x 
horizontal von A entfernten Zrägerquerfchnitte wird diefer Drud um den 


Theil — Q vermindert fein, und man erkennt fehr leicht, daß die betreffende 


Linie der Transverfaltvaft für die gleichförmig vertheilte Laſt eine Gerade 
jein muß, welche von dem Punkte Z, ausgehend die Balkenaxe AB in ber 
Mitte M durchſchneidet, und die Verticale dur den Auflagerpunft 3 in 


einer Entfernung BE, — z trifft. Die Drudfräfte find in der erften 


Hälfte AM des Balfens nad) oben, in der zweiten Hälfte MB nad unten 
gerichtet, wie die Ordinaten der Linie EZ, ME, auch andeuten. Tritt mım 
die concentrirte Kraft P in dem Punkte D hinzu, jo wird, wie ſchon oben 
angeführt, die Auflagerreaction in A um die Größe GEF vergrößert, und es 
ift daher in jedem Duerjchnitte zwifchen A und D die Transverjallraft um 
diefe nach oben gerichtete Reaction FF größer geworben als vorger. In 
dem Punkte D Hingegen kommt zu der fo vergrößerten Transverfalfraft eine 
nad) unten gerichtete Kraft P = FB Hinzu. Aus diefen beiden Aen- 
derungen folgt, daß in allen Bunften rechts von D zur Transverſalkraft eine 
nach) unten gerichtete Kraft gleich FB — FG —= GB hinʒutritt. Macht 
man ddr ur = GF, ferner BR | BB und BR,=FB, 
fowie K,R, || Eı E, fo erhält man die Linie, welche die Transverjalfräfte 
für die Stellung der Laft P in dem Punkte D ergiebt. Da dieje Linie bie 
Abſeiſſenaxe AB in O fchneidet, fo ift der Duerfchnitt durch diefen Punkt O 
der gefährliche. Die Betrachtung der Figur zeigt, daß man zu bemfelben 
Querſchnitte O gelangt, wenn man die Abfcifjenare AB um die Größe 
BG= DJ erhöht denkt, und ihren Schnittpuuft in biefer neuen Lage 
mit der Linie Z, Es auffucht, welche die aus der gleichförmigen Belaftung 
vefultirenden Transverſalkräfte barftellt. 

Denkt man fid) daher die Kraft P von A hereintretend allmälig nad) 
der Mitte M des Balfens hin verjchoben, fo nimmt die Größe DJ, welche 
nach dem Vorigen die Auflagerreaction in B darftellt, allmälig von Null 
bis 1/, P zu, und man findet fir jede Stellung der Laſt P den zugehörigen 
gefährlichen Onerfchnitt, wenn man von dem Punkte J, in welchem die 
Kraftrihtung von P die Linie AF ſchneidet, eine Horizontale bis zum 
Schnitt mit der Linie E, Ey zieht, welche die Transverſalkräfte der gleich 
förmigen Belaftung darftellt. Dan erkennt daher leicht, daß der gefährliche 
Duerfchnitt, welcher in M ſich befindet, während die Kraft P noch über A 
fteht, bei einer Bewegung ber legteren nad) dem Träger herein biefer Kraft 
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entgegengebt, 3. B. nad) O gelommen ift, wenn die Kraft über D fteht, und 
daß die Kraft P und der gefährliche Querfchnitt fic) in dem Punkte Z begegnen, 
in welchem die Gerade Fi Ey der Transverfalfraft und die Linie AF ſich 
ſchneiden. Rückt die Kraft P weiter bis zur Mitte M des Balfens vor, fo 
fallt während diefer Bewegung, der gefährliche Querjchnitt immer mit der 
Kraft P zuſammen. Man erkennt dies daraus, daß die Linie der gefanımten 
Transverſalkraft Ri K, K; R, in diefem Falle immer mit ihrem verticalen 
Theile X, A, die Abfciffenare AB durdjichneidet, daher ftetS in dem durch 
K, K, oder die Kraftrichtung gegebenen Querſchnitte die Trausverfaltraft 
Null, alfo das Bruchmoment ein Marimum if. Wenn die Kraft P noch 
weiter iiber die Mitte M des Trägers nad) B Hin fortjchreitet, fo begleitet 
der gefährliche Dueıfchnitt die Kraft bis zu einem Punkte N, welcher von 
der Mitte M diejelbe Entfernung hat wie Z, und wenn die Kraft über 
diefen Punkt N Hinaus fich weiter bewegt, fo fehrt der gefährliche Duer- 
Ichnitt von N nad) der Mitte M zurück, wo er in dem Momente ankommt, 
in welchem die Kraft P den Stützpunkt B erreicht. Bei einer einfachen 
Meberführung der concentrirten Laſt P von A nad) B madıt ſomit der 
gefährliche Querſchnitt eine Oscillation von der Mitte M nad) L, zurüd 
über M nad) N und wieder zurüd nad) M. 

Aus den vorftehenden Beifpielen ergiebt fich zur Genlige, daß die Ans 
wendung graphijcher Methoden in vielen Fällen, befonders, wo es fich, wie 
in der Feſtigkeitslehre, um parallele Kräfte handelt, fehr einfach zu den 
gewünschten Rejultaten führt. Beſonders fruchtbar erweifen ſich diefe Me⸗ 
thoden für die Berechnung ber Dimenfionen von Gitter - oder Fachwerks⸗ 
trägern für Brüden, Dächer zc., worliber im zweiten Theile das Nähere. 


Graphische Schwerpunktsbestimmung. Der Schwerpunft einer $. 46. 
materiellen Fläche als der Mittelpunkt der parallelen Schwerkräfte aller 
einzelnen Elemente diejer Fläche läßt fi) mit Hilfe des Seilpolygons leicht 
beftimmen. Zerlegt man nämlich die gegebene materielle Figur in ihre 
Elemente, deren Schwerpunfte man kennt, und zeichnet hierfiir das Kräfte: 
polygon und das Seilpolygon, jo geben die äußerften Seilpolygonfeiten in 
ihrem Durchſchnittspunkte (nad) 8. 41, Anhang) einen Punkt, durch melchen 
die Mittelfraft fämmtlicher parallelen Schwerkräfte Hindurchgeht. Zieht man 
daher durch diefen Durchfchnitt eine Parallele zu jenen Kräften, fo liegt in 
diefer der Schwerpunft. Kann man nun noch eine andere, den Schwer⸗ 
punkt enthaltende Richtung, wie etiwa die Symmetrieare bei einer ſymme⸗ 
teifchen Figur, angeben, fo findet man natürlich den Schwerpunkt der Fläche 
in dem Durchſchnittspunkte diefer beiden Richtungen. Man muß in folchem 
Tale, um in Wirklichkeit einen Schnittpunkt zu erhalten, die Richtung der 
Schwerfräfte oder mit anderen Worten die Lage der gegebenen Figur fo 
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annehmen, daß die Schwerfräfte nicht zu ‚der Symmetrieare parallel 
find. 

Wenn die Figur indeffen eine Symmetrieare nicht befigt, jo erfordert die 
Beitimmung des Schwerpunfts eine zweimalige Verzeichnung des Seil⸗ 
polygons für zwei verfchiedene Richtungen der Schwerfräfte, d. h. flir zwei 
verfchiedene Stellungen der betreffenden Figur gegen die verticale Richtung. 

Beifpiele. 1) Sol der Schwerpunkt der Figur abedefgh, fig. 1033, 
beftimmt werden, jo zerlege man diefe Figur in die Rechtecke ifgh, abki 
und ekcd, deren Schwerpunkte in den reſp. Mitten Aı, As, As liegen. 


Fig. 1038. 





Nimmt man in diefen Punkten die den Flächenräumen jener Rechtecke pros 
portionalen Kräfte oder Streden Aı Pı, AgPs, As P, vertical abwärts 
gerichtet an, conftruirt das zugehörige Kräftepolygon C0123 und baraus 
das GSeilpolygon BK, K; A, D, fo erhält ınan in der Berticalen SK durch 
den Schnittpunft K der äußerften Seile DK, und BK, eine Linie, welche 
duch den gefuchten Schwerpunkt hindurchgehen muß. Denkt man fi nun⸗ 
mehr die Figur um einen beliebigen Winkel, etwa um 909 gebreht und 
wiederholt diefelbe Konftruction für diefe neue Lage, fo erhält man eine 
zweite Mittelfraftslinie, die in ihrem Durchſchnitte mit der erſten den ge- 
fuchten Schwerpunkt liefert. Um indeffen nicht die Figur gänzlich von 
Neuem zeichnen zu müfjen, darf man annehmen, die Kräfte P,, P,, Ps 
wirkten in unveränderter Größe nad) einer anderen Richtung, aber immer 
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parallel zu einander, etwa horizontal, und feien diefelben durch A, P'i, As P's 
und Az P'z dargeftellt. Um das Seilpolygon hierfür zu zeichnen, Tann man 
das ſchon vorhandene Kräftepolygon CO 123 benugen, wenn man nur den 
Seiten des Seilpolygons Richtungen giebt, welche mit den bezitglichen 
Strahlen denfelben Winkel einjchliegen, um welchen man die Kraftrichtungen 
gedreht gedacht hat, aljo wenn man hier, wo diefer Winkel zu 90° an- 
genommen wurde, die Seilpolygonfeiten ſenkrecht zu den Strahlen zieht 
(B'K', 1 00; K. K, L cl, K,K,; L 02 um K',D L 03). 
Das neue Seilpolygon B'K’', K',K’,D Tiefert dann in der durch ben 
Durchſchnitt K' der Außenſeile B’K’, und D’K’, gezogenen Horizontalen 
K’ S eine Linie, die durd) den Schwerpunkt geht, welcher folglich im Durch⸗ 
ichnitte S der Geraden XS und K’S liegt. 


2) Es fei bei dem in Fig. 1034 (a.f.S.) abgebildeten, auf einer ‘Drehfcheibe 
ftehenden Krahn A, P, das Gewicht der Drehfcheibe fammt Rädern, Aı Pı 
das der hinteren Spamnftangen @ As, As P, da8 der Traverfe Az, A, P. 
das der Doppelftrebe Az A;, A; P; das Gewicht des Strebenfußlagers, 
ferner A, P, das Gewicht der vorderen Spannftangen, A, P, dasjenige der 
Hauptftreben A, A; und endlich A; P; die durch den Flaſchenzug bei As 
und die angehängte Laſt dargeftellte Belaſtung. Es mögen dieſe ſämmt⸗ 
lichen Kräfte in der verticalen Symmetrieebene des Krahns angenommen 
werden, indem man fic) immer bie Gewichte je zweier, ſymmetriſch zu dieſer 
Ebene angeordneten Organe (Streben, Spannftangen ꝛc.) vereinigt denkt. 
Zeichnet man zu dem Kräftepolygen CO12... 8 das zugehörige Seil- 
polygon B X K. Kʒ ... K,D, fo erhält man in dem Durchſchnitte X der 
Außenſeile BR, und DE, einen Punkt, durch welchen die Mittelkraft des 
ganzen Syſtems KP,_s hindurchgeht. Da diefe Kraft die Horizontale HF 
außerhalb der Stügen trifft, jo wird der Krahn nicht ohne Weiteres ftabil 
fein, und man muß fein Umfippen durch ein auf der anderen Seite anzu⸗ 
bringended Gegengewicht verhüten. Es fragt fich nun, wie groß das Gegen- 
gericht Ay Po, deſſen Schwerpunft itber A, Liegen foll, gewählt werben 
müfle, damit zu gehöriger Stabilität ber Drud des ganzen Syſtems die 
horizontale Stügfläche in einem Punkte Z treffe, der um ein gewifles Stüd 
(etwa 1/, Meter) von der Stüßfchiene unter 7’ nad) innen gelegen ift? 


Es muß, damit legteres ftattfinde, offenbar die Mittelfraft von A, P, 
und von KPı_s durch E Hinducchgehen, alfo muß die Berticale in Z den 
Schnittpunkt K’ treffen, in welchem die nunmehrigen äußerften Seilpolygon» 
feiten ſich ſchneiden. Während einerjeitd DA, lebte Seilpolygonfeite 
geblieben ift, kommt anbererfeits durch Die Hinzufügung des Gegengewichts A, P, 
zu den vorhandenen Seilpolygonfeiten noch eine neue hinzu. Den betref- 
fenden Knotenpunkt X, erhält man in dem Durchichnitte der neuen Kraft 
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As P, mit der bisherigen erften Seilpolygonſeite B.Kı und man findet daher 

nach der foeben angeftellten Betrachtung die Richtung des neuen Außenſeils 

in der BVerbindungslinie KK’. Zieht man hiermit parallel im Kräfte 

polygon den Strahl CI, fo erhält man in der Strede 90 die auf dem zu 

Grunde gelegten Kräftemaßftabe abzugreifende Größe des Gegengewichtes. 
j Big. 1034. 


E 


zu. 


Es ift ebenfalls ohne Weiteres erſichtlich, daß die Mittelkraft des uns 
belafteten Krahns in die Berticale Hineinfallen muß, welche durch den Schnitt- 
punkt (K) der Seilpolygonfeite B’K, und X, K, hindurchgeht. Für den 
Tall, daß man das Gegengewicht außerhalb der Stigbahn jenfeits A an- 
gebracht hätte, wie es bei gewiſſen Eifenbahn- oder Rollkrahnen zu geſchehen 


$. 46.] Die Elemente der graphiichen Statik. 1301 


pflegt, wäre diefer Punkt (D) aufzufuchen, um die Conftruction auf ihre 
Stabilität auch im unbelafteten Zuftande zu prüfen. Fiele die Berticale 
durd) (X) jenfeits der Stützbahn in A, jo müßte in ſolchem Falle das betref- 
fende Gegengewicht näher nad) HI hereingerüdt und dafür natürlich ent 
jprechend größer angenommen werden. 


Den ausführliääften Unterrit in der graphiſchen Statik findet man in dem 
Werke: „Die graphiihe Statif, von 8. Culmann (1866)*, weldem das Ber: 
dienft zulommt, dieſe Disciplin zuerft als bejondere Wiſſenſchaft behandelt zu 
haben. Als beſonders empfehlenswerth für das Studium mülſſen ebenfalls die 
„Elemente der graphiihen Statif, von J. Bauſchinger (1871)” hervorgehoben 
werben. Ueber die Anwendung graphiſcher Methoden beim Rechnen kann man 
nadhlejen: „Cousinery, Le calcul par le trait (1838). 
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Alphabetiſches Sadhregifter, 


Die angeführten Ziffern geben die Seitenzahl an. 


A. 


Abbrechen, 438. 

Abdrücken, Abſcheeren (Widerftand dei- 
felben), 380. 545. 

Aberration des Sternenlichtes, 135. 

Abhängigvariable, 1. 

Abbang, 1105. 

Abſciſſen, 2. 

Abfciffenacceleration, 129. 

Abſcifſengeſchwindigkeit, 128. 

Abjolute Elafticität und Feſtigkeit, 379. 
828. 

Abweihung (Deviation), 676. 

Acceleration, 80. 85. 102. 

Addition, graphiiche, 1252. 

Adhäfionskraft, 148. 902. 

Adhäfionsplatten, 903. 

Aörodynamit, Aëöroſtatik, 150. 

Aeußere Kräfte, 661. 

Aggregatzuftinde, 147. 

Aichen, Aichmaß, 1126. 

d'Alembert'ſches Princip, 662. 854. 

Anfangsgeſchwindigkeit, 80. 759. 1236. 

Angriffspunkt, 148. 179. 

Anſatzgerinne, kurze (Ausfluß durch), 
996. 998. 

Anfagröhren, conifch convergente, 1009. 

Anjagröhren, coniſch divergente, 1009. 

Anjagröhren, kurze (Ausfluß durch), 1000. 
1007. 1038. 

Anſatzröhren, kurze coniſche, 1009. 1041. 


Anſatzröhren, kurze innere, 1003. 

Anfagröhren, kurze fchiefe, 1005. 

Anjagröhren, lange, 1011. 

Anſchwellungen der Flüffe, 1123. 

Antifrictionszapfen, 854. 

Antiparallele 1259. 

Antiprojection, 1264. 

Anziehungsgeſetze, magnetiiche, 1206. 

Aräometer, Senfwagen, 898. 

Arbeit der Eentrifugaltraft, 726. 

Arbeit der comprimirten Luft, 926, 1085. 

Arbeit der Reibung, 314. 340. 

Arbeit der Trägheit, 157. 6885. 

Arbeit der Wärme, 1085. 

Arbeit einer Kraft, mechaniſche Arbeit, 
153. 174. 197. 1160. 

Arbeitseinheit, 154. 

Arbeitsmodul der Elafticität und Feſtig⸗ 
feit, 392. 413. 587. 654. 

Arbeitsftabilität, 264. 

Arbeitöverluft, 795. 969. 1031. 

Archimedes’ Princip, 897. 

Alyınptote, 17. 19. 20. 39. 49. 

Atmoiphäre, Atmoiphärendrud, 917. 

Attractionsgejeg, 95. 

Atwood' ſche Fallmaſchine, 715. 

Aufhängepunkt, 243. 782. 

Auftrieb, 881. 941. 

Ausdehnung der Luft, 923. 

Ausdehnung durch Wärme, 937. 

Ausdehnung, elaftiihe und permanente, 
381. 394. 

Ausdehnungscoefficient 937. 
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Ausdehnungsverſuche, 408. 

Ausfluß aus bewegten Gefäßen, 965. 

Ausflußcoefficient des Waſſers, 972. 

Auflußcoefficienten der Luft, 1094. 

Ausfluß der Luft aus Gefäßen, 1081. 
1089. 1091. 

Ausflug des bewegten Waflers, 990. 

Ausfluß des Waflers aus Gefäßen, 944. 

Ausflußgeihmwindigfeit, 945. 

Ausflußmenge, Ausflußquantum, 944. 
972. 1088. 

Ausflußmündung, Ausflußöffnung, 945. 

Ausfluß unter veränderlidem BDrude, 
1059. 1102. 

Ausfluß unter Wafler, 951. 

Ausflug verichiedener Flüffigkeiten, 949. 
1079. 

Auafluß, voller, 1001. 1038. 

Ausichlag, Ausichlagswintel, 767. 

Are eines Kräftepaares, 192. 

Are, freie, 740. 752. 

Are, Umdrehungsare, 192. 248. 680. 

Are, neutrale, 422. 

Arendrud, 247. 748. 


B. 


Ballen, 427. 433. 448. 450. 453. 458. 
472. 

Ballen, gejpannte, 624. 

Balten, hohle, 444. 528. 

Balliftit, 116, 1188. 

Balliftiiches Pendel, 816. 

Barometer, 916. 

Barometrijches Höhenmeſſen, 931. 

Barpcentriihe Methode, 233. 

Becher, hydrometriſcher, 1136. 

BefeftigungSarten, 241. 

Beharrungsvermögen, Trägheit, 141. 

Beharrungszuftand des fließenden 
Waſſers, 1107. 

Berlihrungßlinie, 7. 

Beichleunigung, 80. 659. 675. 885. 

Beichleunigung der Schwere, 85. 143. 

Bette, Flußbette, 1105. 

Bewegung, abjolut, relativ, 77. 132. 
659. 673. 

Bewegung, beſchleunigt, verzögert, 78. 
1059 


Bewegung der Luft in. Röhren, 1100. 
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Bewegung des Waflers in Flußbetteuͤ ıc. 
1105. 1115. 119. 

Bewegung des Waſſers in Röhren, 1011. 

Bewegung, einfahe und zuſammen⸗ 
geſetzte, 104. 

Bewegung, geradlinige und krumm— 
linige, 78. 

Bewegung, gleihförmige und ungleidh- 
förmige, 78. 1115. 

Bewegung in widerftehenden Mitteln, 
11885. 

Bewegungdarten, 77. 680. 

Bewegungshinderniſſe, 1232. 

Bewegungslehre, 77. 

Bewegungsmoment, 789. 

Bewegungsphajen, 1215. 

Biegungdelafticität und Feſtigkeit, 380. 
421. 487. 512. 542. 624. 

Biegungsfedern, 638. 656. 

Biegungsmoment, 424. 439. 

Binomialfunction, 25. 

Binomiſche Reihe, 25. 

Blattfedern, 639. 642. 

Bodendrud, 859. 

Boſchung, 263. 871. 1111. 

Brachyſtochronismus, 777. 

Brehungsqueriähnitt, 531. 


. Bricolwintel 1044. 


Brigg’ihes Logarithmenſyſtem, 33. 
Bruchpunkt, Bruchquerſchnitt, 468. 
Brunnenzoll, 1133. 


C. 


Calotte, 708. 

Capillarität, 902. 

Cataracte, 1024. 

Centralellipſoid, 691. 

Centralſtoß, 786. 788. 
Gentrifugalfraft, 679. 722. 730. 
Gentrifugalfraft des Wafjers, 856. 
Gentripetalfraft 679. 724. 
Ginematif, 137. 

Gohäfion, 375. 902. 
Gohäfionsfraft, 148. 
Communicirende Röhren, 861. 901. 
Gomponenten, 107. 160. 
Gompreifion, 393. 

Goncavität, 7. 23. 
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Coniſche Röhren, 1020. 

Eonftante Factoren, 9. 29. 

Eonftante Glieder, 9. 29. 

Conſtante Größen, 1. 9. 

Gonftante Kraft, 151. 

Eontraction, Sontractionscoefficient, 968. 
970. 1094. 

Eontraction, volllommene und unvoll: 
kommene, 988. 1006. 1035. 


Eontraction, vollfländige und unvoll- 


ftändige (partielle), 985 
Eontractiondjcala, 984. 
Contrahirte Waſſerſtrahlen, m. 
Gonverität, 7. 28. 
Eoordinaten, 2. 
Eofinus- und Eotangenäfunction, 39. 
Eurven, convere, concave, 7. 12. 22. 
Eycloide, Cycloidenpendel, 773. 


D. 


Dampf, Dichtigkeit defielben, 939. 

Dampf, Erpanfivfraft defjelben, 3. 

Depreifion und Elevation, 906. 

Dichtigkeit der Körper, 145. 

Dichtigkeit (mittlere) der Erbe, 1201. 

Dichtigkeit der Luft, 938. 

Dichtigkeit des Waflerdampfes, 939. 

Differenzial, 6. 

Differenzialverhältnig, Differenzialquo⸗ 
tient, 7. 

Directionskraft der Magnetnadel, 1208. 

Divifion, graphiſche, 1255. 

Drehtlappe, 1050. 

Drehpunkt, 249. 

Drehſchraubenfedern, 647- 

Drehung, 198. 199. 539. 

Drehungselafticität und Feftigleit, 381. 
578. 584. 

Drehungshalbmeſſer, 694. 725. 

Drehungsmoment, 578. 685. 1204. 

Drehwage, 1202. 

Droſſelventil, 1050. 

Drud der Luft, 916. 929. 

Drudfeftigfeit, 375. 

Drudhöhe, 860. 945. 953. 1032. 

Drud, hydrauliſcher, hydrodynamiſcher, 
952. 


Drud, hydroſtatiſcher, 846. 861. 
Drud im Wafler, 848 

Drud, ſpecifiſcher, 324. 

Drud und Zug, 139. 375. 616. 629. 
Drud-, Bertical-, Horizontal-, 870. 
Durchbiegung, Einbiegung, 519. 
Dynamit, 138. 659. 


€. 


Ebene, ſchiefe oder geneigte, 268. 270. 
746. 


‚ EinfallsIoth, Einfallswintel, 805. 

" Einheit der mechaniſchen Arbeit, 154. 
Einrammen, 824. 

Elafticität, 148. 375. 916. 1195. 
Elafticitätögrenge,-376. 383. 
Elafticitätsmobul, 384. 550. 1220. 
Elaftiihe Linie, 428. 468. 577. 
Elaftiich-flüffige Körper, 147. 845. 
Elektriſche Käfte, 148. 

Elemente, 6. 

Elevationswinfel, 117. 

Eflipje, 18. 280. 297. 542. 706. 
Ellipjoid, 691. 709. 

Elliptiſche Bewegung, 1236. 
Elongation, 767. 1217. 
Emporfteigen, fenfrechtes, 88. 
Endgeihmwindigteit, 80. 
Erdmagnetismus, 1204. 1209. 
Evolute, 57. 

Erentrifher Drud und Zug, 616. 
Ercentrifger Stoß, 786. 819. 
Erpanfivfraft der Luft, 916. 937.“ 
Erpanfivkraft des Waflerdampfes, 3. 
Erponentialcurven, 33. 
Erponentialfunction, 31. 


F. 


Fall oder Fallen der Körper, 3. 86. 


756. 777. 
Fallmaſchine von Atwood, 715. 
Fallwinkel, Neigungswinkel, 315. 756. 


Federn, Federdynamometer, 638. 658. 
802. 
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Federkraft, 148. 

TederungSarbeit, 639. 656. 

Feſtigkeit, 377. 

Feſtigkeitsmodul, 388. 438. 509. 516. 

Fläche, frumme, 5 

Fliehkraft, 724. 

liegende Wafler, 1106. 

Flügelrad, hhdrometrifcher Flügel, 1142. 

Flüfſigkeiten, flüjfige Körper, 147. 845. 

Flußbetten, 1108. 

Fortpflanzungsgeſchwindigkeit, 
1216. 1218. 1241. 

Fortrollen, 720. 

Fortſchreitende Bewegung, 680. 1211. 

Frictionsräder, 340. 715. 

Hüllen und Leeren der Schleufen, 1074. 

Bunctionen, 1. 


1213. 


G. 


Gay-Lufſac'ſches Geſetz, 937. 

Gaſe, Luftarten, 916. 

Gasmeſſer, Gasuhr, 1173. 

Gefälle, 1029. 1105. 

Gefäßbaremeter, 916. 

Gefäßmanometer, 920. 

Gelentpolygon, 1275. 

Geoftatif, Geodynamik, Geomeganit, 149. 

Geſchmeidig, 377. 

Geſchwindigkeit, 78. 

Geſchwindigkeit des fliegenden Waſſers, 
1106. 

Geſchwindigkeit des Schalles, 1218. 

Geſchwindigkeit, mittlere, 98.959. 1106. 
1108. 

Geſchwindigkeit, virtuelle, 174.198. 201. 

Geſchwindigkeitscoefficient, 968. 1094. 

Geſchwindigkeitshöhe, 87. 953. 

GeihmwindigleitSverändernng, plößliche, 
1033. 

Geſetz von Mariotte, 922. 

Geſetz von Gay⸗Luſſac, 937. 

Gewicht, abfolutes, 139. 144. 

Gewicht, jpecifiihes oder eigenthlim- 
liches, 144. 895. 

Gewidtseinheit, 140. 

Bleihförmige Bewegung, 78. 99. 
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Gleihförmig beſchleunigte, gleichförmig 
verzögerte Bewegung, 80. 81. 83. 84. 

Gleichförmig veränderte Bewegung, 79. 
100. 

Gleichgewicht, 138. 242. 248. 831. 884. 
916. 

BleihgewichtSarten, 243. 259. 

Gleichheit der Kräfte, 139. 

Gramm, Kilogramm, 141. 

®leiten, 310. 756. 761. 

Graphiſche Darftellung, 2. 3. 99. . 

Graphoftatit, 1250. 

Größen, conftante und variabele, 1. 

Grundbette, 1108. 

Guldiniſche Regel, 233. 236. 867. 


oo. 


Hamrröhrdhen, 912. 

Hähne, 355. 1049. 1134. 

Härte, 377. 796. 

Halszapfen, 351. 

Hauptaren, 689. 741. 

Hebel, Hebelarten, 249. 348. 

Hebelarm, 181. 

Hebermanometer, 919. 

Herabgleiten, 761. 

Herabrollen, 763. 

Horizontal: und Berticaldrud, 870. 874. 
831. 

Hoyer, Rammbär, 824. 

Hydrodynamik, Hydroftatif, 149. 944. 

Hydraulik, 149. 

Hydrometer, Hydrometrie, 1126. 1136. 
1139. 

Hydrometriſches Flügelrad, 1142. 

Hydrometriſches Pendel, 1149. 

Hyperbel, 19. 48. 

Hyperboliſche Logarithmen, 32. 49. 

Hydroſtatiſche Wage, 896. 


J. 


Indifferentes Gleichgewicht, 243. 260. 
Snflerion der Wellen, 1249. 
Inflexions⸗ oder Wendepunlt, 22. 
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Innere Kräfte, 660. 
Interferenz der Wellen, 1224. 1247. 
Integral, Integralrechnung, 28. 
Integralformeln, 29. 

Sntenfität einer Kraft, 149. 
Intenfität des Erdmagnetismus, 1211. 
Ssnterpolation, 70. 

Iſochronismus, 757. 775. 777. 


j K. 


Kammzapfen, 351. 

Kegelventile, 1054. 

Keil, 273. 332. 533. 

Kettenbrüde, 290. 

Rettenlinie, gemeine, 291. 

Rettenreibung, 363. 866. 

$tlappenventile, 1049. 1054. 

Kioftergewölbe, 235. 

Kniehebel, 251. 

Knieröhren, 1043. 

Snoten, 277. 1276. 

Körnerjpigen, 353. 

Körper, materielle oder phyfiſche, 137. 

Körper, ftarre, biegſame und elaftifche, 
276. 

Körper von gleihem Widerftande, 398, 
636. 608. 

Kraft, Kräfte, 137. 198. 148. 195. 

Kraft, lebendige, 160. 

Kräftepaar, 187. 470. 

Kräftepolygon, 1266. 

Kräftemaß, 142. 

Kraftmoment, 181. 

Kraftrihtung, 148. R 

Kreis, 2. 

Kreisbogen, Schwerpunft defjelben. 205. 

Kreisfunctionen, 38. 

Kreiſel, 726. 

Kreispendel, 766. 

Kropfröhren, gekrümmte Röhren, 1045. 

Krümmungsdhalbmefler, Krlimmungs: 
frei, 56. 124. 425. 

Krümmungsmittelpunft, 57. 


Srummlinige Bewegung, 123. 128. 176. 
Kugel, 217. 228. 697. 701. 708. 722. 


763. 887. 1067. 
Kurbel, 98. 
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Zabiles Gleichgewicht, 244. 259. 

Länge einer Welle, 1213. 

Längenſchwingungen, 1195. 1211. 

Kaft, 250. 308. 

Lebendige Kraft, Princip derjelben, 160. 
664. 666. 1120. 

Leeren der Ausflußgefäße, 1059. 

Lesbros' Verſuche, 99. 

Leiſtung, Arbeit einer Kraft, 153. 

Leiſtung der Centrifugalkraft, 726. 

Leiſtungsvermögen des fließenden Waſ⸗ 
ſers, 945. 

Linie, elaſtiſche, 428. 431. 

Linie, gerade, 17. 

Linien, krumme, 2. 

Logarithmen, 32. 

Logarithmiſche Functionen, 31. 35. 

Logarithmiſche Reihen, 36. 

Luft, Ausfluß derſelben, 1079. 1084. 
1089. 

Luftballon, 942. 

Luft, Dichtigkeit derſelben, 938. 

Luft, Luftdruck, 916. 

Luftmanometer, 940. 

Luftpumpe, 934. 

Luftſchichten, 929. 


M. 


Mac Laurin's Reihe, 26. 

Magnetismus, 1204. 

Magnetiſche Kraft, 148. 1205. 

Magneinadel, 1203. 

Manometer, 916. 918. 

Mariotte'ſches Geſetz, 3. 5. 922. 

Maſſe, 142. 659. 

Maflenmoment, 685. 

Dlaterie, 140. 

Materieller Punkt, 151. 659. 

Materielles Pendel, 779. 

Marimal: und Minimal: Sontraction, 
982. 

Marimal: und Minimal-Spannungen, 
668. 


— ER 
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Marimum und Minimum, 21. 

Mechanik, 137. 

Mechaniſche Arbeit, 153. 172. 174. 197. 
340. 432. 

Metacentrum, 891. 

Methode der kleinſten Quadrate, 64 

Mittel, arithmetiſches, 66. 

Mittellraft, 164. 

Mittelfraftölinie, 1280. 

Mittelpunft der Maſſe, 202. 

Mittelpunkt des Schwunges, 779. 

Mittelpunft des Stoßes, 750. 865. 

Mittelpuntt des Waflerbrudes, 868. 

Mittelpuntt paralleler Kräfte, 193. 

Modul der Elafticität und Teftigkeit, 
384. 550. 1220. 

Modul des Logarithmen, 33. 

Molecularwirfungen, 902. 

Molecule, Moleculartraft, 148. 902. 

Moment eines Kräftepaares, 137. 

Momentenbafi3, 1284. 

Moment, magnetifches, 1203. 1210. 

Moment paralleler Kräfte, 195. 

Moment, Reduction deflelben, 1284. 

Moment, ftatijches oder Kraftmoment, 
181. 

Moment, Trägheitgmoment, 685. 

Multiplication, graphijche, 1255. 

Mundftüde, Ein: und Ausmündungs- 
ft, 963. 1022. 1028. 

Mündung in der binnen Wand, 970. 
1080. 1094. 

Mündungen, rectanguläre, 
990. 994. 

Musteltraft, animaliiche Kraft, 148. 


957. 976. 


N. 


Naturgeſetze, 3 

Natürliche Logarithmen, 32. 49. 
Naturlehre, 137. 

Neil'ſche Parabel, 16. 54. 
Neutrale Faſerſchicht (Are), 422. 561. 
Nicholſon'ſche Senkwage, 725. 
Nietung, 550. 

Niveauflädden 667. 

Normale, 56. 

Normalacceleration, 125. 129. 723. 
Normalkraft, 176. 728. 
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O. 


Obelisk, Ausfluß aus demſelben, 1068. 
Obelisk, Schwerpunkt deſſelben, 226. 
Oberfläche des Waſſers, 852. 
Obſervatorium, hydrauliſches, 1145. 


Obturatoren, 1049. 


Oel, Ausfluß deſſelben, 1079. 
Ordinaten, 2. 
Ordinatenacceleration, 129. 
Ordinatengeſchwindigkeit, 128. 
Ort, 77. 183. 
Oſcillation, 767. 1192. 


P. 


Parabel, 3.56. 112. 288. 301. 537. 700. 

Paraboliſche Bewegung, 113, 123. 

Paraboloid, 122. 705. 856. 

Barallelepiped der Geſchwindigkeiten, 110. 

Parallelträfte, 186. 

Parallelogramm der Xccelerationen, 111. 

Parallelogramm der Bewegungen, 105. 

Parallelogramm der Geſchwindigkeiten, 
107. 

Parallelogramm der Kraͤfte, 163. 

Paralleltafeln, 910. 

Parameter, 17. 

Pendel, balliſtiſches, 816. 

Pendel, einfaches mathematiſches und 
materielles, 766. 779. 

Pendel, hydrometriſches, 1149. 

Pendellinſe, 706. 

Pendelſchlag, 767. 

Periode, periodiſche Bewegung, 78. 98. 

Pfaähle, Einrammen derſelben, 824. 

Pfund, Zollpfund, Neupfund, 141. 

Phoronomie, 77. 137. 

Phoronometriſche Formeln, 94. 

Piezometer, 920. 1029. 

Pitot'ſche Röhre, 1148. 

Pneumatik, 148. 

Pol des Kräftepolygons, 1276. 

Polyeder, Schwerpunkt derſelben, 223. 

Poncelet' jche Ausflugmündungen, 976. 

Poncelet's Theorem, 346. 

Potenzfunction (zr), 12. 
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Potenziren, graphifches, 1258. 
Potenzreihe, natürliche, 32. 

Product, Differenzial defielben, 10. 
Princip des gleichen Drudes, 846. 
Profil, Längen- und Querprofil, 1108. 
Brogreifive Bewegung, 197. 

PBrony’s Waflermekmethode, 1132. 
Proſaphie und Synaphie, 9083. 


Q. 


Quadratur der Curven, 47. 

Queckſilber, Ausfluß deſſelben, 1079. 

Querprofil der fließenden Waſſer, 1105. 
1110. 

Querſchwingungen, 1198. 1226. 1227. 

Querſchnitt, ſchwacher, gefährlicher, 538. 

Querſchnittsveränderungen, plögliche, 
1031. 

Quotient $, 62. 

Ootient, Differenzial defielben, 11. 


R. 


Radwelle, 302. 305. 710, 

Radiciren, graphiiches, 1260. 

Rammbär, Rammklotz, 824. 

Reaction des ausfließenden Waflers, 
1152. 

Reactionsrad, 1165. 

Rectification der Eurven, 54. 

Reduction der Biegungsmomente, 439. 

Reduction der Maffen, 686. 

Reduction der Trägheitämomente, 688. 

Reduction einer Kraft, 249. 

Rebuctionsformel, 45. 

Reflexionswinkel, Austrittsmwinfel, 805. 

Reibung, Reibungswiderſtand, 309. 321. 
657. 761. 1011. 

Reibung auf der ſchiefen Ebene, 325. 

Reibungsarten, 810. 

Reibungscoefficient, 313. 

Reibungscoefficient der Luft in Röhren, 
1099. 

Reibungscoefficient des Waſſers im 
Flüſſen, 1116. 

Reibungscoefficient des Waflers in 
Röhren, 1012. 

Reibungsgejege, 312. 
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Reibungskegel, 815. 

Reibungsverſuche, 316. 321. 

Reibungswage, 319. 

Neibungswiderftandshöhe, 1012. 

Reibungs: oder Ruhewinkel, 315. 

Relative Elafticität und Feſtigkeit, 380. 
832. 

Relativer Ort, relative Bewegung, 132. 
133. 673 

Reiultirende Kraft, Mittellraft, 160. 

Neverfionspendel, 7883. 

Rheometer, 1150. 

Rippen, 529. 

Röhren- und Kefielftärken, 877. 

Röhrenleitungen, 1022. 1036. 

Röſche, 1108. 

Rollen, fejte und loſe, Kraft und Leit⸗ 
rolle, 302. 373. 716. 

Rollen der Körper, 720. 763. 

Rotationsflähen und Rotationskörper. 
231. 233. 708. 742. 

Rüdwirtende Elafticität und Feſtigkeit, 
880. 

Ruhe, abjolute, relative, 77. 

Ruhepunkt, Stützpunkt, 249. 


S. 


Saiten, Schwingungen geſpannter, 1225. 

Säulen, Tragfraft derjelben, 605. 

Schallgeihwindigfeit, 1218. 

Schaukeln oder Wiegen, 784. 

Schieber, Schubventile, 1049. 

Schiefe Ebene, 270. 325. 756. 763. 

Schiefwinkelige Eoordinaten, 47. 

Schleufen, 1074. 

Schmieren, 310. 

Schneiden und Spiken, 356. 

Schraubenfedern, 652. 

Schubelafticität und Feſtigkeit, 380. 545. 
672. 

Schubkraft, 427. 561. 

Schwerebene, Schwerlinie, 202. 

Schwerkraft, 85. 137. 148. 756. 

Schwerpunkt, 202. 668. 

Schwerpunftsbeftimmungen, 203. 1297. 

Schwimmen, Schwimmtiefe, 884. 886. 
894. 








Alphabetiiches 


Schwimmer, Schwimmkugel, 1139. 

Schwimmftab, 1140. 

Schwingung, jchwingende Bewegung, 
766. 1192. 1211. 

Schwingungen elaftiiher Stäbe, 1227. 

Schwingungen der Magnetnadel, 1205. 

Schwingungen der Saiten, 1225. 

Schwingungen des Waflers, 1234. 

Schwingungsamplitude, 1212. 

Schwingungsbogen, Schwingungsmeite, 
767. 1193. 

Schwingungsgeieg, 92. 

Schmwingung3hindernik, 1232. ' 

Schwingungsknoten, 1223. 

Schwingungspunft, 779. 865. 

Schwingungszeit, Schmwingungsdauer, 
767. 769. 1193. 1219. 

Schmwungfraft, 724. 

Seilcurve, 1291. 

Seilmaidine, 276. 

Seilpolygon, 281. 1275. 

Seilreibung, 361. 

Seitendrud des Waſſers, 862. 

Seitengeſchwindigkeiten, 107. 

Seitenfräfte, 164. 

Sentwagen, 898. 

Sicherheitsmodul, 390. 

Simpfon’jche Regel, 49. 229. 

Sinusfunction, 88. 

Sinujoide, 39. 

Sohle, 1105. 

Sondirftange, Sondirtette, 1141. 

Spanntraft, 916. 

Spannung, 277. 384. 568. 905. 

Spannung, Horigontal- und Bertical-, 
282. 

Spechiger (eigenthümliches) Gewicht, 
144. 895 

Sperſiſches Volumen, 144. 

Sphäroid, 229. 702. 

Spirale, logarithmiſche, 1260. 

Spitzapfen, 352. 

Springende Waflerftrahlen, 120. 1024. 

Spröde, 377. 

Stab, Schwingungen eines Stabes, 1227. 

. Stabiles Gleichgewicht, 243. 259. 

Stabilität, Standfähigleit, 243. 259. 
262. 264. 

Stabilität ſchwimmender Körper, 890. 

Statik, 138. 150. 179. 


Sachregiſter. 1309 


Stehende Schwingungen, 1211. 1222. 
1224. 

Stehender Zapfen, 351. 

Steifigkeit der Seile und Ketten, 366. 

Steifigkeitöwiderftand der Hanf- und 
Drahtſeile, 369. 

Steighöhe, Yallhöhe, 88. 1026. 

Stereometer, 931. 

Stift, Reibung defjelben, 851. 

Stoß, verſchiedene Arten des Stoßes, 
786. 

Stoß, elaftifher, 787. 790. 

Stoß, gerader, 787. 

Stoß, unvolllommen elaſtiſcher, 787. 800. 

Stoß, ſchiefer, 787. 802. 1162. 

Stoß des Waflerd, 1156. 1161. 1164. 
1179. 

Stoß der Luft, 1181. 

Stoßfeftigleit, 828. 832. 836. 839. 

Stoklinie, 786. 

Stoßpunkt, 815. 

Stokreibung, 806. 

Stoßzeit, 787. 

Stromgeſchwindigkeitsſcala, 1108. 

Stromquadrant, 1149. 

Stromftri, Stromrinne, 1106. 

Stügpunft, 244. 

Subnormale, 56. 

Subtangente, 8. 34. 290. 

Subtraction, graphiſche, .1252. 

Symmetrieebene, Symmetrienre, 204. 


693. 
Symmetriihe Körper, 204. 


T. 


Tachometer, 1150. 

Tangente, Tangentenwinkel, 7. 15. 129. 
Tangentialacceleration, 126. 129. 670. 
Tangentialebene, 8. 

Tangensfunction, Tangentoide, 89. 
Tangentialgeſchwindigkeit, 114. 
Tangentialkraft, 176. 

Taucherglocke, 926. 

Tautochronismus, 777. 

Teichdämme, 870. 

Teichgerinne, 1006. 1071. 

Temperatur, 937. | 
Zorfion, 578. 629. . 
Torfionsfedern, 638, 649. 656. 
Torfionäfeftigleit, 381. 578. 836. 
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Zorfionsmoment, 578. 

Torfionspendel, Torſionsſchwingungen, 
1200. 

Torfionsmintel, 578, 

Tractorie, Zuglinie, 355. 

Träger, 513. 

Trägheit, 141. 174. 

Trägbeitshalbmefler, 6953. 

Zrägheitshauptare, 689. 741. 

Trägbeitäfraft, 148. 157. 

Zrägheitgmoment, 439. 680. 683. 694. 

Tragkraft, Tragvermögen, 388. 438. 
572. 


Zragmodul, 888. 506. 516. 
Tragmoment, 523. 
Trigonometriſche Functionen, 88. 
Trigonometriſche Linien, 40, 
Trigonometrifche Reiben, 43. 
Tropfbar flüffige Körper, 147. 


u, 


Ueberdrud, 919. 
Ueberfall, Wandeinſchnitt, 
992. 1068. 
Umdrehungsaxe, 192. 241. 745. 
Umdrehungsebene, 242. 
Umbdrehungsfräftepaar, 629. 
Umdrehungszeit, 725. 
Umpbüllungscurve, 122. 
Ungleihförmige Bewegung, 78. 89. 100. 
Ungleihförmige Bewegung des flieken- 
den Waflers, 1119. 
Unvollkommen elaſtiſche Körper, 876. 
Urvariable, 1. 


958. 981. 


V. 


Vacuummeier, 919. 

Variable, veränderlidhe Größen, 1. 

Bentile, 916. 920. 1053. 

Berfciebungstwintel, 586. 

Verſuchſsapparat, hydrauliſcher, 1076. 

Vibrationsintenſität, 1193. 

Virtuelle Geſchwindigkeit, 174. 198. 201. 
271. 

Vollkommen elaſtiſche Körper, 376. 

Bolllommen flüffige Körper, 845. 


Alphabetiſches Sachregiſter. 


Volumen, 140. 
Volumenometer, 932. 


W. 


Wage, hydroſtatiſche, 996. 

Wahres Gewicht, 941. 

Wälzendes Pendel, 784. 

Wälzende Reibung 311. 358. 

Wärme, 937. 

Wärmekraft, 148. 

Wandeinjcpnitt, Ueberfall, 958. 1068. 

MWafler, Ausflug defielben, 944. 

Waſſerdämpfe, 9. 939. 

Waflerdrud, hydroſtatiſcher, 8683 

Waſſerdruck, bydrauliicher, 952. 

Waflermenge, Waflerguantum, 94. 

MWaflermekapparat, 1127. 

Waſſermeſſer, Waſſeruhr, 1170. 

Waſſerſpiegel, Oberfläche des Waſſers, 
852. 905. 908. 

Maflerftand in communicirenden Röhren, 
861. 901. 

Waflerftrahl, 945. 970. 

Waſſerſtrahlen, jpringende, 120. 1024. 

Wafjerwellen, 1239. 

Waſſerzoll, 1133. 

Weich, 877. 

Mellen, 1211. 1213. 

MWellenberg, Wellenthal, 1210. 

Wellenhöhe, Wellenlänge, 1213. 1241. 

Wendepunkt, 22. 

Widerſtand des Waflers, 1179. 

Widerftände, 138. 309. 

MWiderftandscnefficient, 1008. 1032. 

Widerftandshöhe, 1004. 

Winfelacceleration, 684. 

Winkelgeſchwindigkeit, 684. 725. 

Wintelhebel, 249. 

Wirkung einer Kraft, 137. 138. 

Wirkung und ®egenwirkung, 149. 256. 
661. 786. 

Woltmann’ider Flügel, 
1142. 

Wurfbewegungim Iuftleeren Raume, 117. 

MWurfbewegung in der Quft, 1188. 

Wurfhöhe, Wurfweite, 117. 

Wurflinie, 1189. 


Blügelrad, 


Alphabetifches Sachregiſte. 


&, 


Ximenes, Waflerfahne, 1150. 


3. 


Zahlenreihe, natürliche, 27. 

Zapfen, 3805. 311. 350. 

Zapfenreibung, 311. 319. 336. 340. 

Zerbrüdungäfeitigfeit, 358. 380. 418. 

Zerfnidungsfeftigfeit, 589. 

Zerlegung und Zuſammenſetzung der 
Geſchwindigkeiten und Üccelerationen, 
108. 109. 111. 


U N lv. 
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Zerlegung und Zuſammenſetzung der 
Kräfte, 160. 166. 182. 

Zerlegung und Zufanmenfegung der 
Kräftepaare, 189, 191. 

Zug, 139. 875. 618. 

Zufammendrädung, elaftiide und per- 
manente, 381. 

Zufammengejegte Ausflußgefäße, 1056. 

Zujammengejegte Bewegungen, 104. 

Zujammengejegte Elafticität und Feſtig⸗ 
feit, 379. 612. 


Zuſammengeſetzte Yunctionen, 59. 


Zu: und Abfluß, 946. 1071. 
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